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RESUME : Aprés avoir rappelé Tes différents types de problémes de convergence liés a cet algorithme, encore appelé

des "moyennes mobiles'" ou de sa généralisation : "algorithme des nuées dynamiques", nous précisons la position originale
de notre étude. Il s'agit de dégager les conditions de convergence vers la partition globalement optimale -du point de
vue du critére de 1l'inertie expliquée— dans la.situation topologique de la plus simple et de la plus pure classifiabilité.
Ces conditions auxquelles la méthode des pdles d'attraction apporte sa contribution ont un caractére trés spécifique.

SUMMARY : They are different types of convergence problems concerning the "k-means algorithm" or its generalization, the

i [y . " . o mo o . . . i
'dynamic cluster algorithm". After recalling them, we show the specificity of our study where we consider a priori the
purest topological situation of classifiability in a continous case. Then, we determine general conditions on the initial
‘state of the algorlthm, for which the issue is necessarily the global optimal partition. We show that these conditions are
satisfied by the "poles of attraction" clustering method.
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CONVERGENCE OPTIMALE D6 L' ALAOR\THME D6 “REALLOCATION - Re CEnTRAGE” DAUS
L& CAS LE PLUS PUR ., - ,

J.POSITION Du PROPLEME .

] R,aMac‘{ de {7 Atgorithfm&,

: B sTagrt de um dep atgoft’tﬁ'mm [e; ‘o/us d,a,ssfﬂue,s de 1a classiycat on auto'mah‘t)ue. non -haerarch L'a.qe.
Tt est commu sous fe mom de Valgorcthme des * k- meams” dams {a Lotidrature Anglophone ok (1 a et¢
(mtrodult [D.J. HALL, G.H. BALL (1965)), Nows auvons Prefére - de Jagon plws suggestive - L’Q]prc_
Ler: atgor’thme de © realtomtﬂ’Oﬂ-“"CC"\t"Qgﬁn; em effet, ce dernter titre reftete les degr arte_
ctlat Cong Jmu{ame'ntaic/,s <{e‘ cet algorthme dont mows aflows vappefer la versgon la plws otov.ss:‘guo,
: o’u.f et cefde gul mows (ntevessera {cl. :

On comssdére o description dun ensemble Jini & dobjets au movyem  d’un emsemble Jine de wartables
et on admet pour cette description wme veprésemtation de B au mowen 'um muage e pornts N ()
dams am espoce euclid tem qu’on Peut - pour Jexer Tles dees - Supposer etre t’esPace ge%métfz”que [RP
mumv de sa métn’qae, eclrdiemme ord tnacry . Ca tdemtfcant € & se vepresentation dans ‘lRP, Nows

moteroms M(E) = {(x, ]l ) /xe E} ow le “pords” ,; (mombre +ief po;{tf;) peat defemer
X )

U “1'm"no1’tanoe" o preory de Vobjet x pour 1a obw.ssfffoat-fon a etabler sur B . Dans la folupart
des u?ptﬂmk{om et mEme des ttudes thEon‘qum , 0N peul — st ce mlest pas clép’d Le cas naturef{e ment-

: se ramemer a lw situatton ok h: 1 pour tout x o‘o‘roar’te./namf a B Hf'ni) .

L emtier 4 stamt }t"xEA, 1o bat de cet ofgortthme est {a comstruwction d’ume ’Pot’t{,t‘lfO"\.Ctt B en & clas.
ses ou plws , optemiSant au mieux um oritére de coheston des classes Jormees . Le mombre de clapses obtonues
résutte e fatt de ValRa du dévoalement de Vatgor thme | U veste doms ta pratigue tres Prés de k

Le crtere que mow; chotsssons e constdirer comple temu de la reprisemtotton de © of de Lo
mabure méme de L’atgon‘t‘nrmc, et cefur de vmertie . Plus ?réot",sé'me"\b, U Sagtt de m{mimoser,



,\oo(u’ 1‘\\< »k,,

gy S % N -

G ek xR
)

04 P: {Ej/ 1\(’1'\(/2\'5 est 1 ‘Farh”u,’ov\ em. 'e\ C(Q/JSQ’/,S et ou {%‘),/ 1\(’)’\(_/&} est (e 51331(‘\"7\6 des cemtbres
de gravte des classes Q,’ (g,

/
: de. . Y
,‘) Cemtre de gravrte de E); /1\<;)s %)

. _ \ / . o
| Pour {¢ demarvage de Valgorithme | mous supposons 1 donmee a proory dum emsemble gquedcon que
Jde &k pormbs {0, ot o!?

i

J«B qu déjt'm't e pysteme Unitval de “cemtres datbractron” . Ue pre.
Hoq,s de Valgortthme consuste o daliner am am'na/ge” de B
au cemtre o’aticackon 1o Plus Tor’oc*\e

§t7bo07

em aﬂacﬁafnl; chacum des sommets nuage

- B s ey pequo dams {a }aro)(fmt"te', Cwsarge est d'atbriobuer
Ae sommet au cemtre d’¢ndice e ptus 'oett't . Om dé}.t”ﬂ_’d’, atnsy une \ow‘tﬂtt}'o'r\ de & em ®(1) L/WP/S
M A ~ W .
ﬂ Q1 ,QZ Te oo ooy e»‘k“)'.‘l ou k(‘\)\(& 3 tm b}Jtt,

certafms cemtres me corfespondant pas a ofes sommets
dw nwage , pewsent demeurer seals.

De fagon plus precise, U hwper plan medvateur & am mimy couple de sommets (07 , o/‘y:”) tel gue
j(‘p\ , diwoupe Te nuage /V(@‘) em c{u;x morcequx ¢ : : ’

by, o fxe A ¢l o))

et %DM Lo /xe® LA, )y Al o)y ()
)

Ae sorte que la “Yone” attrcbauge o o

| j !
L1 )":(R;’)@M )”(Qfﬂ) - )

(o)
ZJ ( 0 9) il mlest pas vide - dEftmt {Tume dog classes b

J
1
# , st trowve déJt‘t’m"c, par Ttntersectifom
! ;

)
jv ) ’\<J"\( %(1) .
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(1 ] P - o L . 5
A chacame des classes @\5‘) , O asfocte  Jon centre do gravite Jormant acmsy une nouwe e sutle
lde cemtrps dattractiomn : (0“’ , “), Ce o, otV ) . Uensemble des cembres armsy obtemus est ole
1 (2 1

cardtmatl Clr\féﬂ:’eur’ ou £agat QA1) . em 'e”cg., vl ‘::;(’at' se faf’ro a]u.‘wn mime cemtre de Fravite cor.
.res]aono(e a Ffws d'ume seule classse. .

E - Dlod une nowse {{e &EW’"\POS"H’O’“ de € en classes dont (o
!rde/aw} cemtres d'attiractom ot atnsy de Sudte ...
isus , Le proce ssws-clont

5 cemtyes de gﬁwith/ dEfrmcront Les now~
Nows allomns 01T que clans le cadre dé}t"ni ct- des.
quue pus o tminue fe crytéve (1) - connerge Mmecessalrement et on es
!‘1*"‘«‘ Uemsemble deg dermiers cemtres ~iemdra ot uper” Les TEégTons a Jorte
Un des vésuttats df motre amal

“Fw,s (:ou,)'ow‘,s }omdefe o

. pere
“dens té” du m&agt/V'(El).
wse constste prectseément 4 momtrer que cette espérance m'est

Sous L'a};pe,ti/atb’mp “ Atgorvthme des nuces d%'nnmtk)ue,s (R.(\),D):E.D!'dn}[l)IDA% (1942) , (1940)) a cntro.
dwtt em Pramce ce tupe d'algortthme en Lug apportant ume certalme Jormalisatcon et em cherchant
1 gémém(/‘ﬁsev’ au moytmum sa ror_tEe . La gemtratisalvon forte d’aboro{ sur la motCon de re ]ure’Jen_
totvon, dune classe quv me se }att plws mecessairement au movyen. dum centre de gravite ,mats @
partir de 14a oLEJ'ﬁ'ru:tL"oﬂ d'um, “noyan” de G classe ; lequel peut par eemple-dams o scluation de.
crite ct’-o(e,s,sw,s“— corres pondre 4 um sous-ersembre de )[at"‘oie ardimal de {a classe . Ce dernter,
défrnissant um so,a.etetkr,' de Ta clagse

; “érouseﬂlit'mteux sa 7[0('7716” que e fe feract um centre
de grawrte . Le dea reme ospect de 1'extemsion de abgorthme porte sar ta mature oo {'esToace ole
représemtation des donmees et d'act{ewrs , W motton de “Moryau ” eté]pem( de cet espace et qw
probléme de reconmacssamce Tost . Enfrn | un probléme tmportant ole nhétrc?qe,s et cri’téres se
pose , pour” altmemter de Jagpon cohtremte ces dévelo ppements de Valgorithme. .

Du pornt de vue de {’ama(AbSe des donmees ree{des , un wspeet ineonfortable de cefle melhode
corveerme d'ume poart , Le c‘vun')( a Frv'orb' et odomu mon sams arhriralre de lo strwclare dw sysieme tne.
tial de moauy et d’autre part, Le caractere alZatotre de ce chocx . Dams 1o sttuat con d'un nuwage
de pou’nbs dams um esfpace euclydtem et four ume, 'rerre'semta,tt"o'n Lume meme classe foar um, ‘(‘10 ses
;'éférmemts - ~ersuon sowwent utylUsge dans U AL D, - mows proposons: a travers Lo methode des poles
dlattracteon” (LeRMAN , LEREDDE (19373) , LEREDDE (1919) LERMAN (1931)_C"1(1‘P,8),1m‘ cjnof,x obju'tf;
id_ partr d’Cmu'ces 5tat175t1'731w5, d'um systéme (nitial de mowyoux | :

I : :
f




Lo constraction de ces imdives - quv suppose ttabice la toble degs jof’o,xfmtftl},,i ou dislamces emtre ztzf .
ments de Cemsemble B a classifeer- est busie sur Udtude de la distrebulion des proxemites des
ctv'”érmtp Sommets e B o um mime povnt X & B, Lorsque x ~are doms B . Poar um mombre
de classes )‘.1’;6 , cos tnduees ditermiment des poles - elements de £ - d'emtraimememt ey (fosses.

JU svest avird experimentelement qae - pour an chotx cohérent des coe fJrctemts de dedermina-
‘teom des poles et dw critére el'a};f.ratatfon des sommets de M(E) aux Pa{w_o'n oblemail ume 714055—
stabllite de fa partitton Joﬁmée autour des centres de gravite cdes classes emtrainees par Tes poles.
Ce vEsultat expertmemtal se trouvera confortd par celut theortgue dae mous obtiendrons clans le ““cays

e plus pu 7 o4 1a détermimation d'un s«a;te‘/me de mowaux 7[mm € .dey poles d'attrackidon condutva o
da soflut®on optimale .

Powr 1a description de Lalgortthme de “veallocation - vecemtrnge” | on inbvoduct deus Jonc_
iltqj’oms . Lo premcire que mous motons T our vappefer que son dbojet est de Jormer ume fpartCtion est ofe

reatlocatvon” de Lemsemble cles sommets du nua/ge N ) autour des cemtres d'attraction formant
e s«zsf;e‘lh\e des "“"b‘"?‘ . Dans motre cadre , 4 desvgnamt Uemsembie degs Parties de B, de cardi’

ma { c,n}e’ﬁ,"eur outgal a | ¢ ();é, Vemsemble des partitrons ofe B en au Flus & closses ,7v est

June afpplication de {,[JL daays {}341, dont Le sems a &t& préctse cl- dessws (g.(3)).

Lo deuxcéme 7[ofr\c,tv:on que mous motoms v, pour v ppeler que son objet est e Jormer wn systime

de mowawx, et de  vecemtrage” des clovsses . 11 s'aglt d'ume application de OL’JL dans /oi%, ws.
soctant a d\aﬂue classe; son centre de gravctd .

e (L,P) est un élememt de 4%,x [z/ , om dEsUgne tar W(L,P) W, ~valeur du critére (1)
pour (L,P); plaws }arécfsé'ment,

| d(LP):%mGn\{ﬂ’@Z(E;76)/0(: LY |
0w Mows avoms Mot P___{Ej/]‘j\(l} (,g'\<4“) et o

L
14f@a(eﬁ,o)=%m he-oll 5)

_ y
vt e momemt o rmertee de Ej par Tapport a o,




: . )
Comstdivons (o partrtion (L) que nous powvons noter “(L)={G,(U)/Gé LY oa Gi(o)est La clas_ 1
se attribufe aw cwemtre d'attractdon o . On o , : - :

- ALY ¢ (L, P) L (6)

B effet, 50 x - sommet ue’tc?na)ue de B - est um pornt cle E:j HFL(O’) et sU mows designons
par 6,5 le pormt de L gut remd mimcmum (5) ; W oconbvribalion de “x a \J‘(L, P) (<- (&) est
]";AZ(X,UJ) . Cetle @ A7 LL, (L)) est )’; JZ(X,U) . 0, de par CaJfectaton de x dans ta
défenition de W(L), on o : ' '

podox,e) M

d(x,6,) |
X p (X,fS) | (1)

d'on, 1e rEsutltat.
D'autre part ) de par la ]nf“orﬁfétt/' mra,o‘céri;tt‘o,ub d'un centre de gravite ,om a e
jagon (mmEdiate
A7 Lv(P),P] A (L, P) L ()

Atnst, chacane des dewp articalatvons dan mime pas de Valgordthme - veaftocation dEfente
Par T et vecemtrage de}fm"e par’ v - fait deminuer Lo quantité crctéve quiest Uimertre perdae
par fa classCfvaatvon . A ‘

Blon qu'il pwgtt de determiner ame “bonme” partition de & minimsant au moewr Upnertee
perdue , (U Jaut vegarder {’algorethme de “reat{oation -vecentrage” comme ?ﬂoce’daﬂt a la vecherche
d'an, “bon” s«zste‘me de novyaux - cemtres dattraction,, 10 ~de&stgmant Lo ‘swstéfme/ mitial de noYaux
LeA’ae( }zouum\t ttre dw‘l:,sﬁ de .}‘.n.?or\ c’,ue (oo'm)ue, , OTU @

LY vy,

, Chuo,u e ttape Jorvsent deminuer la quantcte crvtére AT quv Teste posttive , le forocessws
converge micessalrememt ef sarvite oqorés {e 'Lw'é?ﬂg Pas U .

vere 1Ly o (P 3 :,(:1‘°)

) ' -
:v"W[L“] 3 ,., ° 7L(:r,):. \)°“[L(r 1)))- ] (3)




®

4 ﬂzstémv de moyans qu'il mest Tulws posstble d'amif{orer , pornt }L"xe de Lapplicati’on verr, Lo

.
coupte [ e , W (Lm)) est 1o risultat de L"abgof‘dthfme tt om peat Terdre
“® t ., to)
= (ve ) (L) (1)
E etant defent comme 1e plus petl emtyer Pour lequel

(vort)t“ (Lm) '=(\)o1\)t (L(m) . (W.)

Dams la pratgue ef em temant compte de fa précvsion calcal de Lordinate ur , on arréfe Le
hrocessws des qae “a c{CHérernct entre Le premier ot 1e secomol membre de (17v) de~vient "’"J"("‘-oe“"e
a um certarn sewcl.

Le résattol précidemt sur ta décrotssance du critive A (cf. (6)et(d) cl-dessws ) peut derec.
tement ttre etemdw dams Lo cas continw on fodefinit ume mesure posttive ;fm:e, et dJferen.
teable sur RP . Dams oo contexte ume quantCtd tetfe que (5) s'écrit

Hbz(aﬁ’a)=tj. OLQ(X,G) dpe) . (13)

)
Toutefols , dams o cadre contine , on mest plws certarn de ta Jt’rm',tudc de t,

1.0 Descript Con gimirate dams {o s conbinu de Ualgortthme,

Nows ~oulons tof membiommer 1a mature des résuttats obtemws dans CDIEBOLT, SIMON et MIR ANKER
(1991)) . Ces auteurs profosent une desoription dans wm ondre topologigue géneral de Uatgortthme
dams sas wersgon “nuées dunamigques” of ume classe se trouwe Tepresemtée par un Jous emsemble de foolnks.
-L'es‘rmce, de rerff&ehtattb'n des unctés de dommees est asstmULE a um espace ’m'etv’{u’ua com oact (X »d),
swr deaued se browve nbrodutie ume Mmesure de jrobabrte ' que supporte ume o-algebre borélienme
S damns X . On se domme par acl{eurs wme }onlctcon de dvssemblamee § sur X , <7m'est sup -
foste une aprwoatb"o'n tonttmue de Xx X dams " . On peut 1oratt°«1uermemt swpposer que S <@.d
o @Ry R est ume Jomct on contirnue et crotssante awvec Po)=0. On suppoose de pluws

que ctazmj)(:. gw}oLS(x,t’az) /(J‘."a)é X")(}= 1.



-~

De ta sorte (‘é{ememt df(x,d) d px) composant de (13) devient

Alx)= jas(x.ag) dpy), ()
o (e cemtre dattractgon o deviemt ¢ mowaw A ¢ et o d? deviemt S .
En foit on travaille on miveaw de Lemsemble S des classes d'e’f’ut}’\mlemce de J Jou la telation
d’é?u{&mtmw est “avorr mime mesure 7.

On tramvadlle - sams perte de gémEralCts - damns {e cas oo la recherche dume parédtion em deu
classes | mats on supteose satisfatte toute 4»18 othése,_ tvvtant Uambrguttd damgs te T¥sultat de .
|chacume des dcu/ artvculations 7[o'nala/me'nl:a.ae,,s de LUalgordthme ¢ vecemtrage et veallocatvon,

Clest aenst «7u’o'n Suppose due L'u‘ﬂo(w’wh”on de 5 dams i‘efnsembl&\/@\)( ) des )‘omh"ons conte.
mues pwy X : TA—> A est tnijective .

La metrigue qulon ntrodult mature(fement sur S est ceffe Ode b diffevence symetreque

(‘pour Aet B appartemant & § , AoB = JL(A-B)U(B-A)]) et (5,0)est un espace ’m’ett’t,'jue complet,
) .

O est etemdue @ S au movem  de L'e)(rressvfom:

2
pour ﬂ=(ﬂ,,ﬂ2)et B= (B“Bz) appartemant & D, A » @:my[a(l\wB‘),a(Az,Ba)J . (15)
Les fmétrtfqae.s qut peuvent correspondre de. ia,gon coheremte q 0, sur Cespace des fonctons

A

S<iA/AeS], sont D et Dy ok pour Aet B appartenant 8§
D(A,B)=NA-BY ez D, (A,B) = JA-Bn, | (16)

ou '"'ll désdg'r\e, la morme de g cbﬁ«ver’gémce uﬂ\lffof"me dams /&(X) et od || » "L dEsUgne
la Mmorme lf‘()(,r-').

Dans ces C,O'ndt:tl:O"\/57 sams etre compacts ) \3: , D) et ()S\ )DL) sont 'reS}oectwe'me/rLt,re latv.
sement compacts dans C_Ap(X) | -] ot CCOGR) , ten, 3

Z déstgmant Uemsemble deg part ctions em deax classes de X ot K ,Uensemble S 4

que{ on ste fa dtagonafe , on Teprend (e cretere d‘wdéqu@tign Voo, (4)) emtre um elémemt _P:(/\q, )




de (l) et um elememt é:(ﬁ,‘,ﬁz) de {‘\( s _ L
VB, PY =2 (RLX )+ W (R,,X,) ()
o n |
'\:%(R_L,X{):)’) S(x,md)lu)d,«(%)
AxX,
AN
:j AH,A:]XLAP, (1)
Xi, A,

Om comsiedére Lles extemstons maturefles des fmétftques précidemtes sur Kx(/:? . Imststons plus
porticalcerement sur

2 . : '
& = -_DQXA et ezlz:D?a_)( DZ' . (19)
/ v A B
On etablck alors des opn’e"tes dabsolue contemuite do A sur K X [/«,? muny, de & oy de
e, - Om ttab{<t d'autre part _dams des condCtions adéquates—des oprEtés de continui'te
o «” 124 (14 »
tour cRacame des applcatrons reat{ocatron”) et » (“vecemtrage”). Bnfun | veda-
tlvement o Uapplration T=vex de ( [AeK / pLA)I pL(A),I+0),D, ,Dow 0)

dans R y D, D ou a) , on. etablct sa contimuite’,

On dimonkre alors dams {e cadre Lo plus gemiral Les rfopn"e’te/,s de décrotssance correspon.
dantes d (6) ot a (§) ¢

| A7 (R,P)y Wik, w(A)) (2,0)
et .
V(A P)y WIviR), P . ()

! Le resultat coc,o,uafs le plus ‘mportant de cette etude concerme fa descript don to\ootogf-
que des dU J[e’re/r\t es tssues foosstbles dams (e déroalememt de L'o,tgorszhme, domt um meme
pas se trouve defrnd par la ;o'r\ctl,°oh"r/ .
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5 -

0 ¢ ) \ v e © - ' n
Lu remt,e\v’b tSsue est cef{e ou au bout d um mombpre JL"\L ((‘(’COYJBS , oM ]_()’Ir\b(‘ Sue une

partUton degémiree vedulte d ame seule classe s em dlautres termes, (f existe un jfuws peivt

emtter m y 1 Jkel aiae n gm)) = F‘”"“’:{)(} , o6 Mous awoms mote A'™ _ 1‘/("")[ fi“’))

aveo le ‘suaste\'me (nitcal de Mo%aux ﬁ‘”’.

! Lo dewsfme cssue est cefle od au bout d'um mombrp Jont {'flapes om obtient um syt eme
stable de mowaus = ¢f existe um plus petit entiermy ) tef que A™N_[ A™) =B - On a alory
trivdafement o tomvergemce — aw sems de D,D2 ou B~ do B™ wers B et cetle - au sems oo O—

de P™) Lers Q@=TI(B).

PN . o ' / A . A
Lo Erotsceme tssae dul demamde analwse fa plus elaboree , est ceffe oa pout” M ,'R(m“)zf, A™ ot

LA™ mon déximErée . Dams cos o ndCtions, la suite | A ssiden wn, potnt ac
LA h o 0 y v suite JRM [my1] po Wenun P < ac

cwmuwlatton B dans 1o .yewmetare K de R (retativement & D oy oD, ), pour Lequel des r*o}m’é
tes e stalm"h"te’ somt ttab{ves comcermamt Lo }oartt"‘dm\ et {e Mowau {mages de B par net T. la
sows- sugte A'A! convergente very B aw sens de D (resp. D%) » donme e —~i'a Ti- a ume sutte
de partitions P(m&) quf COMerge —au sens oe O - wers By . Jute polnt dCaccymulation B
tombe dans K | alors AM(B) = {'r\)’, I v{A"™) [/myo} . Enfin s¢ &niog) ('fesp.Dz)(:p‘\_m, B) = 0.

1= B me donmamt [pu ni® o ambi guite d'af fectation ne & partltion dEgiméree — alors BE K |
o-tm A™ — B et on a fes 19('014,1'1"61:8/5 de stabricte” quion viemt oo memtronmer,

U étude se termime jar tne conyecture ref{camt fa tonvergemce aw sems de O o celle au sems

de D (resps D) de 1o sows- sucte A‘f%) vers e pormt d’accamylation @_ , SUppose apjearte _
: fe D, A P PP Pt

-

miy aﬂ.

Pour mows fe/s«rmer'7 {étude de J. Drebort , J.C.0tmon et AZ. L. Miram fer  Jourmet ume
dbsom’ph"on dans un cadrp to}ao(ogf’o,ae Por tro],o aé€néral e L'w'raa/ce de Fe}orelfefhta‘tl.‘bn des olon.
mees et dep defferents elememts mowrrissant Valgord{hme de “reatlocat fon -vecentrage” dams sa
e ton “fnuﬁes—d«émam{ ues”. Atnst se Erouvemt Ywé.cfsées e }asm cohérente 1o mature de La
;omtﬁ’o'n critere A9 et des lmétﬂ"qaw far T&pioort at}xqueﬂe.s la convergemee de L'al.gov’t“tﬁfme,
la {few . On trouve d’autre part ume desu’t"Pt ton to]o()(ogt"7ae des dt")‘ €Temts tamoes ol " Cssues

poss(b(e,s dams fe déroulememt de Calgor(thme et cectarmes 1‘h\).orxmaé{ms concermamt la mature ofp
la gonvergemce .




_— ‘ : 2,
L3. Apport de motre analwse b

Toutefous U'etude précedente me mogs 1’01;007’)19, guEle sur la mature de {a sofulion obtemue pac Lal,.-
gortthme et son cractére d'o tima (L & ) Compte temu de | ot dw 5«3569‘/»\& tmiteal de movyaux
A Notre propre contrébation se sttue déliberiment domb cofte dermiere opligue . Dlautre part,
motre dEmarche sera em uelque sorte opposte . Em eflet | partisans du degre ole gemora -
Lte MECESSALTE , Mows const’dérerons ym lype par de SCtuation mathimatrous awsst Stmple
oue posswble et mous ttudceroms (e c,omportermem: e {'a_{,g)ort"bh/me et 7a matute o 1o sofu -

tron }L”rw(& , compte tenw des mracte’ﬂ‘jstt"queﬁ de {o sctuoation ot du chotx ou susteme
mitiar ofe MoYauy

e o ° on o g0y’

La sttuation 'mathé’mat!,(’ub {la plws pure et fa plus simple de Lo ]oar}alu o(assu}‘wbtétte

bst defimle par_ comme ilest indyqu dang fa fex

e o‘vmrge,u\t de ;a,ym umv}joﬂm& et avee um " ume swite non Conmexe ;or'mc/c, de de ay

intervaties de Longuears éﬁs\‘pwt{qw 01 et pl et alq-on_lu_u,srgme-:. par 51 et 32 s abors c'qu - de Longégr t
&) @

0 d (4.)1 m ) _‘:’_______J; qz. “;’t

(— —_—— ———

L, = — — .___,‘;__-‘_’___)‘(_____*_lz__* - >

we cC-dessows_ une distrybution conttnue de masses sur am,
¢ demstte Egale 4 !

' Frg. 1.
indiquera Uintervatly stpacant S de, . Fréctsoms qwen dehors de 51 et S, | la demsite de ta dustribation
est nwlle. Dams cette Jeguwre mous avons rof’té quedgues élémemts guv sevont utyiv'sés auy paﬁxgro.]oﬂes suc_
vamts g (01,02) [resp. («)1,w2)]631x 52_ et m (resp. )x) qut est te onf(:.'eu du segment (5,0, (rcs],_[%wz;). '
On me peut admettre —comme 1 arrive varfots— de wot'r posel” ume axtomatiqae d’ume classcivca.

tvom | sams que cette parfacte  partition em deay classes S et,S sabvsfasse ume tefde a,xz,'bmatzfc}ae,
It s’agct ta em effet d'ume gaestion de whiremce Logt_'qi&. D'autre part, un algortthme oo cfassiTiiq
tvon ascemdante ﬁféfa(cgllf’(’uﬁ (vEumvon des fatves egalement proches de casses et Jermélure transcton

utClsant um critére comro,tt"‘v(a avee Lo dvstance eqc(ruy, - me ord(maclre | condutt auw bout d’ume seude.
etape o ta dicouwerte de {a cm,‘s,v,u_};"cal'z‘br\ em drux classes S1ft "SZ"

On peat crorre que Lalgorcthme de “reu(toc,u'tt’on—ﬂcvmtmge

7 dams sa wersion origimelfe
—gue mows avomns 'rappe(c/e ay début du pomgrap‘l\e 1.1 - comdur

L sarsiémemty 2 Loy soluton,




-
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OPw”’lﬂ.a’/- En fﬂﬁt » UL memest riem et ce sont oes condCttvons biem prectses sur la comM feararson

des amplitudes 11 , t ’Q'b et da disposstion encteate oy Svystéme e cemtves o 'afifac Lion qui
Assurevonl lo, comvergemce aets Lo, solubron opttmale . Le but Mmagett de ce faprer - cons._
tru it outoar des Lheorémes qu puvra gmﬂ\e]l — est o montrev ce fatt em fréctsant {es condy.
trons auxqupﬂe,s la methoae oles wofes o afd vaction apporie sa contfrbulion . ‘

L4 Un autre probléme de conwetgemce ,

Pour Eviler toule co’v\faszfon » Mows wouloms memttommer (L umn probléme cle comvergemce dume
toule autre "\Q‘tu.f“e7 €0l w jar” Do Potdard [ POLLARD (1981)).

L'emsemble B des unitos de donmees est regarde comme 1q veatysation dum tchantf{on afsatorre
provemamt. d'ume distrobution de probabetcte PT o sur R¥ , de sorte que le muage NR) (. ¢ 1,1)
| est éu'ut.”‘oo'r\o(ére.l (,i::. 1 , pour tout xe E) . Om assocte 6 B :{XL J1¢t¢ m} y ume distrebution oe
probab( ({7 empt'ﬂ"quePﬂ' sur[R'P, }ola.‘yamt em d‘taﬂue sommet X, la masse 1m . Atmst | relatcoemomt & um
s1bs‘té’me, L e -k cembres d'at tractyrom , 1'expresn’on du critere AJ Peut se meltre sows la }'or’fme

AL, B,')=J min{, - ol* /o e LY P (dy) (22)

et - comme nous 'avons soultgme cC-obssus — Le probléme de la c(QSSf)tl'ml:l"O"\ est la délermimalony
dw systeme optt"mu( L,,\ formé de &k cemtres attraction c7w° remo mintmal (’I\A’Iv) )

Pour chagque L. Joag | la ot )[ofte/ des grands mombres permet e montrer que, - four M temdanmt
wers L'f‘m)ff/m:_ M a fa conwergemce presque sure e ta valeur duw orytece

W(L,Pn;) _ M(L,-P'):jnnﬁrn{||x—a||2/oeL} P (dx) , (p.s.) . (23) |

Dans ces condvtions ef dams la mesure on Lo susteme o tima{ de cemtres d'attracton T, toour
P' _ JormE d'ou sz’s % sommets _ est um’qua , OM ‘Fe'u,‘t, es]oirer’ montrer  |a Comwetrgemce ofams

la «prox tm CtEy emtie L, et T,

Plws précvsimemt et four & }L"xef , Le resultat Ybft"'ﬂ(,th"aﬂ( du Lra~var! gue mows ~emons e,
cvter | est d'etabler 1a comver gemce presque sate  de Lalk) (swotime oph'inga{ foou P,,l} ~ers
L(h) . Celte comvergemce presque Suve st ume Lomvergemce fpormt tfar pornt q%u‘suppose/

}urr\ Ef\"l’u(’tagb O s Opg 5o ’Ufnk des ]oofmh‘: dams L\m(‘k) et um étt’quctqge 01,01, ...,4,0‘\ des
o ‘

|
|
|




%

Polml;s dams 1: ,‘:e(s que oma.——a C!'j (1\,5.) 1170ur tout 3-: 1)&,.”,4& .

Pour veal{tser cefle comvergemce pese dam emsemble wers um aulre | om ut(ltse fa dislamce
lde szw;dw;ﬁ qu , Tafpefoms le, se troywe deJtnve comme suvt s Aet B stamt deay parties quelcon

iques de R"

f ok

;’ (’(A,LB‘J)-; su}o{d(a',B)/me RY

représemte la duslamce moxtmale emtre um pormt de A et Uemsemble B gfobafermemt PrLs
d(0,B) = f {d(a,¢) [be BY,

ou d est Lo dtplance euaclvdiemme  ordinatre .

De sorte que st A contremt k sommets , B au plus K sommets et H (A, B)<S ot § est chorsi
strictement tmiereur a {a motttrd de {a Plus petrle dustance séparafnt deuy poimts e A | olors B
dot't contemqr ‘exacke memt & sommets chacum cor’r’bs‘}aomdq’nt & umw sommet de A o 5‘13, Lrouvant
damns ume boule ouverte de cemtre ce sommef et de Tayon § .

HIA,B) = sup T (A, (BY), P(B,{AY)] (1)

Agnst | le resuttat de D. Potdard est o 'ume moture _yOnolamwm%a[e et c{assl"que em slaltsliguce.
mathemoatiaue . I studie em e,HeL— la convergemce e la solution optimale -su?)'oose'e dommece -
de Latgorcthme oams fe cas Junt , wers ta so{uliom orh"n'na(e de ce mime algor{thme -
tougours swpposer dommée - dams ¢ cas contimu tnfimd’ Lof“sque le cas Jemt’ converge ~ers le cas tnfeni .

J. Lemavre TLEMAIRE (1983)] a c{f)t'/r\f um codre brés ginéraf topologgue et probabrfiste permet _
0

tant- de sttuer 1e probléme e D, Poltard par vapport a dlautres de méme mature of desq Fludds
dams te cadre ‘eutves critéres teds que ceax du “moxtmum de wradsemblamce” € e la “vracsem

blance cfassd”it’antc’.’

/

1.50 Tdée du tvavacl prepose .
Le point o depart oo Ualqorithme de “reolocation - vecemtrage 7 pour la determimat ron

d ume }oartf"tt'oh em c(eu_)( classes e Uemsemble 2 des umdtes de dommBes . est  {¢ chol"} d um coux:fe

i

|



-
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(61'“” , Ug’) de cemtres d'attractcon | appartemant & B x@

trouve représente par lo situation onat‘n'ermutfquefme/nt pure dginie aw paragraphe I.3 g;u‘-c{es,suS
(€< 3, US& ), on se pose la questton de savolr 5 CL m'ay o pas de comditions gemévales-1n _
fuamt e~ chotx dw swstéme itial de cemtves o 'attraction - quv assurent la convergemce op.
| timate de 1'algortthme o au bout o 'um mombre {t”fni ou ‘nf'1ng c{‘élnpw, le couple cle con
tres dlattractton viemdras occuper Le couple de cemtres de grawrté de S, et de S, qut sont
«'&S‘Peol’l‘l}?ﬂncfr\t les "m"u.'eu)( de ;S, el de E& . '

Bn cas de comvergemce optimale , a partir d’um certatn rang v ona |

) ) |
On pewt supposer due (01‘0), 6‘0) € S1 xS, ,d8s Lors quune methode mows permet d'assurer cefle ap_

partemance pour’ Te systéme initiaf de cemtres d'attraction . Clest précisement (e vole de la
méthode cles poles 4 attractron.

) o) SXS
% 50 ey

Toutefors , il tmporte que Uimage par ©=vrt (ef. $13) d'um couple de centres d'attrac.
tion du rectangze S1XSL , tombe dams SIXSL‘ Nows commemeeTons fpar preciser une condi-
tion sur ta comparacson dep amplCtudes i’1 et €, de S1 et ole SL"T’”‘ assure ce falt.

En mumissant 5”1x Sa de la distamce @ somme des wafeurs obsofues des dif§évemces des coordon.
nees de Mméme mom (C< ne) le Tectam gre SJXSZ est um espace ”né‘tmﬁ’que -comwo{et.
O - dams la mesure ow efle est umique - 2 solution du probleme d’optimisation (8,,8,) ap.
paratt comme sofutfon de L‘Eciuatlfo'n ‘6(%1 782’): (8,3 ) .De sorte que Ualgortthime de
: 17 %2,

“req(booqttfon_«rewntm%e” me  correspond & riem awtre o’u‘ci une matérvalvsalion de la ‘me.
thode des approxtmations successives” qut est tume oles methodes fos lws puvssantes powr
démontrer Uexstemce de solutions d'ume &

quatvon et parfots , pour calecutfer ffectovement
cette sotution . Rute;—ot}’s , cefle mithode me converge ~ers tas solution. ofe A&

quatUon Jue
sows certatmes comd<t Cons }oartfcuLCEf’es que nous aloms 1'(1"‘0/191’{6\"’.

Disons d'abord qu‘um.e/ q‘ra‘rf(doa‘tifwn W d'um esface metrigue B dams um gs
G est ombractante de Tapport ( od 0P (1

poce metrrque
, SU pour lout couple de potmts (qa,«b‘) de Fon a;
@Q[}(’Ug)al{)(ﬂg‘)]«f do (o) , (25)

-

. & 1.1) . Em swpposant que N se.!i 1

L1
|
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oa dF‘ (resp, dCL) est la distamee dont se {rouve mume F \re.s«r), Cr).

Dans ces con detvons, om afe thEoréme brem conmw (CHOQUET (1904)) &

THEOREME . Sott B ym tspace Metrrque complet et sott @ ume applitatron comlractomte e &
dans tu® méme . Rur tout 43“” €17, La sutle des tramsfor s sweeesstys W™ ™ (') el poinl
W comver ge wers um pormt g qui est solulron db U &qual fom «é:i(?('lg). Cetde solutiom g est

ta seult sofult’on de (‘équah"o'r\..
Nows montreroms que st b« fmém({;,()z) , i'ay)pib"outl“on T rostrednte a S‘XSL est combLractante,

1Dams ces conddtt'om,voumu que t(g1,ga)=(g1 ,%L) ( g1 ('fes\on gz) est le mClteu de 51 ((’CJ‘P. 'Sz)) ,

uel que sort le pormt source (0@ ¢\ de S X et pourva que T sott ume applialon e
e 14 1%, 1 3P P 9 il
S1xfiz dans ,Sl xSZ , W osutte des (lerés du pormt: sourte comwerge mecessatrement wers (31 ,ga).

Ae paragraphe T, deux contres exempley permettront oe se remdve comple ow caracté.
e qua.sf - mecessalre des como(ttiens posées pout [a convergence oph"ma(c,.

" Au amgm}o‘ne IV mous montverons commenmt la methode des Péfes d'afraction assure L'o.]opo.r_
temamce ofe (0‘1"), U(Z’) & 3, xS, .

II_. THEOREME DE CONVERGENCE OPTIMALE .

T.1. Constdérations et motations préfvmimarres(cf. Jegurel, $1.3).

dotent (d‘,tfl)et (u)l,u)z) dewx systémes in{binwx c’ueloom)uw dv movyaux - stn/g tetons bels que
(01,0Z)é ,S‘le et (to“wz)é “S;X‘S'L i (1)

“ZDm wniidiiont  comme  ory gune de t’a/xe swp‘rorta/nb les deux vmtervatles ,Uortfgtfmy dw premier tntevialle
S‘ » o dsigmera par X, (vesp. x,) Labseisse dw poimt 0, {resep. °z.> e/t./P&" §1 tresp. §, ) Uabscisse dw potnt

W, (resfo. LQZ) )



1
ﬁ,uy:‘(ocﬂowsvtfot: que powr wn s«ésbe‘m «{§, fnmgau; (7\,",'7\,2) - 0% ow suppose M, a gauc\ne de n, - Tr("\”’f\z)
defrnit ume partition en deux classes que dilimity la médvatrice du segment mm, . La classe Cl./ attry.
bute o v, e troaae Ax',}t'nte foar : '

v v 'a[’ =L P / pe 5)u5z et d'(‘o’%i/)< ‘1(\‘_"“}3-1}))_} o (3)
| v \C“Cz) assocte Q (C“CZ), (8(C1),'8(C2)> ot g(C, ) (€=0,2) est L comtre de grovite e ta
clvsse Ci/' | | ’

On ovm‘r;fenwl/ doms g5 cond it Cons 1@ L’anabagso ~a degotr s’organyser Par ra 1001"(: auy feosy’tonss vespect .
ves des milleup des segmenbs 6 0, et W@, - On distgnera par m (resto. )L) Vabscusse du mydew de 0,0,

:
|
reso. ww,) P om= (x4 xz‘)/Z Uresp. )v=(f1+?2;)/23 .
J’ On a pour m Les trols cas sutwants ('numa%otefs ct envcadrds dun rond ) :
| : P X < : \
| @ Comy <£1 ; @ .21 'm_/<(’1+l: et ) 1’1+t<m<(7,+t+£z
ﬁ;ts]owtiueme'rd:, om o ‘vowr R tes trovs cas swiuantﬁ(ﬂuﬁnémté; ct encadre’s d'um carvt ) :
U £ 4 «}H?’#tv ¢t B r L rbepclrted, .

Nm; situattons seront domo comstderds résultant dw croysement des trots cas «16}1,'7‘,6) \vou*m et des
brov’s tas correspondants d,?,}z"md,s powe . |

Déscgnoms par Z’b: 7 (U;J) ba rone attribude o 0, et yar ﬁ’% :f’(wi,) celle attribude a

w .
HE

i

Toy="trp/pedud, b alp,0) iy, i)

: . ' (37
N Vp/pe51u5?_ et dlp,w) cdip,w, o)), )
% L‘w“umce de Lattribatdon du 'po:’nt tel que &(\0,01)"___ cL(\o,oz) (fesh d(\o,u)‘)z &(\o,wz)) est nulle,
de sorte 1{3”\ disignant par ("abscisse d'un potnt courant P e 'L’a,b, om di}(mcra/



11={'\°/°<“a«<"'»'5 ’ 7vz={}°/mm3\< b))
A AR N BRI L YA T A T A ()

Nows albomy caleqler , dams chacum des cas @ ) @ et @ , te nouveau S}Sf.f'fﬂb de- noyauy a\u(s_ hou.'; notevon,s
, U;7’£)= [g(Z/O’%\Z\:Z)l '
las (1) : Xtox, 28
2= =M _ 1
1 = 8(Z) =% & (x4 %))

= 3(L) =2 hrm) | & 2448 41

! 2+, 2 31+12,L 2
'_'mi mows awvoms moté }\‘ lo difference positive (?1"%).

S A R W T e 2 (1€, +9, +17¢) ]
= t 22+ &) AR AR AL R

H
i

Cas @) : 'LQ1 ¢ Qo+ %) «1(Q1+t)

] Q v 2 -‘Q ?.t
X = Z, = 1 t x - % 1+ Xg +
, = & 1) T e Ay s

Caus (3 : ‘L((’1+t) <(xl+ "z)\< L (914“‘“?9.)

= al%)= L ﬂ’%+ A (&4t +m)

(—‘Q’-}-:)\z) (Q,"‘"}\?’) 1
o® Mous avoms moté 3\& }:our‘ m\—(Q,‘H’.).
M=t ot + 3\2(91'+t+'m)3

AENE N

X = 2(%2): %[m+(€1+t + 4))



D"\ constderera de meme le mouw

‘ '!Aes oy E] , el*

b ) @ ERAS ALAY
 En posant v‘z(Q—}*))O, on q:

A

,
T=8l6 )= —’;——zf(};ﬂi)

T - g(@ﬁ:W}tﬂ (€ +1) 4 £, (28 4.0, + 2t))

Cas(2) 28 <(§+% )¢ 2(L +t)
172

5 -8(6)=% o 5= a(e,)- LELEAX

Cas (3) ¢ Z’(Q1+t)<\§1+‘§?~)\< ?_(X‘+h+£il) :
En posant Vz= }V-.(Q1+t) ,m

. 1 %
?1 = §(€>1)=W)L£1 t vz.(eﬁ't +M)]

AR 1 ,
*§2 = g(e,z)= TL)w (41+t+«?Z)J

News af{oms o prisemt etablee une condrtion swffUsante pour lagueifc LUimagpe
élement (*ept'éswtam't um. susteme (01,62) de cemlres d‘ottmcl:t’m\) de

Sams aucume memt Testee'mdre la ge’méfafftg,

Teaw s_«gstém de nowaug (?; ’Fz ):[g(ﬁ,i) , %(ﬁ,z)] dans chacun

par T=vorr d'um
81)(82 , torrr\be,/c(a'r\,s S xS
on peut Supposer - comme la ;vgwc 1 Ae suggece —
que ./?1 >/‘QZ, . _ '

)

i



PROPRIETE ] S( £, (N3 12? , Ulmage four 'r, Vert de (0,,0,)¢ 81)(5& est um point (0"1,0;)
olwt apportte'nt Q S XS
Avec les motatvons pricidemtes | mows afloms comsidirer chacun degs wp O @ et B.
, Cws@
i
l' M est clair que Uabsecsse x' de o est strigtement mfefteure a £ . Uessenbeel est de
imontrer que Uoebscisse x' de Oa est Superieart Q P-*t) (t.e. 0 63) Rappe {ons que
. v Y £ m L "QL 22, [
( ¥, = 1 1 2. . 1‘c . 5
v (3\14-121_)(’2« + 'L)+(3\+9_) 7 + (l1+QL)(1 ) ()
En .aj’ou‘mnt et em ~vetramchant ’)\ (¢ +b) , o obliemt
") 9 ¥,
X Q +t 2, m (? t 2, 2
= )+(:x+fe>( T )i(x1+2z) 2
A £
- (£ + 1 -5 (3 +t +-—?*]. (6)
( 1 6)4— (,-\ -|»,Q ) ]( )
Dams Lex‘pr'esstoﬂ c{e X, le complement a (P +t) est posz,tL} s et seulement st
ﬂ Y A ()1+zt)=(3\1+&) -, (v
sovt: | 2
(.'X’—H:) ' ,QL+t . )

Or’, ]ou,t,'sr’ue/ O'Z(— SZ , 0 QO

L+t
por cmvséﬂueﬂtt,

Mt = L-myt 3-1%

t .
© (3\1+t)1’ < :T (-01+t)7 . (10)
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B i L] * - 2-1
Mavs sv L 3370, | om a :

. e ¢ 2 ;
L(e+E) ¢ & +E )

| Em efJet cefte dermrere 1°'r\6g5a(ﬁke.’ vevtent & ce?fe

- mEgatyf . O

2 2 % .
BE-2€b + (48,-07) )0 (1)

L / /
'qui se trouve assuree des Lors Que ce Ermome ofu second degre ent o son, discrimimant o

\ 2 2 2 2, 2
o' = R -3 (wz-g )= Lq-(()1 -34, ) . ) Ceq.i, D.

; Cass @ : . .
5 Ce caps est tmmid{at | Ba e{}eb , (0'1 ,0"2/) nest aut'r’e.alub (g‘\’g&) ou & (Fes‘f).gzl) est le mCloew
Lde 31 (res‘p. 31) .

Cas @ :

Ce cas est 5;377\6&1"(11(& de @ , Les rdles de 51 et de 52., se trouvant tnterverfds . La méme i
momstratvon que damg o cas (1) est ~afable 5 Ul sufJet em effet de vemwerser (e sems de {'aye of de
premdre comme origtne 1'extramitf e Sy . Comypte temu de cc-dessws (o, 0,)€ 51)(5‘g sv
—Q,L\(J'i" 4’1 - Or nows avoms supposé que &, ¢ Ql , done a Jorkrory ‘QL‘(‘{T"QV

i
i

P‘ROPKIETE 2. Lo cond(tfovf m’ec_e,ssm'r’e, et .su”fsaod:c pour que 5(51,gz)= (g‘,'g,l) est que L solt Supl _
vlewre a ((’1-— .Qz)/?, » 04 on suppose £ ) & .

2

{I(g’)%a)z (21,g&) st et sealememlt sU . le mylden du segmemt (31,‘;&) tombe dams T . Uabs_
ccvsse de ce miltew st ‘.2(5;1_+ —e” t 4 %) .1 s’mgﬂ: o' eercre que cette abscissé est tom pruse enlre

L et (€ +F) ¢
e tteb) s R R LA AR
!-'ce, qut dommes 1 (0 _
: t;.i(.& RZ) . (13)



12,

; I 2. Résuttat pﬂ’v\ci ‘Pa( .

. ot / .
Nows muntssoms 51"32; de lo distamce : somme des valewss absoluwes des d,u}}ermw des coordonmees de mi .

me tom . Atnse | o distance entre (°’1’dz_) et (0, W) eot defenit par

CL[("nUa)l(mwu)Z)]: le-ﬁl+lxz—?a| . (1'1‘)

THEOREME L. OV Le systéme (i tial de moyauy - stmgfetons ({.e. cemltres d"attractfom) est Jorme

d ww cowpte (o,,0,) de sommets appartemamt Tespectivement atyy deay  (nter~afies S,et S, e
Lomgueurs L, et €, of s5¢ la longuewr b de Uvntervaffe T se‘parant 3, el 5, est stricke.
ment  inferieure a mom (61 ’ PZ) , afors  U'tmage par T=verw de (0,,0,) est contractie . Em

dawtres termes, vl exrste e (o\<r<1) pour leque(/ :

CL[(O;,"':_),(“)‘pw;,)) £ f duio 0,9, (o, wy)) . (15)

i Nows allons o frésemt comparer - powr Les mu,} sttuaktvons ié}i‘nios ce-dessws : (@,),Ni,jﬁ.—

OL[(O'HO'Z ), (w;,w'z)] = I x'1 —'f; ‘+ |x;—‘§’z'| Q i[(61)6£)7(w17wz)] (c, (4) cl'—clc.ssws)'



B

s (0,0) |
Bl 1) s
R R —m)(4 H@t{(i@ +X +‘l!;) @ RYO)+ 028+ 0,4 28)
Z (Q1+ Qa—m) s +Qz'—r)
)

Apre‘,s aveir posy L= (€ + 0 ) développons lecontenw de la dewxiéme w\arasswm sows maleur absolue
qm ‘oeqt alors se methbre Sotw la }orrmg e

_L(fm r* +€ (m - )u)+m\rn(m H)+Q (L+€ +Zt)('m—)*) (m—)»)[ L(fm+r)+m;~+€ +€ \L+Q+zt)]
| (L-m) (=) | (=)L)

En imtrodwisant dans (o dernier crochet duy numérateur (L- m)(L— )*) et em d,e,oelo\o]oant le reste par
raprort B et £, om obtient :

( Cry —28E 5 gy
Mo e (L-ﬂn)(l_—r)

O¢ o est dans une stbuat fon .cafwctérfsa/a par mg 01 et ¢ 91 . D'
(s
(L=m)(L-}) 7 €

- Fimalement |, aprés mise en )[orfmc- m a

R s L6 L g i ?l+|xw§l) )
Cous (G),)
B A S L EE VR
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PR NI RNUL R ACAT LT

S|
(3 + 2,) e )

€n regroawant [19) et "(20) | o pros caleal em sttial

lx ~ S Py Ay + R, 4t) R +J?a+t—m) |
A (a+£) ~‘J(gﬁ%-m) (HTTQf}y \2)

qm’ me dipend que de (x1+ ‘z)-
Oy e wy @ entraine quv

’>‘1= (Qf—ﬁ%) < ;l.[(?ﬁ'?z)_ (X‘+XZ)] ¢ %(\i_x\\+\§é“xl\) ) ('L’L)

De sorte que
\j“.~§"\+|x‘z-§2‘\ ot (HJZ) ('i‘x‘\"*\i"‘l') - (23)
Cn,s @@) .

lx' - _ 4 mig, 4-\))..[12 +V, (re€,4t)) " ~
%7 F, = \ €+ %) , % Vg= K=(@+t)
S
(9’4-\/1)
!le“?;‘=%l A (@Fm)+ L (28 +8, +28) — (&, +2)(p + 2,40, + ) o e 0 -m

(& +0)
N (Ly+ 2 ) (m—-p) + (€, -3¢t
7, -

- (‘QZ-}AI) |

(1)




b

J Airusy

| Lyt 2y (4,7 =

s

!

N (3‘4'_’?2)

(v_£'1) _ |
T asy

: 1. v ) ' vy 1 _ - |
: ‘x1—§11+-|x2—§Z‘—T[|()L‘ m>A+(Vz+£1) by

t I ) (1)

sz_ QV(‘)Z"' 01) = ’tv— 101 -t )/('k —-t) est ume }\o'motv'o'r\ strictement orocssante dr rt,;{nnt
la plus \oehta. (ﬂ,st:. gran,c{.e) valeuvr est - pour (£|+t) < r ‘(£1+‘Qa+t) (cas )_ 1 4(715]5' ((%;{ié) )
En particulier I(vz-gl)/(vz+g')l <1 . ' )

De meme (.'X'*fz)/(ﬂ’-f ?Z)= («91— (’2,—%)/(J2'+J?z =) est une Jonction strictement decrovs.

sante de m,dont lo plus petite (resp. grande) wolear est _ pour m ¢ -Q1 (cas()))- -1 (YesP. -—-‘Hi ~€5,) )
. +
En par troulier l MF’QZ)/(?‘\"”QZ/)\ <1 1 Z)

Co'nvme/ my -01 et ,»l/) (Q1+b) (Caﬁ (@))) " on o

'\x;—ﬁl‘\ﬂx;-g;l: (f = m) ﬁ(:’):j; . %)t )
1 .

i
| .
i Conscdiroms motntemant Lle comp{€ment o ()x—/m) daws Lt secomd membre e (L“r) . ZD'arrés ce qai
précide ) 1o vateur {a plus petite (ta pluws meigatitve ) de la wontribution de ce compleément est tgale

’a: -t et se trouwe atteinte Pour m= 191 et = L +t  od alors fe Seconal membre de (19) Levient
"nlbll.. La ~ateur ta ‘\o‘(w,s gwarnote/ de cette contri but on qut.o est attelnte Powr M =0 et r=(€1+ €z+t)

est Egale o
| 1 Wy- ) (e,-0,)

o . (23)

Done de toute }a/;,mv

|x;.—f}'=’"“+ x;~§"l < (}k-—rm)’( }:(l‘%‘JJHi—QJ) . (19)
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Cas (®,(1) ) :

Ce cws est ’ultu’/aalefnt o ceLuC(@ ,) . Pour dbtener Lo vésyltat qul' luy oo"res\oona\/, ul we lew de permu.
ter tes vales des deux {ntervalles 51 et S?. . Dans ces condttvons, i1 Sexprime omme sult o

RRICEARRIE w:+Jz,)J(\f‘x1|*|?{"zD 09
Cas (@,) :

I A AT M T E)
Caus (@,):

AR MRS NERT

o _ UG8 4 trp)

20 +Q,+ 16 - )k—Q—Q -t ]
1 (‘Q1+vz) 1 1 %

N

Cip vl o
_L{ (£,+Vz)+ - (€ +t)Y

- (H—(Q1+t)“‘_ (32)
B (h-t)

o 1o derniere velotcom est obtenue em temamt compte dy v, = |- (€1+b) ,

O I B (3,+5,) (x+x,) .
—— -l +t) 1 L 2 Jotr cos
oyt gy B @)

1‘%——5)( 13- X1"+ |if"&]> - 33)

Lo ;ovw”m\ )‘//()l _b) est strickement ‘dicvolssante pav faﬂaor't a ) Sa/ walewr moximole esg



h

£ , _ 23

atteinte pour s 2 R +t)  (votr condition ) od elle waut [ 12+ EIV AW )) . Done
‘ . 1 2

| -]x}-}""ﬁl&“?” { ';,[H—WH'?‘XI'H%—XZI)' 33“)'

s (0,0)

Ct cos est amatogue a celut (@)) recidemment traitf et fpar “apport ouquel om a & permuter
Les w6les des deuy (mterwaf{es S‘ etS, . De sorte Ju'om aboutit & la mime inggalite que (19) ci-dessay,

Cas (0,8@) :

Ce cas est de méme mat ure gue celud (@, ) qu,’o'r\/ dl'e:‘)\,t dexamine™ et o om permutera Lles voles
de S1 et de 52/ , My ek ru , f)&z: 01\—(91-!—&) et v, . Par consequent ) on obblemt la mgme (nézotite (34).

(@)

f Ce cos est éqwu’uatefr\,b aw s (@,@) , il ,nu”it en b)ftt 4 Ontervertir les voles dey d,tu,x interval

 es 31 et S’Z - Daws ces cond ttioms , on obtcent (uow(w))

R AR A N R

! On, peut comstoter dae dams tows los cas de Jrgace om o
xv* A { v ] 1 h _ _ ) 3
T S0 ) (g o)) o)
Comme mows avons sqoposE 7‘ue t -est strictement nférienr o min,le’,,?_x) , o a

12[1""},7‘51\,(%1",()0] < 1. (3?),

Par ooﬂsé‘?uoﬁ\t L’app‘tdoa\:fm\ T=v de veallocation (A& pactir de la plus petite distance) et de



Tecemtrage (au moyems dw cemtre de gravite) est comtractante de rapport diJimu par Lo premcer mem

bre de (33). Dans e cadre du théorame | agors que L'emsemble source de Vapplicatvon T est S, X 5,,
Uemsemdle but et a priore (S,UTUSz) .

fTHEOREME”L_ St (e sqbstéfme, int'tcal de cembves ool brackcon est Jorm

sommets appartemant vespecttvement aux (mtervafles S, et S, de
‘Loq\,gaeur’ t de L'tnter~vafle T sé}oarant S et Si, est teffe que 3

Stomax (P, 0, ) ¢ N3 m\cm(JZ”QL) ,

e um coumple (0,,0,) de
Lomgueurs Q1 et ¢, , s la
%(171 -£,) (t <Cmum (€, 2, )et
aflors i'a(goﬂ.”th’m,e e w"eatloc.att"o'n,_f'ecerntro.%e (c(é)‘t"rruf
par {'ﬂ“)pltfcal' ton T ) comverge ~ers la solylbion o]ol.—(.”/ma(e

)for/me/e du couple ole cemires ofe
‘;3”1"’1:1'—5 (%1 ,O&) . CE({:E solul rom. esd untfc’ue,

En vertu de la Propriete 1du baragraphe T .1 | T est ume applicatton doe 9, x5, dans
S1x S, - Compte temw du theoréme 1 co-dessws , cette applitation est contractante,

' enfin 7 (g“gz); (3’1’22) . D'ou (¢f. rg@pets du paragvaphe 1.5) Ae +sultal.

!
1

! Om Temarqueva que S¢ 121 = sz €, tes condCtions du thiortme sont satisfartes si t ¢ §.

Avany supipost -sans perte de’ gemdralité - oue LY .QE,V ) ON femarguera que la condition 91 \('J?LQ&
[;Sw”.it pour assurer {'extstemce d um tnterw~afde posstbZe des walears de t s en e)[)‘.et, cette condrtton
|est Equivafente o ‘2(01— «(72)\<%(43 - 1)1’2 qui est strictememt ) érgear & €, . Avnsy par

quemp(b, sy Q1=12 cms et £&=3cm , M a brem % N EY pﬂ« et toute ~vafpur de t  teide gue

i

" Lems < E ¢ oms Permet A assurer 4a comvergemce optimale .
LI . ETUDE De CONTRES - EXEMPLES

Nows altorvs etudier ¢ct deux sCtuabiomns qut", me rres‘r;c'ctent Pas Les comdClilonus du UhEoreme
demt | od mows affoms etabler t}ue L'o{,gort't‘rra}le/ me tomverge a5 wers la sofutton 0101:1"0710{6 (31,31)
ot _ Tafppe lorvs le - o (resp. g,) et le cemtre de gro9cté (vor fe mifrew) de S (!’&510. SZ/)'DOM Ao
[N . )
premuere sgtuatvon ¢ %(,Qr fz,) et oams la seconde b ./Qz': mu"a\(Q‘,QZ) avee mom vespect
de Lo comdvtion «Q(( i3 ,Qa .

Pr’écé' -

>
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NOWS 0,1,(,0"\15 - ot&SSOWS_ (éa‘]ﬂ—_ et E) sfnr\,Y)(f‘;L'cr_quef_que 1,,(;“ (C,S 0101.0(:(’091/5 em '(0’"\}9(05,071% 01 ']oaf‘ a

et fql por b (ayb).

.1 Etudc du premter contre eje‘mpfc

(1, 'L) 2lemt um oou‘r)f(' de cemtres o Otfracl‘wn et (o

o") son l"m.age par 1 ﬂorfr(oms ue mous
tdésvan abscy L oo 9
gnoms par m 4’ vsse ofd melveu ou segmemt 0,0, et par m cefle dumtittu du segment 0—1'0'2".

: PROPRIETE . Sy t ¢ 472'((1-‘0) , alors meo, l'fm?h"que m'(a .
Nouws afloms commemcer fpar cafeuter m Yar vapport & a,betm. On o

1:%_ ;X = [‘T(a—m)(a+'nL)+ blo+t+ %)]/(a,—omb) . (1)

(a-m)(at+am)4+ b{Ra+b+2t)
4 (- m+ b)

:_1_[m(a+‘o—m)+(a~m)(a+m)+ ‘n(m+b+zt) ]
t (a—m+ b) |

____'1_‘[ ~Lm® 4 m(aqb) + (a+b)* + 2 bt ]
Y4 (@-m+b) :

Formons a Pprésemt (/m‘-/m,)

mi- o — _1_,‘[—7»'"\2 + m{atb) 4 (a4h) 4 bt ~4miatb-m) )
al (0—07\+'b)

L{a+b-m)*— (a4 b)a+th-m)  2bt

4 (04-49—071)
- 'l b_z bt
‘*_((H m) + b .



| COROLLAIRE . 5S¢ fe sustéme nctaf (01,0L) de cemtres o 'at tract cons appart emt

“ators 4 algorthme de “reaf{ocatvon- vecemtrage” comerge oers ame solutlon unique qut
' Mest pas  optimale.

|
i
]
t
i

Posons & ?fe’smb o =(a-m). On a

' {o— A _ bt
m'= (a-a) 4 ‘-t (b-ax+ 2a) 4 "—?,(—‘p'«}_d)
= 30 - b _« bt 3
Y T o) )
On o
m' ¢ 3a, % 4t
C g 5 — t 3 %)
Or sv ty¢ %(a-‘o) , omn a - {'t'mégafftel Plus Jorte
.3 b . 1(aeb)_ & _ L
m <?Q+ 4 +Z;(Q ) = (Q’ T ) (5)

\
a 51/\’31_ et est

tet que M (w st de plus o I3 b et sc enfin t est stvictememt L'/n)fév‘t,"eur' a %(a—b) (0710),

Bur ¢1ue 40 Preuve sott clatve POSO'mﬁ
=z -f)-v-£) |, (6)

Low on swppose ﬂ)j et Y >0. D'aprés te calcul precedemt  ( of. (3)) ,6h A

' = a-m' = ¥ 1 a_8)_ L_ (*
L g ) Libed) )
\ o 4 £ .

Dome | ot hout de {a reme application de Calgorcthme | €L restera toujours

" —a-m”y Ta-b)  (9)



. : Ll
¢t dome ume distamce supirieure o um seari constant stryctememt ]oosftl,'} emtTe (e Mouvequ Syps— -
téme de cembres d'attraction (o‘:’, o‘"?_’) et (g1 ,g&) qut c(E} tntt la sofutzon optromate .

: D'outee part , b < ‘-Z(q.—’b) 1’/rnp11:}1ue a )’-'oru"orlf (b pursque dé'ja\ a3 L'uP-
ﬁpit'oatt’o'n défrmie par ¢ e S1 X Sz damg S' X Sa (f .'ProPn"ét? 1,4 WM.1) est qomc controc .

Lamte (of. Theoreme 1. é, ITe) - Do fe césutltat doe convergence mom optimale .

. On peut Yemarl quet’ que 51" t est exacke memt Egal o %(q_-f) , 1a comvergemce de~vremt o“rh"male.
" BEm e”rt, la re {atton (1) ofedtent - ) T S e

0\.=%(o()=%4%(&-5)-_(__%_0‘_)._“%(%1)) . ()

On o biem g(O) =0 &t ’[,’d'F)ritfth'o%[ quon ~remt de defnde est comtractamte o

’{y(dm)— g(°(1)g [ 42 +

2, la-b)b o, ~ o
4 (b}d1)(‘p+o(q_)] (o, .’)

1
!
t
1
t
|
]
i
i
i
i
1

2 (dy-o) n
5 ) )

10u,1,'5(1«u/ a¢d3 A ::,7(()/—40)(‘0.

& conweraemce wers (o soluttom obpfimaly ok ®=0  sobtiemt Wl powr v temdant wefs -Linfing,
3 _ ) powr

7. 2. Etude dw secomol conbee e;ermr(e.

i ComsCdEvons 'L‘(‘,}E,m\otb sut~ant  oun -Q1~_- 12cms | tx bems et JZL; Lems .

' a, T - TTE, _
Om r(fsxf%mr(w far ()(1 ,)(L) 4e ctm?(& des abscrsses dw s'zst.e‘rmc (nttdal (0‘1,01_) de cemtres o lat_
tractton, et Par’ (x;” , x{") e coupde oes abscUsses du. r-eéme Lransformt (o:r’, OL“") cu sysléme nitiaf

C e movoux . M\ st o miliew dw seamemt Teffamt 01(" a o , dabscisse ™)

-



U » o0 v L) 0 e - *
\ On a um pffmr/ef pormt foxe e 1 apylicat on ¢ Juv et diemy par la sofutvon optymale (g 3 )
i g (restp. §,) Cabscvsse 6 (vesyp. 19) tst le melteu du premier segment (restp. ol .Seoot\d)z

i . _ ) U - '
i N (X1.,XL)—— (1 s 19) , M=10 et (,)((11 , Xz))= KS,‘IS') c{cjt-mt,'l‘ um pormt ;fx(’. e l'ap_

;\ottoofl"on T, mm\,'; o,u,lg e corres pond yas o (o sofutiom op}frmo(e

— | , -
- —

' . o .
E 1 61 . ™M 0“, 02.
1

De m¢ ;o = . W ,W
. . .”hem\b., st ( 1,"1) = \3; ‘9) , M= A et (y 0 ¥q ) = (5.5, V6.5) défenct um Fou"nt )‘-we de
applivatdon ¢, mals quu_me cofespond, Pus & o sofuton opttmale

A 3 l

0 ) @ Ty
0 ™ N

| ! " ) ° 'L/) %

Un meme potmt Jrxe de Vapplication € peut vorrespondre a la LCmute-mon micessarcement opte

male - cfe Uafgor thme ; AUV, Sujphposons qu’on démarre avec (,11,XL‘)= (%,19) od m=10.5 -

I
!
|
i
i

'l l i .
d + —_— ——— e — . e ‘—} »
1 ' ™M Oz, '

on o | your la suct y SRS
Y uvte des podmbs (01 , 0, ) et em gardamt dams des caleuls deu'_; cMHrw ségnificabifs:.

()
M x WY 2 (505 ) 15.68) et me 1046

t ) [ ?

1]

(2
(7 ) = (523, 15.60) ot m < 10,43

?

)
(xl: ) f:” )= (5.9, 15.53) et m

il

10.40 ,

(%) ()
(1', ’ )(1) = (5-“’ ’ ‘5-53) el m - 10,303’)



™

) As) ‘ '
(207, %, ) = (5.43 ,15.47) et m= 10,39

4 o 1e) (& - =
(+,”, ) = (5.197 , 15.435) et m =10.30

?

H

(x:'”, ’(1‘.”) _ (5.,5 ;) 15.40) et m 210,295

UV !y - (5o, 15050) e e 1029

UNENU
(", Y )

14

I

(5125 ,15.915) et m=10.205,
o {10)

(1, a8 )= (511 5 5.30) et mat0in0
(1) (9

( NNy ) = (5.10 , 15.1@) et m=10.9%

s o o cruf conver ge Aemtemenmt ~er's e point }L’xe, (5’,15) e~ dessws consvdéte |

TX . comTRIBUTION DE -LA METHODE Pes POLES D'ATTRACTION |

Le primetpe de cefte mithode o
(1991)] | Powr um exgpost détaclls | om

our la Yorem\céfe Job’s 343 exposé danvs [ ).C.LERMAN et W .LEREDDE

fourta consulte [LEREPPE (1999)) domt - cer bavmg aspecks Sont TePrL}
i dams U).co LERMAN (19§1) C‘nu‘r.XJ, Cette méthode Jerésente c(t’)'_fc/wmtes
! tarm tsﬂ»e de dommees , Leso’ueﬂ,e,s Testamt tres  wovsimes

i mer sewlememt deux poles
tes de dommees,

straté gves cohtremtes pour um cer_
dans {lears resultats torsqu‘t'b s'agct de determe.
entraimant umey foremiire seamemtation em drug classses e Uemsemble des ung-

Jex mows oflboms comstdérer ume sdralég e cohéremte avec la malute dfe Lo dommee
suite de deuay tUmbervaffes suppor‘tés por um axe ( . Fvg.1
- dessws et on combimucra 4 su phoser que Q

Jormee 'ume
, $ 2.1) . Les motafrons somt fes memes, que
(Lomga_cu( de Urmte ¢ vafle goucﬁf) est, 5uy’er1."eafe e b

33



(1¢mgueur de {"tnbevrvafle df’oﬁte).Le pr’e'n\\ief’ 105{0 P Sern c(qt'n,!; wmme etamt Lo ]ooL'fY\L e ‘(.'q,e. ‘oﬂf/

M

Top port auqued le momenmt d ordre 2 es¢ maxemaf . Le secomd vole Q sera deftny comme ttamt [e point
j e A'aye pour Hc’uef est maxymaf Ae }or’odu.ﬁ- de {a diStamee qu e mier ]pa{l? P , yor le momemt o'or-
idre 2 4 ce raﬁmt Q . s

- qu'en motera ’M’lﬂ?‘ (aibdit).

A0 .4 . Determimat fom _ c{u‘ prem ver V’Bt”‘

L obscv'sse p du sovemier péte d'attractrom P est déeJuni comme temdanl magimate la quantite

g+t
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