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Résume: Ce rapport est une introduction au systéme de mémipulation sym-
bolique d’'équations KB. Le manuel d'utilisation est en annexe.
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Le systéme KB: présentation et bibliographie, mise en ceuvre

Francois Fages
Projét Formel

INRIA, Domaine de Voliceau,
Rocquencourt B.P. 105
78153 Le Chesnay

1. Introduction

KB est un systéme de manipulation symbolique d'équations développé &
I'INRIA dans le projet Formel. Initiallement écrit en Vlisp par G. Huet et J.M.
Hullot [19], puis développé par G. Cousineau, F. Fages, P. Le Chenadec et L.
Puel, KB est maintenant compatible Maclisp, Franzlisp et Zetalisp, et fonc-
tionne sur Multics-DPS, Unix-VAX, Symbolics-3600. Le manuel d'utilisation se
trouve en annexe du present rapport.

Le formalisme équationnel joue un role central en algébre, en logique et
en informatique. Les équations établissent les propriétés qui relient les objets
entre eux, et la question est de savoir si une équation est conséquence d'un
ensemble d’équations axiomes E, ou de facon équivalente si une équation est
vraie dans la théorie présentée par E. Le probléme dual est la satisfiabilité
d'une équation dans une théorie équationnelle, c’est-a-dire la résolution
d’'équation. Les équations peuvent aussi étre utilisées comme des définitions,
cette fois la validité ne concerne plus la variété, c’'est-a-dire I’ensemble de
‘tous les modéles de la théorie, mais l'algébre initiale, le modéle standard [16].

Or en informatique, les programmes écrits dans des langages applicatifs,
les définitions d'interprétes abstraits, les spécifications de types abstraits
algébriques [33], ou les systémes experts sont clairement de cette nature.
Quand les équations sont orientées et vues comme des régles de réécriture de
termes, elles offrent un procédé universel de calcul. Par exemple décider de
I'égalité de deux objets revient & calculer leur représentant canonique par
simple normalisation. Vérifier que telle classe d'objets vérifie certaines
propriétés peut par contre nécessiter des preuves par récurrence, qui dans
les cas simples se raménent encore & des calculs sur les régles de réécriture.

L'article pionnier de Knuth et Bendix [25] sur les systémes de réécriture
confluents et noethériens (appelés systémes canoniques) a dégagé les bonnes
propriétés " qui permettent de décider de I'égalité dans la théorie
équationnelle par simple normalisation. Knuth et Bendix donnent une
procédure de complétion d'un systéme de réécriture en un systéme
canonique, les régles ajoutées sont calculées par superposition des membres
gauches ("paires critiques”), et rendent les résultats des normalisations
indépendants de l'ordre d'application des régles.

Afin de garantir la propriété de noethérianité du systéme de réécriture,
- divers ordres de terminaisons ont été proposés. Dans KB I'ordre de Knuth et
Bendix [25], et les ordres récursifs sur les chemins [4,23,21] sont implantés,
I'utilisateur devant spécifier entiérement l'ordre avant la complétion. Il est
également possible d'orienter de facon interactive les équations, mais la ter-
minaison n'est plus assurée. Dans le systéme REVE [28] des heuristiques per-
mettent au systéme d'inférer l'ordre de terminaison pendant la complétion,
en provoquant éventuellement des retours en arriére.

Toutefois certains axiomes ne sont pas orientables sans perdre la -
propriété de terminaison finie, c'est typiquement le cas des axiomes permuta-
tifs. L'idée pour résoudre ce probléme est de partionner les axiomes en d'une
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part des équations.définissant une congruence F sur les termes, et d’autre
part des régles de réécriture R dans la structure quotient. Ces réécritures
procédent par filtrage des membres gauches modulo £ et le calcul des paires
E-critiques permet encore de caractériser la confluence du systéme [35]. Le
quotient par les axiomes de commutativité et associativité, pour lequel il
existe un algorithme d'unification fini [42,6] & été implanté dans KB, et per-
met de traiter les variétés abéliennes courantes: groupes, anneaux, algébres
booléennes, arithmétique, etc ...

La procédure de Knuth et Bendix a été étendue dans beaucoup d’'autres
directions. Huet et Hullot [15] ont montré comment la preuve d'égalités dans
l'algébre initiale peut-€tre réalisée par une complétion testant 'absence de
relations entre constructeurs. Le Chenadec [2] a poursuivi ces travaux en
développant des algorithmes spécialisés de décision dans les algébres finiment
présentées (groupes, anneaux...), donnant ainsi une vision unifiée des algor-
ithmes classiques. Dershowitz [5] a codé la procédure universelle de Fay [9]
de résolution d'équations dans les variétés, comme la complétion d'un
systéme de réécriture. Dershowitz a aussi envisagé d'autres applications a la
synthése de programmes notamment. Enfin Hsiang[12] et Fages [8] ont
appliqué la procédure de Peterson et Stickel a la démonstration automatique
de théorémes du premier ordre dans les théories canoniques.

Les chapitres suivants exposent ce qui est disponible sous KB. Pour la
liste exhaustive des commandes on se reportera au manuel d'utilisation (en
annexe).

2. Décider de I'égalité dans une variété

Le probléme de I'égalité dans une théorie équationnelle £, est de décider
si deux termes (pouvant contenir des variables) sont égaux dans la variété
des modéles de E, ou de facon équivalente si M=N. Le probléme du mot dans

une algébre particuliére est la décision de I'égalité des termes sans variables.
Pour l'algébre initiale de E, le probléme du mot se ramene au probléme de
I'égalité dans la variété.

Le raisonnement équationnel (remplacements des égalités) fournit une
procédure de semi-décision: toute équation valide dans une théorie
équationnelle peut &tre démontrée par raisonnement équationnel. Une
méthode usuelle pour obtenir un algorithme de décision est de définir de
facon constructive des représentants canoniques dans les classes de
congruence, I'égalité de deux termes modulo = se ramenant alors a I'identité

de leur représentant canonique.

Les systémes de réécriture de termes sont des ensembles d’'équations
orientées qui définissent des réductions sur les termes. Le terme M se réduit
en N a 'occurrence u avec la régle G-D si et seulement s'il existe une substi-
tution o telle que 6G=M/u et N=M[u«oD]. La propriété fondamentale qui rend
le résultat des réécritures indépendant de l'ordre et du choix d'application
des regles est la propriété de confluence: si un terme se dérive en deux
termes distincts alors ceux-ci peuvent &tre dérivés en un terme commun.
C’est ce que nous illustrons par le schéma :



M
a
oy 4
P, Q :
. :
ol - est la relation de dérivation, c'est-a-dire la fermeture réflexive transitive
de la relation de réduction -». La confluence est équivalente a la propriété
recherchée de Church-Rosser qui exprime que si deux termes sont congrus
(modulo les équations E associées au systéme de réécriture) alors ils se
dérivent en un terme commun. .
Pour qu'un systéme de réécriture R fournisse une procédure de décision
- dans E, il suffit qu'il soit non seulement Church-Rosser mais naeethérien,
c’'est-a-dire qu'il n'existe pas de dérivations infinies, nous disons alors que R

est canonique. En effet ces deux propiétés assurent la terminaison finie et
unique des réécritures, et les formes R-normales, notées ;, sont

représentants canoniques des classes de -ongruence: M;N ssi ;M=;N.

Knuth et Bendix [25] ont donné une procédure de complétion qui permet
de compiler une théorie équationnelle en urn®' systéme - de réécriture
canonique. Sous I'hypothése que la relation de réécriture est noethérienne, la
propriété de confluence peut étre localisée a une seule étape de réduction, et
est équivalente ala conﬁuence locale:

/\
\/

Knuth et Bendix ont montré que cette propriété peut €tre caractérisée
par les superpositions des membres gauches des régles de réécriture. Une
paire critique de la régle G-»D dans la régle G'»D’ est une paire de termes,
notée oG'[u«D]=0D’, ol u est une occurrence non-variable de G' et ¢ un
unificateur principal [39] de G'/u et G. Une paire critique M=N est confluente
ssi M et N confluent.

Théoréme de Knuth et Bendix : Si R est un systéme de réécriture nocethérien, R
est Church-Rosser si et seulement si toutes les paires critiques de R sont
confluentes.

Les paires critiques étant des conséquences équationnelles, le théoréme
montre que la complétion incrémentale de R par les paires critiques non
confluentes, orientées de facon & préserver la propriété de terminaison finie,
calcule un systéme de réécriture canonique sans changer la théorie associée.

Knuth et Bendix ont ainsi pu donner un sygtéme de réécriture canonique
pour la théorie des groupes en définissant une mesure générale de complexité
des termes afin d'orienter les paires critiques et prouver la terminaison du
systéme de réécriture. Huet [14] a établi la preuve compléte de correction de
la procédure, indépendament de 'ordre de terminaison.

L'ordre de Knuth et Bendix (kb) consiste a affecter un poids aux
opérateurs ainsi qu'une précédence. Un terme est plus complexe qu'un autre
si essentiellement la somme des poids est supérieure, ou bien égale mais il y a

@



-4 -

précédence lexicographique. Les ordres récursifs sur les chemins (rpo)
[4,23,21] étendent quant a eux la précédence des opérateurs aux termes, soit
par l'extension lexicographique, ou lexicographique inverse, soit en
considérant les arguments cornme des multi-ensembles. Dans KB ces ordres
sont disponibles en mode auto, le mode free laisse l'utilisateur orienter les.
régles, et éventuellement en rejeter ou en insérer.

Par exemple voici la complétion des groupes en utilisant I'ordre de Knuth

et Bendix.
KB Version experimentale Mars 84 [Unix]
List of constructors =
List of AC operators =
List of infix operators = (+)
List of data-files = (&xemples)
Mode (free/auto) = aul
Order (kb/rpo) = kb
List of operators = (0 + -)
Weight of 0 =1
Weight of + = 1
Weight of - =0
Minimum weight of a constant = 1
KB: complete group
Given set of equations: group
O+x=x
-(x)+x=0
(x+y)+z = x+(y+2)

Given
R3: (x+y)+z ---> x+(y+2)

from RR3 and RR2
R4: -(x)+(x+y) ---> ¥y

from RR4 and RR1

R5: -(0)+x ---> x

from RR4 and RR2
R6: -(-(x))+0 ---> x

from RRS and RR4 o i
R7: -(-(0O))+x ---> x

R8: -(0)---> 0
R5 deleted
R7 deleted
from RR6 and RR4
R9: -(-(-(x)))+x ---> 0
from RR4 and RR4
R10: -(-(x)) +y --> x+y
R6 replaced by:
x+0=x
R9 deleted

from RR11 and RR10
R12: -(-(x)) ---> x
R10 deleted

from RR12 and RR2
R13: x+-(x) ---> 0



: ‘from RR12 and RR4
R14: x+(-(x)}+y) -=-> ¥

from RR13 and RR3
R15: x+(y+-(x+y)) ---> 0.

trom RR15 and RR4
R16: x+-(y+x) --=> -(y) :
R15 deleted

from RR16 and RR4
R17: -(x+y) =--> -(y)+-(x) ,

R16 deleted . "y
Time:3s. [GC:0s.]

Complete set: *group
KB: show *group :

sgroup
+X -=-> X
-(x)+x --->0

(x+y)+z ---> x+(y+2z)

- x;+(x+y) >y

-(0) ---> 0

X(‘l"(o 5") X

~(-(x)) ==->x

"*2‘2‘;{"3 o

X+{-(xX)+y) --->y

(xty) =S - H(x) L
KB: saveset *group

KB: normalize

You give terms in Lisp form with external parenthesis

Term: (- (+ (- (+ y (+ X (0)))) ¥))
MRS

La procédure de complétion de Knuth et Bendix peut échouer de deux
facons. D’abord elle peut ne pas converger, par exemple la complétion des
semi-groupes idempotents génére un ensemble infini de régles de réécriture.
En effet soit

R1 = (x,+y)+2z, » x,+(y,+2,)
RR = Xat+X3 2 Xp ‘
[R1,R2{ n'est pas confluent car R2 se superpose dans Rl avec la substitution

{X1+Xz,y,+Xz} et produit la paire critique non-confluente X2+2Z) = Xp+(x2+2,).
On ajoute donc la régle

R3 = x3+(x3+y3) = x3+y;

Mais R3 et Rl se superposent & leur tour avec la substitution
{Xgex +y1.2. (X1 +yy) +ys). Dot

R4 = X, +(y +(x,+(ys+24))) » x4+(y,+2,)

et cetera... Notons que dans ce cas d’échec le systéme infini énuméré par la
procédure est canonique [14].

Il se peut également qu'un axiome ou une paire critique ne soit pas
orientable. C'est typiquement le cas des axiomes permutatifs, tels que
I'axiome de commutativité, x+y=y+x, qui ne peut &tre orienté sans perdre la
propriété de terminaison finie. L'idée pour lever ces problémes d'orientation
est de partitionner les axiomes en une présentation équationnelle £ et un
systéme de réécriture R.
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3. Décider de l'egalité dans une variété en présence d'opérateurs associatifs
et commutatifs

Lankford et Ballantyne [27] ont étudié les premiers la généralisation de
la procédure de Knuth et Bendix avec un traitement spécial des axiomes per-
mutatifs, basé sur la finitude des classes de congruence modulo ces axiomes.
Huet [13] a développé une procédure de complétion modulo la congruence E,
en dégageant les propriétés abstraites des relations de réécriture et en
unifiant les résultats antérieurs de Newman, Rosen et Sethi. Peterson et
Stickel [35] ont étudié les réécritures par FE-filtrage, et ont donné une
procédure de complétion en présence de fonctions associatives et commuta-
tives (AC en abrégé), basée sur I'existence d'algorithmes de AC-équivalence,
AC-filtrage pour l'opération de réduction, et AC-unification pour le calcul des
paires AC-critiques. Stickel [41,42], Livesey et Siekmann [29,30] ont donné de
tels algorithmes, dont nous avons établi récemment la preuve de terminaison
dans le cas général [6]. _ .

Jouannaud et Kirchner [20] ont unifié les résultats de Huet, Peterson et
Stickel, et généralisé la procédure de Peterson et Stickel & d’autres
congruences que l'associativité et la commutativité. Les propriétés abstraites
de confluence peuvent encore €tre généralisées sous la seule hypothése que
la relation de réécriture est noethérienne (et non sa composition avec la rela-
tion de congruence) [8]). Cependant l'extension & d’autres axiomes que
I’associativité et la commutativité, par exemple les axiomes d'identité et
d'élément neutre (pour lesquels il existe un algorithme d'unification fini), ne
semble pas s’appliquer a beaucoup de théories car les réécritures dans une
structure quotientée par des axiomes autres que permutatifs posent des
problémes de terminaison.

Hullot [17] a dressé un catalogue des systémes canoniques obtenus par

ordinateur. La procédure originelle de Knuth et Bendix se révéle insuffisante
en général car elle exclut les théories commutatives. Le quotient par les
axiomes de commutativité seulement ne permet pas de traiter les théories
associatives. En effet si + est déclaré commutatif, les réécritures commuta-
tives avec la régle d'associativité (x+y)+z - x+(y+z) ne sont pas -
ncethériennes:
x+(y+z) - y+(z+x) > z+(x+y) » x+(y+z) etc ...
Par contre la procédure de complétion de Peterson et Stickel en présence
d’opérateurs associatifs et commutatifs couvre de facon remarquable les
variétés courantes : groupes abéliens, anneaux, A-modules, A-algébres, treillis
distributifs, algébres booléennes, arithmétique, etc ...

L'opération de AC-réduction est exactement la réécriture avec
I'algorithme de AC-filtrage en place du filtrage ordinaire: M se AC-réduit en N
a l'occurrence u par application de la régle G-D si et seulement s'il existe une
substitution o telle que oG:éM/u et N=M[u«oD]. La recherche de

I'occurrence u du radical ne tient cependant pas compte du quotient des
termes par = Pour caractériser la propriété de Church-Rosser sur les paires

critiques il est donc nécessaire d'assurer, la A.C-cohérence du systéme de
réécriture, c'est-a-dire M:&N & N-0 =>( M-P, 0-Q & PA=CQ) en ajoutant des

extensions aux régles. Soit G-D une régle dont le symbole de téte + du mem-
bre gauche est associatif et commutatif, l‘extension implicite dans la
procédure de Peterson et Stickel -est la régle G+x-D+x, o1 X est une nouvelle
variable. Un systéme de réécriture avec ces extensions est toujours AC-
cohérent. A
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Enfin la composition des relations :C et -» doit eétre noethérienne, on ne

connaft pas d’ordres de terminaison généraux comme dans le cas ordinaire,
cependant l'ordre rpo avec I’extension multi-ensemble pour les opérateurs
associatifs-commutatifs permet d'orienter automatiquement de nombreux

exemples.

Cette procédure est dlspomble sous KB, par exemple pour compiler la
théorie des groupes Abéliens il suffit de déclarer I’addition associative et com-
mutative, et compléter les régles d'élément neutre et inverse.

KB Version experimentale Mars 84 {Unix]
List of constructors = :

List of AC operators = {+

List of infix operators = (+

List of data-files = (toxemples)

Mode (free/auto) = aul

Order (kb/rpo) = rpo

List of operators = (O + -)

Same extension for all non AC operators ? (y/n): y
Which one ? (m(ultlset)/l(exwo l(nvlemcog

List of operators less than O

List of operators less than + =

List of operators less than - = (+

KB: complete groupAb

vaen set of equations: groupAb

O+x=x

-(x)+x=0

. from RE2 and RE2
R5: -(x+y)+x ---> -(y)
R: -( ) Y §r01(n )RRS and RE2 )
x+y -==>-({x)+
R5 deleted y
Time: 22 s. [GC: 0s.]
Complete set: ‘groupAb -----
'KB: show *groupAb
*groupAb
O+x --->x
- x}+x -==>0

=->0
L) > x
(x+y) > ~(x)+(y)

KB: normalize
You give terms in Lisp form with external parenthesis

A i:é};"kli';"'ii’;')'i"'ii """""""""""""""""
%;z:-f;é 3
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4. Décider de l'egalité dans l'algebre initiale d’'une variété
L'algébre initiale d'une variété £ a pour domaine '’ensemble des termes
clos quotientés par ; et pour opérations les constructeurs de termes (con-

fondus avec les symboles de fonction). La preuve d'égalités dans ce modéle
initial est plus compliquée que dans l'ensemble de tous les modéles, car des
principes de récurrence sont nécessaires pour le systéme de déduction.

Musser [32] a toutefois montré que si un ensemble d'équations considéré
contient l'axiomatisation du prédicat d'égalité, une equation est valide dans
'algebre initiale si et seulement si son ajout en axiome ne rend pas la théorie
incohérente (dans le sens que vrai=faux peut &tre dérivé). Ceci permet de
faire des preuves et des réfutations d'équations sans récurrence explicite.

Goguen [11], Huet et Oppen [16] ont simplifié cette méthode, puis Huet et
Hullot [15] I'ont finalement codé comme une simple extension de I'algorithme
de Knuth et Bendix.

La clé de la procédure de Huet et Hullot est un principe de définition qui
partitionne les symboles de fonctions, en constructeurs C et fonctions
définies D, et exige que pour tout terme clos M, il existe un terme unique N
construit sur C uniquement, tel que M;N. Ce qui exclut donc les équations

entre constructeurs.

Si E vérifie le principe de définition, 'algébre des termes construits sur C
est isomorphe & l'algébre initiale. Une équation de 1la forme
C(My, -+ M,)=C(M'y, - - - M'}) est équivalente au systéme M, = M',,

M, = M',,]. Ainsi une équation est valide dans I'algébre initiale si et seulement
si elle n'introduit pas de relation entre les constructeurs, c'est-a-dire
d’équation de la forme C(M,, -- - ,M,)=C'(M'y, - - - WM'p), o C#C.

L'extension de Huet et Hullot consiste donc a définir dans la procédure
de Knuth et Bendix des opérateurs constructeurs, et compléter les axiomes
par les équations a prouver ou réfuter, en testant I'absence de relations entre
constructeurs et en cassant les équations de méme symbole de téte construc-
teur. :

Théoréme de Huet et Hullot : Si R est un systéme de réécriture ncethérien
vérifiant le principe de définition, S un systéme d’équations non valide dans
'algébre initiale, alors la procédure s'arréte avec une réfutation (relation
entre constructeurs) ou en échec (équation non-orientable). Si la procédure
s'arréte en succés (systéme canonique fini) les équations de S sont valides
dans l'algébre initiale de R. '

Dans KB la vérification du principe de définition n'a pas été automatisée,
et est laissée a l'utilisateur. 1l est possible d'utiliser les ordres de terminaison
kb et rpo, pourvu qu'ils soient compatibles avec I'orientation obligatoire des
équations contenant un seul membre ayant un symbole de téte constructeur,
automatiquement placé en partie droite.

A titre d'illustration, on peut définir sous KB la structure de liste avec les
constructeurs Nil et Cons, la fonction de concaténation Append, la fonction
miroir Rev, et prouver que Rev(Rev(x))=x.

KB Version experimentale Mars 84 [Unix]
List of constructors = (Nil Cons)

List of AC operators =

List of infix operators =

List of data-files = (exemples)

Mode (free/auto) = free

KB: complete Rev

Given set of equations: Rev

Append(Nil,x) = x
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Append(Cons(x y).z) = Cons(x,Append(y.z}))

gg:gggr)xs?x y)) = Append(Rev(y) Cons(x,Nil)) .

Given
R1: Append(Nll x) -=-> X

------------------ Given
R3: Rev(Nil) ---> Nil

Rev(Cons(x.y)) = éppend(Rev(y).Cons(x.Nil))

Command
R4: Rev(Cons& .y)) ---> Append(Rev(y),Cons(x,Nil))
Time: 0 s

Complete set: *Rev
KB: prove Rev-Rev

-G-l-v.t;;xuset of equations: Rev-Rev
Rev(Rev(x)) = x

Given
R5: Rev(Rev(x)) > X
-------- om RR5 and RR4
R6: Rev(Append(Rev(x) Cons(y,Nil))) ---> Cons(y.x)
---------- om RR8 and RR5
R7: Rev(Append(x.Cons(y.an))) > Cons(y, Rev(x))

R6 deleted
Time: 1 s. [GC: 0s.]

Et;;r-iplete set: *Rev-Rev
KB: quit

La completude de cette procédure en présence d'opérateurs associatifs
et commutatifs n'a pas été démontrée.

5. Décider de I'égalité dans les algébres finiment présentées
Voir [3]

6. Résolution d’équations dans une variété

Résoudre l'équation M=N dans la théorie équationnelle E, c’est trouver
les substitutions qui unifient M et N modulo E. Notons Uz (M,N) I'ensemble de
tous les E-unificateurs de M et N:

Ug (M\N) = fo€S | UM? oNj.

Dans les théories équationnelles Uz est toujours récursivement
énumérable, mais biensilir nous sommes surtout intéressés par une base des
solutions les plus générales, génératrices de Ug par instanciations. A cette
fin la E-égalité des termes est étendue aux substitutions par extensionalité
sur un ensemble de variables V:

v
o=p ssi Vx€V ox= px
Ep E p}

De mé&me on dit que ¢ est plus générale que p dans Esur V,
v A\ '
o=p ssi 3n noa;p’
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' \4 \4 v
La relation d'équivalence correspondante est notée = 0=p ssi oip et p?a.

Notons IXo) l'ensemble des variables substituées par o. Nous sommes
maintenant en mesure de définir les systémes générateurs et les bases de .
Ug (M\N). Soit M et N deux termes, et V I'ensemble des variables apparaissant
dans M ou N. S est un Ensemble Complet de E-Unificateurs (noté E%U) de M et

N si et seulement si:

a) voeS D(o)cV (pureté)

b) ScUz(M,N) (correction)
v

¢) VpcUg (M\N) doCS o <p (complétude)

S est un Ensemble Complet de E-Unificateurs Minimauz (noté NE(;,;U) de M

et N si de plus:
v
d) Vo,0'€S a#a'=>o£i‘ a (minimalité)

Remarquons que les unificateurs principaux dans les langages de prem-
ier ordre [39] sont des uECUy réduits a un élément. Dans certaines théories
équationnelles E il peut ne pas exister ' ECUg fini. Par exemple a*x=x*a si *
est associative [36]. Quand il existe un ECUg fini, il en existe toujours un
minimal, en éliminant les éléments redondants. Mais cela n'est pas toujours le
cas, dans certaines théories équationnelles la minimalité peut &tre incompati-
ble avec la complétude, & cause de chaines infinies d’'unificateurs de plusven

plus généraux [7], toutefois quand une base existe, elle est unique modulo =

Fay [9] a donné une procédure universelle d'unification dans les théories
canoniques, qui procéde par spécialisation's ("narrowing”). Un terme est
spécialisable s'il posséde une instance réductible. Soit R un systéme de
réécriture canonique, un terme M se spécialise en N avec la substitution o,
noté M = N, si et seulement s'il existe une occurrence u de M, une régle G-»D

a
et un unificateur principal de G et M/u, ¢ tel que N=Jk0M[u«-D]. Les
_ spécialisations généralisent ainsi les normalisations en cherchant a unifier,
plutat que filtrer, les sous-termes contre les membre gauches de régles.
Théoréme de Fay : Soit R un systéme de réécriture canonique, I'ensemble des
substitutions de la forme pog,0...00, ot (M,N) » (M, N;) --- = (M, N,) et ol
o On
p est un unificateur principal de (M,,,Np), est un ECUz(M,N).

Diverses restrictions complétes des spécialisations ont été proposées.
Hullot [18] a défini une procédure semblable qui procéde par surréductions,
c’est-a-dire spécialisations sans normalisation & chaque étape. Pour cette
procédure il a pu donner une stratégie de surréduction compléte et .un
critére de terminaison de la procédure. Jouannaud et Kirchner[22] ont
généralisé ces résultats aux réécritures par E-filtrage.

La procédure de Fay peut €tre simulée par une complétion de la théorie
avec les régles proposées par F. Fages:

solving(M,N.x,,....x5) - true
solving(x,X,X;,...,Xy) - solution(x;,...,X,)

ol X,,...X, sont les variables apparaissant dans M ou N. Ce codage préserve la
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correction et la complétude, c’est-a-dire que I'ensemble des solutions
énumérées par la procédure, sous la forme des régles
solution(ox,, - . .',ox,)»true, est un ECUgx(M,N). Cependant le calcul des
spécialisations sur les variables, qui est introduit, est inutile. Une stratégie de
superposition sur uniquement les deux premiers arguments de l'opérateur
solving permettrait d’'implanter exactement la procédure de Fay.

Dershowitz [5] a proposé le codage avec les régles :

{solving(H.N) - solution(x,,...,x;)
solving(x,x) - true

Malheureusement la complétude n'est pas préservée car il est possible
d'obtenir des paires critiques de la forme solution(Py,..., u)-—solut.ion(Ql, ,Qn)
éventuellement non-orientables. Mais notons que de telles €équations expri-
ment une équivalence sur les substitutions unificatrices, et peuvent dans cer-
tains cas définir récursivement un ECU infini de facon finie.

Par exemple soit la théorie canonique £ définie par les deux régles

1 (0, x;
g(f(x,y)) -» g(y)

L'unification des termes g(x) et g(0) est un exemple pour lequel il n’existe pas
dé base des E-unificateurs [7] seulement un systéme générateur infini
d'unificateurs de plus en plus généraux:

og = {x+0]
oy = {x«f(x,,0)}
oz = {xf(x,.1(x,,0))}

Oiv1 = {xef(Xi41.0:x)]

x}
En effet 0,44 ﬁai en considérant la substitution {x;,,<0}{, et il n'existe pas de

E-unificateur plus général que o; pour tout ixi;. Or-au lieu d'énumérer
I'ensemble des o; comme le ferait la procédure de Fay, KB avec le codage de
Dershowitz trouve la définition récursive de cet ensemble. :

KB Version experimentale Mars 84 [Unix]
List of constructors =

List of AC operators =

List of infix operators =

List of data-files = (exemples)

Mode (free/auto) = free

KB: show *FH

x) =+> X
g(f(X-y)) ---> g(y)

............................................... B

KB: complete *FH gx=g0

Given set of equations: gx=g0 ¢
solvmggg(x; ?0)) = solution(x) ’
solving(x,x) = true

* solving(g(x).g{0)) = solution(x)

co iven

omman
R3: solvmg(g(x) g(0)) ---> soluhon(x)
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1 x) = true
solving(x.x) Given i

Command ? y
R4: solving(x,x) ---> true

; 0) = true
solution(0) trom RR4 and RR3

Command ?
R5: solution(O) ---> true

; = solution(f(y.x))
solution(x) from(lé 3 and RR2

Command ? n .
R6: solutionéf(x.y)) ---> solution(y)
Time: 0 s. [GC: 0s.]

Et;;;l;lgée set: *gx=g0
KB: quit

7. Preuves en logique de premier ordre

Depuis la découverte du principe de résolution par J.A. Robinson [39], qui
est une régle d'inférence compléte pour le calcul des prédicats du premier
ordre, de nombreuses recherches ont été entreprises sur le traitement de
I'égalité. Le prédicat d'égalité peut €tre axiomatisé par des clauses de Horn,
la résolution avec ces clauses fournit alors une procédure de semi-décision
en calcul des prédicats avec égalité. Cependant cette axiomatisation introduit
un trop grand nombre de résolvants, G. Robinson et L. Wos [38] ont donc
défini le principe de paramodulation, qui est la régle de substitution des
égalités, afin de particulariser ce prédicat dans le systéme de déduction. La
complétude de la résolution et la paramodulation a été établie pourvu que les
axiomes de réflexivité fonctionnelle, c’'est-a-dire de la forme
f(xy,...Xg)=f(X;.....Xp), Soient ajoutés pour tous les symboles de fonction.

Afin de traiter plus efficacement les égalités sur les termes, Plotkin [36]
a développé la théorie de l'unification dans les théories équationnelles (c'est-
a-dire la résolution d'équation dans les variétés) et a montré qu'en
remplacant l'algorithme d'unification & la base de la régle de résolution, par
une procédure de E-unification, la E-résolution est compléte pour le calcul
des prédicats dans la théorie équationnelle E. Sauf pour certaines théories
simples (axiomes de commutativité, commutativité et associativité, élément
neutre, idempotence,..) il n’existe en général pas d’algorithme de E-
unification fini, il peut aussi ne pas exister de base des F-unificateurs, seule-
ment des systémes générateurs infinis, mais toujours récursivement
énumeérables [7].

Slagle [40] a donné un moyen de construire la théorie équationnelle dans
le systéme de déduction autre que par le processus d'unification, en
considérant des régles de simplification sur les termes, c'est-a-dire une forme
orientée des axiomes. Le principe de spécialisation ("narrowing”) est la com-
position des régles de paramodulation orientée et de simplification dans le
systéme de réecriture de termes supposé canonique. La procédure de Slagle
est en fait équivalente & celle de Plotkin avec comme procédure de E-
unification, celle de Fay [9] qui procéde précisement par spécialisation.

Lankford [26] a rattaché ces résultats a ceux de Knuth et Bendix [25]
sur les systémes de réécriture canoniques. Le calcul des paires critiques par
superposition des membres gauches, correspond & une restriction du principe
de spécialisation. Toutefois la parfaite unification de ces procédures n'a pas
encore abouti, la clé du probléme étant certainement la preuve de
complétude de la résolution et la paramodulation sans les axiomes réflexifs
fonctionnels [1,34] pour le calcul des prédicats avec égalité. Le résultat
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récent de Fribourg [10] sur la complétude dans ce cadre général, de la
paramodulation orientée (spécialisation sans normalisation) conforte l'idée
que cela devrait étre possible.

Hsiang [12] a ouvert la voie & un autre programme en trouvant un
systéme de réécriture canonique pour les algébres booléennes, et en mon-
trant que de méme que le calcul des propositions se raméne a la normalisa-
tion dans ce systéme de réécriture, le calcul des prédicats se rameéne a la
complétion de ce systéme par la formule & réfuter codée sous forme de régles
de réécriture. C’est cette procédure qui est implanté sous KB.

Dans le systéme de réécriture canonique. de Hsiang pour les algébres
booléennes, les propositions sont réécrites avec les connecteurs & (et), ! (ou
exclusif), T (vrai) et F (faux), et forment un anneau booléen [43]. & et ! sont
déclarés associatifs et commutatifs, le systéme est le suivant: '

AB ={x=y - x'y'T,
xvy - (x&y)!x'y,
x=>y -» (x&y)!x'T,
-(x) » x'T,
x'F -» x,
xx > F,
x&T » x,-
x&x - x,
x&(y'z) » (x&y)'(x&z) ,
x&F - F}

La terminaison peut-étre prouvée grace a l'interprétation polyndmiale sur les
entiers suivante: '

£(F) = (1) = 1
¢(a!B) = ¢(a)+E(B)+2
¢(a&p) = 2¢(a)€(B)+1
Notons A%:p la forme AC-normale de ¢ dans AB. ¢ est valide ssi Ali;p =T, g est
insatisfiable ssi A$Brp = F, ¢ est satisfiable non-valide ssi A¢Btp¢ T et Aliacp# F.

La généralisation au calcul des prédicats se fait en considérant cette fois
la complétion de AB par une formule skolémisée d=¢p, & - -- & ¢,, codée par
I'’ensemble des régles de réécriture de la forme :B(% + T) » F. Cependant la

complétion sans restriction peut produire des paires critiques non-
orientables, a contrario le calcul des paires critiques seulement entre les
régles ajoutées dont le membre droit est F, et la normalisation avec AB, n'est
pas complet. Par exemple considérons la formule:

é = 3a 3b -P(a)v-P(b) & vx P(x)
¢ a pour régles associées: A
P(A)&P(B) - F
P(x)!T - F

et pour extensions implicites & la procédure de Petérson et Stickel:
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P(A)&P(B)&x » F

P(x)!Tly =y . 4
Bien que ¢ soit insatisfiable, ces quatre régles forment un systéme AC-
canonique. Par contre considérons les extensions avec & de ces régles (qui
peuvent etre obtenues par superposition dans la régle de distributivité),
I'extension avec & de P(x)!T » F est la régle P(x)&y'y -+ F, dans laquelle se
superpose la premiére régle avec la substitution {x«A , y«P(B)}, et fournit la
paire critique P(B)=F. T=F est alors obtenue comme paire critique de
P(B) -» F dans P(x)!'T » F. Nous conjecturons que ces extensions suffisent et
que le calcul des paires critiques entre les régles ajoutées avec leurs exten-
sions dont le membre droit est F, et la normalisation avec AB, fournit une
procédure compléte, c'est-a-dire ¢ est insatisfiable si et seulement si T=F est
inférée.

Dans le cas ou les régles associées a & sont des clauses, ce qui est
toujours possible en mettant ¢ sous forme normale conjonctive, cette
procédure simule effectivement la régle de résolution négative ce qui prouve
la complétude. Hsiang [12] donne une restriction du processus d'AC-
unification, qui est compléte dans ce cadre et raméne les performances a
celles des preuves par résolution.

L'intérét de cette procédure est qu’elle permet de traiter uniformément
le calcul des prédicats dans une théorie canonique, en ajoutant seulement les
régles de réécriture canonique sur les termes. Le calcul des paires critiques
de ces régles dans les régles ajoutées pour réfuter la formule, simule le prin-
cipe de spécialisation, et donc exactement la procédure de Slagle [8]. La
procédure de Slagle ne permet par contre pas de réfuter directement des for-
mules skolémisées non-clausales.

Voici pour finir la preuve donnée par KB que tout sous-ensemble d'un
groupe, non-vide et stable par soustraction est un sous-groupe. On utilise le
systéme canonique de Knuth et Bendix pour la théorie des groupes, et un
prédicat P d'appartenance au sous-ensemble. La preuve se fait par
réfutation. :

KB Version experimentale Mars 84 [Unix]
List of constructors =

List of AC operators =

List of infix operators = (+)

List of data-files = {(exemples)

Mode (free/auto) = free

KB: pred *group

First Order Predicate Calculus

= equivalence , => implication, - negation, & and

v inclusive or , ! exclusive or , T true ,F false
KB: refute subgroup
gormula : ?(A ) o
ormula : (P(x)&P(y))=>P(x+-
Formula : -(S’g—(A) )v-(P(8)) y

R22: (p(x)&p(y))!(}9(i§§3p(y)&p(x+-(y))) > F

i el D L L e L T T TR U S

from RR22 and RR11
R24: (P(0)&P(x))(P(0)&P(x)&P(-(x))) ---> F




- 15 -

from RR24 and RR17

R25: (P(0)&P(-(x)))(P(0)&P(-(x))&P(x)) --->

rom RR22 and RR17

- f
R26: (P(x)&P(-(y)UP(x)&P(-(y))&P(x+y)) ---> F

from RR22 and RR12

R27: P(x){(P(0)&P(x)) ---> F

from RR27 and RR21

R28: P(-(A)) --->F
R21 deleted

from RR28 and RR24

R29: P(0)&P(A) --->F

from RR29 and R&R23

R30: P(O) --->F
R24 deleted

R&24 deleted

R25 deleted

R&25 deleted

R27 replaced by:
P(x)=F

R&27 replaced by:

x&P(y

R29 deleted

from R27

R31: P(x)---> F
R22 deleted
R&22 deleted
R23 ;eplaced by:
T=

Time: 122 s. [GC: 0 s.]

KB: quit
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Annexe: Mise en oeuvre et Utilisation

1. Mise en ceuvre . ‘
) KB se réincarne en compilant le code génétique lisp (avec ou sans les

possibilités de trace), puis en chargeant kb-make sous lisp. Le fichier README
détaille la marche a suivre.

KB n'est viable que dans un environnement de fichiers lisp contenant des
listes d’équations ou de formules. KB produira alors des listes de régles de
réécriture canoniques, qu'il sera possible de sauvegarder chez vous dans un
fichier nommé cset.l(isp), et charger & nouveau dans les sessions suivantes.

Tous les exemples du catalogue sont disponibles dans le fichier
. exemples.(isp). Pour essayer un nouvel exemple créez un fichier lisp con-
tenant la liste des équations de la forme (membre-gauche . membre-droit) .
dans lesquelles les variables sont représentées par des atomes, les constantes
par des listes a un seul élément atomique, et les termes fonctionnels par des
listes dont le premier élément est 'opérateur atomique, et la queue la liste
des arguments. Par exemple pour la théorie des groupes le fichier pourra
contenir la définition suivante:
(setq group (-

((+x (0)) . x)

((+ x (- x)) . (0))

((+(+xy)z). (+x(+y2))))
N'utilisez pas .comme symbole de fonction ou de constante, certains
caractéres spéciaux comme |, #, ni les atomes t, nil ou les nombres, et sachez
que les variables seront renommées au cours des calculs.

Les symboles qui seront déclarés associatifs et commutatifs peuvent &tre -
considérés comme d'arité variable. '

2. Principales fonctions

Sous KB vous commencez par déclarer la théorie que vous voulez traiter,
en donnant la liste des opérateurs constructeurs (répondez () si vous ne
voulez pas spécifier l'algébre initiale mais la variété), la liste des opérateurs
infixes, la liste des opérateurs associatifs et commutatifs, la liste des fichiers
a charger (le suffixe 1 ou lisp selon le site est implicite), et enfin le mode
d'orientation des régles, automatique (auto) ou intéractif (free).

En mode automatique vous avez le choix entre l'ordre récursif sur les
chemins (rpo), et l'ordre de terminaison de Knuth et Bendix (kb) si vous
n'avez pas déclaré d'opérateurs AC. Pour l'ordre rpo vous devez choisir
I'extension de la précédence des opérateurs aux termes, entre I'extension
multi-ensemble (m), I'extension lexicographique (1) et 'extension lexicogra-
phique inverse (i). Pour l'ordre kb vous donnez la liste des opérateurs par
ordre de précédence croissante, puis chacun des poids.

Pour compléter maintenant une liste d'équations définie dans un des
fichiers de données, faire complete nom qui calculera le systéme canonique
*nom. Si KB a été compilé avec 'option de trace, il est demandé a I'utilisateur
s'il souhaite obtenir la trace exhaustive des réécritures. En mode free, ou en
mode auto si I'ordre de terminaison n'est pas total, vous aurez a orienter cer-
taines équations sous la banniére Command? Répondre h pour obtenir la liste
des réponses possibles, y pour lorientation gauche-droite, n pour
- I'orientation droite-gauche, r pour rejeter I'équation (mais ce n’est pas trés
sérieux), i pour insérer une nouvelle équation avec le format lisp, 1 pour
connafitre le nombre de paires critiques en attente, s pour voir I'ensemble
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courant des régles, p pour voir une régle seulement, b pour un break lisp et
opérer a coeur ouvert, enfin quit pour stopper la complétion si vous n'y croyez

plus.

show nom visualise les ensembles d'équations et de régles de réécriture.
Il est possible d'enrichir un ensemble canonique *nom obtenu par la
procédure avec la commande complete *nom nom2, qui calculera le systéme
canonique *nom-nomg2.

saveset *nom permet de sauvegarder le systéme canonique *nom dans le
fichier cset.l(isp) du directoire d’execution. context liste tous les systémes
canoniques disponibles dans la session.

Pour normaliser des termes avec le systéme de réécriture courant, nor-
malize vous met dans une boucle qui demande des termes en format lisp et
calcule leur forme normale, on en sort par quit. normalform M retourne la
forme normale dans le systéme courant de M donné en format Lisp. consider
*nom permet de rendre courant le systéme canonique *nom. propos *nom
initialise KB pour faire des preuves par normalisation de formules proposi-
tionnelles dans la théorie canonique *nom (tapez propos nil pour le pur calcul
des propositions).

En présence de constructeurs les preuves d'égalités dans l'algébre ini-
tiale ne peuvent pas se faire par simple normalisation, mais par complétion
testant l'absence de relation entre les constructeurs. prove nom permet de
prouver la validité d’'un systéme d'équations dans l'algébre initiale de la
théorie courante, prove nom est équivalent & complete2 *noml nom, ol
*nom1 est le systéme canonique courant.

pred *nom initialise KB pour faire des preuves de formules logiques du
premier ordre dans la théorie canonique *nom (tapez pred nil pour le pur cal-
cul des prédicats). refute nomform lance la preuve de l'insatisfiabilité de la
liste de formules nomform. Mais attention ces fonctions ne sont pas utilis-
ables si vous avez auparavant complété un systéme sans déclarer initialement
d'opérateurs AC.

Enfin il est possible de créer une image mémoire de la session avec la
commande save nom, sinon quit finit la session.

Toutes ces commandes sont documentées sous KB dans le help.

3. Fonctions supplémentaires

Une reégle mal orientée en mode free, peut faire boucler les réécritures
indéfiniment. Si vous avez des doutes bell envoie un signal sonore a chaque
pas de reduction, zoom provoque l'affichage de toutes les paires critiques au
- fur et a mesure des superpositions. En mode AC il se peut que le blocage soit
dld & un probléme d’'unification complexe, la commande warnings prévient
I'utilisateur dans ces cas. fastAC change le codage des problemes de filtrage
associatif-commutatif, ce qui dans certains cas accélére la résolution.

incremental définit un mode dans lequel le compteur de régles n'est pas
remis a zéro a chaque complétion. '

4. Format des traces

La trace compléte des superpositions et réécritures fournit toutes les
informations nécessaires pour synthétiser une preuve mathématique. Avec
cette option toutes les paires critiques sont tracées, et les réécritures sont
justifiées en précisant la régle qui s'applique, I'occurrence (sous forme d’une
liste d'entier) dans le terme ou elle s’applique, ainsi que la substitution. Les
opérateurs associatifs et commutatifs sont considérés comme d’arité



variable.

A titre d'illustration ‘suit le début d
I'option de trace compléte.

KB Version experimentale Mars 84
List of constructors =

List of AC operators =

List of infix operators = (+)

List of data-files = (exemples)
Mode (free/auto) = auto

Order (kb/rpo) = kb

List of operators = (0 + -)
Weightof 0 = 1

Weightof + = 1

Weightof - = 0

Minimum weight of a constant = 1
KB: complete up

do youwant atrace? y

[Unix]

e la complétion des groupes avec

Given set of equations: group
O+x=x

-(x)+x=0

(x+y)+z = x+(y+z)

Given
R1: O+x ---> x

Given
R3: (x+y)+z ---> x+(y+z)

superposition of rules : RR1 and RR3

normalization of : (O+x)+y
R1: O+x'--->x'
occurrence : [ 1]
substitution:

x'=x

normal form : x+y

normalization of : (O+x)+y
R3: (x'+y')+z’ ---> x'+(y'+2")
occurrence :
substitution :

x'=0
Jrixs

+(x+y)
R1: O+x'---> x"
occurrence : [ ]
substitution :

x'= x+y
normal form : x+y

superposition of rules : RR2 and RR3

normalization of : (-(x)+x)+y
R2: -(x')+x'--->0
occurrence : [ 1]
substitution :

X'=x

O+y

R1: O+x'---> ¥’
occurrence : [ ]
substitution :

normal form :y

normalization of : (-(x)+x
R3: (x'+y’)+z' ---> x'+(y’
occurrence :
substitution :

x' = -(x)

y=x

)+y.

+z')



normal form : -(x)+(x+y)

from RR3 and RR2
4: -(x)+(x+y) =-->y

superposition of rules : RR1 and RR4

normalization of : -(0)+(0+x)
R1: O+x'---> X'
occurrence : [ 2]
subsutution

x'=

normal form :-(0)+x

normalxzatxon of : -(O)+(0+x)
ey >y
. occurrence
substitution :
x=0
y=x
normal form : x

swaw

from liR4 and RR1
-(0)+x > X

superposition of rules : RR2 and RR5

normalization of : -(0)+0
R2: -(x")+x'--->0
occurrence :
substitution:

x=0

normal form : O

normalization of : -(0)+0
R5: -(0)+x' ---> x'
occurrence : [ ]
substitution :

x'=0

normal form : 0

superposxtxon of rules : RR2 and RR4

normalization of : ~(-(x))+(-(x)+x)
R2: -(x')4x’ ---> 0

occurrence : [ 2

substitution :

X'=x

normal form : -(-(x))+0
normalization of : - x))+(-(x)+x
R4: -(x")+(x'+y’) -- ( ) (-(x)+x)
occurrence :

substitution :

x'=-(x

y'=x

normal form :x -

from RR4 and RR2
-(-(x))+0 ---> x

etc ...
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