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RESUME

Dans ce rapport, on donne une démonstration de la complétude des
modes T.E et T.M pour un guide d'ondes optiques planaire.

ABSTRACT

In' this report, a proof of the completude of T.E and T.M mopdes is
given for a dielectric slab waveguide.
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Guides d'ondes optiques - Théorie spectrale - développements en fonctions
propres généralisées.
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I. INTRODUCTION

Dans cet article nous considérons la propagation des ondes &lectro-
magnétiques dans une couche diélectrique'd'épaisséur.finie.et constante
reposant sur un support di&lectrique d'indice différent. . L'indice de la
couche est supposé &tre strictement plus grand que ceiui du support et
de 1'air environnant. C'est 1'un des exemples les plus simples de

fibre optique.

I1 est bien connu qu'un tel systdme peut propager des ondes guidées

par la couche diélectrique.

Pour décrire la propagation des ondes électromagnétiques dans une
fibre optique, physiciens et ingénieurs utilisenf les différents modes
T.E. (transverse &lectriques) et T.M. (transverse magnétiques) (cf. (11,
[2] , [31). Du point de vue mathématique, les modes T.E. et T.M. sont des
fonctions propres généralisées de 1'opérateur de Maxwell qui permettent
de décrire les solutions d'énergie finie des &quations de Maxwell. Il
est bien connu que O est valeur propre de l'opérateur de Maxwell
et nous démoﬁtrons que les modes T.E. et T.M. forment un systéme complet
de fonctions propres gén&ralisées pour la restriction de 1l'opérateur
de Maxwell au complémentaire du sous espace propre correspondant 2 la

valeur propre O.

Pour ce faire, on utilise la méthode développée successivement dans
[4], [5] et [6]. Elle consiste, en faisant une transformation de
Fourier partielle, 3 &crire 1'opérateur comme une intégrale directe d'une
famille d'opérateurs différentiels ordinaires du premier ordre qu'on
appelle opérateurs réduits. Il suffit alors de faire une Eétude spectrale
compléte des opérateurs réduits et on utilise de maniére essentielle la

symétrie cylindrique du probléme pour en simplifier 1'Etude.



On peut aussi décrire toutes les solutions non stationnaires
d'énergie finie des équations de Maxwell et on pourrait, & partir de
la représentation obtenue, en étudier le comportement asymptotique

lorsque t devient trés grand.

Cet article est organisé comme suit. Le second chapitre est
consacré aux équations de Maxwell et 3 l'opérateur de Maxwell. Dans
le troisiéme chapitre, on étudie complétement le spectre ponctuel de
1'opérateur réduit, dans le quatriéme sa résolvante et dans le
cinquiéme on en obtient un développement en fonctions propres généralisées.
Dans le sixiéme chapitre, nous obtenons un développement en fonctions
propres généralisées pour l'opérateur de Maxwell et dans la conclusion,
nous donnons quelques indications de la maniére dont ces résultats peuvent
étre utilisés pour étudier d'autres problémes comme ceux du scatte-
ring des ondes électromagnétiques par un défaut d'interface ou par une

inhomogénéité locale de l'indice et comme 1'étude d'autres types de

fibre optique.
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Je tiens & remercier C.H. Wilcox avec lequel j'ai débuté& 1'étude

de ce probléme lors d'un séjour 3 1'Université de L'Utah & Salt Lake City
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2. LES EQUATIONS DE MAXWELL ET L'OPERATEUR DE MAXWELL

Définition 2.1
Soit h > 0. On considére les deux fonctions numériques e€(y) et

u(y) définies comme suit :

e(y) = gy » B(y) =Wy pour tout y < 0

(2.1) [e(y) =€ , v =y, pour 0<y<h,

e(y) =€, , uly) =y, pour h<y,

ou ej >0 et “j >0 pour tout j = 0,1,2.

Soit maintenant (xl,xz,y) eZR3. Aux deux fonctions €(.) et

u(.) on associe les équations de Maxwell :

+
vx H - e(y) %% =0
(2.2) R
> H
vx E + u(y) —gg =0 .
div e(y) E= 0
(2.2bis)
div u(y) =0
3 3 9
oll V= (s 5o > =) -
Bxl axz 3y
.El(t’xl’XZ’y) Hl(t’xl’XZ’yjk
> - . - f
E(tixlaxzx}’) = Ez(t’x]’XZ’y) et H(tsxl,xst) = Hz(taxlsxst) i
E3(t,xl ,xz,y) H3(C,X1,X2,Y

appartiennent a priori a D'GRQ, CB).



En explicitant (2.2), on obtient le systéme symétrique du premier

ordre suivant

N ~N ’ N

(¢ 00000 ’E1 (0 0. 0 .0 -D; D, ’El’

OEOOOOH E, 00 0 D, 0 -D E,
(2.3) 400s-:000> 3t4E3?= 0 0 0 -D, D, 0} <E3J>

000puO00 H, 0 D, -D, 0 0 H,

0000 w0 H, Dy 0 D, 0 0 H,

00000 <y p, 0, © 0 0 ey
ol D, = 3/3xl , Dy = B/sz » D= o/9y.

On s'intéresse plus particulérement aux solutions de (2.2) et de

(2.2bis) ou de (2.3) et de (2.2bis), d'énergie finie, i.e., aux solutions

%(t,.,.,.)
2 3. .6
€ LlOCGR ; €)

—)-
H(t,eyes.)
et telles que
2.8) e = [ 2 B x|+ n) [HEx) v | dx dxydy <
:RB 1272 1°72 1772

Notons que dans ce cas, la quantité e, appelée énergie, est indépendante
de t. De plus, parmi toutes les solutions de (2.2) et de (2.2bis)
d'énergie finie, on s'intéressera & celles décrivant une propagation de

1'énergie, i.e., celles par lesquelles on a pour tout compact K de 1R3,

(2.5) lim e(t,K) =0

t>too

(2.6)  e(t,K) = [ <e<y)|ﬁ(c,xl,x2,y)|2 + p(y>|ﬁ(t,xl,x2,y)|2>dx]dx2dy~.
K .



Soit m l'opérateur de Maxwell formel suivant :

e o o vx.

]
[ o hd

(2.7) m
' 0 v Y \-vx. 0

considéré comme opérateur de D'GR3;C6) dans D'GR3;C6), ou encore

r —
el o 0 0) (0 O 0 0 -Dy 0D,
o ¢! 0 O 0 0 0 Dy 0 -D
|

(2.8) m-id0 O € 0 0 0 ©o 0o o0 -p, D O
0 0 0 u o of Yo D, D, 0 0 O
0O 0 0 YRR D, 0 D, 0 0 O

-1

o 0 o0 0 u J D, D, 0 0 0 O,

I1 s'agit alors de montrer que toutes les solutions d'énergie finie et
décrivant une propagation d'énergie sont engendrées en un sens mathématique
précis & l'aide de fonctions propres de m habituellement calculées

par les physiciens et appelées par eux "modes" et la démonstration de
toutes les conjectures &noncées par les physiciens passe par l'analyse
spectrale compléte d'un opérateur autoadjoint dans L20R3,C6) associé

i 1l'opérateur de Maxwell formel m.
Posons
(2.9) ey =1 §=0,1,2
J ]
avec cq > 0 pour tout j.

On distingue essentiellement par la suite trois cas, suivant les valeurs

" relatives des constantes cj.



Type 1

(2.10) ©

A
(e}
[—
A
0
()
IA
O
N

C'est le cas des guides d'onde optiques (cf. [1], [2], [3]). C'est

de loin le cas le plus important sur le plan physique.

Type 2

(2.11) ©

A
0
IA
(¢]
A
0

C'est le cas des couches de transition.
Type 3
(2.12) 0 < <o < ¢y

Soit maintenant

E(X » X sY) . VXﬁ
(2.13)  D(x) ={<_) 1272 >e L2@3;¢% ;( +>e L2m3;c6)}
H(xl ,XZ,}’) -VxE

E Vxﬁ
(2.14) MO . i 5
H -VxE

I1 est bien connu que M, est un opérateur autoadjoint dans

L20R3;C6). Une description détaillée de D(MO) a été@ donnée dans [4].

Soient maintenant €(.) et u(.) les deux fonctions numériques

données dans la définition 2.1. Soient

)

appartenant 3 L20R3;C6); on définit la forme sesquilinéaire suivante :

/_\
oy
N
3
rf
TN
ooy



2.15)  «( > ’ > ) = (e(y)(XZ E.E! +u(y(1 H.H'))dx,dx,dy
| H u(OH' R P (AT i

Par suite de la définition (2.1), on vérifie immédiatement que

E e()E'
.. N ERER
,H u(.)H'

De plus, on vérifie immédiatement aussi que la forme (2.15) est un produit'

scalaire sur LZGRB;CG) pour lequel cet ensemble est un espace métrique

complet.

Définition 2.2
On note K 1'ensemble L20R3;C6) muni du produit scalaire (2.15).

K est un espace de Hilbert avec

()G G- (2) o
(2.16) ( sl ) = (L > N )
" il K ki u i L20R3;€6)

A noter qu'en vertu de la définition (2.1), la norme habituelle de

L20R3;C6) .

: >
E 3
2 2 1/2
(2.17) ||( )[l=(f {z (|E.|" + |8.]|9} dx,dx,dy)
i oA ERL A M
et la norme héritée de (2.15)
E 3 3
2.8y |- )Il= ¢ 2 temz |EfD +umE |1 ]Hrax axdayn /2
K 3 . j P 1 T2
H R j=1 j=1 : :
sont &quivalentes. En effet si M = spp(eo,el,ez,uo,ul,uz) et si

m = 1nf(€0’€1’€2’“0’ul’“2)’

(2.1 m H(f)HZs H(f)nzsm ||<f)||2
H H H



Définition 2.3
On pose

(2.20) DD =DM, < K

) (e(.)_l 0 ) (E)
= M N
0 u(.)-l . 0 H

->
E
pour tout (_ﬁ)e D(M).

et

(2.21) M

P S
=N e %

On appelle M 1l'opérateur de Maxwell.
On a alors la proposition suivante

Proposition 2.1

L'opérateur M est un opérateur autoadjoint dans K.

Démonstration

Remarquons que 1l'on a tout d'abor
9 S %

(6)- () )G (2)-(6)
@2 ) (0 =) (LD - L))
n) \w/) K f uw) L2 ®3;c%) w i/ \f/ L2w3ie®

Montrons d'abord que M est un opérateur symétrique. -Tout d'abord, D(M)
est dense dans K. Comme conséquence du fait que D(Mo) 1'est dans
) L20R3;C6) et de (2.19). De plus,

. e >

> > . > -> >
E E' E B E E'
@23 L)l )=l )l ) =<M<_>),())
: (H> (W) K (H) O(H) L2 O\% i) 12

i

~~

=
A
Yy Y
v
NN
;ﬁ gﬂ
N—"

N
~



E E'
pour ( ) et (q_) appartenant 3 D(M*) et oll nous avons utilisé le
H'

fait que MO est autoadjoint et (2.22). Par suite M c M*. Montrons que

* E * . ) E' * E |
M < M. A tout L)€ DM ), il correspond ﬁ =M N tel que 1'on
H : ! H

ait
(2.24) ((ﬁ),M(ﬁ") )K_= (('ﬁ'> ’(‘ﬁn))K
pour tout
Eu

('ﬁ") e D(M) = D(MO) .
De plus
22 ((ﬁ) ’M(ﬁ") " ((ﬁ)’MO(ﬁ") 12
et
(2:20) ((ﬁ'> (ﬁ) k- ((u ﬁ') (ﬁ) 2
Donc |

. (ﬁ) (ﬁ") (e E') (
(2.27) ( ’M ) = ( > 9
. i 0 B L2 u H'

Par suite, on a
-5
E *
(2.28) (ﬁ) € D(My) = D(My) = D(M),

et

B\ - E
(2.29) L] o=l ).
H' B

: . . * .
Par suite, on a bien M < M, ce qui montre que M =M.
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Soit H(.) la mesure spectrale de M. Comme on le verra par la

suite {0} est valeur propre de M. Ainsi, si on pose

K, = m({0OH)K et K, = ®-{OHK ,

on a

K= Kl o K2

et chacun des deux sous espaces K, et K2 réduit l'opérateur M ainsi

~ < . M
que 1l'opérateur d'évolution et

ct

D'ay

=

: E
Ainsi (+
" \H

€lément

re part Kl est le sous espace de .M pour la valeur propre {0}.

. Lo > -
appartient 3 K1 si et seulement si VIE = VIH = 0 et tout

2

) orthogonal i Ky» donc tout élément de K, vérifie

div E:(y)E—ﬁ= div u(y)ﬁ = 0 (voir par exemple [4]).

.Ainsi toute solution d'énergie finie de (2.2) dont les conditions
initiales vérifient (2.2bis) correspond i une solution de (2.2) dont les
conditions initiales appartiennent a K,. La solution appartient donc

a K2 pour tout t et vérifiera les conditions (2.2bis) pour tout t.

Ainsi
l'étude des solutions d'énergie finie des équations de Maxwell est
équivalente 4 l'étude spectrale de la restriction de M au

sous espace T@R-{0}).

Cet article décrit un systéme complet de fonctions propres généralisées

pour la restriction de M au sous espace mw({R-{0}).

En fait, sur le plan heuristique et 3 travers les calculs formels

effectués par les physiciens, 1l'analyse spectrale de MT(R-{0}) utilise
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comme fonctions propres généralisées les "modes T.E." (i.e. "transverse
electric modes') et les "modes T.M." (i.e. "transverse magnetic'modes").
Afin de r&cupérer finalement les mémes fonctions propres que celles
utilisées pratiquement, il importe de présenter 1'opérateur de Maxwell
sous une forme différente de celle donnée dans (2.3). En fait on peut

écrire le systéme (2.3) sous la forme équivalente suivante :

) : Y /.-

(e 0000 0) E, 0 Dy -D; 0 0 0 E,
Opo0000O H) Dy 0 0 0 0 -Df fu |

(2.30) Joowooo 5 4 B . }o 0 0 0 ) 0 A ﬁHS
ﬁooouoo L% © 0 0 0 -D, D, Hzf

0000€0 E, 0 b, D, 0 O E,

(00000 ¢] LBy 0 -D, 0 D ) L&)

Cette approche justifie les définitions suivantes. Soit P 1'appli;

cation de L20R3;C6) dans lui-méme

B N fE b
1 2
1E H)
2.31) pJ Bl - HsLi,
i, H,
H) Ey
H3J ,\E3/

alors P est une application bijective de L20R3;¢6) dans lui-méme et P

est un opérateur unitaire de 1'espace de Hilbert L20R3;¢6) dans lui-méme.
L'opérateur suivant

(2.32) D(A,) = P D(M

0 0

(2.33) A0 =PM

.est un opérateur autoadjoint dans L20R3;$6) unitairement équivalent 2 MO.
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Et si
/)
ul ¢
/)
u =4 U3 U} € D(AO)
Y4
Us
U6 /
on a
¢ : 0 Y ¢ )
0 D3 -Dl 0 u,
D3 0 0 0 -D2 u,
(2.34) Aou =i _Dl 0 0 o D2 0 b U3 b
0 O 0 0 —D3 Dl Uy
0O 0 D2 —D3 0 ug
. 0 "Dz O Dl 0 J \1.164
1
| bt
T2 4y 2.3 .6
Soit maintenant . et . appartenant a3 L"(R7;€ ), on définit
1]
Y6 Ye

la forme sesquilinéaire suivante :

uy S(.)u1
| Uy u, u(.)u2
u u!l
R I O I A R S TR st B TP
: 3 u, By, [ L°®%;e%)
Yg Ye us e(.)ug
ug 8(.)u6

oi €(.) et u(.) sont donnés par la définition 2.1. (2.35) est un‘produit

scalaire sur LZGRB;CB) pour lequel cet ensemble est un espace de Hilbert.
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péfinition 2.4

On note H 1'ensemble L20R3;C6) munt du produit scalaire (2.35).
H est un espace de Hilbert. ’ s
On pose
ul ; ul ul
1/2

(2.36)]| w2 ||H = |Y2f L |2 T

Ug | U6, | Y |

On a alors comme pour (2.19)

ul ' ul ul
@3n ofl [%2] 112 < 1] G s ]2 12
Ye Ye . Us

De plus, T est un opérateur unitaire de K dans H.

Définition 2.5
On pose

(2.38) D(A) = D(ay < H

et — -
e(.)”! 0 0 0
0 u()! 0 0
(2.39)  Au = 0 0 uH? 0 o | ap
' ‘ 0 0 u(.)-‘l 0 0
) 0 0 e(H)™ o
0 0 0 e

pour tout’ u € D(A).
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On a alors comme pour la proposition 2.1

Proposition 2.2
L'opérateur A est un opérateur autoadjoint dans H et

(2.40) A=PM p~l

En vertu de la proposition 2.2 et en particulier de (2.40), il suffit
donc pour &tudier les propriétés spectrales de M d'étudier celle de A

et c'est ce que nous allons faire dorénavant.

Soit

e -

u; (x5%,,y)
Uy (x),%,,y)

U6(X1,X2,y)

— =

- Le théoréme de Fubini implique que
F L

uy Gy y)

Uy (eyeyy)
2 ]
€ L20R2;06)

u6(-a°sY)

e ol
- pour presque tout y ¢ R. Ainsi si F : LZGRZ) -> L20R2) est la transformation
de Fourier dans LZGRZ), alors le théoréme de Plancherel implique que,

pour j = 1,2,...,6 :

.1 -ipx
liz vT3 f e uj(xl,xz,y)dxldx2

(2.41) Gj(p,y) = (Fu) (p,y) =
M | x| <M

ol
, 2 o 2 .
P=(P5py) eR™ , x = (x),x,)) €eR™ , x.p = X|P) * X,p,

existe dans LZGRZ) pour presque tout y e R et
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6 6
(2.42) r 5 lﬁj(p,y)[zdplc;p2 = I 2 lu(x,y)lzdxldx2
j=1 R j=1 R '
pour presque tout y € R.
On note aussi

Y Y1
4 u

(2.43) G=Fus= [:%] o u= |:2
Y6 Y

S . . 2
oll maintenant F est la transformation de Fourier dans LZGR ;C6) qu'on
note de la méme manidre que la transformation de Fourier dans L20R3)

sans risque de confusion.

Par suite, une autre application du théoréme de Fubini donne :

Proposition 2.3

u st et seulement st @ ¢ H. De plus
(2.44)  |ully = 6]l powr tout u e,
F définit aussi un opérateur unitaire de H dans lui-méme.
Nous introduisons maintenant 1'opérateur transformé de Fourier de .A.

Définition 2.6
On pose

(2.45) D) = F D(A)
et

(2.46) A=Fa Fol
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A est évidemment un opérateur autoadjoint dans H et on a pour tout

u e D(A)’

(K u)(pl’pst) =

et o 0 0 0 0 0 i g% b 0 0 0 u
-1 . 0
0 u(y) 0—] 0 0 0 g 0 0 o° 0 P, u,
0 0w 0 0 0 b 0 0 0 0 u,
0 0 o wmn™t o 0 0 0 0 0 -ig - u,
1 . P
0 0 0 0 &) 0-1 0 0 -p-ig 0 0 ug
0 0 0 0 0 e(y) 0 Py ) 0 0 u

~

La forme de A suggére les définitions suivantes. Soient

u; ()] (u] ()]
u,(.) ‘ ul(.)
52 € LZGR;G6) et 32 € LZGR;C6) .
u6(.)_ _ué(.)_

On définit alors la forme sesquilinéaire suivante :

(e(ul ()
u, (4) u; () u, (2) . u(;)ué(.)
« ?2(.) ’ : ?é(.) My = ?2(.) H()uy(l) ) _
: ®) : i [IOTTISY (s Jprs
u6(-) ué(.) u6(.) E(')“§(°)
(2.48) (8(Dug(+))

= f {e( (u (NG + ug (NUFY) + uc (Ug(y)) +
R

U Wy (MWH) + u3(Nu3G) + u, (DTN T dy.
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(2.48) définit un produit‘scalaire sur LZGR;GIG).

Définition 2.7

On note H(R) 1'ensemble LZGR;C6) munt du produit scalaire (2.48).

H®R)

est un espace de Hilbert.

Soit maintenant pour tout . p = (pl,pz), € IRZ,

|
) 2 6
D(Ao,p) ={ . € L GR;C ) ’
"6
f
~ 0 ig B O
(2.49) . d
ig 0 0 0
p, 0 0 0
0 0 0 0
. d
0 -pp -ig
0 P, 0 Py
r ) r . d
ul (Y) od 1 E pl
(2.50) A S S
O,p H 0 0
. 0 "Pz
U™ ) L0 p 0

Alors, on a :

Proposition 2.4

o

o

rul(y)

uz )

2®;e%)}

rul(y)’
uz (Y)

ﬁu3(y> }

\“6(Y),

Pour tout p = (pl,pz) egmz, fixé, l'opérateur A, 0 _est un opérateur

2 6

autoadgjoint dans L @R;C").
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Démonstration

s e " - = —

Considérons la fonction matricielle a, p(p3) suivante
]

0 Py P 0 0 O
Py 0 0 0 O P,
Py 0 -0 0 “Py 0

(2.51) aO,p P py 00 0 0 Py P » Py eR.
0 O “Py P3 o 0
0 Py 0 P, 0 O

ao’p(p3) est une matrice hermitienne.

. - vos 2 6 .
Soit A 1'opérateur dans L (R;€") suivant :

0,p

(2.52) DGy )= {uce ®;e® a9, p(-)uls) € L2®;eb))

(2.53) Ay w(py) = a5 (p3)ulpy) -

-~

Il est bien connu que A0 P est un opérateur autoadjoint et si
b
2 6

la transformation de Fourier de L“@®;C°) dans lui-méme :

=ip,y

. 1 3

(2.54) (F u)(py) = lim —177 f e u(y)dy .

3 e 2m!/2 ly|<M
On a :

| N
. (2,55) D(Ao’p) = F D(Ao’p)

-1 -

‘2.56) AO,p = F AO,p F,

ce qui montre en particulier que l'opérateur A est autoadjoint.
P 0,p j

’

F note
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Définition 2.8
On pose pour tout p = (p;,P,) € R’ 5

D(AP) = D(AO,p) c fA@R)

et
T, ()] ™ o 0 0o o 0T Moy ()]
uy () o um™ o 0o 0o 0 u, (y)
@.57 a_|: - T I I .
0 o o0 o0 et o
Lu6(y)_ | o 0 0 0 0 e(y)_l_ _u6(y)_

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.5
L'opérateur Ap est pour tout p = (pl,pz) eimz un opérateur
autoadjoint dans H@®).

En utilisant la notion d'intégrale directe (cf. [5]), on peut écrire
@ .
(2.58) H = f 2 H(Plapz)dpldpz s
R

ot H(pl,pz) = H@R) pour presque tous P; et p,. Il sera alors montré
dans cet article que 1'opérateur autoadjoint A n'est rien d'autre que le
champ mesurable des opérateurs Ap associé a (2.58), soit,

. ()] .
(2.59) A = jmz A, dp,dp, -

Le probléme est alofs comme dans ([5], [6]1, [7]) d'étudier les
propriétés de A 3 partir de celles de chacun des opérateurs Ap. Aussi
allons-nous préciser la structure des opérateurs autoadjoints Ap afin

d'envfaciliter 1'étude.
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Apl

Définition 2.9
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Pour tout p = (pl’pz) € ]RZ, on pose

(2.60) [p| = (|p,
et

(2.61) Alpl = AP'

On a donc pour tout p =

u ) ey !

0 0 ()

- . d

u, () oum™ o o o o il
2 -1 y
uy(y) 0 0 uw o o0 o0 pl
uo o o o um™ o Lo 0
ug (y) 0 0 0 0 ely) O , 0
u6(y) 0 0 1] 0 0 e(y) 0

2
|

0

+ lpzlz)

1/2

p

0 0

(|p],0) .

o ©O O o o6

~<|°‘

© O O © O wv

(Pl,pz) eIRz et pour tout u € D(Alpl)

|g<> © o o

L}
oo

T A
—\

soit, pour tout p = (pl,pz) eiRz s P# 0, la matrice 6%x6 suivante

(2.63)  U(p) = TIPT

pp 00 0 p,

0 p, 0-p,
0 01 0
0 p, 0 p

-p2000pl

0 00 O

C'est une matrice unitaire dans

la formule suivante

2.66) u(p)! = U((pyp,))

La matrice U(p)—l

0
0
0

- O O © O ©

0

C6 dont l'inverse est donnée par

est la matrice induite dans

de coordonnées dans le plan (xl,xz)

au vecteur p.

oli 1'axe

¢

Ox

1

par la rotation des axe

devient colinéaire
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Pour tout p # O, U(p) induit un opérateur unitaire dans H@R)

de la maniére suivante :
(2.65)  (U(p)u)(y) = U(p)u(y) pour tout u e HR) .

On notera encore U(p) cet opérateur unitaire sans risque de confusion

avec 2.63.

On montre alors directement et facilement par le calcul que pour

. tout p # 0, Ap et AlPI sont unitairement équivalents.

Proposition 2.6
On a pour tout p # 0,

(2.66) D(Ap) = U(p) D(A|P|)
(2.67) D@, = U@ DAY
_ -1
(2.68) A[Apl . U(p) A'p U(p) sur D(AIPI)
B -1
(2.69) Ap = U(p) AlPI U(p) sur D(Ap)

Maintenant, la pfoposition 2.6 montre donc dans .H@) chacun des
opérateurs Ap est pour tout p # 0 unitairement &quivalent 3 la
somme directe de deux opérateurs autoadjoints plus simples. Plus

précisément :

Définition 2.10
Sotent P (y) Py (¥) deuxr fonctions numériques étagées strictement
positives et ne.prenant qu'un nombre fini de valeurs. On note
H(p,,P,3R) L'espace de Hilbert formé de 1'ensemble L®;ed) mumi

du produit scalaire suivant
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u] ui ul pl(')ui
(2.70) (fu) s u% ))H(pl’pzﬂR) =(fu ], 02(.)u% )L20R;¢3i
u, us - \Yj P (+)u;3

Soit A(p_l,pz;r) ou r e H, L'opérateur suivant dans H(pl,pzﬂR)

u; (¥)
' 2 3
DA(P,Py;1)) ={{ u, () ) € LR;E7) ;
u3(y)
-1
° ?l 0 % LE§-r ul(y) ., ;
(2.71) 0 p, 91 i 0 0 u, (¥) e L°“(R;C7)}
0 O Py r 0 0 u3(y)
et _
ol o o 0o il u. (y)
1 -1 4 dy 1
(2.72) (AP P,31Iu)(y) = 0 p, 91 iy 00 u, (y)
0O O Py r 0 O u3(y)

pour tout u € D(A(pl,pz;r)) .

On a alors comme précédemment la proposition suivante :

.

Proposition 2.7

A(Dl,oz;r) est un opérateur autoadjoint dans H(pl ,pz;IR) .

Maintenant nous identifions de maniére &vidente les espaces de Hilbert

H@®) et H(é,uﬂR) ® H(u,e;R). Des définitions 2.9 et 2.10 résulte immé-

diatement la proposition suivante :
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Proposition 2.8

Alpl = A(€,u;|P|) ® - A(]J,E;IPI) :

L'analyse spectrale de l'opérateur A repose entiérement sur les
définitions 2.6, 2.8 et sur les propositions 2.6 et 2.8. On commence donc

par étudier complétement les propriétés spectrales ainsi qu'un développement

en fonctions propres de 1'opérateur A(e,u;|p|), on en déduit alors

les propriétés spectrales ainsi qu'un développemeht en fonctions propres

de l'opérateur A Pl en utilisant la proposition 2.8, puis de Ap en
utilisant la proposition 2.6. On déduit alors les propriétés spectrales et
ﬁn'développement en fonctions propres pour A 3 partir des opérateurs

Ap comme dans ' ([5], (61, [7]).

Pour clore ce chapitre, donnons quelques propriétés de régularité

des solutions faibles de 1'équatidn A(e,u3r)u = Au.

Définition 2.11

On note Dloc(A(pl,pz;r)) l'ensemble suibant

(2.73)  DIC(A(0,0431)) = {u € D'(R) ,¢ u e DA ,P,35r))

pour tout  ¢(.) € CEGR)} .
Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 2.9
Sotent €(.) et u(.) 'les deux fonctions numériques vérifiant (2.1).

Soit u € Dloc(A(e,u;r)) telle que

(2.74)  A(g,uyr)u=wu , we €

pour w # 0. Alors chaque fonction uj(.) (j=1,2,3) est analytique

dans chacun des ouverts (h,») , (0,h) et (-=,0). De plus, les limites
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sutvantes

(2.75) lim uj(y) = uj(h+) j=1,2,3

y>h
_ +

(2.76) lim ‘u.(y) = u.(h_) j=1,2,3
y>h_ J J

(2.77) lim u.(y) = u.(0)) j =1,2,3.

J j o+

po, 3T

(2.78) lim wu,(y) = u.(0)) j=1,2,3
g0 3 j

existent dans R et on a

(2.79) uj(h+) uj(h_) pour j =1,2

(2.80) uj(0+) uj(O_) pour j = 1,2

(2.81)  1yuy(h,) = ujug(h)
(2.82)  uug(0,) = pyus(0)

Démonstration

(2.74) n'est rien d'autre que le systéme d'équations suivantes
(2.83) iLu +ru;=weun
: dy 2 3 1

(2.84) i

(2.85) ru =wHug .

Si 1'on se restreint 3 l'ouvert (h,®) et si on substitue alors
(2.84) et (2.85) dans (2.83), on a :
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2
d 2- 2
(2.86) :i-;z- ul + T ul = W 82 }12 ul .

'8i 1'on se restreint 3 1l'ouvert (0,h), on a

2
d 2 2
(2.87) - d—yiul +r ulA— w El ]Jl ul .

Finalement, si l'on se restreint & 1'ouvert (-=,0), on a

(2.88) - j?— ui + r2 u, =»w2‘€0 Uy u; - ,
11 résulte alors des théor&mes classiques de régularité que ul(.)
est bien une fonction analytique dans chacun des ouverts (-=,0) ,
(0,h), (h,W), De u e DloC(A(e,u;r)), on déduit facilement que
u € Hioc((ﬂw,O)) et, en vertu de (2.84), que u, € Hioc((—w,O)). On
en déduit alors (2.78). De méme a-t-on u; € Hloc((h,w)) et
u, € Hloc((h,w)). Par suite (2.75) est vérifié., Enfin, on a
u, € B((O,1) et u, e B ((0,m) d'od 1'on déduit (2.76) et (2.77).
L'existence des limites (2.75)—-(2.78) pour j = 3 se déduit immédiatement

de (2.85).

Soit XO(;) (resp. Xl(')’XZ(‘)) 1a fonction caractéristique de
1'intervalle (—=,0) (resp. (0,h),(h,=)). Si ue ploC(A(e,u;r))

vérifie (2.74), alors on a pour presque tout 7y eR :

(2.89)  u(y) =X, + X (Muly) + X, (Muy) .

En substituant dans (2.83) et (2.84) et en tenant compte des mémes

équations, on obtient
(2.90) i(uj(O_) - uj(0+))6 + i(uj(h_) - uj(h+))6h =0 j=1,2

ot & (resp. 6h) est la mesure de Dirac en O (resp. h). De (2.90), on
déduit immédiatement (2.79) et (2.80). (2.81) et (2.82) se déduisent
immédiatement de (2.79)-(2.80) et (2.85). . )
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3. LE SPECTRE PONCTUEL DE L'OPERATEUR A(e,u3;r) AVEC r >0 .

Dans ce chapitre, nous &tudions le spectre ponctuel de l'opérateur
A(g,u3r); en particulier 1'étude des valeurs propres non nulles et de leur
variation en fonction de r est importante pour la suite. Nous distin-
guerons le cas des valeurs propres non nulles de celui de {0} et nous

commencerons par étudier les premiéres.

Les fonctions numériques €(.) et p(.) sont données par (2.1).
L'opérateur autoadjoint A(e,u;r) est défini par (2.70) et (2.71). La
proposition suivante permet de simplifier 1'étude du spectre ponctuel de

l'opérateur A(e,ujr).

Proposition 3.1
Le spectre ponctuel nonnul de l'opérateur A(e,u;r), r > 0, est

symétrique par rapport 4 l'origine.

Démonstration

Soit, en effet, u € D(A(g,u3r)) , u# 0, tellé que
(3.1) A(e,u3r)u = w u
pour weR et w# 0.

On a donc

(3:2) g uyO) *ruG) = el u )

dul
(3.3) i TET(Y) =0 1) uy(y)

(3.4) ru () =w u(y) us(y)



- 26bis -

On voit immédiatement que =-w est aussi valeur propre pour le vecteur

propre
u, (y)

(3.5 vy = | ~u, .
~u4(y)

Comme v(.) € H(e,usR) et v(.) ¢ D(A(e,u;r)), la proposition est

démontrée. 0

Nous commengons par étudier le cas des profils (2.1) du type 2
et du type 3 (cf. (2.11) et (2.12)) car le résultat dans ces deux cas est

particuliérement simple.

Théoréme 3.2 _
Sz 0 < Co = ¢ S ¢y, alors le spectre ponctuel non nul de 1'opérateur
A(e,u3r) , r > 0, est vide.

Démonstration

La démonstration se fait en plusieurs &tapes soit donc u e D(A(g,u;r)),
u# 0 vérifiant (3.1)-(3.4). En vertu de la proposition 3.1, il suffit de
supposer w > 0. De plus, on sait, d'apréé la proposition 2.9, que chacune
des fonctions uj(.) vérifiant (3.2)-(3.4) est analytique dans chacun
des ouverts (-,0), (0,h) ‘et (h,©). De plus, ul(.)' vérifie 1'équation

du second ordre suivante

2 2
(3.6) -4 u, + r2 u, =% 4
2 71 1 2 1

dy Cj

avec j =0 pour ye (-,0) , j =1 pour ye (0,h) et j =2 pour
y € (h,»).
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a) Supposons que W € (czr,w).

Posons alors -

_ W 2,1/2
@31 gy = & -
o
2
3.8 g =& -H2
c
1
2
3.9 g, = &-DH2,
©2

Soit u(.) solution de (3.1); compte tenu de (3.6), il existe des

constantes Ao, BO’ Al’ BI’ AZ’ 32 telles que

ig,y -ig.y
0 : 0
A0 e + B0 e y<=@o0
i,y - ~igpy
(3.10) ul(y)= Al e + BI e O0<y<h
igzy ' ._igzy '
A2 e + B2 e y>h .

-~

Comme ul(.) doit, en particulier, appartenir 3 LZGR), on voit immédia-

tement que
(3.11) A, =B,=A,=B,=0.

De plus ul(.) doit vérifier les deux conditions.(2.79) et (2.80). En

particulier la condition (2.80) se traduit par

(3.12) A, = - B

1 1 -

De (3.3), on déduit que
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0 ‘ y<O0
gl 1€1y lgly
(3.13) uz(y) = { - ff——-Al(e + e ) 0<y<h
w Yy :

0 y>h

De méme uz(.) doit vérifier la condition (2.80) qui se traduit par

&
(3.14) — A= 0.
. wul

Comme &1 >0, My 0 et w>0, on en déduit que A1 = 0., Par suite,
o.

ul(y) = uz(y) Z 0. De (3.4), on déduit que u3(y)

Donc 1l'opérateur A(g,u;r) ne posséde pas de valeur propre dans

1'intervalle (czr,W).

b) Supposons que ci <cy) et w e‘(clr,czr)

Posons dans ce cas

@3:15) £ = f - Yl/2

Nous avons alors dans ce cas, compte tenu de la condition (2.80) et du fait
que ul(.) € LZGR) :

0 y <0
(3.16) ul(y)’= {o 0<y<h
.
&5y .
A2 e h < j
et
0 y<O0
(B.17) u,() = {0 0<y<h
ig) -E5y
- 2 A2 e 2 h<y
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La condition (2.79) pour ul(.) donne

(3.18) A,

]
&5h
e

= 0 .

Par suite A2 =0 et u(y) =0.

Donc, si ¢y < ¢y, 1'opérateur A(e,m3r) , r >0, n'a pas de valeur

propre dans l'intervalle

(clr,czr).

<) Suppdsons que co <c; et soit w € (cor,clr)

On pose dans ce cas, en plus de (3.15)

2

B.19) & =

(r® - =

wi1/2
.2) .
¢

On a alors, compte tenu du fait que ul(.) € LZCR),

(3.20) () =
et . -
(.21 uy(y) =

0 .
~-£1y g1y
7, ol

A, e 1

1
-&5y

A2 e

i gy
—— (B, e -A e ')
W My 1
— 3 '
i €2
wuz

€5y
A2 e‘

Or, la condition (2.80) appliquée a ul(.) et

y<O0

O0<y<h

y>h

"y < 0

O0<y<h

y >h

uz(.) donne
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(3.22) A, = Bl =0
et la condition (2.79) donne alors

(3.23) A, = 0.

Par suite u(y).= 0.

Donc, si cg <cys l'opérateur A(e,u3r) , r > 0, n'a pas de valeur

propre dans 1l'intervalle (cor,c r).

d) Considérons le cas ol w ¢ (O,COr).

Pésons dans ce cas, en plus de (3.15) et (3.19),

2
(3.24)  g) = (2 -2H!%,
‘0

Il existe alors des constantes Ao, Al’ Bl et AZ telles que 1'on ait

EqY
0
AO e y<o0
-€1y Ely
(3.25) ul(y) = A] e + B1 e 0<y<h
: B33
A2 e y>h

La condition (2.80) pour ul(.) se traduit par

(3.26) A, =A

0 +3

1 1

et la condition (2.79) se traduit par

-€h -&1h gih
2 = A e I + Bl e ! .

(3.27) A | 1.

ze

De méme a-t-on :
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ig! EqY '
0 A0 e 0 y<o0

w Mo
ig) €1y &1y

(3.28) uz(y) = - (A1 e - Bl e ) 0<y<h
' w ]Jl .

ié) -Eoy

- 2 2 e 2 y > h
w U2 ‘

La condition (2.80) pour uz(.) se traduit par

g' E'
0 Ay = — (B-A))

(3.29)
Ho Hy

De méme, la condition (2.79) se traduit par

-Eh Wy & &b £l
(3.30) A, e (A e - B, e ).
2 TR 1
1 =2
Si A0 = 0, on montre exactement comme précédemment que u(y) = 0, i.e.,

dans ce cas w n'est pas valeur propre.

Donc, si w est valeur propre, on doit avoir A0 # 0. La fonction

'\

propre n'étant déterminée qu'i une constante multiplicative prés,

posons AO.= 1.

De (3.26) et (3.29), on déduit que

' 1 Hr &0

(3.3) A =5 (- Ty g')
u, &

(3.32) B =5 (1 +_t g?)

De (3.27) et (3.30), on déduit que
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€h b w g &
(3.33) A] e + Bl e = Il— -E-'_ (A‘ e - B, e )
1 72

En substituant (3.31) et (3.32) dans (3.33), on trouve que l'on doit avoir
1'égalité suivante

1 1 1 t

S N

26n G T ST w
2
(3.36) e ! =0 1 2 1

Comme £i est strictement positif, on voit que 1'égalité (3.34) n'est
jamais vérifiée car le membre de gauche est toujours strictement plus
grand que 1 et le membre de droite strictement inférieur 3 1.

Par suite, on ne peut avoir A0 # 0.

Donc l'opérateur A(e,u3r) , r > 0 n'a pas de valeur propre dans

1'intervalle (O,COr).

e) Supposons que w = ot soit valeur propre de l'opérateur A(e,u3r), r > 0.
Il existe alors des constantes Al, B1 et A2 telles que ul(.)

et u2(.) soient données respectivement par (3.20) et (3.21). De nouveau

1'application des conditions (2.79) et (2.80) montre que Al = Bl = A2 = 0,

Par suite u(y) = 0. Donc ot n'est jamais valeur propre de 1l'opérateur

A(e,p;r), r > 0.

£) Supposons maintenant que w = cyr soit valeur propre de 1'opérateur
A(e,u3r). '

I1 existe alors des constantes Al’ Bl et A2 telles que l'on ait

0 y<o0
(3.35) ul(y) = Aly + Bl 0 < y < h
-€,9
A2 e y > h

et
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0 ' y <0

i .
(3.36)  u,(y) ={ ¥ 4 0<y<h
£5 -£,5y
-i A, e y>h
W uz 2 _

L'application des conditions (2.79) et (2.80) donnent immédiatement

_propre de l'opérateur A(e,u;r) , r > 0.

=B, = A, = 0. Par suite u(y) =0 et &r n'est jamais valeur

8) SupposonsAenfin que W = C,r soit valeur propre de 1'opérateur A(e,u;r).
o+ . !

"Il existe alors deux constantes A1 et Bl telles que

0 . . 5 <0
15-1}’ ‘ —igly
(3.37) ul(y) = Al e + Bl e 0<y<h
1o - ' vy >h

et

0 y<?0

€ igy i€y

(3.38) uz(y) ={-Z i Al(e_ + e ) 0<y<h

0 y>h

Nous sommes alors dans le méme cas que dans a); nous avons donc u(y) = O

et C,r n'est pas valeur propre de 1'opératéur A(g,usr).

Rassemblant les conclusions de a) & g) et compte tenu de la proposition 3.1,

_on voit que le théoréme 3.2 est démontré. _ ]
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De méme nous avons

Théoréme 3.3
St 0 < ey S ¢y S Cps alors le spectre ponctuel non nul de l'opérateur
A(e,u3r), r > 0, est vide.

Démonstration

Si u e D(A(e,u;r)) vérifie (3.1) pour w € (clr,M), alors la méme
démonstration que celle utilisée dans le sous-paragraphe a) de la démonstra-
tion du théoréme 3.2 montre que u(.) doit &tre nécessairement nulle.

De méme, lorsque w € (O,Cor), il suffit de répéter la démonstrationgutiliéée en
d) dans celle du théoréme 3.2 pour montrer aussi que u = 0. Aussi
1'opérateur A(e,u;r) , r > 0, n'a pas, dans ce cas, de valeur propre

dans chacun des intervalles (O,COr) et (clr,w).

a) Supposons que ¢, < ¢, et supposons que w € (c2r,c r) soit valeur
propre de l'opérateur A(eg,u;r), r > 0.
Soit u e D(A(e,u;r)) vérifiant (3.1). Il existe alors des constantes

Al et Bl telles que

0 y<O0
-1y gy -
(3.39) ul(y) = Al e + Bl e 0<y<h
0 y > h
et
0 y <O
A5 &Y &y
(3.40) u2(y) = (-1 (e +e ) 0<y<h
W M,

0 y >h
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Les conditions (2.79) et (2.80) montrent immédiatement que A1 = Bl = 03

par suite u(.) = 0 et l'opérateur A(g,u;r), r > 0 n'a pas de valeur

propre dans 1l'intervalle

(czr,clr).

b) Supposons que ¢y < ¢, et supposons que W € (cor,czr) soit valeur

propre de l'opérateur A(e,u;r), r > 0.

Soit u ¢ D(A(e,u;3r) vérifiant

(3.1). 11 existe alors des constantes Al’ Bl et A2 telles ul(y) -

et u2(y) soient données respectivement par les expressions (3.20)

et (3.21). Par suite, la conclusion est la méme que dans le sous-paragraphe

¢) de la démonstration du théoréme 3.2.

On peut donc affirmer que dans

notre cas, l'opérateur A(eg,u;r), r > 0 n'a pas de valeur propre dans

1'intervalle (Cor,czr).

c) Supposons que W = eyt

Soit u € D(A(e,u;r)) vérifiant (3.1).

A1 et Bl telles que
0
(3.41) ul(y)= Aly + B1
’ 0
et
0
(3.42)  u,(y) = { —— A
. R AL A RRETHES!
0

solt valeur

propre de 1l'opérateur A(e,u;r), r > 0.~

11 existe alors des constantes

<y<h

L'application des conditions (2.79) et (2.80) donnent immédiatement

A = B, = 0 et c¢r n'est jamais valeur propre de 1l'opérateur A(g,u;r), r>0.

d) Supposons que W = Cor

soit valeur propre de 1'opdrateur A(e,u;r), r > 0.

Soit u € D(A(e,u;r) vérifiant (3.1). Il existe alors des constantes A1
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et B1 telles que ul(.) et u2(.) soient respectivement données par
(3.39) et (3.40). De nouveau, l'application des conditions (2.79) et
(2.80) montre que c,r n'est jamais valeur propre de 1'opérateur A(e,u3r),

r > 0.

e) Supposons que @ = ot soit valeur propre de 1'opérateur A(e,usr), r > C
Soit u ¢ D(A(e,p;r)) vérifiant (3.1). Il existe alors des constantes
Ap» By

données par (3.20) et (3.21). La méme démonstration que celle utilisée

et A2 telles que ul(.) et uz(;) soient respectivement

dans le sous-paragraphe c) de la démonstration du théoréme 3.2 montre que
ot n'est jamais valeur propre de 1'opérateur A(e,p3r), r > 0.
Rassemblant 1'ensemble des conclusions obtenues, on voit immédiatement

que le théoréme 3.3 est démontré. , O

Le cas le plus important et le plus intéressant sur le plan des
applications est celui des profils de type 1 (cf. 2.10). C'est en effet
le seul cas oli 1'opérateur A(e,u3r), r > 0 peut avoir un spectre ponctuel
non vide. Cela se traduira, comme nous le verrons plus tard, par

1'existence d'ondes guidées trés utilisées dans la pratique.

La proposition suivante permet de localiser le spectre ponctuel

s'il existe.

Proposition 3.4

St 0 < ¢, < o S S9» alors l'opérateur A(e,uir), r > 0 né posséde pas

de valeur propre dans
(O,Clr] U [Cor,oo) U [-Clr,O) V) (-w’-cor]

Démonstration

Si u e D(A(e,u3r)) , u # 0, vérifie (3.1)~(3.4), en vertu de la propo-

sition 3.1, il suffit de supposer w > 0.
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Si w € (czr,m) (resp. (0,clr)), alors la méme démonstration que
celle utilisée dans le sous—paragraphe a) (resp. d)) de la démonstration
" du théoréme 3.2 montre que u(.) doit &tre nécessairement nulle. Ainsi
1'6pérateur A(e,u3r), r > 0, n'a pas, dans ce cas, de valeur propre
dans chacun des intervalles (O,clr) (et (czr,w);

Supposons cg < ¢y et que la valeur propre W, appartient a (cor,czr).
-On vérifie alors immédiatement que u](.) et uz(.), les deux premiéres
composantes de u(.), sont données respectivement par (3.16) et (3.17);
on en déduit alors, comme dans le gous—paragraphe'b) de la démonstration
du théoréme 3.2, que u(.) = 0 et que, par suite, 1'opératéur A(e,us3r)

n'a pas de valeur propre dans l'intervalle (cor, Cor).

Montrons maintenant qu'aucun des points {cor}, {clr} et {czr}

n'est valeur propre de 1l'opérateur A(e,y;r) , r > 0.

Supposons que w = ¢;r; il existe alors des constantes AO, A, B, A2

. telles que
EoY .
A0 e y <0
(3.43) ul(y) = Aly + B1 0<y<h
=€5y
A2 e y > h

La condition (2.80) pour ul(.) se traduit.par
(3.44) B, = A
et la condition (2.79) par

—Eéh
(3.45) Ah+ A =45 e .
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De méme a—-t-on

Ep EqY
i'OAOeO y<0
w U,
Ay
(3.46) uz(y) =(1i 0<y<h
U)Lll
£, -£,y
-i 2A2e2 y>h
w Y,

La condition (2.80), appliquée a u2(.), donne

&g’ A
(3.47) 2 Ay = 1L
Ho Hy

et la condition (2.79) donne

A £, -E5y
(3.48) — = - 24, 2
1 H2
Si Ay = 0, on voit de proche en proche que A, = A2 = 0; par suite,

w=cr n'est pas valeur propre dans ce cas. Supposons donc AO #0
et posons A0 = 1. Rassemblant (3.45), (3.47) et (3.48), on vérifie
immédiatement que 1'on doit avoir la relation de compatibilité

suivante :

U
1
(3.49) —g)h+ =+ 1=0.
Hy 0 by &5

Comme u; >0, Wy >0, 4y >0, £y > 0 et gy > 0, on voit que 1'égalité
(3.49) n'est jamais vérifiée; par suite, w = ¢;r n'est jamais valeur
propre.
<c

Supposons et supposons que W = Cor soit valeur propre

c
0 2
de 1'opérateur A(e,u3r). Soit u e D(A(e,p3;r)) vérifiant (3.1); il

existe alors des constantes Al’ B et A2 telles que l'on ait



0 "y <0
igly igly s
(3.50) u](y) = Al e ~ + Bl e .0 <y<h
| -£5y
A2 e y ? h
et
0 y<o0
) gl lgly 1EIY
(3.51) uz(y) = - ————-(AI e - B1 e ) 0<y<h
W My ‘
€, =&y
i —2 4 2 ., ¥y>h
w U,
L'application des conditions (2.79) et (2.80) donnent immédiatement
Al =B, = A, = 0. Par suite u(y) = 0 et ot n'est pas valeur propre

de 1'opérateur A(e,u3r), r > 0, si cg < ¢y-

Supposons enfin que ® = cyr soit valeur propre de l'opérateur
A(e,u;r) , r > 0. Soit u € D(A(e,u;r)) vérifiant (3.1), il existe des

constantes A] et B, telles que 1l'on ait

0 y<0
iily -igly
(3.52) u}(y) = A1 e + B1 e 0<y<h
0 y>h

L'application des conditions (2.79) et (2.80) montre immédiatement
que A.l = Bl = 0. Par suite, comme précédemment, on a u(y) = 0 et

W = c,r n'est jamais valeur propre de l'opérateur A(eg,pu3r) , r > O,
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Rassemblant 1'ensemble des résultats obtenus, on voit que la

proposition 3.4 est démontrée.

La conséquence immédiate de la proposition 3.4 est que, sl on a

0<c, <cy=Cy, les valeurs propres positives de l'opérateur A(g,u;r),

1 .
r > 0, si elles existent, appartiennent 2 1'intervalle (clr,COr).

Cherchons quelle est la condition nécessaire pour que W € (Clr,cor)

soit valeur propre de l'opérateur A(e,u3r) , r > 0.

Soit donc u € D(A(e,u3r)) , u# 0 vérifiant (3.1)-(3.4) avec

w € (Clr,COr).

On montre comme précédemment qu'il existe des constantes AO’ Al’

B1 et A2 telles que
&y
Ay e y<O0
i,y -iEy
(3.53) u;(y) = (A e +B e 0<y<h
-€5Y
A2 e y>h

ul(.) doit vérifier les conditions (2.79) et (2.80), ce qui donne

(3.54) ’ A.=A, + B

(3.55) A, e

De méme, a-t-on
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. ELy
2o graje y <0
W g o .
(3.56) uz(y) =( - (Al e - Bl e ) 0<y<h
. W
ig) =&y
-2 A2 e 2 y>h
W My

uz(.) doit vérifier les conditions (2.79) et (2.80) ce qui donne

i &
(3.57)  —E—gl Ay = - —— (&4,-B))
- WHy w
gl -E;h & if.h -i&. h
) 2" %) " 1
(3.58) i ﬁ; A2 e = ﬁ;.(Al e B] e )

‘ Remarquons que si A0'= 0, alors (3.54) et (3.57) montrent ﬁue
Al = Bl = 0 et (3.55) montre que A2 = 0. Donc u(.) 20 et w n'est
. pas valeur propre. Par suite, si w € (Clr,Cor) est valeur propre,

on doit avoir AO # 0. Comme toute fonction propre est déterminée 3 une

constante multiplicative prés, on peut supposer A0 =],

Résolvant alors (3.54) et (3.57), on trouve que

: u, Ef
1 .71 20
(3.59) A, == (1 -~ i— —
12 Mo &)
18 E'
1 .1 70
(3.60) Bl -—7 (l + 1%€1— .

De (3.55) et (3.58), on déduit que 1'égalité suivante doit 8&tre

vérifiée

if h -i& h u, £ ifh -i€ h
1 l'—'z—l(Ael-—Blel)

(3.61) A, i <4
. Mgy Tl
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En reportant (3.59) et (3.60) dans (3.61), on trouve que 1l'on doit

avoir la relation de compatibilité suivante :

L' equatlon (3.62) est la condition nécessaire que doit vérifier
toute valeur propre w(r) de 1l'opérateur  A(e, u r) , r >0, dans

1'intervalle (c r,c r)

Réciproquement, 3 chaque valeur w(r) € (clr,cor) de (3.62), il
correspond par (3.56), (3.59) et (3.60) une fonction propre u(.)

-~

vérifiant (3.1)-(3.4) et déterminde 3 une constante multiplicative prés.

Par suite, l'ensemble des valeurs propres strictement positives
de 1l'opérateur A(e,u;r) s'identifie 3 l'ensemble des solutions w(r)
de 1'équation (3.62) et chaque valeur propre est simple. Nous sommes

donc ramenés 3 la recherche des solutions w(r) de l'équation (3.62).

Définition et étude des relations de dispersion

-~

On montre facilement 2 partir de (3.62) que 1l'on a

1 1
5180 515 o
(3.63) tg £ h = = tg (Arctg ——-——-+ Arctg
cu2_fob
M Ho Hy

(3.62) est donc équivalente 2 1'ensemble des &quations suivantes

M &g M &5 :
(3.64) €h = Arctg ——--—-+ Arctg 122, kw », k=0,1,2,...
Mo & Hy &
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Remarquons que k ne peut pas prendre des valeurs enti&res négatives

car Elh est toujours strictement positif et on a

- | ) ’ ul 56 i
3.6 0 < Arctg — — < =
(3.65) rctg i El 5

M
(3.66) 0 < Arctg — —
' Hy &

N

On raméne donc 1'étude des solutions w(r) de (3.62) 3 celles des

équations (3.64).

Posons

1 L M &)
(3.67) F(w,r) = {élh - Arctg TE Arctg TE -
0 °1 2 %1
On a alors |
u &)
(3.68) E,p) =L (h L LA S
w T gl c2 uo Yy &0 9 czg. c2 2
1 1 + (— +) 070 1°1
Yo &1
¥ 1 1 £2 y
+ (=) g ( + ) .
H H 2., 2,2
2 e (L2252 o5 98
Hy &)

En particluier %g(w,r) > 0 pour cr <uw < CoE-

Ainsi pour tout r > 0, fixé, la fonction w - F(w,r) est une fonction
. strictement croissante de la variable w dans l'intervalle (Clr,cor)

avec pour minimum

(3.69) F(e r,r) = -1
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et pour maximum

c
A (1 - DHH!/2
1 0.2 1/2 Y 2
(3.70) F(c,r,r) == {he((—)" - 1) - Arctg — }
0 w ¢ My 0.2 1/2
(D% -1

Aussi, pour tout r >0 et k = 0,1,2,..., fixés, (3.64) posséde au plus

une solution, notée wk(r), dans 1'intervalle (clr,cor).

Les fonctions wk(r) , k=0,1,2,..., sont appelées les relations de

dispersion.
Soit k fixé, alors wk(r) existe.si et seulement si
(3.71) F(cor,r) >k
ou encore wk(r) existe si et seulement si
(3.72) r>r,

oli, par définition,

Cc
L a- ey
(3.73) 1 = — ! (k7 + Arctg il - 2 ) , k=0,1,2,...
h((;‘ll)2 - /2 2 <<-5%)2 - /2

r, est, par définition, le seuil d'ordre k (k=0,l,2;...). Remarquons que
. > 3 .

(3.74) rkl r si kl > k2

De plus, on a

(3.75) ry >0 si cy<c,,

et.
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(3.76) r,=0 si c = Cy -
On peut alors énoncer la proposition suivante

Proposition 3.5

ST ¢ <cg < cy, l'équation (3.64) posséde, pour chaque k, une
solution unique wk(r) pour tout r > T et ne posséde pas de
solution lorsque r < -
Les fonctions wk(r), k=0,1,2,... , sont des fonctions analytiques
de r, pour tout r > . Enfin, mkl(r) > wkz(r) st k, >k, et
pour tout r > T, -

1

Démonstration

_ L'analycité des solutions wk(r) est une conséquence de l'analyticité
de la fonction F(w,r) dans le domaine {(w,r) eiR+ﬂR+;clr <w < cor}.
" De plus, on a %g(w,r) sur ce domaine. Il suffit alors d'appliquer le

théoréme des fonctions implicites pour les fonctions analytiques. g

Proposition 3.6

Pour tout k = 0;1,2,..., on a

dwk
e >0 pour tout r > Ty -

wk(r) est donc une fonction croissante de r. De plus, on a

lim wk(r) = cork\
T

et st l'on pose
wk(rk) = Cofi ?

mk(r) " est une fonction définie et continue pour tout r 2 .
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Démonstration

Par définition de wk(r), on a, pour tout r > 2%
3.77) F(wk(r),r) =k .

En différentiant par rapport 4 r, on obtient

dwk

3.8 L, 0 o+ G (@), =0

Or, on a
oF r M 1 1 %o
a—(w, (r),r) = = —— (h + (=) 7 (7 + =)
or 'k ) Yoo, (il_Eg)z 0 &
Ho &
(3.79)
o £,
1 i 1 2
+ (=) Y (v + 5))
R S 4
Hy &

En particulier %%(mk(r),r) < 0. Compte tenu de (3.68), on en d&&duit
immédiatement que dwk/dr > 0. wk(r) est donc une fonction croissante

de r. Par suite
lim wk(r)
r’*rk
existe car wk(r) est croissante et bornée. De plus,
W, = lim wk(r)
r+rk

est égal a3 c car F(cork,rk) = k.

0Tk

Afin d'étudier plus complé&tement les relations de dispersion wk(r),

il convient d'introduire une représentation paramétrique. On pose:
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(r)
(3.80) T = wkr - .

Comme r > r,, on voit que

(3.81) e <T <y .

On déduit immédiatement de (3.64) que l'on a, pour

U, I -c. "1
0
172 (Ar:ct:g(—l (——-—2 1/2
Ho cp -1

1

h(cIZTZ—I)

' (3.82)  r(1) =

u, 1 - c—zrz
1 2 1/2
+ AICtg(___G—:i—Tf-_—_) /

+ km)
“2clr -1

... (3.83) ‘wk(r)4= Tr(t) .

'On vérifie immédiatement par le calcul 3 partir de (3.82) que

Cmapy dr
(3.84) -d—T'<0.

On peut donc inverser la fonction r(T) sur (cl,coj et de la fonction

réciproque T(r) qui est une fonction décroissante pour r variant dans

1'intervalle [rk,w).
On peut alors énoncer le théoréme suivant :

‘Théoréme 3.7 _
Pouwr k=0,1,2,..., la fonction wk(r) est définie pour tout r 2 .

De plus

(1) mk(r) est ahalytique sur [rk,w)

(r)

est une fonction décroissante de r et on a

(ii)
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wk(r)
¢, < —5— < ¢y pour tout r ¢ [rys®).
'dw
(iii) I > 0 pour tout T € [rk,w).
dwk
(iv) wk(rk) = ¢y Ty ———(rk) =cy

(v) wk(r) ~C T pour r >« ,

1

Démonstration

La plupart des assertions ont &té déja démontrées.

De (3.68), on déduit facilement que

=

oF 171w 1

(3.86) £0 g Wie ™) ~ ﬁ'ﬁ_'z_'_i' lorsque r ~r, et lorsque c4 <c,
€0

et

oF 1M 1

' — — —— —— =
(3.87) go Bm(wk’r) T 2 T, (uo + 112) lorsque r +r, et lorsque g =¢y -
0

De méme on montre facilement 3 partir de (3.79) que

oF 1Mo
' —— N o d———— —
(3.88) EO ar(wk,r) T Ty 5 lorsque r - Ty et lorsque €9 <c,
et
(3.89) £) Qz(m r) ~ - 1 H JLCA— + ——9 lorsque r + r; et lorsque é~ =c,.
0 9ar 'k’ Tl gl Hy My k 0 2

I1 résulte alors de (3.78) que l'on a

3 gomiey 1in Ok S G
(3.8%is) lim TET(I) = lim - —3F = CO .

T, rr, &y 55w (x),1)
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- . Ainsi (iv) est démontrée complétement.

L'analyticité de wk(r) pour T > rp résulte de la proposition 3.5.
En fait, il résulte de (iv) que l'on sait déjia que wk(r) est une fois
continlment différentiable dans [rk,W).

-~

On vérifie immédiatement 3 partir de (3.82) et de (3.83) que
-

dr _ -1
(3.89ter) I #0 pour T = o *

(3.89ter) est aussi une conséquence de (3.89bis).

L'analyticité de wk(r) au voisinage de Ty résulte alors de
(3.82), (3.83) et (3.89ter).

Avant de conclure par un théoréme résumant tous les résultats obtenus

jusqu'ici, nous montrons que {0} est toujours valeur propre.
Proposition 3.8
Dans chacun des cas (2.10)-(2.12), {0} est toujours une valeur propre

de multiplicité infinie de l'opérateur A(e,u3r) , r > 0.

Démonstration

Soit donc u € D(A(g,u;r)) telle que

du
(3.90) i T + ; uy = 0
) dul'
(3.91) l-a;,—': 0

(3.92) r ul_% 0.

On en déduit immé&diatement que ul(y) & 0 et que (3.90) est la seuie
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relation non triviale que doit vérifier les composantes uz(y) et u3(y).
Soit pour tout p € Z, une fonction ¢p(y) € C:OR) telle que

(3.93) (1) supp ¢p < (p,p*l)

(ii)
M
3.94) [ P ¢ (ndy =0
m¢
p
ot mp =1infy . et Mp_ = supy

P
E€Su €su
y pp¢p y pp¢p

On définit maintenant la fonction wp(y) € C:GR) suivante

(3.95) wp(y) 0 si y«< m¢p et y > M¢p

et

y .
f ¢p(x)dx si mp_ <y < Mo

m¢p

(3.96) wp(y)

on voit que supp wp c (p,p+l).
Posons maintenant

0
.97) u(p)(y) = -ir wp(y) .
¢p(y)

W

(

Alors, pour tout p e Z et par construction u(p)(y) e D(A(g,u;3r)) et

c'est un vecteur propre pour la valeur propre {0}. De plus, on a :
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(3.98) (u("),u(f"))H(E | 0

JR)
‘pour tout p # p'.

On a donc construit une suite de vecteurs propres orthogonaux 3 deux

~ pour la valeur propre {0}, ce qui démontre la proposition (3.8). O

En résumé, on peut énoncer le th&oréme fondamental suivant

Théoréme 3.9
I. Sz 0« oS¢y ¢, et 0<cpyx< CySCypy alors {0} est la
seule valeur propre de l'opérateur A(e,u;r), r > 0. C'est une
valeur propre de multiplicité infinie. o
II. Si 0 < Cl <€y SS9 aZofs :
1. {0} est valeur propre de multiplicité infinie;
2. 51 F(cor,r) < 0, l'opérateur n'a pas d'autre valeur propre que {0};
3. 57 F(Cor,r) > 0 et pour tout r # s k = 0,1,2,..., posons
N(r) = [F(cor,r)], ou [al] désigne la partie entiére de a ¢ R'.
Alors l'opérateur A(e,u;r), r > 0 posséde 2(N(r)+l) wvaleurs
propres, Ej(r) » différentes de zéro et simples telles que

(z)
(3.99) 0 < er < wo(r) < wl(r) < ve. < wN(r)(r) < egr < cyr

(3:100) O TORT S TORT < () € Ty (o () < ve < w0y (1) < wg(x) <

<‘-c1r <0
(17) les propriétés de chacune des fonctions r - wk(r), k=0,1,...,
N(r) soient données par le théoréme 3.7.
4. 5% r < Ty L'opérateur A(e,u;r), r > 0, n'a pas d'autre valeur
. propre que {0}.
ST r = r,, pour k 2 1, l'opérateur A(e,u;r), r > 0, posséde
2k wvaleurs propres différentes de zéro, wj(r) , et simples

telles que
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(3.101) 0 < e r < wo(r) < wl(r) < 4o < wk_l(r) < gyr < C,r
(3.102) -C,yr < —eyr < -wk_l(r) < -wk_z(r) < ves < —-wl(r) < -wo(r)
< -cr<0 .

1

On peut maintenant décrire, a une constante multiplicative prés ak(r),

la fonction propre associée 2 la valeur propre wk(r). Posons

2
(w, (x))
@ - !/ i=0,2
¢

(3.103) Ei’k(r)

2

(w, (1))

( kz _ r2)1/2 .
€

(3.108) & L (®)

On notera u(k)(y) la fonction propre correspondante,déterminée a une

constante multiplicative prés ak(r), et on a

ufk)(y;r)
3.109 «® 0 = o
w9 (y31)
avec
EQ Y
0,k y<s0
W, Eb,k(r)
08 &k T e @ o 1,67 O<ysh
(k) -
(3.106) u; (y,r) = Eé k(r)h
’ (cos El’k(r)h
Hy Ea’k(r) ‘ -Eé’ky
0 gl’k(r) sin El’k(r)h)e y2h
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. : gL L (D)y
gy 0 e

(l)k(r)uO

C)) '
- i—2—— (sin &1 k(r)y -
wy (P ’

, U, &4 (1)
3.100) u® (3,1) =¢ L 0.k

¥ &y (®)

IN
~<

IA

=

cos €l,k(r)y) | 0

gy (r) &5 . (r)h
- i 22,k 7 e 2,k (cos El k(r)h +
w, (T)u, ' ’

Hy &g,k

"Eé’ky
Ho &1 @

I
j=2d

sin gl’k(r)h)e

(3.108) ugk)(y,r) =X ufk)(y;r) pour tout y e R - ({O}U{h})
w, (Duy) '

La fonction propre associée 3 la valeur propre -wk(r) est, 3 une

’constante multipxicative prés ai(r), égale a
ufk)(y,r)

(3.109) v(k)(y,r) -1 - uék)(y,rj
- u§k)(y,r)

Remarque

I1 résulte de 4.) que, dans le cas symétrique ¢y = ¢, pour lequel
ry = 0, l'opérateur 'A(g,u;r) , r >0 a toujours une valeur propre. Par
contre si g <'c2, ona ry> 0 et l'opérateur A(e,u3r) , r> 0 n'a pas

de valeur propre pour 0 < r < ry.
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4. LA RESOLVANTE DE L'OPERATEUR A(e,usr) , r >0

Dans ce chapitre, nous donnons une représentation explicite de la
résolvante de l'opérateur A(g,u;r) , r > 0. Ce résultat est évidemment
la base.de toute la théorie spectrale de l'opérateur A(g,u;r) , r >0
ainsi que la construction d'un développement en fonctions propres pour le
méme opérateur. Il est donc essentiel pour la suite.

.

Pour les mémes besoins, il nous sera nécessaire d'obtenir des

. variantes.du théordme de représentation, variantes dues aux différents choix

2 _ 2 =21/2

possibles des déterminations des fonctions (r i ) et

(2 c;2 D eHyM2 o5 s 01,.

Définition 4.1
On pose

.1 i@ = @ -emn!/

2 pour tout ‘z e € - [c;r,»)
(i = 0,1,2), la détermination étant telle que

(4.2) O0<Arggi(z) <m , i=0,1,2.
De plus, on pose

4.3) (@ = (z+ cir)l/z

pour tout z € € - (—w,—cir]
(1 = 0,1,2), la détermination étant telle que
(4.4) Re C;(z) >0 , (i=0,1,2)

Finalement, on pose

4.5)  El(2) = - i c;l HORNE i=0,1,2,
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pour tout z € € - ((—o‘.’,—cir] U [cir,°°)) .

Notons que 1l'on a

4.6)  £i(® = - i () i=0,1,2
-§4ﬁ7) -‘c;(z).= ;;(g) i=0,1,2.
" Par suite, on a

(4.8) Ei(i) = Ei(Z) : i=20,1,2.

On montre facilement que l'on a toujours

(4.9)  Re E](z) >0 i=0,1,2
2 .
pour ze€- u {(,c.r] v [c.,r,®)} .
. i=0 1 1

Proposition 4.2
Sott

. ze € -
i

N

6 {(-°°,—C.1r] U [cir,°§)} - {0}.

Il existe une et une seule fonction, déterminée d une constante

mutliplicative prés et notée

u—w(.,r,z) : R > 623

telle que

loc

(4.11) - u(.,1,2) € DOCAle,M3))

(4.12)  A(E, W31 U (¥,5,2) = z U (¥,T,2)
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(4.13)  u (y,r;2) € LZ((—W,-a];G3), ou a>0
pour a suffisamment grand.

Démonstration

En fait, la démonstration se fait par le calcul; il suffit de tenir
compte de la proposition 2.9 et en particulier des conditions (2.79) et
(2.80). Donnons seulement le résultat car le calcul est ici tr&s analogue
a ceux'faits dans le chapitre 3. Evidemment u-m(y,r,z) est détermihé d une

constante multiplicative prés; on a

" (y,1,2)
(4.14) u-m(y,r,z) = u;w(y,r;z)
ugm(}’,r,z)
avec
Er(z)y
e 0 s ' ys 0
' uy &4(2) '
ch £ (z)y + QS'ETTET sh £, (z)y 0<y=<h

ch £1(z)h ch €é(z)(Y"h)

{ @
Y, 5@

(4.15) u;m(y,r,z) =
ch £;(z)h sh £,(2) (y-h)

u €5(2)

+ -]:lg E;.(_ZT sh gi(Z)h ch &é(z) (Y"h)

u2 gi (2) ' '
\ + 1-1—1- E_é—(—ZT sh EI(Z)h sh EZ(Z) (Y'h) > y

v
=2
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/ iEy(z) EH(@)Y
e

Z g , . y=0
i Ei(Z) £h(z) :
;-( i sh £ (2)y + ch £(2)y) » Osy<h

o i gé(z)
@16 w"(yr,0) = (£ (G ch £ ()b shEj() 6B
, ) (2)
’ + ch €i(z)h ch Eé(z) (y~h)
0
1) By W ' ‘
CO ) Gy oh B @ sh G@ o)
£ (2) |
* ) sh £} (z)h ch &5(2)(y-h)) , pour yzh
1
(4.17) u;w(y,r,z) ='§'uéy) uIm(y,r,z) pour tout y € R-({0}u{h}) . 0
Proposition 4.3
Soit z e € - U {(—w,-cir] u [cir,w) - {0}. Il existe alors une et
1=0 ’

une seule fonction, déterminée a une constante multiplicative prés, et

notée

uoo(.,r,z) : R+ GI3
telle que

(4.18) um(.,r,z) € Dloc

(A(g,u31))
(4.19)  Ale,u3r) U (y,1,2) = z u (y,r,2)

4.20)  u(y,r,z) € L2([a,®),€%) on a >0

pour a suffisamment grand.



- 58 -

Démonstration

La démonstration est strictement analogue & celle de la proposition 4.2
~ . . . ©
et se fait par le calcul. De méme ici la solution u (y,r,z) est

-

déterminée i une constante multiplicative prés. Omn a

uT(y,r,z)

4.21) o (y,r,2) =} u,(y.r,2)
uz(y,r,z)
avec
-£5 (2)b ' £5(2) W ' '
e {(ch £1(2)h + —uz—gi—(-;)- sh g1 (z)h)ch £4(2)y.
Mo 5{(2) ' Eé(?) ' '
- E0(D) ( m sh EI(Z)h + TZ———Ch EI(Z)h)Sh €0(Z)Y
©, pour y < 0
(4.22)  u(y,r,2) =.<
-5 (2)h ' £,(2) W '
e (ch &;(z) (y-h) - —ﬁ-z-—z—;-(;y sh 51(2)(Y"h))
pour 0 <y <h
—&é(z)y

v
=

e pour y
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. =£5(z)h E1(2) g (z) W
i 2 0 ' 2 1 '
( E'e { 0 (C# El(z)h + —i;——-zT?ZT sh EI(Z)h)
€1 (2) ORI
* ‘sh Eb(z)y - ( m sh Ei(z)h + ch Ei(z)h)
1
ch Eb(z)y}‘ pour y < 0
(4.23)  uy(y;r,2) = ' '
i -€,(2)h §(2) '
S e ( s sh E](Z)(Y‘h) -
€,(2)
ch £!(z)(y-h)) pour 0 <y <h
U, 1
. EN(z) -E)(2)y
i 2 2
-3 N e ~pour y 2h
4.24) u§(y,r,z) = E'ﬁ%§7 T(y,r,z) pour y ¢ R - ({0} v {n}) . d

Définition 4.4
"Soient u(.,r,z) et v{(.,r,z) deux fonctions telles que, pour tout
zeC, ;

Dloc

) u(.,r,z) et v{(.,r,z) appartiennent a (A(e,u;3r))
iZ) A(e,p3rd)uly,r,z) = z u(y,r,z)

A(e,u3r)v(y,r,z) z v(y,r,z)
pour tout y.€R - ({b} v {0}).

On pose alors

(4.25) ‘W(U,V)(Y) = UI(Ysr,Z)VZ(Yar,Z) - UZ(Y,r,Z)Vl(Y,r,Z) .

On vérifie immédiatement que comme conséquence de ii) de la définition 4.4,

on a :
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d -
(4.26) (3; W(u,v))(y) =0 .
Par suite W(u,v) est alors une constante.

Remarque
Montrons maintenant que, si u(.,r,z) et v(.,r,z) vérifient les

conditions i) et ii) de la définition 4.4, et s on a
(4.261) W(u,v) =0
alors u(.,r,z) et v(.,r,z) sont deux solutions linéairement dépendantes.
En particulier de 4.26i), on déduit immédiatement que l'on a
(4.2611) ul(%,r,z)vz(%yr,z) - uz(%yr,z)vlcg,r,z) =0 .
I1 résulte alors de 4.26ii) que le systéme ;uivant
o clul(%3r,z)‘+ szl(%’r’z) =0
(4.26111)
c,u (Eyr z) + c,Vv (E,r z) =0
17272°° 2°2°2°7?
posséde une solution non’ triviale (cl,cz) .
Posons
(4.26iv) Ww(y,r,z) = ¢y i(y,r,z) + cz‘v(y,r,z) .
I1 résulte de la condition ii) de la définition 4.4 que les composantes

w) (.»r,2) et wy(.,r,2) de w(.,r,z) vérifient le systéme différentiel

du premier ordre suivant :

dw
(4.26v) | Ty oT>2)

dub .
_CT}',-(YJ-',z) = _iZ(W - E(Y)) wl (y’r,z)

- iZ U(Y) wz(Ysr9z)
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pouf tout y e R - ({h} v {0}) avec la condition de Cauchy
. h " h
(4.26v1) wlcf,r,z) = wzci,r,z) .

Alors, compte tenu du théoréme classique de 1l'existence et de 1'unicité de
la solution du probléme de Cauchy pour des systémes de type (4.26v)
(cf. [9], note en bas de la page 67) et de (4.26vi) que 1'on doit avoir

. wl(y,r,z) =0
(4.26vii)

wz(y,r,z) =0

pour tout y ¢ R, compte tenu des conditions (2.79) et (2.80). De plus,

comme

(4.26viii) r w (y,1,2) = z uy) wy(y,r,2)

on doit aussi.évoir

(4.261x) w3(y,r,z) =0 pour tout yeR .
Il résulte de (4;26vii) et de (4.26vix) que 1'on a
(4.26x) w(y,r,2z) = 0 pour tout y eR .

Par suite, u(.,r,z) et v(.,r,z) sont bién Iinéairemént dépendantes.

En particulier, nous avons la propriété suivante :

Proposition 4.5
Sotent u (.,r,z) et u (.,r,z) Lles deux fonctions définies respecti-

vement par (4.14)-(4.17) et (4.21)-(4.24), pour r > 0 et
ze€~- u {(-—00,—(:_.]:'] U‘[C,r,w)} - {0}
i=0 * *
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(4.27) W (e31,2) 50 (ay1,2)) =
\ £1(z) El(z)
. =£)(2)h 0 2 '
%_e 2 {¢ i + m Jeh £1(z)h +

£1(z)  EN(2) EL(2) u -
G202 ) sh £} (2)h}

M Hg By, E(2)
De plus W(uw(.,r,z), u—m(.,r,z)) #0 pouf tout
2
ze€- v {(=,-c.r]u [c.r,»)} - {0}.
i=0 * *

Démonstration
(o] w00
En vertu de (4.12) et de (4.19), W(u ,u ) est une constante
indépendante de y; il suffit donc pour la calculer de se placer dans

la région y >h ou y < 0, ce qui donne immédiatement 1'expression (4.27).

Pour démontrer la derni&re assertion de la proposition, il suffit
de remarquer que les deux solutions uw(.,r,z) et u_m(.,r,z) sont
linéairement indépendantes. En effet, si uw(.,r,z) et u_m(.,r,z)
étaient linéairement dépendantes, il résulterait des propositions 4.2 et
4.3 que um(.,r,z) serait une fonction propre de l'opérateur A(e,u;r)
pour la valeur propre z; si Im z # O, c'est impossible puisque

1l'opérateur A(e,u;r) est autoadjoint et si
2
"zeR - u {(-w,-cir] u [cir,m)} - {0}, c'est impossible en vertu des
i=0 : :
résultats obtenus pour le spectre ponctuel de 1'opérateur A(e,u;r) au
. . o ~c0 . . .
chapitre 3. Par suite, u (.,r,z) et u (.,r,z) sont bien linéairement

indépendantes pour tout
: 2
ze€ - v {(‘m,‘cir] u [Cir,w)} - {0} et il résulte alors 'de la remarque
i=0
qui suit la définition 4.4 que W(um(.,r,z),u_m(.,r,z)) # 0 pour

de tels z.
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Remarquons qu'il résulte de (4.8), (4.14)-(4.17), (4.21)-(4.24)
et de (4.27), que 1'on a

]

4.28) o "(y,r,%) Ufw(y,r,Z)

(4.29) uzm(y,r,i) - uim(y,r,Z)

(4.30)  uy(y,1,2) = uy(y,,2)

(4.31)  W@™(,1,2) , u(,1,3) = W (.,1,2),u""C.,r,2)) .

Définition 4.6

On définit maintenant les noyaux matriciels 3x3 suivants :

1<1<3
lsjs3

(4.32) G(l)(e,u,r;y,y',Z) = (G§i§(e,u.r;y,y',2))

i est l'indice de ligne et j 1'indice de colonne avee

(4.33) G§12(63U’r;Ysy',é) =' o i -0 ) uo':(Y)r:z) u','°°(y',r,§)
1,] W(u (.,r,Z),u (.,r,Z)) . J

(4.34) G(z)(s,u,r;y,y',Z) (Géfﬁ(e,u,r;y,y'.Z))

I1<i<3
1<j<3

~avec

i

w(u"-"(. srtz)g‘;w( «>r,2))

(4.35) Giz;(e,u,r;y,y',z) = u;w(y,r,z)u;(y',r,i)

Finalement, on pose
L

(4.36)  G(e,u,r3y,y',2) = G(l)(e,u,r;yyy',Z) si y'<y

et



- 64 -

et
(4.37)  G(e,u>r3y,y',2) = G(z)(s,u,r;y,y',Z) si y<y'
oUu encore

(2)(e,u,r;y,y'Z)Y(y'-y)

u

(4.38)  G(e,u,r;y,y',2) G(l)(e,u,r;y,y',Z)Y(y-Y') +G

ot Y(.) est la fonction d'Heaviside.

La proposition suivante montre que le noyau matriciel G(Es1sT3Y,Y ' 52)

engendre un opérateur borné dans 1'espace de Hilbert H(e,usr).

Proposition 4.7 5

Pour tout z e € - u {(~W,-cir] U [cir,w)} - {0}, l'opérateur
i=0
intégral associé au noyau G(e,U,Tr;y,y',2) est un opérateur borné dans

l'espace de Hilbert H(e,u;R). Plus précisément, la fonction

sutvante
e(yu (v")
+00
(4.39)  (G(e,u,1,2)u)(y) = [ Glesusrsy,y'sz)  u(yuy(y") dy'
u(y"uy (v")

appartient @ H(e,u,r) pour tout u e H(e,u,r) et 1 'application
(4.40)  u(.) > (G(e,u,1,2)u)(.)

est un opérateur borné de H(e,u;R) dans lui-méme.
Démonstrétion

———— — i ——— —— -

En vertu des définitions (4.32)-(4.38), on voit immédiatement que l'on a :



+00
(4.41) j G(E,v,r;y,Y',Z)
' 00

-6

E(y')ul(y')

u(y')uz(y')

5_

\

g

dy

MCALNCAD I

/

. y .
= " (y,r,2) (W (y'3r32),0)) my 4V
W(ué,uﬂw) £w H(E,UJR)-
- ————i————-udw(y,r,z) w. ((ﬁw(y',ryz),ﬁ)) dy'
W) ‘fy _ H{(e,u3R)

I1 résulte des propositions 4.2 et 4.3 et de (4.41) que pour presque

tout y ¢ R, la fonction

(4.42) 3" + G(e,p13Y,Y'»2) ﬁlJ(Y')UZ(Y')

est intégrable sur R.

4

\.

\
ey u; (v")

) 4

u(y')u3(y')

/

Pour démontrer le reste de la proposition, remarquons tout d'abord que

comme conséquence d'indgalitésdu type (2. 37), il suff1t de demontrer que

1'application (4.40) définit un opérateur borné de L R, C ) dans lui-méme.

Or, en vertu d'un résultat bien connu de Carlemann-Friedrichs (cf.

K.O. Friedrichs [8, p.87]), il suffit pour cela de montrer que

(4.43) M= sup(sup f lIG(E’Us 5Y> y z)lldy s SUP I I‘G(E,Us 3Y Y )Z)‘IdY)<w

 yeR

(4.44) l|G(€,U,r;Ysy'sz)ll

y'eR

3
Z ‘Gi '(Eau,r;Y!Y"z)II

" ™M W
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De plus
(4.45)  ||G(e,u,r,2) || SM <@,

Notons C toute constante indépendante de y et de y' mais qui peut

dépendre de €,U,r,z,i et j.

I1 résulte alors de (4.14)-(4.17) et de (4.21)~(4.24) que 1l'on a

les estimations suivantes :

(4.46) |u (y,r,2)| SC  pour y e [0,k]

-ReE )\ (2)y Re£p ()Y,
e

(4.47) |u?(y,r,z)| < C(e + , pour y <0
© : —ReE, (2)y

(4.48) Iui(y,r,z)| <Ce , pour y2h
o ‘ Re§(2)y

(4.49) |u.1 (y,r,z)l < Ce , pour y =0

- ReEj(z)y  Re£j(2)y
(4.50) |ui (y,r,z)| < C (e + e ), pour y 2 h .

De (4.32), (4.33), (4.35) et (4.38) on déduit que
(4.51) |Gij(€,u,r;y,y',z)|SC(|u?(y,r,Z)| Iugm(y',r;Z)lY(y-y') +
lu;"(y,1,2) | Iu?(y',r,Z)er(y'-y)) .
Pour obtenir (4.51), nous avons aussi utilisé le fait que

W(uw(.,r,z),u-w(.,r,z)) # 0, ce qui a été énoncé et démontré dans la

proposition 4.5. On déduit immédiatement de (4.46)-(4.51) que l'on a :
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(4.52) sup f |Gi.(€,u,r;y,y',z)|dy' SC<w
yeR R J

(4.53) sup f |Gi.(€,u,r;y,y',z)|dy SC <>
yiem ]R J

On déduit alors immédiatement de (4.52), (4.53) et (4.44) que (4.43)

est vérifiée. O

Nous sommes en mesure maintenant d'énoncer le thé&oréme essentiel de

ce chapitre.’

Notons o(A(e,u,r)) 1le spectre de 1l'opérateur A(e,u,r) et
C(4.58)  R(e,mr3z) = (Ale,u,m)-zD T,z d 0(AGe,u,1))
la résolvantg de 1'opérateur A(e,u,r).

Définissons le projecteur hermitien P3 de H(e,u;R) dans lui-méme
suivant : ' '

bt

(4.55) (P3u)(y) = P3 u, (y) = u3(y) s pour presdue tout y e R

U3
et tout u € H(e,u:R).

On peut alors énoncer le théor@me suivant :

- Théoréme 4.8 2

On a, pour tout -z € € = U {(-°,-c,x] v Kcir,w)}'- {o} ,
i=0

(56)  (R(e,1,m32)W (3) = (6(E,m,132)u) (9) - 5 (Bgu) (3)

pour tout u(.) e H(e,u;R).
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La démonstration repose sur la proposition 4.7 et sur les deux

propositions qui suivent.

Proposition 4.9
On a

(4.57) G(e,u,r,E)* = G(E,u,r,Z)
pour: tout
ze€- u {(-=-grlu [cir,w)} - {o}.

i=0

Démonstration

De (4.39), on déduit que
e(yu, (v
(4.58)  (G(e,u,r,D) W) = [ 6Eu,rsy,y,2) " | neDu, ¢ | dy
R u(y Dy ")

De plus, compte tenu de (4.33), (4.35) et (4.38), on a

-k ' -
(G(e,u,T3y'5¥52) )i,j = 65 ;(&:1,r3yT5y,2)

T - Z =
= G§’;(e,u,r;y',y,2) Y(y'-y) + G§’i(€,u,r;y',y,z) Y(y-y")

(4.59)  _ i . (u?(y',r,E)u;w(y,r,Z)Y(Y"Y) +

Wu™(.,r,2),u (.,r,2)

+ UJTOO(Y",riz)uo':(y,r’z)Y(y-y')) .
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Or, il résulte immédiatement de (4.8) et de (4.27) que 1l'on a

(6.60) WU (er1s2) 0 (orTyD)) = W (e,r0z) 00 1,2))

Par suite de (4.33), (4.35), (4.38), (4.59) et (4.60) on déduit imm&diatement

que
- % )
(4.61)  (G(e,u,r3y',y,2) ). . = G. .(e,U,r3y,y',2)
. 1,] 1,)]
pour tout i et tout j. , ) 0

Dans ce qui suit, toute dérivation est toujours comprise au sens

des distributions.

Proposition 4.10 2

Pour tout z € € - U {(-°°,-c.1r] u £cir,°°)} - {0} et pour tout
. 1=0
ue H(e,u;R), on a

(4.62) G(e,p,z)u - % P, u € D(ACE,1,1))
et
(4.63)  (Ae,1,1) = 2D (G(e,u,2)u = & Ppu) = u .

Démonstration

La démonstration se fait par - le calcul. Soit u ¢ H(g,u,r). Rappelant
la définition (2.10) de D(A(ge,u,r)) et compte tenu de (4.39) et (4.55),
on voit que pour démontrer (4.62) et (4.63), il suffit de montrer que l'on a

pour présque tout y e R :
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0 i Iy r z e(y) 0 0
. d - 0
(4.64) iy 0 0 0 z u(y)
r 0 0 0 0 z u(y)
- G 1 (ET3y,y',2)e(y )u (546 5 (8,153,520l DU,y (v1)

+Gl’3(€,u,r;y,y',Z)u(y')u3(y')

Gy 3(E;1,r3y,y",2)u(yus (")

]
+G3.3(e,u,r;y,y',Z)u(y')u3(y )

X
0
1
_7 0 4 -
u3(y)
),

Rappellons que l'opérateur i

Posons dorénavant pour simplifier 1'&criture

(4.65) G-l,j(E,li,r;y,Y',Z) =.G-1’j(}",y',2)

pour tout i =1,2,3 et tout j = 1,2,3.
Soit maintenant
6, (¥)
o]
0 = [ 0,0 | < crm,6)

$5 (y)

G, 1 (E:1,r3y,y"52)e(y")u (314G, H(E,M,13y,y" 20Uy DU,y (vh)
’

d .
est compris au sens
Iy ompris s

dy

. ]
Gy | (&51,r3y,y"s2)e(y )uy (37)46y 5 (€, x5y, 20Uy DU, ()

e(y) “1(Y)
u(y) uz(y)

M) Uy ()

des distributions.
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Pour démontrer (4.64), il suffit alors de démontrer que 1'on a .
pour tout ¢(.) € C:CIR,(EB) :

(4,66) [ (e (Mo, (M + Iy (), (1) +H(¥)uq(¥) 4 (1 dy
R
o IR IREINC - L, (16, (ndy +
[ 6,0 ] {r(ey [(7,5",2)e(y)u (5464 ,(¥,¥",2)uy" Du,(y")
R ]R ’ 3
* Gy 3(7,y",2)u(yNug(y")) -z e (G (,y"2)e(r e (")
¥ G oy 2dulyuy(yh) + G) 3y s2)uy " ug(y")) }dy")dy -
[ 6,0 ( ﬁm z u(y)(Gz’l(y,y',Z)e(y')ul(y')+G2,é(y,y',Z)u(y')uz(y')
+ 6y 33y 2)uus(y'))dy')dy +
[ o3 « &R{ r(G) 7,y"2)E( U (346 L3,y 2)uly e, (')
*6) 3Oy 2UyDus (")) - 2 w6y | (vuy'h2)E(y U (31
* 63 50y ¥ Ul Nuy (') + G3,3(y,y',Z?U(Y')u3(y'))}dy')dy.-

\

i I]R-'E;?I‘(Y) ( f]R Gy 1 53" 2) (U (") + Gy v,y ,2)u(yDu, (3')

+ G2’3(y,y',Z)u(y')u3(y'))dy')dy -

. dé
if

R

+ G1,3(y,y',Z)u(y')uB(y'))dy')dy .

0 ( J @0 e )+ 6y 0y DG U6
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A 1'aide des estimations (4.46)~(4.51), on montre facilement que 1l'on

a, par exemple,

/ Id¢1(y> [ le, ( )| et Ju, (') |dy')d
(4.67) G ¥,y ',z ey’ u, (y'") |dy")dy
R dy R 2,1 1
=C f | | |u (v,r,2) | ( f |U-1-°°(Y',r,z)| lety | |u; v lay")dy
¢l(y) _

+ C f I

RIS e f lu] ' sr,2) | (e ] Ju (v") [dy")dy

Des estimations analogues sont &videmment valables pour chacun des

termes du membre de droite de (4.66) et on peut donc appliquer le

-~

théoréme de Fubini 3 chacun de ces termes.

En dérivant au sens des distributions, compte tenu de (4.28)-(4.31) et

en utilisant les expressions (4.32)-(4.38), on trouve que l'on a les

égalités successives suivantes pour presque tout y' e€eR :

d
68 [ - O 6y Gy = 0 (")

-~00

uT(y',r,Z) fy' du2
o ———(y,1,2)¢, (y)dy
W(u ,u ) = dy :

00 o
ul (y"rsz) © du2
e ] 5 0 1,2)0, (y)dy
W ,u ) y' y
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. 49y .
(4.69) J']R - i) 6,0y h2)dy

[o] ' . - —00
u,(y',r,2) fy du, , o
- ——(y,r,2 y)dy

e =~ W 1

Cu(y',r,z) Y du; :
- 2 © =0 f __d'}?_(y:r’z) Cbl(y)dy
W(u ,u ) —00 -

d¢ .
. I , _ r .
,‘5_(‘7’]7.0)@, fm i) 6y (LYY = ey 66
u;o(y"r,z) .Y' du;o
+ o =00 T},—(y’riz) ¢I(Y)dy
wl(u ,u ) —co .
u_m(y', r,z) «© duoo
* > © ~00 - f 'd—z_(y’r,z) ¢l (y)dy
W(u su ) y' y
| as, |
(4.71) - f -i TET(Y) Gl,l(Y:Y',Z)dy _

R

u°l°(y|,r’z) y'_ du-l—oo

M © =00 e T}',_-(Ysrsz) ¢2(Y)dy

W(u ,u )
| quo(y"r,z) o duolo
* ) ...oov J’ T(y,r,z) ¢2(y)dy .
W(u ,u ) y' y

dé,,

(4.72) IR - i) 6 H(3,y'h2)dy = 6,0y
um(y',r,z) y' du .
- —i——;—_o—o)—— [ ) 9,0y
W ,u -

e .
U, (y',r,2z) © dul o
- | ) 0,4y .

W(um,u— ) A
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. 9% ' 2)dy =
(4.73) f]R i) 6y 3Ghys2)dy =

[o'eY ‘ =00

uy(y',r,z) ¥y duy
e [ 5T 0,y
W(u ,u ) -

-0 [o0]

u, (y',r,2) © dul
+ e o —-—~(Y’r,z) ¢ (Y)dy .
W(um’u ) y' dy 2

+oo

. du.
Dans chacune des expressions (4.68)-(4.73), _3%_ (i=1,2) est la

: too . .
dérivée ordinaire de chacune des fonctions uy (i=1,2), cette dérivée est

définie pour tout y € R sauf pour y =0 et y = h.

En particulier, il résulte des propositions 4.2 et 4.3 que l'on a,

pour tout y € R -({0}u{hn})

duéoo +0 +oo
i Iy (y) +ruz (y) ~zely)up (y) =0
dufoo +00 :
(4.74) g5 -z u® uy () =0 y ¢ R =({0}u{n})

Too *
ru(y) -z u) vy =0

Maintenant, pour évaluer le membre de droite de (4.66), on applique
le théor&me de Fubini pour &changer 1'intégration sur y avec celle sur
y', on substitue chacune des &galités (4.68)-(4.73) et enfin, on utilise

les égalités (4.74).

On montre alors que chacun des termes comportant les expressions
"0, (MU, (v") ¢y (Nuy ") 5 P uz vt NGO CAD I NG AL TN G AD I
»¢3(y)u2(y')" s'annulle. Il ne reste plus que les termes diagonaux
comportant les expressions "¢](y)ul(y') , ¢2(y)u2(y') et ¢3(y)u3(y')".
Lorsqu'on leur applique le méme proc&dé de calcul que celui utilisé pour les

termes non diagonaux, on montre alors facilement que le membre de droite
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de (4.66) est bien égal au membre de gauche.

Aussi, 1'égalité (4.66) est démontrée pour tout ¢(.) € C:GR,E3) et

pour tout u e H(e,u,r).

Par suite, 1'égalité (4.64) est vérifiée. Aprés l'avoir multip}iée

d& gauche par la matrice -

ey ! 0 0

(4.75) 0 pn ™ 0
0 0 uy) !

qui est définie pour tout y % R -({0}u{h}), elle montre bien que (4.62)

est vérifiée puisque alors, le membre de droite appartient 3 l'espace

H(EQU;IR)-

En multipliant (4.64) & gauche par la matrice (4.75), on n'obtient

rien d'autre que 1'égalité (4.63).

Démonstration du théoréme 4.8

Il résulte de la proposition 4.7 et de (4.55) que, pour tout

v 2 ~
zeC- v {(—w,—cir] U [cir,w)} - {0}, 1'opérateur
1=0
(4.76) u - G(e,u,r,z)u - %—P3 u y u e H(e,uR)

est borné dans H(e,u;R).

L'8galité (4.63) montre que 1l'opérateur (4.76) est un inverse borné 3

droite de 1'opérateur fermé A(e,u,ry - zI.

'

Maintenant, si z ¢ € - {(;w,—cir] u [Cir,w)} - {0}, alors

0

e

i
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ze€ -

I cwN

{(—m,—cir] u [cir,w)} - {0}; par suite, on a aussi

1=0

(4.77) (A&, 1,x) = ZD) (G(e,H,T,2) — 3 B) = T .

Maintenant, en considérant 1'équation adjointe de (4.77), on obtient,

. ,compte tenu du fait que l'opérateur A(eg,u,r) est autoadjoint
(4.78)  (G(e,1,r,2)" - £ Py) (A(e,u,1) - 2D) € 1

Le domaine de définition de 1l'opérateur (G(e,u,r,i)* - %-P3)(A(E,u,r)-z1)

est évidemment D(A(e,u,r)).

Or, de la proposition (4.9), il ré%ulte immédiatement que l'on a
(4.79)  (6(e,1,7,2) = 3 ) (Ale,u,r) = zI) € T .

(4.79) montre que 1l'opérateur borné G(g,u,r,z) - %-P3_ est un inverse

a gauche de 1l'opérateur (A(e,u,r) - zI).

Par suite, si 1'on note o(A(e,u,r)) le spectre de l'opérateur
A(e,u,r) , on a :
2

(4.80) o(A(e,u,r)) © (U {(dw,-cirj U [cir,w)}) v {0}
i=0 ‘

et, par définition méme de la résolvante de 1'opérateur A(e,u,r), on a :
(4.81)  R(e,U,1,2) = G(,U,7,2) - = By . | 0

Dans le chapitre suivant, nous utiliserons le théoré&me 4.8 pour
€tablir un développement en fonctions propres généralisées de 1'opérateur
A(e,u,r). Il sera alors préférable d'utiliser des solutions de 1'équation

A(e,u,r)u = z u qui soient analytiques pour tout z dans un voisinage d'une
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partie du spectre de l'opérateur. Pour cela, les déterminations des
_ P P

fonctions,(r2 - 22 ng 1/2 introduites dans la définitions 4.1 ne sont

pas toujours adaptées. Il est préférable alors d'introduire les

définitions suivantes :

Définition 4.11

Pour tout z € € tels que z ¢ € - (—w,cir] (i=0,1,2), on pose

(4.82) 5@ = - c.lr)”2

la détermination étant telle que

~ ~+ m
(4.83) Re Ci(2) >0 , ou - 7 < Arg i@ <3

pour tout z € € - (¥w,£ir]

De méme, pour tout z ¢ € tel que z e € - [~c;r,=) (i=0,1,2), on pose

(4.88) T () = (z+ cir)_l/2

la détermination q;anf telle que
(4.85) Im Z;(z) >0 , ou 0O < Arg Z;(z) <7

pour tout z e € - [—Cir,w).
Maintenant, pour tout. z € €, tel que Re z > e;r (i=0,1,2), on pose

l

(4.86) £, (2) =c; T;(2) C:(z)

et pour tout z € C, tel que Re z < —cyT (i=0,1,2), on posé

4.87) () = ¢ Ti(2) T;(2)

1

ou. Q;(z) (resp. C;(z)) est définie par 4.1 et 4.2 (resp. 4.3 et 4.4).
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On vérifie immédiatement que l'on a
= 1 !
(4.88) . (z) =1 &;(2)

pour tout z € € tel que Re z ¢ (-w,—cir) U (cir,w) et Imz > 0, ol

Ei(z) est défini par (4.5).
De méme a-t-on
= - i '
4.89) £ (z) = - iEl()
pour tout z € C tel que Re z € (—W,—cir) u (cir,w) et Imz < Q.

Par suite, il résulte de (4.8), (4.88) et (4.89) que l'on a :

4.90)  &3) = ;)
pour tout z € C tel que Re z ¢ (-w,-cir) u (cir,w).

Maintenant considérons le type I (2.10), i.e., celui oi 0 < ¢y < ¢y sy

et supposons que .

<
Clr Re z < COr

- < &K -
cor Re 2z clr

(4.91) ou

Dans ce cas, il est nécessaire d'obtenir 1l'expression des solutions

+
u °°(y,r,z) en fonction de El(z) au lieu de Ei(z). On a :

u (y,r,2)
~00
u, (y,r,z)
-~00
U3 (y’rpz)

(4.92) u-m(y,r,z)

avec
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£ (2)y
e“

A
o

, ‘, o N . L y

My £4(2)

0 .
ﬁB-ETTET sin El(z)y , 0

A
<

A
=

cos &,(2)y +

* 1 BEOW uy e 5@
2

52( 2) (cos E (Z)h( " g )

4.93) W ) - £4(2) Eé(z) M 5@

by H, 5@

, + sin El(z)h (

. - gin El(z)h(

-£5(2) (y-h) u, so<z> 5@

e Ez( )(cos & (z)h( iy )

D] —

El(z) My Eé(z) &6(z)))
) E (z) M, Ho ’

. £ g (@
cos El(z)y -

IA
<

A

=

sin §,(2)y) , O

. 1 &5(2)(y-h) ' £x(z) EL(2)
FGe : © (cos £ (2)h( ﬁ + 2

' m
(4.94) u;m(y.r,z) = 2 0

E5(2) E3(2) W, £ (2)

+ sin E (z)h ( s E @ - “1 ))

-£3(2) (y=h) En(z)  &3(2)
+ %-e 2 (cos El(z)h ( 30 - 52 )

. En(z) £2(2) £,(z)
\ - sin £ (2)h ( g 2 T tz) i )

o M2 i



- 80 -

(4.95) u;w(y,r,z) = E'ﬁ%;f u;m(y,r,z) pour tout y e R-({0}u{n}) .

De méme a~t-on

, uT(y,r,Z)
(4.96) um(y,r.z) = u?(y,r.Z)

u?(Ysrsz)
avec
5 (@h | EN=)Y by £
e {-7 e (COS El (Z)h(l - Eorm——ﬁz_—)
. () u, oy £,
+ sin gl(z)h ( uz El(z) + Es(z) ul ))
£, (2)y u £5(z)
1 .7=0 0 =2
tge (cos £, (z)h (1 + EETET i )
4,97 “(y,r,2) = '
@I w G g u owy £

)} pour y<0

Peln 5 G T T @

2N o £ oty - 2
e cos z) (y-h) = ——— = sin &, (2)(y-h))
1 Uz gl(z) 1
pour O<ys<h
-E5(2)y

e ' pour y. 2 h .
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, G@h | E@y
-z—e {?e

&

(cos &, (z)h( 0 -
0

(z)

£4(2)
+Oz

66(2) Eé(Z))
Ho

Eé(z) W

l. -E(')(z)y
-3 e

+ sin El(z)h ( “1

(cos &,(z)h (

Ho

3

5, @)

(z)  E.(2)
OZ+ZZ

Hg L)

g @ 5 u,

(4.98) u;(y,r,z) = + sin El(z)h (-

. “Ey(h £ ()
e ( n

1
Z

1

Eé(Z)
Hy

£1(2) ~E)(2)y
TP :

N[ -

o r
(4.99) u3(y,r,7—) = z u(y)

Finalement, on a :
(4.100) WU (.,r,2),u (.,r,2)) =

“ES(2)h BN Ey(2)

N |

Ho )

E(2) £3(2) u £ (2)

¥y

* T N O

Yo

cos £, (2) (y-h))

> {( + )cos El(z)h

TN O

pour y

sin £ (2) (y-h)

pour O

pour y

uT(y,r,z) pour y e R - ({O}U{h}) .

)sin El(z)h} .

IA

v

A
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L'avantage des expressions (4.92)-(4.100) est que maintenant chacune
' + . 3 -
des fonctions u_m(y,r,z) est définie pour tout z = A réel et tel que
%4 <A< cof ou ~cyf <A< —cyr. Dans ce cas aussi les fonctions

u*®(.,r,)) vérifient les propositions 4.2 et 4.3.
Remarquons maintenant que pour tout X € R tel que

c,r < A<c¢

] of

cor < A< -clr

W (.,r,0)5u  (.,T,A)) = 0 si et seulement si (3.63) est vérifiéde,
c'est-a-dire si et seulement si A e,op(A(e,u,r)). On peut alors

énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.12
Supposons que 0 < ¢ < ¢ <c, sotent les solutions uim(.,r,z)
données par (4.92)-(4.99). Alors, pour tout z e¢ € tel que

z ¢ op(A(e,u,r)) et tel que c,r < Re z < Cof » OU = Cor < Re z < -¢,r,

0
z appartient 4 l'ensemble résolvant de l'opérateur A(e,u,r) et

la résolvante R(g,U,r3z) est toujours donnée par (4.56).

1

Démonstration

Lorsque Im z # 0, le théoréme 4.12 n'est rien d'autre que le théoréme 4.8.
Lorsque z =X e¢R et A ¢ Op(A(e,u,r)), il suffit de remarquer que
W(uw(.,r,k),u_w(.,r,k)) # 0 et que, par suite, les estimations (4.46)-(4.50)

sont encore vérifiées pour z = A. On peut alors dans ce cas répéter sans

changement la démonstration du théoréme 4.8, ce qui aché&ve la démonstration

du théoréme 4.12. O
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5. DEVELOPPEMENT EN FONCTIONS PROPRES GENERALISEES DE L'OPERATEUR
A(esu,r) , r>20

Nous allons utiliser les résultats des chapitres -précédents et plus
particuliérement ceux du chapitre 4 pour en déduire un développement en

fonctions propres de 1'opérateur autoadjoint A(e,u,r), r > O.
P

On notera indifferemment w(e,u,r;A) , A ¢ R, la famille spectrale
associée 3 l'opérateur A(e,u,r) et 7(e,u,r;A), pour tout borélien
A ¢ R, la mesure spectrale associée.

Nous savons que dans chacun des cas {0} est toujours une valeur
propre de multiplicité infinie. m(e,u,r;{0}) est la projection ortho-
gonale sur le sous espace propre associé. On peut le déterminer 3 partir

du théoréme 4.8.
5.1. Détermination du projecteur n(e,p;r;{O}) ,r>0.

I1 résulte de la proposition 3.8 et du théoréme 4.8 que {0}, lorsque
- r > 0, est toujours une valeur propre isolée de 1'opérateur A(e,u,r).

Il résulte alors du théoréme 4.8 que 1l'on a :

(5.1.1) w(e,pu,r;{0}) = P3 - 7%5 faD G(e,u,r;z)dz

ol G(e,u,r;z) est donné par (4.39) et oli dD est un cercle centré 3
1'origine, ébntenu dans 1l'ensemble résolvant de 1l'opérateur A(e,u,r;z)

et frontiére d'un disque ouvert D 1lui-méme centré i 1'origine et contenu
dans 1'ensemble résolvant. .Chacune desvfonctiqns gi(z) (i=0,1,2) définies
par (4.5) est analytique dans le voisinage D de l'origine. Il résulte

‘alors de (4.27) que la fonction
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2 WW™(o1,2),0""( ,1,2))

(5.1.2) w(z)

-E5(2)h  E4(z)  E,(2)
2 (o, 22
Ho Uy

—ie Jeh €] (z)h +

G E@ @

+ ( ™ i ™ gi(z)) sh Ei(z)h} .

I1 résulte de la proposition 4.5 que w(z) # 0 pour tout z e (D-{0}) u 9D.
Mais on a aussi w(0) # O0; en effet, remarquons que Ei(O) = r pour

tout i et ona w(0) =0 si et seulement si

(5.1.3) th rh = -
A, 1
i Mok

Or, toute solution de cette équation serait telle que rh < 0, mais nous
avons supposé que r > 0; par suite (5.1.3) ne peut avoir de solution

positive.

La fonction z - u)(z)-l est donc aussi analytique dans le méme

voisinage D de l'origine.

Il résulte finalement de (4.15) et de (4.22) que les fonctions
+
uIm(y,r,z) sont aussi analytiques dans D pour presque tout y e R;

+co
de méme dy~ (y,r,z) sont analytiques dans D pour presque tout 7y ¢ R.

La norme de H(g,u;R) &tant équivalente i celle de L20R;63),
CgGR;¢3) est dense dans H(e,ujR). Soit donc '

v, (¥)
5.1.6)[ v, e‘cgqa;c3)

V3(y)
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' I1 résulte de 5.1.1 et du théordme de Fubini que l'on a

(5-1 .5) (n(e’u’r;{O})u’V)H(e,u;‘R) = (P3u,V)H(€’.’J’r)

! .
IT {‘ (G(e,u,r;Z)u,v)H(e,uﬂR) dz

pour tout u € H(e,usR) et tout v € CEGR;C3) . I1 s'agit en fait de
1 :
calculer 2T £1 (G‘E’p’r’z)u’v)H(s,pﬂR)dz'

Posons momentanément

(5.1.6) p(y) =e(y) » py(¥) = p3(y) = uly) ,
pour presque tout vy eZR.'

I1 résulte de (4.28)-(4.38) que l'on a, en rappelant (4.65)

(5.1.7) (G(e,u,r;Z)u,V)H(é’uﬂR)' =

3 3

I [ ]G 535205y (" )p; (1T dydy' =
i=1 j=1 ’

3 3 ———
izo@ I [ [050.r2uTnD ey -
i=1 j=1 |

u;w(y,r.Z)u?(y',r,E)Y(y'-y)}pj(y')uj(y')oi(y)5;?§7dydy' :

On déduit du théordme de Fubini que
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(5.1.8) E%F f (G(e,u,r;z)u,v)H(e,uﬂR)dz =

oD
3 3
iz I fesyNDu e, MV.Y)
. . ] ] 1 1
i=1 j=1
1 -1, =, . - -0 CP=
(EIF IaD z w(z) (ui(y’r,z)uj (Y',r,Z)Y(Y'Y')+Ui (y,r,z)uj(y',r,z)

Y(y'-y))dydy' .

11 résulte de (4.14)-(4.17) et de (4.21)-(4.24) que pour tout i=1,2,3

et pour presque tout y et y', la fonction

_l —00
(5.1.9) z ~» 2 w(z) (Uz(y,r,z)ui (y',r,Z)Y(Y‘Y')+u;w(Y;r,Z)UT(Y',r,Z)Y(Y"Y))
est analytique sur D.

Par suite, on a

1 -1, o oo
7Tr - z w(z) (uj(y,r,z)ul (y',r,2)Y(y-y') +

(5.1.10)
-0 !
uj (y,r,z)uT(y',r,z)Y(y'-y))dz =0 ‘ !
pour tout j=1,2,3 et pour presque tous Yy ét y'.
De méme, les fonctions
-1, o =,y ]
(5.1.11)  z >z w(z) (u(y,r,2z)u, (y',r,z2)Y(y-y') +
—00
] (3,1, 2)u, (v, T, 2) YY)
(5.1.12 T (g '
1.12) oz >z w(z) (u(y,r,z)uy (v yT,2)Y(y-y') +

uIm(y,r,Z)Uz(Y',raZ)Y(Y"Y))
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sont des fonctions analytiques dans D pour presque tous y et y'.

Par suite, on a

(5.1.13) V'E%E [z m(z)_l(uT(y,r,Z)u;7&',r,Z)Y(y-y') +

oD
u] " (y,7,2)u, (v',1,2)Y(y'-y) dz =

-—00

0

(5.1.14) 21Tn [ = w(z)'l(u‘f(y,r,z)u3 (y',r,2)Y(y-y') +

oD

u

Rappelons que, pour presque tout- y ¢ R, on a

+o0
. . du
(5.1.15) uiw(y r,z) = L 1-——1—{y r,z)
2 sty u(y) Z dy sl

r
4

u(y)

hx + ‘
(5.1.16)  u3 (y,r,2) ;" (y,1,2)

et pour presque tout y ¢ R , les fonctions z -
+oo .
-z > du1 (y,r,2) sont analytiques sur D.

8

On a alors, d'aprés le théoréme des résidus

1

(5.1.17) I

oD

+ u;m(y,r,Z)u;(y',r,Z)Y(y'-y))dz

: 1 1 -1
= 7 : (z w(z)) " (
p(yuly') 2im faD
du_°° du°°

| 0T, 2)uy (v, T, 2)Y(y ' -y))dz =

u

0.

+
1

[eo]
du

———

dy

oo(y’r’z)

[ = w(Z)-l(ui(y,r,Z)ugm(y',r,Z)Y(y-y“)

(y,r,2)

et

—00

du

dy

1 A
+ gy (D) T2 Y =y))dz

[ee] ) -0
_ w(O)_l (dul du
u(uly') “dy
-0 . [eo]
du1 : du1

(Y:rao) —d;—'(y' ,r,O)Y(y-y')

+ 'T}',_(y:ryo)'d_y'(y' ,r,O)Y(Y"‘Y))

\

(y',r,2)Y(y-y")
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pour presque tous y et y'. De méme, a-t-on

(5.1.18) 'E%F ] =z w(Z)_l(ui(y,r,Z)u (v'sr,2)Y(y-y')+uy ", Z)u (y'sr,2)

op . Y(y ~y))dz =
= -ir I 2! | (zw(z))” (u (y,r, Z)du ——(y',r,2)Y(y-y") +
HUly") 21m 7o,
o duT
+ ul (y:raz) dy (Y',r,Z)Y(Y'“Y))dZ =
. - du--Oo
- E%;%é%%Ty (W] (7,7,0— (3", 1, 0 ¥(y-y ") +

[}

dul
dy (Y',r,O)Y(Y"Y))

—00
+ UI (y,rgo)

pour presque tous y et y'. On a aussi

(5-1.19) g [z 0@ @D 0,2 Yy
oD

u;m(y,r,Z)ui(y',r,Z)Y(y'-y))dZ

w(0) ! d“T
L INGTY G 0 (57, 0Y(r-y")

-C0

dul o
+ —g§—(y,r,0)u1(y',r,O)Y(Y'-y))

pour presque tous y et y'.

(5.1.20) fi—ﬁ IBD z w(z)—l(u;o(y,r,Z)u;w(Y',r,z)Y(Y‘Y')
u;m(y,r,Z)u;(y',r,Z)Y(y-y'))dz
_r w(O)
= TOuGY (u (y,r, O)ul “y',r, 0Y(y-y'")

u (y,1,00u] (y',7,0) ¥ (y'-y))

Finalement, compte tenu de (5.1.6), (5.1.7),(5.1.8), (5.1.10), (5.1.13),(5.1.14),
(5.1.17), (5.1.18), (5.1.19) et (5.1.20), on a :
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1

(5.1.21)  Hr Ian @ T32)0 )y ey, r) 42 =
+00 duT duT”

- N y
= 0@ {1 ] Vo) (g5 55,0 [ (yr,00u,y (v dy”

00 [« + g
dul © dul ’
+ =g (751,0) fy = "1, 0uy(y")dy")dy
o duT YV
[ v,(» (g5 (y>750) IR TCAR HOTNCOTA

-00 -0

-00

dul © o
+ ——(y,5,0) [ u (y',r,0)u,(y")dy")dy
dy y 1 3

o e y du
Hr [ v G0 [ (ytr,0uy(yh)dy!
—® -0
00
-00 o dul
+u] (7,5,0) [ ==—(y',r,0)u, (y")dy')dy
! gy 2
L2 e Ve o
tr I V3(y) (ul(y’r’o) I ul (y ,r,O)u3(y )dy

[+ 0]
o
+u(y,1,0) [ u] (y',r,00uy(y")dy ' )dy }
y teo
+o00 du
Remarquons que les fonctions y -+ uI (y,r,0) et y -~ —3§—(y,r,0)

sont 3 valeurs réelles.

Maintenant, compte tenu de (5.1.5) et de (5.1.21) ainsi que de la

densité de C:GR,¢3) dans H(e,u,r), on peut énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme 5.1
On a, pour presque tout y € R,

(5.1.22) (Tr(e,u,r;{O})u)l(y) =0

(5.1.23) (ﬂ(e,u,r;{O}u)z(yj -

. o 4y y dul”
= -i w(0) (117-}’_)- —d—};—(y,r,O) :fm dy (Y',r,o)uz(Y')dY'

1 dqu ® duI
7Y A ! ' 1
+ u(y) dy (Y,r,O) Iy dy (y ,r,O)uz(y )dy )

o0

-1, 1 d“olo Y
+r ) Gy o5 10 {wul (v',r,0)u (y")dy'

4 -00
1 M

¥ U(Y) dY (yfr’o) jy UT(Y',r,O)u3(y')dy')

(5.1.24) (n(e,u,r;{o}u)3<y) = u,a(y)

y du;m
T (00U, (7)dy’

- r 0@ Gy uGar,0 J

=00

1 —00 ' «© dUT .
fay Y 0en0) Iy F(y"r’o)“z(y')dy')

2 o=l 1 e Y =,
=it w0 Gy ¥ 65F0) [ u] (3',r,00uy(y")dy’

+ u—(ly-j-u'l-w(y,r,O) fy UT(Y"r’O)u3(Y')dyf)
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5.2. Développement en fonctions propres et spectre de 1'opérateur
A(esu,r)s r > 0 dans le cas ot 0 < Cp <C=¢C

C'est le seul cas ol l'opérateur A(e,u,r) , r > 0, peut avoir des

valeurs propres.

Rappelons que selon les résultats du chapitre 3, aucun des points
' {clr}, {cor} et {czr} n'est valeur propre de l'opérateur A(e,},r).

Par suite, on a
(5.2.1)  I(e,u,r3le;rh) = M(e,m,rslegrd) = M(e,u,rifeyrh) = 0 .

11 résulte du théordme (4.8) que les deux intervalles ouverts (0,clr)
et (-clf,O) appartiennent 3 1'ensemble ré&solvant de 1'opérateur A(;,u,r),

r > 0.
On a donc

(5.2.2)  N(e,u,rR) = I = M(e,u,r;{0}) + M(e,u,r;(c r,cqr))

+ I(e,u, 13 (-cgr,—c 1)) + M(e,u,x;(cqr,cyr))

+ Ii(e, 1,15 (-cyr,—cyr)) + (e,u,1r;(c,r,®))

+ H(E’u’r;(—w,—czr)) .
Le projecteur H(e,u,r;{O}) a déja été déterminé par le théoréme 5.1.
Pour construire une représentation spectrale de l'opérateur " A(g,u,r), il
suffit alors de construire une représentation spectrale de chacun des
opérateurs A(e,u,r) M(e,u,r3(c T,cq7)), A(e,u,r) II(e,u,r;(-cyr,—cy1))

AH(S,u,r;(cor,czr)) R A(e,u,r)H(e,u,r;(-czr,-cor)) R AH(e,u,r;(éZr,W)) R
A(eyu:r)n(€,Usr;(_w’_czr))
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On pourra alors en déduire le spectre de l'opérateur A(g,u,r), r >0
P

ainsi qu'un développement en fonctions propres de toute fonction

f e H(e,usR).
S.é.l. Cas de H(e,u,r;(clr,cor))H(e,uﬂR) @ H(e,u,r;k—cor,-clr))H(e,uﬂR)
On sait d'aprés le théoréme 3.9 que si 0 < r < rys alors
H(e,u,r;(clr,cor))H(e,uﬂR) = H(e,u,r;(—cor,-clf))H(e,uﬂR) = {0}

Si r, <r <r k = 0, l'opérateur A(e,u,r) posséde k+l valeurs.

k+1?
propres dans 1l'intervalle (clr,cor); on a donc, dans ce cas

(5.2.3)V H(e,u;;(clr,cor)) =

N(e,u,r3{w,. (r)})
3 A}

N o=

0

De méme, si r = r k > 1, l'opérateur posséde k valeurs propres
s k b 9’ p
] PN
et on a de méme, dans ce cas :
k-1

(5.2.4) H(e,u,r;(clr,cor)) = I

M(e,u,r3{w, (X))
5 i

0

Chaque valeur propre wj(r) est simple et on a, pour tout

f e H(e,u5R)
(5.2.5)  ((e,u,x3lw, N () = |aj(r)|2(f,u(j))u(j)(y)

oll aj(r) est une constante de normalisation qu'il faut déterminer. Soit

Dj un disque ouvert centré au point {wj(r)} tel que D.1 ne contient

aucune autre valeur propre.

I1 résulte alors de (5.1.1) et du théoréme de Fubini que l'on a :

(5.2.6)  ((e,wrslo;MNEE) = - 557 [ @Eemmafgd
: oD,
J

pour tout f e H(e,usR) et pour tout g ¢ C:GR).
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I1 faut alors utiliser (5.2.6) pour calculer la constante de normali-

sation aj(r).

+
Chacune des fonctions z - u}w(y,r,z) est analytique dans
{z € C;clr < Re z < cor} pour tout j=1,2,3 et pour presque tout
y € R. Par suite, wj(r) est un pole de (G(e,u,r;z)f,g) car c'est

un zé&ro de la fonction w(z).

Rappelons que l'on a, en vertu de (4.100) et de (5.1.2)

—€,(2)h £0(2)  &5(2)
(5.2.7) w(z) =1ie {( + Yeos £, (z)h
Ho H, 1

56(2) £,(2) M _ €,(2)
Mo H, 61(2) Y

+ ( sin El(z)h}
Le lemme suivant montre que chaque valeur propre wz(r) est un zéro

simple de la fonction w(z).

Lemme 5.2 _
Chaque valeur propre mi(r) est un zéro simple de la fonction

z + w(z) ou encore

dw(z) ' s
(5.2.8) Iz z=wj(r) # 0 pour chaque j=0,1,2,...
Démonstration

Rappelant (3.63), (3.64), (3.103), (3.104), (4.5), (4.87), un calcul

simple montre que
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g£! .(r)h -
(5.2.9) ~1ie 23 [ dulz);

z=wj(r)

gro.(x) &) .(xr) u, . . (1)
= [( 0,J 2,] ! 2] ycos El’j(r)h

cfg (r) Yo My El,j(r) Wy

i,]

Eb,j(r) . Eé’j(r)

Ho Hy

- ( )sin El’j(r)h]

1 1 1 1

- ( 3 + ; ) cos &, .(r)h
2 Eo’j(r) Cguz Ez’j(r) 71,3

1 1 £y,50) 1y
Hy & j(r)

’

Eo,j(r) 1 My Eé’j(r) Eé’j(r) Y

}sin § J.(r)h.

+ —_—
Mo gy o Fi® 0 Yoo Y2 e o D

Rappelons que nous avons

Eb,j(r) . €§,j(r)

(5.2.10) ( i i

)cos El’j(r)h

£0 () E) () wp o B L@®
] 2,3 | - l,_] - )
Ho m E L ® T ) sin &) (Dh =0 .

+

Par suite, on a

R N N T T L

.2. -
(G-21D =T ® T

)cos El,j(r)h

2,5, 8,5 (Eb,j(r) FNONST 6,52

=-( -,
Ho U, Ho Hy &) s(1) My

s

sin El j(r)h .
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De (3.64), on déduit que
(5.2.12) j m< £ J.(r)h < (jH1)T , 3=0,1,2,...
3
Par suite, sin El j(r)h a un signe constant et on a
b

sin gl J.(r)h >0 si j est pair
2
(5.2.13)

sin El,j(r)h <0 s1 j est impair .

Par suite, si j est péir et si j m< El j(r)h < (3+ %) 7, alors
H

(5.2.9) et (5.2.11) montrent dans ce cas que

dw(z)

[ dz z=mj(r) 70.

De méme, si j est impair et si j 7 < El J.(r)h < (3+ %)ﬂ , alors
b

(5.2.9) et (5.2.11) montrent aussi que, dans ce cas,

dw(z)

[—HE~_'z=wj(r) 70.

Pour traiter les deux autres cas, considérons 1'expression suivante

1 1 1 1
(5.2.14) A=-( ; + ; Ycos &, .(r)h
czuo Eo’j(r) 03“2 52,j(r) | 1,]
_ 1 Eé’j(r) Hy
2 ' s £ (r)
COUOEO,j(r) 2 1,
En . (1) u
0,] 1 1 .
* Ho (r))Sln gl,j(r)h
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60 €

- - 2
TN Ol B R
% £2,5(0) &  &,; (0 W

€ gy w

= - ES:ET;T (cos El’j(r)h + ™ 51,'(r) sin El’j(r)h)
€2 - g',-(r) 111 .

- Egj}(;y (cos E]’j(r)h + g gl,j(r) sin £l’j(r)h)

Or, en utilisant (5.2.10), on montre facilement que l'on a

g . (r) £ (1)
(5.2.15) A= (= L 5 2’131 +— 1 . 0,]
<080, ) 2 e5€y 5 (@ Ho
g, .(r)
- 1 1 1,3 .
¢ 5 * 2) T sin El’j(r)h

cofh (7 egEy (@

Maintenant, si j est pair et si (j+ %)ﬂ'< El J.(r)h < (j+1)m,
b

Al

si j est impair et si (j+ %yﬂ < El J.(1:)h < (j*l)m , alors

™ v G kg g @ Lt

) cos El’j(r)h4

sin &l j(r)h et cos gl j(r)h sont de signe contraire. Il résulte alors
s bl

de (5.2.14) et de (5.2.15) que tous les termes du membre de droite de

(5.2.9) sont des nombres réels différents de z&ro et de méme signe; par

suite, dans ce cas aussi, on a

dw(z)

[_EE_—] # 0

z=wj(r)

ce qui aché&ve la démonstration du lemme 5.2.
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Les solutions u—m(y,r;wj(r)) et uw(y,r;wj(r)) sont  proportionnelles :

on a
(5.2.16) u“(y,r;wj(rn = Cluy <r))u'°°(y,r;wj<r)) .

En se reportant aux expressions (4.92)-(4.99), on voit immédiatement
que l'on a v

1 —gé’j(r)h l-lo . gé,j (r) E‘é,j(r)

—_ e 5 ( -—
2 Eo’j(r) Uy Uy

(5.2.17) é(wj(r))A= )cos El j(r)h

El’j(r) . Eb’j(r) Eé’j(r) u,
Uy Yo Uy | E1,j(

+ ( r))s:i.n El,j(r)h) s

C(wj(r)) est une constante réelle.

En utilisant (5.2.10), on montre facilement que l'on a aussi

: 2,30k £2,5(®) ¥ :
(5.2.18? C(wj(r)) = e (cos El,j(r)h + , 51 e sin El’j(r)h) .

’

En utilisant de nouveau (5.2.10), on trouve que

( + 253
Ho Hy

=g! .(r)h E! .(xr) &} .(v)
(5.2.19)  Clug(r)) = e 233 0,j

£ . ()
il

|
E2,j)2 M
H Hy

gl’j(l_))31n El’j(r)h .

(5.2.19) montre que C(wj(r)) "est du méme signe que sin €l j(r)h.
: b

Posons

£' . (r)h
s 72,5 dw(z)
(5:2.20)  H(y()) = - e B ,]z=wj(r)
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La démonstration du lemme 5.2 a montré que u(Qj(r)) est une

constante réelle de méme signe que = sin El J.(r)h.
s
De (5.1.7) et (5.2.6) on déduit immédiatement que l'on a

(5.2.21) (E(e,u,r;{wj(r)})f,g) =

wj(r) g' .(r) u

EE e cm————— -3 l .
= u(wj(r))(cos El’j(r)h + ™ gl,j(r) sin El,j(r)h)

!

00 -0
(f,u (-,r;wj(r)))(u (-,r;wj(r)),g) .
Or, en vertu des remarques qui précé&dent, la constante

w, (r) Eé,j(r) Hy

R | \
izagrgyy(cos El,j(r)h + 0 51 j(r) sin El’j(r)h)

b

est toujours strictement positive. On pose donc

w, (r) Eé’j(r) My

- J
Wy @) (08 €y, @h

(5.2.22) aj(r) = ( i El,j

Posons maintenant

(5.2.23) U(j)(F,B,I;Y) = éj(r)u—w(y’r)wj(r)) .

On a alors

(5.2.24) (E(e,u,r;{mj(r)})f)(y) = u(j)(e,u,r;y)(f,u(j)(e,u,r;-))H(s’u’r)

On sait que 1'élément

Gy sin al’j<r>h>>‘

/
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U, T3Y)

(o

(5.2.25) v(j)(e,u,r;y) -uéj)(e,u,r;y)

sULT3Y)

est un vecteur propre de l'opérateur A(e,u,r) pour la valeur propre
—wj(r). On constate immédiatement que ce vecteur propre est normalisé
3 1'unité :

(5.2.26) ||v P e 1.

M e usmy =

Par suite, on a
(5.2.27) (E(e,u,r;{—wj(r)})f)(}’)=

- v(j)(e,u,r;y)(f,v(j)(e’“’r;')H(e w;R) °

On peut, en résumé, énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 5.3

Supposons que 0 < ¢ < ¢g < ey Sott L <r<r. . »k=20, alors

L 'opérateur A(e;u,r) a 2(k+l) wvaleurs propres.

Définissons
. ) () :
(5.2.28) fj+(€,]_l,r) (f(-)’u (E’P,r’o))H(E’u;]R)
- ) () .
(5.2.29) £, _(e,u,r) = (£(),v (E’“’r"))H(e,uﬂR)

pour tou® f ¢ H(e,usR) et tout j=0,1,...,k.

Définissons les applications Ur+ d(e,p,r) suivantes :
) . -9

©(5.2.30) Uri;d(e,u;r):H(e,uﬂR) +>Ck+1

par
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. . - - k+1
(5.2.31) Ur+;d(e,u,r)f = (f0+(e,u.r),f,+(e,u,r),---,fk+(e,u,r)) e ¢ .

2 s 2 k+l
(5.2.32) U__ 4(e,u,D)f = (£y_(es1,1), £, _(€,1,1) 5000, f, _(€,U,1)) € € .
. 14

Alors

(5.2.33) [0, ((e,0,0) (g, (€,1,0),F) (60,0, B (6,0, W)

k .
= ¢ f£. (g,u,0)u
j=0 I* |

(j)(e,u,r;y)

(5.2.34) [Ur_’d(e,u,r)*{(fo_(e,u,r),fl_(e.u,r),-—-,fk_(e,u,r))}](y)

~

= ¢ f. (8,u,r)v(j)(e

_ sH,T3y) .
j=0 7

De plus

]
—

*
(5'2'35) Uri,d(e’u’r)uri,d(e,u’r)
*
(5.2.36) U_, (e,1,1) Ur+,d(e,u,r) = E(g,u,r;(c 1r5c,1))
b
(5.2.37) Ur_’d(s,u,r)*Ur_’d(E,ll,1') = E(S,U,r;(‘cor,“clr)) .
2 r=1, , k21, L'opérateur A(e,u,xr) a 2k valeurs propres
k P
et dans ce cas l'énoncé du théoréme reste le méme & condition de faire
variter j entre 0 et k-l.
La construction compléte de la famille spectrale II(g,u,r;A) de

1'opérateur A(g,u,r) est basée sur l'analogue de la théorie de Weyl-Kodaira.

A la connaissance de 1'auteur, la transposition de la théorie de Weyl-Kodaira
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n'a pas encore &té faite pour l'opérateur A(e,u,r). Considérons le
coefficient matriciel de é%- dans 1l'opérateur A(e,u,r); on voit

immédiatement (cf. 2.72) que celui-ci est &gal 3

0 i el o
(5.2.38) [iue™? 0 0
0 0 0

or, la matrice (5.2.38) est singuliére. Or, dans la littérature, seul le
- cas de systéme du premier ordre tels que le coefficient matriciel de
'l'opérateur é%- ne soit pas singulier, a &ét& traité (cf. [9 , exc. 20,
p. 2601).

En fait, la singularité de la matrice (5.2.38) se traduit par le fait
que X = {0} est une valeur propre de multiplicité infinié, ou d'une
matrice &quivalente, par la présence du térme %-P3 dans 1'expression (4.56)
de la résolvante. Mais, une fois calculé le projecteur Ii(e,p,r;{0}), le

facteur é-P ne joue aucun rdle dans la détermination de la famille .

3
spectrale II(e,u,r3A) , A # 0, et la théorie est alors strictement

analogue & celle de Weyl-Kodaira comme on peut le montrer. Les détails
sont fort longs et ne sont-qu'uhe transcription directe de 1la tﬁéorie
classique.  Aussi, on se contentera ici de rassembler les résultats

dans deux théorémes basés sur une formulation de la théorie de Weyl-Kodaira

due 3 N. Dunford et J.T. Schwartz [10].

Théoréme 5.4 _
Soit. A(e,u,r) L'opérateur autoadjoint défini par (2.71) et (2.72).
Soit IH(g,u,A) sa famille spectrale.
Supposons que :
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(5.2.39) A= (AA)) <R - {0}

(5.2.40) ¢j(e,u,r;k,y) sont définies et continues pour (y,\) e R x A
et j=1,2 .

(5.2.41) ¢j(e,u,r;A,y) s J=1,2 est une base pour les solutions de
AGE,1,1) ¢ (,1,730,3) = X ¢0d (e,1,132,)
pour y e€ I et A e A.

Il existe alors une mesure matricielle positive unique o = (pjk),j,k=l,2
sur A telle que
1. pour tout £(.) € H(e,usR) la limite suivante

(5.2.42) EQ\) = (fl(x),fz(x)) = 1lim
b o

1
((f(,),x.[a’b](.)d) (e’u’r;}\"))ﬂ(e,uﬂR) s

2 .
£f(.) ,X[a’b](.)q) (e,u,132, -))H(E’um)

existe dans l'espace de Hilbert LZ(A,p), ou Xra b](') est la

fonetion caractéristique de 1l'intervalle [a,bl;

2. 1l'application T(g,u,r):H(c,u;R) + LZ(A,D) définie pour
T(e,u,r)f = f(.), est un opérateur partiellement isométrique

surjectif de projecteur initial I(e,p,r;A);

3. l'isomorphisme imverse T(e,u,r)* de LZ(A,p) sur I(e,u,r;M)H(g,uR)

est donné par
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: H
. 12 .
(5.2.43)  (T(e,u,0) D =HeuB - limf T o eumnE; Wdo, )
>) -~ Ho jLk=1 - o
SR

avee [uo,ull c A

4. pour toute fonction boréliemmne Y(A) sur. R dont le support

est contenu dans AN on a

(5.2.44) T(g,u,r)D(Y(A(g,u,1))) = LZ(A,p) n {E=w<x)f(x) € LZ(A,p)}
et
(5.2.45) T(e,u,r)P(A(e,u,r))E) () = w(A)f(k) .

Le théoré&me suivant permet de déterminer la mesure matricielle

(951 (-))-

Théoréme 5.5 _
Sotent A(e,u,r),A,¢j(é,u,r;A,y) (j=1,2) vérifiant les conditioné
du théoréme 5.4 et soit p(.) la mesure matricielle correspondante.

. Soit [ul,uzl un intervalle compact contenu dans N et soit
6((u1,u2)) un voisinage complexe de (ul,uz). Supposons que les
f?nctions oI (e,u,r3,y)  (i=1,2) soient prolongées par des fonctions
ol (e ur32,y)  (§=1,2), avee  (z,y) € 0((u 1)) x ®-{0}u(A]))
telles que
1. les fonctions (z,y) =+ ¢j(e,u,r;z,y) (j=1,2) soient continues sur

B (1)) ¥ @R-({0}u{nl}));

2. ¢I(e,u,r32,.) (j=1,2) forment une base de l'équation

A, (,r32,.) = 2 63 (eau,Tsz, )

pour tout z € 8((u;,u,)) ;
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3. les fonctions ¢J(€,u,r;z,y) (3=1,2) sont analytiques sur

6((ul,u2)) pour presque tout y € R fixé.

© La fonction de Green G(g,u,r;y,y',z) donnde par (4.32)—(4.3@2 a alors

la représentation suivante, pour i=1,2,3 et j=l,2,3

. 2 - k T
r 8 ,(2)¢.(e,u,r;2,y)0.(g,u,132,y")
k2 i ]
k,l=1 t
pour y <y
(5.2.46) G j(e,u,r;y,y',Z) =
2, K T —
z 6 (Z)¢-(€,U,r;z,y)¢-(ﬁsu,r;z,y )
k& i ]
k, 2=1 '
pour y 2y

pour tout z € 6((u],u2)), Imz # 0.

De plus, la matrice 2x2 : 6" (z) = (Giz(z)) posséde les propriétés
sutvantes :

a. ei(z) est analytique sur 6((ul,u2)) -R ;

b. ona

u2-6

(5.2.47)  p((u)51p)) = lim lim o= | {6* (A+1€)-8" (A~1€) }dA .

340 €40 ul+6

Nous allons maintenant utiliser ces deux théor&mes pour achever

l'analyse spectrale de l'opérateur A(e,l,r) , r > 0 .

\

5.2.2. Cas de H(e,u,r;(Cor,czr))H(e,uﬂR) ® H(e,u,r;(-czr,-cor))H(e,uﬂR)

Afin d'appliquer les théorémes 5.4 et 5.5, il est nécessaire d'utiliser
des solutions de 1'&quation A(g,U,r)¢ = z¢ analytiques dans un voisinage

complexe de (cor,czr) et de (—czr,—cor). A cette fin, nous utiliserons
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les déterminations z - Ej(z) , j=0,1 et z -+ Eé(z) définies
respectivement dans les définitions 4.1 et 4.11. Chacune de ces

fonctions est analytique dans 1'ouvert
(5.2.48) 6 = {z € C;Re z € (cor,czr) U (—czr,-cor)}'.

On montre alors facilement & partir de (4.97)-(4.99) et de (4.88)

et (4.89) que 1'on a d la foispour Imz >0 et Imz <0

£)(h | ~iE,(2)y oy E@
e . {-5 e (cos El(z)h (1 -1 gafzy-jzg—d
E)(z) U g, (2)
. 2 1 . 0 1
fem b Oy T e )
i (2)y u £,(z)
+ %-e 0 (cos El(z)h (1 +1 E—%;T i )
20 2
(5.2.49) |
0 E'(z) u %) g (Z)
u, {y,r,z) = . 2 1 s 0 1
! , Pein § @b ey T i g )
pour y £ 0
AL £5(z) u,
e cos z)(y-h) - —— sin £.(2) (y~h))
1 Hy EI(Z) _ 1
pour (0 £y <h
-, (2)y

e _ pour y 2 h
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-£,(z)h -i& (2)y E~(z) E&)(2)
i %2 1 0 _ . 0 2
~ e {-7 e (-cos El(z)h(l i + i )
&, (2) En(z) E1(z) u
. 1 . -0 2 1
+ sin gl(Z)h ( ul _ 1 uo 112 El(z) )
i (z)h E.(z) E&)(2)
s L0 (-cos &, (z)h(-i 0 + 2 )
o 2 L Yo Hy
(5.2.50) u,(y,r,2)= ‘
£ (z) £.(z) E5(z) W
. 1 . 0 2 1
+ sin EI(Z)h( ul + 1 uo uz gl(z))}
pour y <0
; -£,5(2)h £,(2) £1(2)
-e ( sin El(z)(y-h) + cos EI(Z)(Y‘h))

I 2
pour 0 £y <h

[\
=3

e pour y

(5.2.51) u3(y,r,z) =-§

o) uT(y,r,z) pour y ¢ R - ({0}u{hl})

En fait, uw(y,r,z), définie par (5.2.49)-(5.2.51), est aussi
solution de A(e,u,r)uw =zu pour tout z e R et 2z ¢ (cor,czr)u(—czr,—cor);
ainsi prolongée uw(y,r,z) est analytique en tout point z ¢ © pour pres-—
que tout vy € R.

Maintenant, nous introduisons deux solutions de 1'équation

A(E,U,Z)¢(Y,r,z) =2 ¢(Y,r,zj .

La premié&re, notée ¢1(y,r,z), est la solution analytique en tout point

-0
z ¢ 6 pour presque tout y € R, qui coincide avec u (y,r,z) en tout
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point z € 6 tel que Im z > 0. La seconde, notée ¢2(y,r,z), est

la solution analytique en tout point z € 6 pour presque tout y € R,
-0

qui coincide avec u (y,r,z) en tout point z € 6 tel que Imz < 0.

I1 résulte, de (4.93)-(4.95) et de (4.88) et (4.89), que l'on a

-i& . (2)y
e O s ' y<0
Hy Ep(@)
cos El(z)y -1 2—123-31n & (z)y , O0<y=<h
£)(z)(y-h) u - &5(2) £q(2)
1 2 2 2 . °0
E-g E ) (cos E (z)h( 0 -1 i )

@ G  § @

“0’ My E(Z) My ))

—'sin El(z)h(l

(5.2.52) ¢ (y,r,2) =

| Ey@ ), S | B

7 e Ejz—y(cos E (z)h(i ™ f ™

+

g u £y (@)

+ sin El(z)h (\111 -1 gl(z) s g, ))

y2zh
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Eo(2) -igy(2)y

1
z g, © ’ | y=0
1 5@ & (2)
;—( i cos El(z)y -1 sin £l(z)y)
0 < vy <h
g, (z) (y-h) £.(2) €4(2)
1 °2 282 5
(5.2.53) —;— (G e (cos &, (2)h( ™ i g )
€, (z) €,(2z) €5(z)
1 . 0 2 1
- sin £, (2)h( +i
sin El V4 U] uo uz 'gl(z)
| ~€5(2) (y-h) 5, ; 0
tye (-cos gl(z)h(—Ii;_— Hy
. £, (2) En(z) E5(2) w
; 1 . -0 2 1
- &3 h(——— - i )
sin & (2)h( W Hy My, &(2)
y 2h
(5.2.54) ¢§(y,r,z) = g'ﬁ?%T ¢i(y,r,z) pour tout y ¢ R - ({0}u{n}) .
Compte tenu de (4.28)-(4.30), on pose donc, pour tout z € 0 :
2 1 —
(5.2.55) ¢y (ysr,2) = ¢,(y,r,2)
2 1 -
(5'2‘56) ¢2(y,r’2) == ¢2(y’r,z)
(5.2.57)  #3(y,r,2) = ol(y,r,3) .
I1 résulte de (4.88), (4.89), (4.100), (5.2.49)—(5.2.54), que 1l'on a
(5.2.58)  WW"(.,r,2),0!(.,r,2))

AL NO RIS
= -~ {( 0o + 1 ™ )cos El(z)h
@) E3(2) B, (2)

+ ( i uz El(z) -1 0 )sin El(z)h} .
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(5.2.59) w(uw(. 3T, 2) ,¢>2(-,'r,z)) =

-£,(z)h V(o
et S® f;2<z)).cos .
2 “0 u2 1
o) E3(2) W £ (2)

- ( ™ uz gl(z) + i T )sin Elh}.

I1 résulte de (5.2.52)-(5.2.57) que l'on a pour tout z € 9 :

£q(2)
(5.2.60) w(¢l(-,r,2),¢2(mr’z)> = ‘% 30

Nous savons déja que W(uw(.,r,z),¢l(.,r,z))<# 0 pour tout 2z ¢ 6
tel que Im z > 0; de méme W(uw(.,r,z),¢2(.,r,z)) # 0 pour tout z ¢ O
tel que Im z < 0. On déduit immédiatement de (5.2.60) que
W(¢1(.,r,z),¢2(.,r,z)) # 0 pour tout z € 5.

On désire montrer que W(uw(.,r,z),¢l(.,r,2)) # 0 pour tout z ¢ O
appartenant 3 un voisinage complexe de tout intervalle [AI,AZJ contenu

dans (cor,czr) u (—c2r,—c0r).

Posons pour tout z ¢ 8 :

| 2P g £ u
(5.2.61) g(z) = > i (cos gl(z)h + TR ETTET sin &,(2)h)
' AR ITE £, (2)
(5.2.62) h(z) = ( cos gl(z)h - sin El(z)h)

z o

On a alors

(5.2.63) g(z)

g(z) pour tout z ¢ 6§
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(5.2.64) h(z) = h(z) .

En particulier, g()A) et h()A) sont réels pour tout

A€ (cor,czr) u (—czr,—cor).

De plus, on a, pour tout z € 6,

(5.2.65)  W(u"(.,1,2),6 (.,1,2)) = g(z) + i h(z)

(5.2.66) W(u”(.,r,2),0°(.,r,2)) = -g(2) + i h(2)

Supposons d'abord qu'il existe AO € (cor,czr) u (—czr,-cor) tel que
o 1 ~ . _

(5.2.67) W(u (.,r,XO),¢ (.,r,Ao)) = g(AO) + i h(ko) =0 .

Comme g(AO) et h(ko) sont deux nombres réels, (5.2.67) implique que

(5.1.68) g(AO) = h(ko) =0

et par suite

(5.2.69)  W@W(.,r,0),07(,rA0)) = = g(Ap) + i h(Ag) =0 .

Il existe donc deux constantes CT(AO) et cz(ko), différentes de

zéro, telles que

(5.2.70)  u"(,r.hp) = <] (A8  (or,0)

(5.2.71)  u”(,r,hg) = 5067,

(5.2.70) et (5.2.71) impliquent que les deux solutions ¢i(.,r,X0) et

2 . . . . .
¢“(.,r,A.) sont linéairement dépendantes, ce qui contredit
0

le fait que W(¢1(.,r,KO),¢2(.,r,AO)) # 0. Donc



- 111 -

W(uw(.,r,k),¢1(.,r,x)) ne s'annulle pas sur (cor,czr) 0] (—czr,—cor).
Considérons maintenant zy € 6 tel que Im zj < 0 et tel que
o 1 \ .
(5.2.72) W(u (.,r,zo),¢ ‘.,r,zo)) = g(zo) + 1 h(zo) =0 .

On sait par ailleurs que

(5.2.73) W(umv(,,r,zo),d)z(.,r,ZO)) _g(zo) +1i h(zo) * 0 H

on déduit donc de (5.2.72) et de (5.2.73) que

3

2i h(zo)'=.zg(z0)

(5.2.74) W(uw(;,r,zo),¢2(.,r;z0))
De (5.2.73) et de (5.2.74), on déduit que

(5.2.75) g(zo) # 0 et h(zo) #0 .

Compte tenu de (5.2.63), (5.2.64) et de (5.2.75), on a

(5.2.76) g(EO) #0 et h(EO) #0 .

De (5.2.63), (5f2°64)’ (5.2.66), (5.2.72) et (5.2.73), on dé&duit que

(5.2.77) 0 = glzg) - i Az = 8(zy) —\i h(zy) = —,W(uw(-,r,Eo),¢2(.,r,E ))

Ainsi, les zéros de W(;m(.,r,z),¢2(.,r,z)) dans 06 n {z ¢ €;Im z > O}

sont les co&plexes conjﬁgués des zéros de W(uw(.,r,z),¢l(.,r,z)) dans

6n{ze C;Imz < 0} et réciproquement.

Soit maintenant un intervalle ouvert (AI,AZ) tel que

[XI,AZJ c (cor,c r) U (—czr,—cor) et soit € > 0. Alors, dans le compact
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{z ¢ €;Re z ¢ [A,,A,1, Im z € [-€,e]}, contenu dans 6, la fonction
1272

analytique
z *‘W(um("rsz):¢l("r92))

n'a qu'un nombre fini de z&ros qui, en vertu de ce qui précéde et s'il

en existe, sont tous contenus dans {z ¢ C;Re z ¢ [AI,AZ}, Im z € [-¢,0)}.
I1 résulte alors qu'il existe €y > 0 dépendant de 1l'intervalle [XI,AZJ
tel que l'ouvert 6((AI,A2)) = {z € €; Re z(Al,Az), Im z > —eo} ne
contienne aucun z&ro de la fonction z - W(uw(.,r,z),¢ (.5ryz)). On peut

donc appliquer le thé&oréme 5.5 a 1'ouvert 6((A1,A2)) et 3 la base
{¢l(-’rsz)’um(',r’z)}'

De (4.35), on déduit immédiatement que l'on a, pour y < y' et

b3 (7,1 hrie)u] (3,7, dmie)

(5.2.78) G, j(e,u,r;y,y',k+i€) i

W@™(.,r, +ie), 00 (. ,r, *ie))
D'oli, 1'on déduit
(5.2.79) 611(}+i€) = 622(A+ig) = 62](A+i€) =0

i
W@ (., e, *ie),00 (., +ie))

(5.2.80) 612(A+i€) =

Pour X-ig, on a .

¢§(y,r,x—ie>u§(y',r,x+ie)

(5.2.81) Gl (e, 1, T3y,y sA-1e) = i po 2
> W (. ,r,A-ie) ,0° (., T, A-1€))

Mais on a

(5.2.82) 4% (y,1,2) = c ()¢ (y,r,2) + c2(2)u"(y,1,2)



- 113 -

avec

2 w N
(5.2.83) c?(z) _ W(¢1(-,r,z),u°°(.,r,z))
W (.,r,z),u (.,1,2))

W2 (. ,r,2),0' (,1,2))
W (. ,r,2),00 (0,r,2))

(5.2.84) ci(z) =

I1 résulte de (5.2.81)-(5.2.84) que l'on a :

(5.2.855 Gll(A—ie) = OZI(A—ie) =0

. 2
i cl(z)

(5.2.86) 6 ,(\-ie) — >
W (. ,TyA=i€) ,0° (., T, A-ic))

. 2
i cw(z)
(5.2.87) GZZ(A—iE) =

W@ (.t A1) ,02 (o, r,AmiE))

On voit immédiatement que, pour tout A € (cor,czr) U (—czr,-cor),
1lim (6,,(A+ie)-6, ,(A-1i€)) =0
€40 12 12 .

uniformément pour X € [AI,XZJ.
Par suite, on a

(5.2.88)  py  (TA;, A1) = 0y, (A ,3,]) = oy (TA;A,D) = 0

De plus, on a
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A £, E5(0h
(5.2.89) lim - OZZ(K—iE) = 2] ——— e

€+0 Ho
. 1 7 )
£10) XN , Eod) 50 W, )
(TZ—COS€1 ()\)h- ]Jl 51nEl (}\)h) + —ug—-(cosgl (}\)h+ -—u—z-— -2;—(—>\)—81n£1 (A)h)
uniformément pour A € [AI,AZJ
Par suite, on a
A
2 2
(5.2.90)  p,,(LA;,2,0) = [\ ap(eu,r;0)7dA
|
oli on a posé
: A EQM) /9 E Mh/2
(5.2.91) 0(8 H,r3A) = ( T )
0
1/2
‘ )
£500 £,0) , Eo) £0) 1
(————cosg, (M)h~ sinf, (A)h) "+ ——(cos§, (A\)h+ ——— 81n£ (A)h)
Ha : I ‘ W I £ o

Remarquons que ao(e,u,r;k) >0 pour A € (cor,czr) U'(—czr,—cor) car
A EO(A) > 0; en effet, si X ¢ (cor,czr), on a EO(A) >0 et si A<O0,
on a bien EO(X) < 0 d'aprés la définition 4.11. Le théoréme 5.4 et la

matrice spectrale

0 0
(5.2.92)  p(.) =< )
0 022(-)

définie par (5.2.88) et (5.2.90), définissent une représentation spectrale

compléte de 1l'opérateur
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(5-2-93) : A(E’u’r)n(€’Usr;(Coraczr)) 0 A(Eou:r)n(ggu,r;(—CZ:Q_COr))

d 1'aide de 1la fonction propre généralisée uw(.,r,k).' Pour cela, il

convient d'introduire la fonction propre généralis@e et normalisée suivante :
. :

(5.2.94) WO(E,U,r;Y,A) = aO(E,U,r;A)u (y,r,A) .

Compte tenu du théoréme 5.4, nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme 5.6

Supposons que 0 < ¢y <¢cg <cy. les limites

20 0y L 12 Y .
(5.2.95) fr+()\) = L ([cor,cer) lm(f(')’X[a,b](')wo(s’u’r’ sA))H(e,u;]R)
L a > - ! :
b > 4>
~0 2, . l .
(5.2.96) fr—()\) = L ([-czr,—-cor]) - 11m(f(')’X[a,b](')wo(e’u’r;")\))H(e,u;lR)
: a > —© .
b > 40

existent pour tout £(.) € H(g,uR).
Les applications U2+(e,u,r) et Ug_(s,u,r) définies par

0 C a0
(5.2.97) U, (e,u,m)f = £,
, 0 .. _ 20
(5.2.98) . U)_(e,u,0)E = £)_

sont des opérateurs partiellement isométriques subjectifs avec pour
projecteurs initiaux, respectivement H(e,u,r;(cor,czr)) et

(e, M,x5(=c,r,-cyr)), <.e.

. 0 O* _ 0 e O% _
(5.2.99)  U_ (e,u,0)U_ (€,U,1) = Uf;(g.u,r)urf(ﬁ,u,r) = jL

A
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100) USI(e,u,r)Ug+(8.u.r) = ll(e,u, T3 (cyT,cyT))
101) U (e,u,r)U (e,1, 1) = II(€,u,15(~c, r,=cyr))

Les isomorphismes réciproques U (e,u,r) et U (e,u, r) sont donnés

par
czr-é
100 O ES )G = HEw®) - Lin | ¥o(emmy i, 0a)
§+0 cor+6
Ox 20 .ot 20
103 @e,u,nE) ) ) = HiEuR) - Lin VolEs,rsy, VE_ (DX .
' §+0 -c2r+6
L'opérateur U (e H,r) (resp. (e,u r)) définit une représentation

spectrale de H(e,uJR) sur L ([c r,c r]) (resp. L ([—c r,-c, rl))
et relativement 4 Ii(e,u,r, (c r,c r))A(e Mu,r) , (resp.

M(e,u,r;(-c gTr=C r))A(e,u,r», i.e. pour toute fonection borélienne

Y(A) dont Ze support est contenu dans [c r,c r] (resp. [-c T~ r])

on a

0 0 £0 20
.1032) U2, (e,1, D@ (Ae,1,r))) = (£ ()3E () et WCIE ()

sont dans Lz([cor,czr])}

(respectivement

.103b) U _(e,4,r)D(Y(A(E,1,T)) = {f ROH f () et w<->22_<.>

sont dans Lz([-czr,-cor])})
et

103c) U (e,u,r)w(A<e,u,r)f)(k) Y(A) §S+(k)
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(respectivement

(5.2.103d) 00_(e, 1,20 (ACe,1,0)D) (V) = YOEL_ () )

5.2.3. Cas de H(e,u,r;(czr,w))H(e,uﬂR) ® H(e,u,r;(-w,-czr))H(e,uﬂR)

Comme dans le cas précédent, il est nécessaire d'utiliser des
solutions de 1'équation A(e,u,r)¢ = z ¢ analytiques dans un voisinage
complexe de (cor,czr) et de (—czr,—cor). Pour ceia, on utilise 1e§
déterminations 2z - Ej(z) , j=0,1,2 données dans la définitiom 4.11.

Chacune de ces fonctions est analytique dans l'ouvert :
(5.2.104) 0' = {z € €C; Re z ¢ (czr,m)tJ(fw,~c2r)} .

Nous allons introduire maintenant quatre solutions de 1'équation ;

A(e,u,r)$ = z ¢, analytiques sur 6'.

La premiére (resp. la sgconde), notée ¢1(y,r,z) (resp. ¢2(y,r,z)),
coincide avec u  (y,r,z) pour tout z € 8' tel que Imz > O (resp.
Im z < 0). De méme, la troisiéme (resp. la quatriéme), notée
¢3(y,r,z) (resp. ¢4(y,r,z)) coincide avec um(y,r,z) pour tout z e 6'

tel que Imz > 0 (resp. Im z < 0).

I1 résulte de (5.2.52)-(5.2.54) et de (4.88) et (4.89) que l'on a

pour tout z € 6'
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-ig. (2)y
e 0 s ¥ <0
Wy Ep(2)
cos El(z)y —iﬁ—o-msnl EI(Z)Y s 0sy<h
|, @ ) £,(2)  Eq(2)
5 e g;(';)— (cos E_,l(z)h ( “2 - UO )
1 , €,(2) My §,(2) E4(2)
(5.2.105) ¢, (y5r,2)= + i sin §,(2)h ( u E @ w, W )
| iE,@ ) w, £,(2) £y
5 e —é—z—(—ZT(cos El(z)h( i + m

£,(2) s £,(2) §,(2)
Hy £,(2) 1y, W

)

i sin Sl (z)h (

,yZh.



(5.2.106) ¢é(y,r,2) =

(5.2.107) ¢;(y,r,z) -z
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1

u(y)

+ sin El(z)h ( m
0

1

T2

+ sin El(z)h(

e ,ySO

u

0
£q(2) £, (@)
( . cos El(z)y - i sin EI(Z)Y3 » 0=y

0 1

i€, (z) (y-h) ' £,(z) §&,(z)

ge ° (i cos £ (2)h (— = ——)

Hy Ho

EO(Z) 52(2), My EI(Z)

T O BT

-i&,(2) (y-h) £,(2)  E4(2)

e (i cos gl(z)h(.u T
2 0

EO(Z) £,(2) 1y EI(Z)

b g @ Ty )

IA

y2h.

¢}(y,r,z) pour tout y € R - ({0}u{nl}).

COmpté tenu de (4.28)-(4.30), on a donc pour tout z € 6 :

¥

(5.2.108) 02(y,7,2) = ¢;(y,1,%)

]

(5.2.109) ¢§(y,r,z)

- 63 (3,1,2)

(5.2.110) ¢5(y,7,2) = 43(y,7,2)

Compte tenu de (5.2.49)-(5.2.51) et de (4.88) et (4.89), on a, pbur

tout z € 6'
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ig,(z2)h -ig,(2)y o &y (2)

e {7e (cos &, (2)h(1- 5@ i, —)

Ez(z) ¥y Mo El(z)

*isin & @0 CS—F Gy Y@

))

1 ig (2)y Mo &,(2)

tye (cos &l(z)h (1+

@ Ty

(5.2.111) 63 (3,1,2) 1 sin £ (b ( L@ L@

ig,(2)h _ €,(2) 1y _
e (cos EI(Z)(y-h) + i ET(;; sin EI(Z)(y-h) ,

2

ig,(2)y
e

i§,(z)h -1, (2)y £E.(z) &,(2)
e 2 (5 0™ (-icosgl(z)h(g 220y

Ho H2

£ () E(@) 5@ 1

+sin €)@ (Gr— - = S )

| iEy(2)y £,(2)  £,(2)

e (1 cos E (z)h ( + )

+ -
2 Yo Hy

3
(5.2.112)  ¢5(y,r,2) = g (z) go(z) £,(2) 1y

+ sin g (Z)h( 1 .uo uz g (Z)))} » ¥ S 0

i, (2)h &, (2) £,(z)
LT A i g (@) -

cos El(z)(y-h)%
1

£,(z) 1&.(2)
_lz eo y yZh
Z]Jz
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(5.2.113) $3(3,1,2) = L s 01(7,r,2) pour y e R —({olu{nb) .
Enfin, compte tenu de (4.28)—(4.30); on a, pour tout 2z € g' :
(5.2.118) ¢4 (r,r,2) = 63(y,1,2)
(5.2.115) 63(y,1,2) = = 63(y,5,5)
(5.2.116) ¢3(y,x,2) = 30315 -

I1 résulte de (5.2.105)-(5.2.110), que 1'on a

(5.2.117) W(¢2(-,f,z),¢l(°’r)Z) =

2 EO(Z)
z Y,

De méme, de (5.2.111)-(5.2.116), on déduit que

_ £, (2z)
(5.2.118) W(*(.,1,2),6%(r,2)) = - 2 ﬁ .
2

I1 résulte immédiafement de (5.2.117) et (5.2.118), que pour tout

z € 8', on a
(5.2.119) W(62(.,r,2),0' (.,r,2)) # 0
(5.2.120) WY (. 152),6°(.,1,2)) # 0 .
Il résulte de (4.88), (4.89) et de (4.100), que 1'on a

(5.2.121) W (.,1,2),0' (2,1,2)) =

R L WO NN

= - { ™ * W Jeos &, (2)h -

() Ey(®) Ey(2) 1
Ul * UO Uz El(z

-1

7) sin € (2)h )
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(5.2.122) w(¢2(.,r.Z),¢2(.,r,z))

-i§ . (2)h
_ e 0 {(EO(Z) . €2(Z)

z Yo Hy

)cos El(z)h

] EI(Z) EO(Z) €,(2) My
+ 1 +
Wy o oy EI(Z)

)sin £, (z)h}.

I1 résulte de (4.100), que 1l'on a
(5.2.123) W(¢3(.,r,z),¢l(.,r,z)) # 0 pour tout z ¢ 6' tel que Imz >0
(5.2.124) w(¢4(.,r,z),¢2(.,r,z)) # 0 pour tout z € 0' tel que Im z < 0.
De plus, on a
(5.2.125) W(0>(.,1,2),6' (.,1,2)) = g'(z) + i h'(2)

avec

£0(2)  E,(2)

(5.2.126) z g'(z2) = ¢ ™ + ™

)cos El(z)h cos gz(z)h

£, (2)  E5(2) E,(2) w
+

+ ( m i s El(z))Sin El(z)h sin Ez(z)h

E0(2)  £,(2)

(5.2.127) z h'(z) = ( ™ + ™ ) cos £,(z)h sin £,(2)h

62§ 6@

- ( My Hy My, E,(z

))sin El(z)h cos EZ(Z)h

pour tout z € 6°',



- 123 -

I1 résulte de (4.90) que l'on a

(5.2.128) g'(z) = g'(z) et h'(z) = h'(z) .
Par suite, pour A = z €eR, g'(.) et h'(.) sont des fonctions réelles.
On désire montrer que W(¢3(.,r,A),¢l(.,r,A)) # 0 pour tout
A€ (c2r,w) U (-w,-czr). '
Supposons qu'ii existe AO € (czr,w) u (-W,—czr) tel que
(5.2.129) WO (1,200,015, 000) = 8' () + L B (A) = 0 .

On a donc

(5.2.130) g'(A) =h'(Ay) =0 .

Soit |
(5.2.131) (goizo) f 52520)) cos £, (Ah cos E,(\)h

R (51:0) + 50520) 52}20’ 51:](*0)) sin £, (Ap) sin £, (\h = 0
(5.2.132) (50520) + Ezizo))cgs £, ()b sin E,(A)h

'A(El$?0) + goizo)-gzizo),gltio))sin £, ()b cos E,(Ah = 0 .
Enyéliminan; (EI:TO) + goizo) 52520) Eltio)) de (5.2.131) et (5.2.132),

on trouve :
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£, £,00)
+

(5.2.133) (
Ho Hy

Ycos El(Ao)h =0 .
Er(Ag)  E,(A)
De méme, en éliminant ( 00 + 2_0 ), on trouve .
UO Uz

£,g) 52y &, )
(5.2.134) ¢( m + ™ i g10\0)) sin £I(A0)h =0 .

Or, lorsque A € (c2r,w), on a Ej(A) >0 , 3j=0,1,2 et lorsque
A e (—m,—czr), on a Sj(k) <0 , j=0,1,2. Par suite, (5.2.133) et

(5.2.134) ont pour conséquence

(5.2.135) cos El(ko)h = sin El(Ao)h =0
ce qul est impossible.

Donc, & tout intervalle ouvert et borné (X],Az) tel que
[XI,AZJ c (czr,w) U (~w,-c2r) on peut associer comme dans 5.2.2 un nombre
€y > 0 tel que sur l'ouvert 6'((AI,A2)) suivant :
(5.2.136) 6'((AI,A2)) = {z € C3Re z € (Eér,w) ") (—w,—czr)

et Imz > —eo}.

La fonction =z ~» w(¢3(.,r,z),¢l(.,r,z)) ne s'annulle .sur 6'((X1,A2)).
On appliquera donc le théor&me 5.5 a 1l'ouvert 6'((11,12)) et 3 la base

{¢l(-sr’z)9¢3(-,r,z)}-

De (4.35), on déduit immédiatement que l'on a, pour y <y' et
Atie € 9'((AI,A2)) :
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61 (7,7, M410)¢] 7", A-ie)
i

(5.2.137) 6, (E,1sT3Y,Y "y A+iE) 3 1
o W~ (., M*iE) ,¢ (2,1, *iE))

N

03 (3,1, h=ie)3 (' x, hwie)

(5.2.138) -Gi j(e,u,r;y,y',A—ie) i

WO (.or,drie) 02 (L ,r, i)

De plus, on a

(5.2.139) 9*(.,r,2) = ¢ (@0! (,r,2) * ch@6%(.,x,2)

@' (,r,2) + 5207 (,x,2)

n

(5.2.140) ¢2(.,r,z)

avec

W2 (.,r,2),03(.,r,2))
W' (. ,r,2),07 (., r,2))

(5.2.141) cf(z)

2 1 :
2 W~ (.,r,z),¢ (.,r,2))
(5.2.142) c3(z) 3 i
- Wi (.,r,z),¢ (.,r,z))

4 3
(5.2.143) ¢} (2) W(¢1(-,r,z),¢3(.,r,z))
W(¢ (~’r’z),¢ (.,r,z))

WOt ,r,2),00 (or,2)

4
(5.2.144) c._(2)
3 W (e or,2) 500 (0 ,rh2))

D'oli 1'on déduit

(5.2.145) 631(X+1€) = 633(%+1€) =0



- 126 -

i cl(k-ia)

(5.2.146) e“()uie) 3 l .
W($~ (. ,r,A+i€) ,¢ (. ,r,A+ig))

i cg(k-ie)

(5.2.147) 613(A+ie) = 3 i
W™ (.,r,A+ie) ¢ (.,r,A+i€))

(5.2.148) 6, (A-ie) = 65, (A-ie) = 0

i cf(x—ie)

(5.2.149) 0,,(\-ig) =
13 W (LT A-1€),02 (0,1, A-1€))

i cg(A—ie)

(5.2.150) 0,,(A-ig) =
33 w6t (L, roa-ie) 02 (. 1y Amie))

11 résulte de (4.88), (4.89) et de (4.100), que 1l'on a

(5.2.151) W@ (.,r,2),6 (.,r,2)) =

@R g ey g @
e

) cos El(z)h +

CE,(2) &5(2) 1y €,(2)
+ 1( -
My  Hy &)

)sin €, (2)h }

(5.2.152) WW2(.,r,2),0°(.,r,2)) =

i€, (z)h
e 2 {(EO(Z) _ EZ(Z))COS £ (b +
.z Ho Hoy 1
£, (z) &,(z) £€,(z) u
v 1 _ 20 =2 1

m g W, ey sin f@n
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On montre alors facilement & partir de (5.2.121),(5.2.122), (5.2.151) et
(5.2.152) que 1l'on a

(5.2.153) 1lim (6 (A+i€) - 613(X—i€)) =0
e+0 '

uniformément par rapport a A ¢ [AI,KZJ. On a donc

(5.2.154)  p 3([A;s2,D) = pgy  ([A[52,0) =

.On montre, a partir de (5.2.118), (5.2.121) que l'on a

£, {
(5.2.155) 1lim 6, (A+ig) = 2i A

e+0 1 Hy
S |
EoV)  E,(0) &M Eo(l) g, 1
( s + ™ ) cos E (AYh+( 0 ™ T (A)) sin g (Mh

uniformément par rapport a3 X € [Al,kz].

De méme montre—t—on que

Eo)
(5.2.156) 1lim - 633(A ig) = 21 A
40 Ho

EoM) EZ(A) 9 & W) EO(A) E,(0) 1y }
( m ™ ) cos™g, (l)h+( 0 i TR (A)) sin E (Mh

Remarquons que pour tout A € (czr,w) U (—czr,-w), ona A QO(X) >0

et A EZ(A) > 0. Par suite, on pose pour tout A ¢ (czr,w) U (—m,—czr) :

: ' A E, () .
(5.2.157) a't(e,u,r3)) = (———3—-—)”2{
K o Uz

. 1 '
Ee) &, o, &M EO(A) £, 1, 1/2‘}
¢ i + W ).COS £ (A)h+( T g ™ E (A)) sin E (M)h]
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A EL (D)
(5.2.158) a (g,M,r3)) = cfgf%——ol/z {
0

1

|

50 50, E B0 e, v 5 /4
[¢( s + 0 )“cos EI(A)h+( m + ™ i EI(A)) sin Ei(l)h]
On a donc
)
(5.2.159) py (DA, A1) = [ & (&,u,r30)d)
1
Ay

il

(5.2.160) py(LA L2, D) [y & (emr3ar, '

1

Posons maintenant pour tout A € (czr,W) U (-W,-czr)
+ + 1

(5.2.161) ' (g,1,r3y,0) = a (€,1,13M)¢ (y,135))

(5.2.162) Y (€,U,T3¥,A) = a'(e,u,r;k)¢3(y,r;k)

»

Le théordme 5.4 et la matrice spectrale

911(°) 0
(5.2.163) p(.) = ( )
0 P43(+)

définie par (5.2.159) et (5.2.160) définissent une représentétion spectrale

de 1l'opérateur
(5°2'164) A(EQUar)H(E’u:r;(Czraw)) ® A(E,U,I)H(E,U?r;(""°°,-C2r))

N . . 1 Ane o 4s.a t
3 1'aide des fonctions propres généralisées et normalisées P (E,H,T3A) .

Ces résultats sont exprimés dans le théoréme suivant :
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Théoréme 5.7

Supposons que 0 < c; < ¢ S ey

Les limites

At 2 . +
(5.2.164) fr+(k) L ([czr’m))_llm(f(-),X[a’b](-)w (E,u,r;-,x))H(e,uﬂR)

a->+o
b»~c0
*

(5.2.165) fr?(k)

LZ((-W,—Czr])"lim(f(’)’X[a’b](')wi(e’u,r;'sx))H(E,UﬂR)

-+
b0

.existent pour tout £ e H(e,usR).

Les applications

(5.2.166) U_, (e,11,) :H(e,uR) » L2 (Le,r,@)) 0 L2 ([e,r,))
u_ (e, = (EL,, £

r+ > "r+
(5-2-167) Ur_(E,U,r)=H(€,HﬂR) - Lz((—w’—czrj) ] Lz(—w,—czr])
A+ o —
Ur_( , »L)f = (fr_, fr_)
sont des opérateurs partiellement isométriques subjectifs avec pour
projecteurs initiaux, respectivement H(s,u,r;(czr,M)) et

H(e,u,r;(—m;—czr)), Z.e.

* i
(5.2.168) U_ (e,u,0)U__(e,1,1) = II(€,l,r;(c,r,))

(5.2.169) UL_(e,1,1)U__(€,1,1) = TI(E,H,T; (-, ~c,T))

(5.2.170)  U_, (e,u,0)U;_(€,1,¥) = U__(,1,0)U;_(e,1,7) = 1

Les applications réciproques sont données par

(5.2.171) (], (&m0 (EL L) () = H(e,uR) - lim
\ M—)oo
G0
fM " ( sy, NEL () +y” sy, E(A))dA
. r+6(w E5U,T3Y, ) r+( ) Y (e,U,T3Y, r+( ))

2
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* ad A — .
(5.2.172) (Ur_(€,u,r)(fr_,fr_))(Y) = H(e,u;R) - lim
. M-r0
&0
—czr—G

I

W €y, DEL_O) + (v, DE_())dA
-M

De plus Ur+(€,u,r) (resp. Ur_(e,u,r)) définit une représentation
spectrale de H(e,u;R) sur Lz([czr,w)) ) Lz([czr,w)) (resp.
L2((-w,—c2r]) ® Lz((—w,—czr])) relativement 4 H(e,u,r;(czr,w))A(e,u,r)
(resp. H(e,u,r;(—w,—czr))A(s,u,r)). Ainsi pour toute fonction
borélienme VY(A) sur (czr,m) (resp. (—W,-czr)), on a

(5.2.173) Ur+(e,u,r)D(w(A(e,u,r)) = {£+(-) = (EI(-),E:(-));E+(-)

2 2 2
et P(.)f, () e L7([c,r,@) & L ([czr,m))}

et

(5.2.174)  (U_, (€,1, DAL E)IH Q) = YME, Q) = GOELO) WOE M
(respectivement

(5.2.175)  U_, (€,1,0)D(HCACE,1,1))) = {E_() = (ELC),E2C0E.(0)

V() e L2((=,mcyr]) @ L7 ((=2,-c,r])}

et

(5.2.176)  (U__(£,1, P (ACE,1,0)E) () = YOOE_) = GAEQ),WMEZM) ).
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Définissons les projecteurs suivants :

+ 2 2, 2
(5.2.177) Qr+(€,u,r) : L ([czr,m)) oL ([czr,W)) -+ L ([czr,W))
par

+ " a At
(5.2.178) QL (e,1,0) (£} (), £,(.)) = £()

* L2 2 2
(5.2.179) Qr_(e,u,r) : L ((—w,-czr]) oL ((—m,—czr]) + L ((-w,—czr])
par

+ ~s v At
(5.2.130) Q;_(e,u,r)(f_(.),f+(.)) =£_() .

Posons

+ +
(5.2.181) ¢r+(e,u,r) = Qr+(€3u,r)Ur+(e,u,r)

]

(5.2.182) 0_(e,1,r) = Q._(€,1,0)U,_(e,1,1) .

Le théoréme 5.7 implique le corollaire suivant :
Corollaire 5.8

Supposons que 0 < ¢y < ¢ < ¢,

Pour tout £ e H(e,u,r), on a

R 3
(5.2.183) (2 (e,u,0)D)N) = £ ()
(5.2.184) (@5 _(e,u,0)H) () = £_()

De plus

: * : %
(5.2.185) (Ur+(€,u,r)f)(3) (@, (€,1,0)£) W), (@, (e,1,1)E) (M)



(.

(5.

.

.

(5.

(.

(5.

(5.

(5.

(5.

(5.

* + o-
.187) (Ur+(e,u,r)(fr+,fr+))(y)

188) (U7 _(e,m,0) (EL_,ET ) )

+ q)i* _
-189) ¢, (e,u,r)0_ (€,u,1)

*
191) P (€,u,1)

192)  PL_(e,1,7)

+
.193) Pr+(e,u,r)

- 132 ~

186)  (U__(e,,)E) (V) = ((@;_(€,1,1)) (V) (8,_(,1,1)5) (A)

+% a4
(@, (e,1,1)E ) (y)

+ (@, (e,1,0)E7 ) ()

@i )y +
+ (0% (6,1, E; ) ()

et

|
=

190) &5 _(e,u,m)8 (e, 1,r) = 1.

Enfin, les projecteurs orthogonaux sutvants

Tx b
o, (€,1u,1)0  (€,1,1).

+x +
®r_(e,u,r)®r_(e,u,r)

sont tels que

+

+ _ . o
Pr+(€s11,r) = H(€’U,r,(czr, )) .

-194) Pi_(e,u,r) +'Pi_(e;u,r) = Ti(e,u,r;5(=°,-c, 1))

et

. o
.195) Pr+(€,u,1’) Pr+(€,1l,r) =0

+ -
.196) Pr_(s,u,r)Pr_(E,u,r) = (0.
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En particulier, des théorémes 5.7 et 5.8, on déduit immédiatement

le théoré&me suivant :

Théoréme 5.9
Supposons‘qﬁe 0 < ¢y <eq S Che
L'opérateur A(e,u,r)H(s,u,r;(—w,—cor] U [cor,w)) est un opérateur
absolument continu dont le spectre, noté o(A(e,u,r)H(e,u,r;(-w,—cor] U

[cor,w)),est égal a
(5.2.197) o(A(e,u,r)H(e,ﬁ,r;(—w,-cor] U'[cor,w)) = (—w,—cor] u [éor,w)

Qhacun des deux opérateurs A(e,u,r)H(e,u,r;[cor,czr]) et

A(e,u,r)H(e,u,r;[—czr,-cor]) a un spectre simple, respectivement

égal a [cor,czr] et a [—czr,—cor]. ]

Chacun des deux opérateurs A(e,u,r)H(e,p,r;[czr,w)) et .

A(e,u,r)H(e,u,r;(—W,-czr]) a un spectre de multiplicité 2 reepectivement

égal d [czr,w) et d (—m,—czr].

En CONCLUSION, lorsque O < ¢y < o < Cy» le spectre de 1'opérateur
A(e,u,r), r > 0, est complétement décrit par la proposition 3.8, le

théoréme 3.9 et le théoréme 5.9.

De plus, compte tenu de (5.2.1) et de (5.2.2), les th&orémes 5.1, 5.3,
5.6, 5.7, le corollaire 5.8 dé&crivent un développement en fonctions

propres de l'opérateur A(e,U,r), T > 0, lorsque O < ¢ < ¢ S cy.
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6. DEVELOPPEMENT EN FONCTIONS PROPRES GENERALISEES DE L'OPERATEUR DE
MAXWELL M RESTREINT AU SOUS ESPACE T (R-{0})

Le but de ce chapitre est de montrer que les modes transverse-&lectriques
(T.E.) et transverse-magnétiques (T.M.) habituellement considérés par les
ingénieurs et physiciens, forment un systéme complet de fonctions propres

généralisées de la partie continue de 1'opérateur M.

Cette analyse se fait 3 partir de celles des opérateurs A, A,
Ap (p e'R?), A(e,u,|p|) et AM,e,|p|). Pour ce faire, la formule (2.59),
les propositions 2.6 et 2.8 sont fondamentales ainsi que tous les
résultats obtenus dans le chapitre 5. Le principe des démonstrations
est suffisamment bien développé dans ([Sj, [6], [7]) pour qu'il soit
nécessaire de les rappeler ici. On se reportera aux articles précités

pour les détails.

De plus, dn se contentera de donner ici un énoncé le plus bref
possible. Comme précédemment, on se réportera aux références précitées pour
en déduire les conséquences possibles, notamment pour la représentation
des solutions de 1'équation i g% u - Mu = 0. A partir de cette représen-
tation, il est possible d'étudier le comportement asymptotique des

solutions lorsque t devient grand.

En fait, la formule fondamentale qui récapitule les résyltats du chapitre

2 et dont dépend ceux de ce chapitre est la suivante :

(6.1) M

®

Pl L, v (e, p]) 0-aGLe, [p[)UG) dp) F P
R

On a alors

(6.2) M

-1 -1, ® -1
PTOF ([, A, [pUK) Tdp) FP
‘ R

®
o Pl Fl ([, U@ -AGe, [p| U@ AR FP
R
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I1 importe de remarquer tout d'abord que {0} est valeur propre de M
car {0} est valeur propre des opérateurs A(e,u,lpl) et A(u,€,|P|) pour

tout p.

Notons II(.) la mesure spectrale de l'opérateur M. Il résulte
de (6.1) que l'on a

AN
®
6.3)  Tdon =2 FTIC [, U®AE,m]pl,{0) 8
R

T(u,e,|p|,101)) U(p) 'dp) F P
et
6.0y m@-(oh =2 F ILICRER IR ESDR
v HFe |
on F_l<{Rz U(p) (-AG,€, [P, e, | p] R-(01)UR) 'dp) F

Une représentation spectrales des opérateurs A(s,u,IpI)H(e,u,lplJR-{O})
et A(u,€,|p|)H(u,€,|p|JR-{O}) 4 1'aide de fonctions propres généralisées
a été construite au chapitre 5. En utilisant ces résultats, on en

déduit, comme dans ([5], [6], [7]) une représentation spectrale

de l'opérateur MI(R-{0}). Les fonctions propres utilisées pour obtenir
une représentation spectrale du premier op&rateur du membre de droite de
(6.4) sont ce que les physiciens appelent les modes transverse électriques
encore notés T.E. Les fonctions propres utilisées pour obtenir une
représentation spectrale du second opérateur du membre de droite de (6.4)
sont ce que les physiciens appelent les modes transverse magnétiques,

encore notés .M.

Nous allons décrire maintenant les résultats aprés avoir défini les

fonctions propres généralisées.
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Définition 6.1 ' ‘
On notera tewk(|p|) (k 2 1) Lles solutions de la relation de dispersion
(3.63) et tepk les seuils donnés par (3.73). On prolonge la

s e te '
définition de w en posant

(6.5) " oD = = € wp Ao

lorsque k est un entier relatif tel que k < -1.

Définition 6.2
Pour tout k e 2Z-{0} et pour tout p e R tel que |p| > te P|k|’

on pose
'%F e1PX ufk—l)(e,u,|P|,Y) )
'%F olPx uék'l)(e,u,lpl,y)

(6.6) ", (%,7,p) = P U 5%’eipx “ék_l)(e’u’lpl’y)

lorsque k 21 et

elpx Vl(lkl_l)(EsU9|p| »Y)

elPX vglklnl)(e,u,lpl,y)

e P* vglkl-l)(e,u,lpl,y)

6.7 "% y,p) = 27U

lorsque k =< -1.
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En se reportant au chapitre 5, on pose les définitions suivantes :

Définition 6.3 (mode T.E.)
Pour tout p # 0 et pour tout A e (—c2|d,—c0|p[) u (c0|pl,c2|p|),

posons
77 @ lpxw1<e,u,lp|,y,x)
21—.,, eipxwg(e,u,lpl 575 0)
(6.8) Sy, y,8,0) = P lu(p) zl_vr 1px‘1’3('3’u lol5y,%)

Définition 6.4 (mode T.E.)
Pour tout p # 0 et pour tout X e (—w,—c2|p|) v (c2|p|,W), posons

1 1px

5= w(eulpl,yk)
1
S NCRT lpl,y,x)
_ _l_ 1px
(6.9 ey, (x,y,p,0) = PTlup) | 27 CUHLIRRY

. 0
L
On notera tmwk(|p|) (k 2 1) , les solutions de la relation de

dispersion suivante :
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G5, 54

€, € € [
(6.10) tg £;h = 10 i f
3 - En &
Gl.z .02
€1 € €2

déduite de la relation (6.3) en pérmutant € et U, et on posera

2.1/2
e, (I=(cn/c,)?)
(6.10) ey = —— 1 ((k-1) Arctg El 0 § 75)
h(‘z%)z‘l)llz 2 ((CO/CI) -1)
K=1,2,...
tm

p, est le seuil correspondant 3 la valeur propre tmwk(|p|). )
Le vecteur propre de 1l'opérateur. A(u,€,|p|) pour la valeur propre tmwk(|p|)
sera noté u(k-l)(u,e,lpl,y) en analogie avec (5.2.23). Son expression

se déduit de (5.2.23) en permutant € et U et en substituant tmwk(|p|)

a la place de tewk(lpl). De méme, le vecteur propre de l'opérateur
A(u,e,|p|) pour la valeur propre —tmwk(|p|) sera noté

v(k—l)(u,e,|p|,y) en analogie avec (5.2.25). Son expression se déduit
de (5.2.25) en permutant € et U et en substituant tmwk(lpl) i la
place de tewp(|p|). Comme pour tewk, on prolonge la définition de

tm
wk en posant

t tm
(6.11) T (el = =Ty fleD
lorsque k est un entier relatif tel que k < -I.

Définition 6.5 (mode T.M.)
Pour tout k e¢ Z-{0} et pour tout p cR? tel que |p| > th|k|
on pose
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1 1 ~1 |
7= elpxul(k e |pl,y)
6.12) "y Gx,y,0) = P U
1 ipx (k-1)
o e P uz (H,E,IPI,}’)
1 ipx (k-1) .
He P u3 . (“,E’lpl’}')
lorsque k 21 et
1 i k|~-1
I elval(l | )(U9€’IPI,Y)
(6.13) tmwk(x,y,p) = lu(p)
1 i k(-1
5 e prél D (e, ol
1 ipx (|k|-1
Ee pv3| I )(U,GQIPIQY)

lorsque k =< 1.

Définition 6.6 (mode T.M.)

Pour tout p # 0 et pour tout X e (-c2|p|,—c0|pl) v (CblpI,czlpl),
posons
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eP* e, [pl,y.0)
6.18) ™Yoy, = BT UGR)

P50 (e, o], ¥1)

le

3G,es]plhy,0)

Définition 6.7 (mode T.M.)
Pour tout p # 0 et pour tout A e (-®,=c,|p|) v (cylpls=) , posons

1px
Ve, o]y )
6.15) T, (,y,p,0) = PO :

*PXy7 (e, [pl Ly, )

PRyl (e, o720

Le théoréme fondamental de cet article affirme que les fonctions
te tm te tm te tm -
( wk’ wk (k € 2-{0}), WO, wo, wi’ : wt) forment un systéme

complet de fonctions propres généralisées de M.

Définitions 6.8

Posons



(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

Soit

(6.20)
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teﬂk = {per’; [p| > tep|k|}
‘ pour k e Z-{0}
2 t
thk = {p eR"” ; |P| > mPIkl}

250> eplpll v LN B 5 A< eylel)

Q= {(p,N) R
Q= (@) eR ;5 colp] < A<, lpllu {0 R ;5 —c,|p|Aecy|p]
0 P> :OP 2P ‘P9 s 2P OP

C(y) la matrice

€¥) 0 0 0 0 O

0Oey) 0 0 0 O

c@y) = Oe(y) 0 0O O
0 0 O0u(y) 0 0

0 0 0 0u o

0 0 0 0 0 u(y

Les théorémes suivants constituent les résultats fondamentaux de cet

article.

On se rappellera la définition 2.2 de 1'espace de Hilbert K.

On notera <.,.> le produit scalaire habituel dans ¢6

(6.21)

6

si1 u = (ui)lsisé et v = (Vi)l<136 sont deux éléments de C .

On rapelle que z" = 2-{0}.

Théoréme 6.1

Soit f e€ K. Les limites suivantes existent :

(6.22)

(6.23)

¥ (p,)) = L@ - linm | <C()E(x,), "%, (x,y,p,\) >dxdy
- Neso x|+ly|SN -

t 2 . '

m?i(p,k) = L9(Q) - lim [ <C(y)f(x,y),tmwi(x,y,p7k)>dxdy

|x[+]y|<N

N0
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6.26) " 2,0 = 17@p) - lim [ <C 083D, "W (2,75, 1) >dxdy
s x| +|y|s

(6.25) T (p,0) = 12@) - linm | <CE@x,Y), Wy (x,7,p, ) >dxdy
Noveo |x|+|y|<N

6.26) " (0,0 = L3R - lin | <CE,Y), Uy (x,y,p)>dxdy

|x[+]y| N
N-+o0 :
6.2y "E 0,0 = L2y - lin | <CHEE,Y), Wy (x,y,p)>dxdy

|x|+|y|<N

N>
*
pour k € Z .

Remarque 6.7

Posons
(6.28) Q" = {(p,) € 5¢,[p| < A}
(6.29) Q" = {(p,A) € 234 < —¢c,|p[}
on peut recomposer te¥+ en deux éléments orthogonaux te;: et te?:
tels que
tez tey+ tep-
(6i30) ft = fir + fi
6.31)  “*F(p,) = L*(@") -lin | <C(YE(x,5), "%, (x,7,p,1) >dxdy
e | x| +]y|<N
tez- 2,5 . te
(6.32) £,(p,A) = 1°@)-lim | <CHEE,Y), Y, (x,5,p,A)>dxdy .
- N-»0 |x|+|y|<N :

,

Nous ne ferons pas intervenir ce type de décomposition dans les énoncés

qui suivent afin de ne pas les alourdir.
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Définition 6.9
On pose pour tout £ € K

(6.33)  “%o,f = °°f, : Mo £ = T,
q te _ tey tm _ tmy
(6.34) o,f = “°F, , 8,f £,
(6.35) tep £ = tOF , tmd)kf - tm?k , keZ.

k k

Définition 6.10

Posons, pour N > 0 et pouf § >0

te N te
(6.36) o =1{pe 0, lp| sn}
(6.37) thE ={pe thk ; |p| = N}
(6.38) Qg = {(p,A) §2R3 : c2|p|+6<A<N} u {(p,\) e R : —N<A<—c2|p|-6}
(6.39) Qg’a = (1) € B75cp|p|+8<A<c, |p|<N}
U (1) e B 5 -N<—c, |p|<A<-c,|p|-6}.

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme 6.2
Chacun des opérateurs 0" de la définition 6.8 est un opérateur

partiellement isométrique subjectif, Z.e. tel que

(6.40) o ("o =T

et L'on a
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~ R t ~
6.41) [P0 ) ", 1,y = Kaim [ "%y, (x,y,p,0) "°F, (p,1)dpdA
PO o N x
&0+ 8
6.42) ()" ™F Ix,y) = K-lim [ ™™, (x,y,p,0) ™F, (p,\)dpd)
- - N->o0 N B - *
&0+ 96
(6.43) [t )" °F 1(x,y) = K-lim | Ty (x,¥,p,A) "°F . (p,A)dpdA
o’ Yo 0 0
N-o -QN
&0+ 70,8
6.46)  [(To*™™E 1x,y) = K-lim [ "y Gx,y,p,0) Ty (p,A)dpdA
N-»o QN
&0+ 0,68
6.45) [P0 ™ 1e,y) = Klim [ "% (x,y,0) "F, ()b
N0 teQN
* k
pour k ¢ 4
(6.46) (o) ™ 1Gx,y) = K-lim [ ™y Gx,y,0) TE (P)dp
: N-oo te N
Q
. k
keZ.

Théoréme 6.3

L'application & définie pour tout £ € K par

(6.47) of = (*%0,£,%%0 £, £, 0 _£,"%

tm te tm
ofr s 0 E) % (O E) %)

est un opérateur unitaire de IT@®R-{0}K sur
L@ o L2 o L@ o 17@ o 17@y) e LP@y o (o 17(*n))
*
keZ

o (6 Lz(thk)) )

* 1

ke2
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Ainst tout £ e NIR-{0})K se décompose en une somme
(6.48)  £(x,y) = "°f, (x,y) + "E_(x,y) + UE, (x,y) + TE_(x,y) +

t t t t
* efo(x,y) + mfo(x,y) + I efk(x,y) + Z mfk(x,y)

* *

keZ keZ

convergeant dans K, avec

te .+

te_+
(6.49) £, =

*
te .+ v
( %) o, f... ete. ...
Chaque projecteur (f@:)*'Q: réduit l'opérateur M et on a une
décomposition de MI@®-{0})  en somme directe des opérateurs
réduits analogue d (6.48). )

Enfin, le dernier théor@me donne une représentation spectrale de

1'opérateur MII(R-{0}).

Théoréme 6.4
L'application & définie par (6.47) est une représentation spectréle
de l'opérateur MIMR-{0}) en ce sens que f ¢ DMMI(R-{0}))

st et seulement si
6.50) [ A% |*°F, (e, fdpar + [ A% |®%F_(p,0) | %dpar +
Q . 9] .

[ A% ™, (0,00 [ Pdpar + [ A2 |™F_(p,0)| Zapdn +
2 Q | |
2 1™ (p,0) | Zapar +

[ A% [T .0 | %dpar + [ A
0 QO .

Q

A P R R RO

*
&

ro [ 1 MadeD ] *| T E @ % <o
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et L'on a
651 anf = O AT O 0 TR, (0,
te ter tm tm~
w (e "E) , Mo (lp]) TUEL) ) .
k k keZ* k k kez*

En particulier MI@R-{0}) est un opérateur absolument continu dont
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7. CONCLUSION

Cet article démontre la complétude des modes T.E. et T.M. pour une

fibre optique constituée par une couche diélectrique d'épaisseur finie.

Dans 1l'esprit de [7] on peut tout aussi bien traiter le cas d'une

fibre optique cylindrique.

De méme, au vu de [11], de [12] et de [13], on peut traiter le
scattering des ondes par un défaut de surface ou par une inhomogénéité des
indices des différents milieux. Il semble enfin que les principaux problémes
d'intérét pratique sont tous liés aux problémes d'analyse numérique et

certains d'entre eux seront abordés par la suite.



- 148 -

REFERENCES

(1]

[2]
£3]

[4]

(5]

[6]

7]

£8l

(9]

(101

“[11]

[12]

£13]

L.B. FELSEN et N. MARCUVITZ, RadZation and scattering of waves,
Prentice Hall, 1973.

D. MARCUSE, Theory of dielectric waveguides, Academic Press, 1974.

H.G. UNGER, Planar optical waveguides and fibers, Oxford Engeneering
Science Series. Clarendon Press, (1977).

G. SCHMIDT, Spectral ans scattering theory for Maxwell's equations
in an exterior domain, Arch. Rat. Mech. Anal., 28, p. 284-322, 1968.

C.H. WILCOX, Spectral analysis of the Pekeris operator, Arch.
Rational Mech. Anal., 60, p. 256-300, 1976.

J.C. GUILLOT et C.H. WILCOX, Spectral analysis of the Epstein
operator, Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 80A, p. 85-98, 1978.

C.H. WILCOX, Spectral analysis &f sound propagation in stratified
media Rapport n° 387, Math. Dept., University of Bonn, Germany,
1980.

K.O. FRIEDRICHS, Spectral theory of operators in Hilbert space,
Courant Institute of Mathematical Sciences, N.Y.U., 1961.

E.A. CODDINGTON et N. LEVINSON, Theory of ordinary differential
equations, Mac Graw Hill (1955).

N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ, Linear operators. Part II. Spectral
Theory, N.Y., Interscience Publishers, (1963).

Y. DERMENJIAN et J.C. GUILLOT, Théorie spectrale de la propagation
des ondes acoustiques dans un milieu stratifié perturbé. Fascicule
n’® 44, Département de Mathématiques, Université de Paris-Nord,

mai 1983. .

Y. DERMENJIAN et J.C. GUILLOT, Le probléme extérieur pour 1'équation
des ondes dans un milieu stratifié perturbé, fascicule n°49 ,
Département de Mathématiques, Université de Paris-Nord, 1983.

R. WEDER, Spectral and scattering theory in perturbed stratified
fluids, Communicacions Tecnicas IIMAS, n° 356, avril 1984.

Imprimé en France

par
I'Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique



N




