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ABSTRACT

The Glimm Roe scheme for systems of conservation laws is intro-
duced, as well as its large time step version in LeVeque's way.

In the case of strictly hyperbolic systems, the total variation
stability of the scheme is established for small initial data under
a stability condition much weaker than the usual Courant condition.
Existence of weak solutions for strictly hyperbolic systems and small
initial data is a consequence of this result.

RESUME ‘ »

On introduit le schéma de Glimm Roe pour les systémes de lois de
conservation, ainsi que sa généralisation aux grands pas de temps a.
la fagon de LeVeque. On établit la stabilité en variation totale du
schéma sous 1'hypothéses de stricte hyperbolicité, pour de petites
données initiales et sous une condition de stabilité beaucoup plus
faible que 1'habituelle condition de Courant. L'existence de. solu-
tions faibles découle de ce résultat. '

KEYWORDS : Conservation laws, Glimm's method.
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1. INTRODUCTION

Soit un systéme de 1ois de conservation ¢

(1.1) Soug + f(u)x = 0,

t
ol t est le temps, x la variable unidimensionnelle d' espace, u la variable
d état dans IRm et f wune application régulidre de IRm dans 1lui méme
satisfaisant la condition ' de stricte hyperbolicité suivante : pour tout
état u , lamatrice jacobienne f'(u) admet m valeurs propres réelles
distinc;es A1(u) <ouol Am(u). On s'intéresse A 1'approximation des
solutions faibles de  (1.1), c'est-a-dire des fonctions mesurables

bornées u(t,x) vérifiant :
(1.2) ” (u(t,x) ¢t(t,x)+f(u(t,x)) ¢x(t.x))dtdx+ IUO(O,X)¢(0,x)dx=O

pour toute fonction test ¢(t,x) & support compact dans [0,«[xIR, ol la
donnée initiale U est supposée mesurable bornée.

Parmi 1les schémas utilisés pour ce type de probl2me, 1'un des plus
fameux est celui de Godounov (voir [6]). Rappelons en 1les idées
essentielles : étant donné un bas de temps 6 et une grille en espace de

pas h,

a) on approche A chaque pas de temps la solution par une fonction constante

~ par mailles ;
b) en.chaque point de discontinuité, on résout le probldme de Riemann local;

c) on Jjuxtapose les solutions des probl2mes de Riemann locaux; ce qui

"implique la limitation du pas de temps par la condition de Courant (CFL) ;

d) on projette sur la grille la solution ainsi obtenue, en en calculant
dans chaque maille la valeur moyenne,

A partir de ce schéma fondamental, de nombréuses variantes (cf. [9])
:que nous appelerons schéma du type Godounov, peuvent &tre construites en’

modifiant 1'un des points a),b),c),d).



Citons pour le point a) le schéma MUSCL de Van Leer et ses succédénés,
obtenus en remplacant 1'approximation constante par morceaux par une
approximation pdlynomiale par morceaux, c¢e qui donne une plus grande
précision,

On peut aussi modifier le point b) en résolvant 1le probléme de Riemann de
fagon approchée, soit en le linéarisant (schéma de Roe [15]) soit en
utilisant la solution multivoque fournie par la méthode des caractéristiques
(schéma d' Osher [14]). De telles simplifications sont d un trés grand
intérét pratique. ‘ .

En jouant sur le point c) LeVeque [10-11] a généralisé 1le schéma de
Godounov de 1la fagon suivante : plutét que de se contenter de juxtaposer
les solutions des problémes de Riemann locaux, on peut les superpoéer, comme
g'il o' agissait d un probléme 1linéaire A coefficients constants. Cette
technique est trés intéressante car elle permet de définir 1le schéma de
Godounov et ses variantes pour des pas de temps arbitraires en ignorant la
condition CFL et, en plus, -elle réduit considérablement la diffusion
numérique., Néammoins on note une perte de stablité et de précision lorsque
les pas de temps deviennent trop grands.

Enfin pour le point d), citons le tr&s important schéma de Glimm [5], pour
lequel 1la projection sw 1la grille s'effectue, non pas en calculant la
valeur moyenne sur chaque maille, mais en choisissant la valeur en un point
choisi au hasard dans la maille., Cette idée a non seulement un intéret
pratique (elle permet de pratiquement éliminer toute diffusion numérique,
cf. [3,4]) mais un considérable intéret théorique, puisqu' elle a permis 2
Glimm d obtenir 1'un des tr2s rares résultats d existence pour les systémes
de lois de conservation, en montrant la stablité en variation totale du
schéma, lorsque la donnée initiale uo est assez proche d' un état constant,
et sa consistance avec la formulation faible (1.2). Ce résultat obtenu sous
1' hypothése de vraie non linéarité (voir [5]) a été prolongé par les travaux
de Liu [13] et ceux de Goodman [7] et Schatzman [16-17].

Dans cet article, nous combinons les idées de Glimm, LeVeque et Roe,
pour définir (sections 2,3,4) ce que nous appelons le schéma de Glimm Roe 2
grands pas de temps, nous prouvons sa stablité en variation totale lorsque

la donnée 1initiale est assez proche & un état constant (sections 5,6,7).
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Ces résultats sont 6btenus sous la seule hypothé&se de stricte hyperbolicité
"eC pour une plage de pas de temps sensiblement plus large que celie autorisée
par 1avcondition_CFL{;' Ainsi le résultat prééénﬁe' un double intérét :

i) 1l justifie la technique de LeVeque dans le cas des systémes

1i) il conduit A un résultat d' existence de solutions faibles pour les
systémes strictement hyperboliques lorsque les données .initiales sont proches
& états constants. Sa faiblesse est de ne pas prehdre en compte les
conditions d entropie qu'il faut ajouter 3 la formulation faible (1.1)
pour éliminer les solutions faibles non physiques. En effet, & cause de
la technique de Roe, le schéma n'est a priori pas consistant avec les
conditions d entropie usuelles (cf. [8-9]) et les solutions approchées

peuvent converger vers qes solutions faibles non physiques.

2. LE SCHEMA DE GLIMM

Pour simplifier la description, on suppose que les vitesses de
propagation locale IAk(u)l sont uniformément bornées par une constante
finie C,et que 1les pas de temps et d espace 6 et h sont uniformes. On
épproche la solution de (1.1-2) au tgmps tn = ng par une fonction constante

sur chaque maille :

. n .
ol
- (2.2) x; = ih, 1 €Z.

Il est alors' possible de calculer exactement 1la solution au temps
t . =t + 8 de (1.1), qu'on notera o en partén% de u_ comme donnée
n+1 n . n n

initiale au temps tn’ pourvu que les pas de temps et d' espace soient 1liés

par ié.condition CFL :
(2.3) Ce = h/2.

et qu' on sache calculer pour chaque point de discontinuité xi et chaque pas



' n .
de temps tn' la solution zi(t,x) du probl2me de Riemann suivant-:

(2.4a) z, * f(z)x =0

n . ' n
(2.4b) z(0,x)=Ui_1/2 si x < x; 3 Ui+1/2 si x> xj.

En effet un est'obtenu par simple juxtaposition des z?(e.x) :
n :
(2.5) o (x) =z;(8,x) pour [x-x;|< n/2.

| Comme un n' a aucune raison d' &tre constante sur - les mailles, i1 faut la
projeter sur la grille pour définir Uier? 1' approximation de la solution au

temps tn+1' Pour cela, & chaque pas de temps, on choisit un nombre an dans

J0,1[ de sorte que la suite des (an) soit équidistribuée. Ensuite, dans

chaque maille, on pose :

n+1 .
(2.6) un*1(x) = Ui+1/2 = un(xi + anh) X <vx < X4 iez,

ce qui définit le schéma de Glimm. Notons que le schéma de Godounov est

défini par les mémes formules, excepté (2.6), qu' on remplace par.:

1
n+1
i41/2 = é an(xi + ah)d a.

(2.7) un+1(x) =U

3. RESOLUTION DE PROBLEMES DE RIEMANN PAR LA METHODE DE ROE [15,91.

Pour définir le schéma de Glimm (ou de Godounov), il faut pouvoir

calculer la solution du probléme de Riemann

(3.1a) z, * 'f(z)x =0,

usi x< x
(3.1b) z(0,x) =

vseix>x



pour tout point X, et tout couple d'état (u,v). La solution de ce probléme
est facile & calculer dans de nombreux cas, soit analytiquement soit 2a
1' aide de méthodes itératives simples. Il est néammoins parfois superflu de
la calculer et préférable de se ramener & un problame plus simple que (3.1)
(voir [8,9,14...]). La technique de Roe [15] est particulilrement
intéressante. Elle consiste A remplacer 1' équation non linéaire (3.1a) par

1' équation lindaire A coefficients constants :
(3.2) Z_ + b.z_ =0,

oli b est une matrice dordrem A valeurs propres réelles distinctes,
dépendant de u et v, b=b(u,v), vérifiant la propriété :

(3.3) o(u,v)(v-u) = £(v)-f(u), b(u,u) = £ (u).

L'existence d' une telle matrice est discutée dans [9] et assurée lorsque u
et v sont assez proches (voir section 5). Pour u,v £ixés, on note A (u,v)
la kilme plus grande valeur propre de b(u ,V) et P (u v) le projecteur propre

correspondant, de sorte que :

. m
(3.4a) ¥ p e R", p= 1 P(uv).p
k=1
(3.4b) b(u,v).p = J Ak(u,V)Pk(u,V).p
: k
(3.40¢) P (V) LP , (u,v) = St P (usv)e

La solution de (3.2), (3.1b) est explicitement donnde par :

(3.5) 2(8,%) = u + ] P (u,v)(v-u)H(x-x-t A (,v))
. : k

ol H est la fonction d Heaviside, La structure de cette solution est tras

simple : la discontinuité initiale v-u est décomposée suivant les vecteurs

propres de la matrice b(u,v) en m discontinuités &lémentaires P (u,v)(v-u)

(chacune d' elle sera appelée.onde k) se propageant A la vitesse Ak(u,v).
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On peut noter par ailleurs que

f (z(t,x) - 2z(0,x))dx
R

-t g Pk(u,v)'(v-u) Ak(u,v)
et donc grace a (3.3) et (3.4b) :

-t(f(v) - f(u))

(3.6) J (z(t,%) - 2(0,%))dx
IR

Ainsi, &3 1'aide de la méthode de Roe, on peut définir 1le schéma de Glimm
Roe, obtenu en remplacant les solutions des probl2mes de Riemann locaux
eéxacts par celles de leurs approximations linéarisées. D'éprés {91, 1a
propriété de conservation (3.6) est suffisante pour assurer la consistance
'du schéma avec la formulation faible (1.2). Par contre la consistance avec

les conditions d entropie est perdue a priori,

4. DEFINITION DU SCHEMA DE GLIMM ROE POUR DES PAS DE TEMPS
ARBITRAIRES.

Jusqu'd présent on a limité le pas de temps par la condition CFL
(2.3). On va maintenant utiliser la technique de Superposition de LeVeque
[10-11] afin de définir 1le schéma de Glimm Roe pour des pas de temps
_arbitraires, Auparavant, il nous faut introduire quelques hypothése et
notations. On suppose que la donnée initiale est constante au voisinage de
X== «, et pour alléger les notations que cette constante est nulle. Ainsi
on peut considérer que pour chaque pas de temps la solution de (1.1) et son
approximation un sont nulles au voisinage de x=-o,

Pour chaque point de discontinuité X;» On définit
n

(4.1) ul = (P

n
i i-1/2’U'

1+1727 = (g (%700 ,u, (x,+0)),

i.e. 1la paire constituée des é&tats A gauche et A droite de 1a
discontinuité., on introduit aussi le saut :

n n n m
(4.2) W, o= Uivi/2 Uiqy/p = un(xi+0) un(xi 0) eR

on note que (puisque un est nulle au voisinage de -«)



) . 0 . , ~”n - n
(4.3) u; = (Twy, oWl
. j<i J gsi 9

Passons maintenant & 1a résolution des problémes de Riemann locaux paf la

méthode de Roe. Suivang (3.5), la solution z? associée au point Xy au temps

tn+1 est donnée par :

m
+ 3 p Wl Hx - x
N Dt R

n

n
(‘4.‘4) ZJ.(S,X) = Uj'1/2

n
- U
LY ( j))
Plut8t que de juxtaposer les z?(e,.),'on les superpose 3 la manidre de
Leveque (ecf. ([10-11]), ce qui permet de définir un,par :

' ; . n, .n _ _ n,.
(4.5) o (x) =k§j ‘Pk(Uj) Wy H(x - xg = e, (Ug)) N

pour des pas de temps arbitraires. Cette formule équivaut 3 :

n : n
(4.6) a“('X)'=k23 wjk H(x - xjk)
ol
n n : ‘
(4.6a) xjk = xj + eAk(Uj) : y
' n n, n

. . = . W..

(u.6b) ij .Pk(UJ) 3

Notons que d aprés (3.4a) pour chaque j
n
C(U4T) | W, = ZWJ.k
et que donc on peut écrire :
(4.8) (x) = § W H(x - x,)
. un —j k jk j -

‘Par conséquent, on voit que un se construit a partrr de u, en déplacant

" chaque onde élémentaire W?k,de xj Y x? Enfin, pour achever la définition

. k*-
du schéma, il faut projeter un sur la grille avec la technique de Glimm.

v



Pour cela, on a besoin de définir un en tout point et pour 1le faire on

posera conventionnellement :
(4.9) H(x) =0 si -xs$0;1 six>o.

En appliquant (2.6), on trouve donc :

. n+1 '
(4.10) un+1(x) = Ui+1/2 f an(x1 + anh), X < x <xi+1,
soit :
(x) =] W' H(x, +ah-g%") x, < x <x
(u.11) un+1 X '=“ jk xi n Jk ] . 1 i+1'

J.K

ce qui définit 1' approximation au temps th+ + On peut encore réécrire u

1 n+1

sous une autre forme :

Proposition 1

Pour une donnée initiale nulle au voisinage de -», le schéma de Glimm
- Roe & grands pas de temps est défini par :

: n .. .n
(4.12) um1u)=z %kﬂu ﬁkh
J .k .
ol w?k est défini par 1' intermédiaire de (4.1-2-6b) et x?k par :
(4.13) x% = hE(h (x, + oA (U™) + 1 - a) e hz
Jk J k' J n

E désigne ici la partie entidre :
(4.14) E(x)= 2 € 2 si et seulement si § S x < £+1

Démonstration,

Par définition (4.13), on a :

n n _ n n
xJk g xjk + (1 an)h < xJk + h (puisque : xjk = xj+ exk(U;))



1 ‘ n ' n
2 e - i, 8 K. - e
2t done h+ ik xJk anh < xJk

n o n
'ns 1 Lo 2 X, uisque x
I1 &' 'ns:t que X, > xgk ah n'a lieu que si X; Jk (puisq ; et XJ
apj irtiernen tous deux A hZ). Donc, pour tout x tel que x <X<X s OoNa
\_I 21 __n ’ -
xi+1nh x;k>0 31 et seulement si x xjk>0'

Ainsi on peut réécrire les définitions (4.9-11) comme suit :

(x) = § W' Hx - %), x.< <x

u [
n+1 3K jk JK i i+1

¢' est-a-dire exactement (4.12), ce qui achdve la démonstrétion.‘

En regardant (4,8) et (4.12), on voit que le schéma est entidrement
défini par 1le mouvement de chaque onde W?k (définie par (4.6b)) de xj Y x?k.
qui sont tous deux des points du maillage. Cette construction est illustrée
sur la figuﬁe 1 Chaque onde w?k se déplgce d' abord du point xj au point

jk = Xy * 0 (U ), est ensuite translatée jusqu' & x?k+(1-an)h et finalement
rejoint le p01nt du maillage %?k situé immédiatement & gauche. .
Pour la suite il est utile de remarquer les relations suivantes entre

n
U™ ™ e Wj. De (4.12), on tire :

ig

J J
' n+1 . (.0 n

(4.16) Wol o= Y W sx., = x, )
J i 18771 J

et de (4.3)

: n+1 n n . n n

(4.17) U = (D x, <xf, T R R s x.})
) i RO R T

il est aussi commode d' introduire la notation

(4.18) Ul = 0T oux, = 7, t.e. jen D

ig S J ig
et de noter que (dfaprés (4.3) et (4.7)):

n n : n '
(4.19) uj - ) {wm,xi < x ] ,.Z {wil X, S xj})
i, i,%
Ainsi on peut interpréter U; (resp. U;k) comme la paire d états entourant
n . .
1' onde ij au temps t = en  (resp. (n+1)g). Cette interprétation sera utile

pour la suite (section 6).
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5. Stablité et convergence du schéma de Glimm Roe.

’

Dans cette section on va énoncer de manidre précise les résultats de
stabiiité et de convergence qui seront établis dans les sections 6 et 7. On
considdre donc le systdme (1.1) et on se place au voisinage d un état
constant, qu on prendra égal & 0 pour alléger les notations sans perte de
généralité. On suppose f régulidre (par exemple deux fois continlment .
différentiable) et on fait 1' hypoth&se de stricte hyperbolicité au point 0 :

(5.1) f' (0) admet m valeurs propres réelles distinctes.
ceci entraine le résultat préliminaire suivant :

Proposition 2

Il existe une boule B dans IRm, centrée en 0 et de rayon r, telle
que, pour tout couple (u,v) d états dans B, il existe une
matrice (dite de Roe) b{u,v) vérifiant les propriétés suivantes :
i) b(u,v)(v-u) = £(v)-f(u) et b(u,u) = £'(u)
ii) b(u,v) admet m valeurs propres réelles distinctes
A1(u,v)<...< Xm(u,v) et m projecteurs propres associés
P1(u.v),...,Pm(u,v).

iii) il existe trois constantes K, K, et K_ telles que :

1 2

pour tous états u1,v1,u2,v2 dans B et tout p dans nfﬂ

m .

(5.2) k§1 | P Cu v dp - P (u v, )| 5 K||p||d|u1—ug|+||v1-v4|)
m

(5.3) Iolle ugv el s x el
k=1

od ||+ ]| désigne la norme Euclidienne sur R".

(5.4) A Cupsvy) - Ak(uz.vz)l s K,

(5.5) Ak(u1,v1) < Ak+1(u2.v2), K=1,c0e,l=1.

indiquons rapidement le sens de ces diverses propriétés. (5.2) et (5.3)
signifient que les projecteurs Pk(u,v) sont bornés et lipschitziens par

rapport A leurs arguments u,v. (5.4) signifie que les différences des



valeurs propres sont uniformément bornées et (5.5) que. ‘les valeurs propres '
sont globalement séparées. . S
Nous ne démontrons pas ici ces résultats (qu'on peut d ailleurs prendre
comme hypothéses). Disons simplement que pour les déduire .2 partir de
l'hypothése (5.1), on peut poser : ' '

1
(5.6) b(u,v) = | £' (u+a.(v-u))da
0

et raisonner‘ensuite par continuité (on sait par exemple que 1'ensemble des '
matrices réelles 2 valeurs propres réelles distinctes est ouvert).

Grace é la proposition 1, on va établir dans la section 6 le résultat
sulvant : .

_ THEOREME 1 (stablité du schéma de Glimm Roe)

Soit uo une donnée initiale constante par morceaux :

0

(5.7) uo(x) = U , X< x<x, .,1¢€12,

iv1/2 i i

nulle au voisinage de -» et constante au voisinage de +w,

On suppose que le pas de temps est limité par la condition :

(5.8) _ K2 8 < h, ol h est le pas d espace.
Alors, si la variation totale de u0 :

' 0 0

(5.9) TV(UO) = 2 ” Ui+1/2 'Ui_1/2“

ieZ
est assez petite, i) on peut définir la solution U, .du schéma de

Roe Glimm pour tous les pas de temps n et ii) la variation totale

de u
n

) n n
(5.10) ) - 1zez 103412 = Uimqpa I

reste uniformément bornée par rapport a h,
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On en déduit (en appliquant le théordme de Harten et Lax [8]) le résultat de

convergence :

_ THEOREME 2

Soit wu(o0,.) une donnée initiale nulle au voisinage de -o,
constante

au voisinage de + o, Si la variation totale de u(0,.) est
assez

petite, alors sous 1'hypothdse (5.1), le systéme (1.1) admet une
solution faible au sens de (1.2), qu'on peut obtenir 3 1'aide du

schéma de Glimm Roe, en faisant tendre h vers 0.

Remarques.

1) La condition de stabilité (5.8) est beaucoup plus large que 1' habituelle

condition CFL. Dans le cas linéaire f(u)=b.u (od b est une matrice
constarite) par exemple, on a b(u,v)=b et la constante K2 est nulle. Le
schéma est alors inconditionnellement stable.,

2) La démonstration du théor2me 1 sera donnée dans les sections 6 et 7, et

celle du théor2me 2 sera omise, car il 8' agit d'une simple adaptation du
théordme de Harten et Lax.
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6. CROISSANCE DE LA VARIATION TOTALE DES SOLUTIONS DU SCHEMA DE GLIMM ROE.

Supposons construite au pas de temps n 1' approximation u, et supposons
qQu' elle prend toutes ses valeurs dans la boule B, centrée en 0 et de rayon

r. On définit (avec les notations de la section 4) 1la variation totale
modifide Ln par : o _

ool

(6.1) =] ef (GezZ,k=1,...,m)
“n FNREL .
' n n n,. .n
(6.2) ey | ij” = || P U5 )wJ. I

. est, ‘en termes imagés, la "force" de 1'onde W?k. Ln différe quelque peu de
la variation totale donnée par : .

\

n
(6.3) V(u ) = JX I} W, Il

En fait, on a :

L, = ) Ilpk(U )W Il K, lew { (d' aprés (5.3))
J,k )

K,TV(u ) = K, 2“ Zpk(u )w M (d' aprés (3.%a))

A,

n,. n
K, ) IIP(U.)W.“ =K L,
ol kI 1
et donc :
(6.4) LyS K TV(u)sK L.

Supposons_que Lﬁ est borné par r, rayon de la boule B. Comme les sommes
figurant & droite de 1'équation (4.17) sont bornées par L » €lles le sont
donc aussi'par r et ce fait u » prend forcément ses valeurs dans la boule
B. On peut donc utillser les propriétés (5 2...5) dans la suite.



-14=

Tachons maintenant & estimer L,n+1 a partir de L,- On a :

1
L g Ek (R Wit

et donc par (4.16), 2 1'aide de 1" inégalité du triangle ;

(6.5) D Pk(UJ’.‘”) w& Il 5 x?z - x

3Ki,e J

}

Avec la notation (4.18), on peut réécrire (6.5) :

' n n
(6.6) pay 8 ENCHARA

ce qui suggldre d' introduire la variation "intermédiaire" .

-~ n n
(6.7) L= 12 e whw |
ok, KO

et de la comparer avec L, et Ln - A cause de (5.2), on a :

+1

(6.8) M Lpep ~ LIl sk E,

ol on pose :

n n n n n n
(6.9) S L R T S Rt
i, ig

avec la notation ||u || =l + lu,ll pour v - (U,,0,).
De (4.17-18-19), on déduit
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- (6.10) ”U11 - U ” s Z”wjk” igjk = Z eJk iljk-
ol :
.. " n
2 si xi < xJ ét x > xjk
. n
2 si xi > xJ et < xJk
n : n n
(6.11) dizjk 1 8i X, = xJ et Xgq ® Xj
n n -
1 s8i xi * xJ et xiz = xjk
0 autrement.
Donc (par (6.9))
(6.12) E s ) n n n
n e. e. d = D (définition)
i k i )
‘iyztjtk L L3k n

et (par (6.8)) :
(6.13) Wepey B Il S KD

En termes imagés, on abpelle Dn "énergie d' interaction", i.e. 1le produit
pondéré par 2 (resp. . 1) des "forces" des ondes ayant .interagi par
croisemen; (resp, coalescence). Retournons ﬁaintenant A En qui»est défini
par (6.7). De (4.6b), on tire :

. . n' n n
L= Y |lp (W) P (U)Wl
n Kig k i L i i

et i1 découle de (3.4¢) qu en fait :

n n
(6.14) L= Jlpcuhwl) =3 " -1
gy LR ig % 'n

'Finalemént, en combinant (6.13) et (6.14), on obtient :
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Proposition 3

Si u, est a valeurs dans la boule B et si L, est bornée par r,

alors un+1 prend ses valeurs dans B et on a 1'estimation :

(6.15) Lpey S Ly + KD .

ol D est défini par (6.11-12)
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7. DECROISSANCE DU POTENTIEL D' INTERACTIONS ET STABILITE DU SCHEMA.

Comme dans le théoréme de Glimm, on va compenser la croissante de la

variation par la décroissance d'un potentiel d' interactions qu'on définit
comme suit :

L]

' n n n
itjk
ol
28i x, <x,et 4 >k
1 J
2s8ix, >x.et g <k
. i 73
. n .
(7.2) qizjk = Xlk(xi’xj) =( 1 si X, = xj et £ « k
181 x, =x,et g =k
i J

0 autrement

On introduit aussi le potentiel "intermédiaire" :

- n n _n
(7.3) Q = 1 e, e. a,
n 145k ig “jk i2jk
ol :
n n -
{2 si Xig < x‘].k et 2 >k
n n
| 2 si xil >_xJ.k et 2 <k
n _ n n .0 on
(T.4) qizjk_— xzk(xiz’xjk)‘ 1 si Xig = X5k et & =k
A n n .
1 si x12 # xJk et £ =k

0 autrement

v0n peu§ estimer Qn+1 a partir de Qn :
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Proposition 4

ﬂ‘péns.les conditions de la proposition 3; on a :

(7.5) Q... 5 Q + MKK1 L, D,

Démonstration.

Pour le prouver, on utilise d'abord (7.1) pour écrire Qn+1

1 n+1
Q,, = I e ™ Wiy P (U

n+1 n+1
n+1 ) W "
123k

J J

ensuite, comme on 1'avait fait pour Ln+1’ on se sert de (4,16) et (4.18)

pour obtenir :

n n n n n+l
Qn+1 sigg:k ” Pz(Uj_!gs) wiv 20“ “ Pk(ujv Kk ) va k'" qiljk “i
il 2' J' k' A
n
prg 1 si Xjvgr = %
ol . ay =
0 autrement
- Notons que d'aprés (7.2-4)
n+1 i' 2' J' k' i' 2' J' k'
(7.6) YUegk %1 % T X Xpger X ) @p T oy
et donc :
n n n n
@.n Qg 81 1Py CUg ) Wiy P U5, ) LTIV D PG SR O

2ki® gt §1 ke

)
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Par ailleurs on peut réécrire Gh

rx n n n n
(7.8) Q = 2ki;2' 'k'” Po(Use ) Wy, ol ”pk(uj,) wjkaIng(xivz"xJ'k')

en utilisant (7.3),(6.2) et (3.4c) et en notant que dans la somme les termes
pour lesquels #=#2' ou k=k' sont nuls. Comme on a le méme coefficient

sz(xi,z,,x.,k,)-dans (7.7) et (7 8) et qu'il est, par définition (7.4),
toujours borné par 2, on trouve :

-0 < W
(7.9) -|Qn+1 in. $ 2 zkg'z' . (I pg (U, ) LA ||pk(uj,k,) J,k,ll
n
RACSLAN R ERCSRAN

Par conséquent, de (5.2), on tire :

~ n n n n n
lQn+1-Qn| S 2K z { ” Uiv [Al - Uiv ” * “ wiv 21” ” Pk(Ujv k’) wjo k' ”

-

n n n n n
RGN N N EEA T Tl
et par (5.3)

(7.10) [0 =Q) 5 ik T flul el " W
n+l n 1 i85k ig i ” 12,” ” Jk”
(aprés avoir changé les indices)
= uKK1_Ln E (par définition (6.1),(6.9))
S lJKK1 Ln Dn (par (6.12)).
Ainsi, on a bien prouvé (7.5) et done estimé la cr01ssance dé Q . par
+

rapport A 6 « On va maintenant montré qu'en fait Q n'est rien d' autre que
Qn-Dn. Plus précisément, on a : '
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Proposition 5

Dans les conditions de la proposition 3, les configurations suivantes

sont impossibles :

X, = x. , x0 < x® et 92k

De ce fait on a (avec les définitions (6.11),(7.2),(7.4)):

n R
igjk - Yiggk ~ Yigjk

(7.12) q
et par conséquent :

(7.13) Q =Q -D._.

Démonstration.

Dire que (7.11) est impossible revient 2 dire. que i) une onde de la
famille % ne peut dépasser une onde de la famille k si <k ii) deux ondes de
méme famille ne peuvent de croiser. Le premier point est garanti par ia
propriété de séparation globale des ondes (5.5), le second par (5.4) et la
limitation du pas de temps (5.8), qui interdit précisément le croisement
& ondes de méme famille dans la durée d' un pés'de temps. On peut voir sur
Ala figure 2 quels types d interaction sont permis ou interdits. Ainsi
(T.11) est bien impossible. .

Passons a la démonstration de (7.12), en eoﬂsidérant toutes les
configurations'possibles, en tenant compte de ce que (7.11) est impossible
et en utilisant les définitions (6.11), (7.2) et (T.4).
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Pour alléger les notations on-pose A ='q?zjk’q?2jk+

" cas 1) Xy < xJ et x?z < x?k
0 -0 +0
n n n _ .
A= Ui Yggk*digg = 1 -1 0 =
2 -2 40
A n n .
-cas 2) X, <xj et xil = xjk
1 -0 +1
A= 0 -1 +1 =
1o-2 o+

le cas i<k, contenu dans (7.11) est impossible.

n n
ecas 3) , X < xj et xiz > xjk
2 -0 +2
A= 1 -1 +2 =
0 -2 2

d

n

18jk

si f<k
si =k

si Lk

si <k

- 81 =k

si 2k

‘si <k
si 2=k
si fyk

les cas f<k et 2=k font partie de (7.11) et sont interdits,

, n n
cas 1) X, xJ et xiz < xJk
0 -1 +1
A= -.-d +1 =
2 -1 +1

0.

st g<k
Si,' L=k
si 2>k
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les cas g=k et f>k font partie de (7.11) et sont interdits.

n n
cas 5) X = xJ et Xig = xJk
1 -1

A= 0 =0

1 -1

n n

cas 6) xi = xj et xiz > x.k
2 =1

A = 1 -0

+0
+0
+0

+1
+1

+1

o N oo

si <k
si =k
si 2>k

. sl <K
si g=k
si >k

les cas <k et g=k font partie de (T.11) et sont interdits,

' n n
- ecas 7T) xi > xJ et xil < xjk
0 =2
A= 1 -1
2 -0

si <k
si g=k
81 >k

les cas 2>k et g=k font partie de (7.11) et sont Interdits,

cas 8) X > xJ et x?z = x;k
- 1 -2

A = 0 -1

1 -0

le cas >k fait partie de (7.11) et est interdit,
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. n n . N

gas»9) o X >xj ~?t,xil > xjk s
2 -2 40 0 si 2<K
A= T =1 +0 =)o si %=k

0 -0 +0 P sl Lk

"Ainsi A vaut 0 dans tous les cas admissibles, ce qui prouve (7.12) et par
~ conséquent (7.13). La démonstration de 1la proposition 5 est ainsi achevée.
En rassemblant les résultats des propositions 3,4,5 on vqlt' que pour tout
coefficient a»0, on a l’estimation : '

Lper * 0@, SL+ KD * oQ) + HaKK, L D

(dapréds (6.15) et (7.5))

=L + KDn + aqn 'A“Dn + llaKK1 Ln Dn ( d'aprés,(7.13))

K
= Ln + aQn = a1 - P qu1 Ln) Dn
et en particulier pour o = 2K :
(7.18) Loeq * 2KQn+1 SL o+ 2KQ, - 2K(1/2 - uxK1 Ln) D,

Supposons que L, +* 2KQ, soit borné par (8KK1)-1, alors on déduit de (7.14)
que : ’

Ln+1 +'2KQn+1 S Ln + ZKQn

En supposant de plus que Ln +2KQn est borné par r, on a finélement :
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Proposition 6

St Ln + 2KQn est majoré par min(r,(8KK1)-1), alors LI prend ses
valeurs dans B et on a 1'estimation :

: -1
(7.15) Lpey S Lpyg *2KQ, S Lo+ 2KQ s min(r,(8KK.) ')
Ceci montre la stabilité du schéma en variation totale. Il est maintenant
possible de prouver le théorédme 1. On note que d'aprés les définitions
(7.1-2), on a, 'pour n=0, Q0 s 2L02 et d'aprés (6.4), L S K Vo, ol v est la
variation totale TV(uO) de la donnée initiale. Il suffit donc que :

-1
2 2
(7.16) K1 V0 + NKK1 Vo s mip(r.(SKK1) )

pour que le schéma soit bien défini et stable en variation totale, ce qui

achéve la démonstration.
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t=(n+1)6

t=nb

Figuré 1 : déplacements des ondes &lémentaires.
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Figure 2 : interactions d'ondes élérmentaires.

B interaction interdite par la condition de stabilité.
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