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RESUME :

A partir d'une expression abstraite trés simple définissant
un protocole d'arbitrage entre processus, on dérive des algorithmes par
transformations élémentaires et on retrouve entre autres de nombreux
algorithmes distribués d'exclusion mutuelle ou plus généralement d'allocation
de ressource. :

ABSTRACT :

We show how process arbitration protocol algorithms can be
derived from very simple abstract expression by means of elementary transfor-
mations. In particular, a number of mutual exclusion distributed algorithms
and more generally, resource allocation algorithms can be rediscovered by
this method. :
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DERIVATION D'.ALGORITHMES DISTRIBUES D'ARBITRAGE

Depuis une dizaine d'années ont é&té proposés d'assez nombreux
‘algorithmes distribués sans que leur(s) auteur(s) prennent forcément 1le
soin de donner quelques pistes sur les principes de constructlon qu'ils
ont utilisés, Carvalho et Roucairol [CAR 83] ont proposé un procédé de
construction d'algorithmes distribués & partir d'assertion. Bochman [BOC 79]
André, Herman et VerJus fv01r en particulier AHV 80, HER 83, VER 83] montrent
que des expressions abstraites de synchronisation définies en terme des
compteurs de Robert et Verjus [ROV 77] peuvent avoir des caractéristiques
réguliéres qui en favorisent la répartition. Dans de nombreux cas, ces
compteurs sont monotones croissants et peuvent se mettre en oeuvre Modulo N,
ce qui est une propriété nécessaire quand on travaille sur des machlnes

réelles.

L' art1c1e qui suit commence par un exerc1ce pédagogique destlne
a 111ustrer la méthode qu on peut appeler "De 1! expression abstralte ala
mise en oeuvre distribude par dérivation" ' algorithmes écrits avec des
compteurs monotones. A partir de 1°' exemple treés simple choisi, on retrouve,
par transformatlons élémentaires des algorithmes d'arbitrage (ou d'exclusion
mutuelle) dont ceux proposés par Dijkstra [DIJ 74] . Kessels [kES 82],
Raynal [RAY 85].

On montre alors que ces formes d'algorithmes appartlennent a une
méme variété dont la forme proposée par Dijkstra [DIJ 74] a un caractére
générique. Cette forme générique, qui plus est, permet de composer des
algorithmes d' allocation de ressources plus généraux que le 51mp1e probléme

d'arbitrage.



1 - ARBITRAGE BINAIRE

1.1. EXPRESSION ABSTRAITE DU PROBL EME

On considére deux Processus P0 et P1 qui entrent en conflit
pour 1'accés i une section critique.

On veut définir un rotocole d'arbitrage tel ue 1'exécution
. p g q

.paralléle de PO et P1 engendre 1'une des deux suites infinies .

SCO 3 SC1 H SC0 3 SC1 3 ses

ou

s SC.

SC1 H SC0 ; SC1 03 -

ol sc, (i € {0,1}) représente le passage de P. en section critique.
Un tel protocole assure 1'accés exclusif d'un processus 3 la section
- eritique. Il est équitable puisqu'il assure une alternance de SC0 et SC1 et

'8ans blocage puisque la suite engendrée est infinie.

1.2. CONTRAINTES DE MISE EN OEUVRE

On veut mettre en oeuvre ¢é protocole dans un systeme réparti
composé de deux sites, avec un processus par site. Pour cela, on se fixe
les contraintes suivantes :

chaque processus peut lire et modifier ses variables locales

mais ne peut que. lire celles de 1'autre processus,
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1.3. USAGE DE COMPTEURS MONOTONES

Dans un systeme centralisé, 1'intér2t d'utiliser des compteurs
pour exprimer des contraintes de synchronisation a été largement montré
[ROV 77, AHV 80]. Par ailleurs, dans un systéme distribué, 1'utilisation
de compteurs monotones croissants présente deux avantages essentiels
(voir [REK 79], [Amv 80], [cor 81], [HER 83], [VER 83]).

Le premier avantage est que sur tout site on peut connaitre une
borne inférieure de la valeur d'un compteur évoluant sur un autre site,
quel que soit le délai de transmission (fini bien sfir). L'usage d'une telle
borne inférieﬁre est souvent suffisante pour évaluer une condition de synchro-
nisation. Ainsi, considérons 2 entiers croissants a et 1 tels que 0 <a-1<n
(par exemple a matérialise le nombre d'accés i une ressource, 1 le nombre de
libérations et n le nombre total de ressources). Soient deux sites distants
Sa et S1 sur lesquels on connait respectivement la valeur exacte de a et 1.
Un contrdleur, localisé sur le site Sa doit, avant d'incrémenter la variable a
(c'est-a-dire, en suivant notre analogie, laisser utiliser une ressource),

vérifier que :
a-1<n (1)

Or, sur ce site, on ne connait pas la valeur exacte de 1, mais un

minorant 1. Cependant, le contrdleur peut s'assurer que

a-1<n

ce qui lui garantira que la condition théorique (1) est bien vérifiée.

Le second avantage des compteurs croissants est que, lorsque
leur évolution différentielle est bornée (par exemple ici 0 <a-1<n)
et que leur croissance s'effectue par pas de 1, on peut les mettre en oeuvre
modulo K (K = différence maximum + 1), ici n+1, et en déduire la nouvelle

contrainte.

Si A et L désignent les valeurs modulo (n+1) de a et 1, les

contraintes a faire respecter, sont dans notre exemple :

Condition pour augmenter A : A - L # n modulo n+1
(ce qui est équivalent 3 A -~ L # -1).

Condition pour augmenter L : A - L # O
(Cette condition est vérifiée par construction
si toute libération suit une attribution).
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En conclusion, on peut donc considérer que 1'usage de compteurs
croissants permet de s'affranchir (s'abstraire) des contraintes dues: aux
. iy
délais de transmission et de celles dues 2 la mise en oeuvre avec des

variables informatiques.

1.4. DEUX SOLUTIONS AVEC UN ORDRE CHOISI A-PRIORI

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que 1'expression
d'un probléme en termes de compteurs monotones est une abstraction tout 2
fait commode dont il est facile de donner une mise en oeuvre distribude.
Reprenons le probléme posé en 1.1. pour le traduire en terme de compteurs.
Pans ce cas, il est naturel de considérer deux compteurs x0 et x1, initialisés
a4 0, servant a comptabiliser le nombre de passages de P0 et P1 en section
critique et on exprime la condition d'accés de Pi a sa section critique en

fonction de ces compteurs.

L'accés exclusif & la section critique impose de fixer des conditions
d'accés contradictoires pour PO et P1, ce qﬁi garantit par la méme occasion
1'absence de blocage. Assurer 1'alternance entre P0 et P1 implique d'interdire 2
un processus de prendre plus d'un tour d'avance sur son voisin. On aboutit

donc naturellement aux conditions suivantes :

Condition d'accés (P,.) = (x, - x, = 0)
Condition d'accés (P1) = (x0 - % = 1)
ou '
Condition d'accésy(P.) = (X, —.x = 1)
Condition d'accés (P1) = (x1 - x_0 = 0).

I1 est bien entendu que Pi’ a 1'issue de sa section critique,

donne le témoin 2 Pi®1 en rendant vraie la condition d'accés de Pie 1

On constate que les compteurs X et X  sont tels que

0 1 , :
0« ¥ = % <1 (ou0g X, = X< 1), ce qui autorise 2 les mettre en oeuvre

modulo 2., Soient XO et X1 la feprésentation modulo 2 de X, et x,.



Le choix des conditions (1) permet d'aboutir a 1'algorithme

(I) qui est d'ailleurs celui de Dijkstra EbIJ 74], et ou P0 est favorisé
au départ. '

€1) P | X, =0 P1 X, :=0

0 0 1
répéter répéter
éttendre Xo = X1 , attendre XO = X1 @ 1
SC0 | | SC1 :
XO = X0 6 1 . X1 := X1 ® 1

 fin répéter ‘ fin répéter
==L repeter o repeter

ol ® représente 1'addition modulo 2,

Le choix des conditions (2) permet d'obtenir, quant 3 lui,

1'algorithme (ID), ou P1 est le premier servi :

(. Py| X, := 0 | OB [ X =0
' répéter répéter
attendre X1 = XO 6 1 attendre XO = X1
SCO SC1
XO := XO ® 1 . ' X1 = X1 ® 1
fin répéter in répéter

1.5. COMMENTAIRE SUR LA FORME DONNEE AUX PROCESSUS

I1 est a noter que les deux processus P0 et P, sont supposés,

au départ, en situation de communiquer, c'est-i-dire ue P, peut accéder
|4 ’ quer, q i P

& la variable de Pi$1' Par ailleurs, nous n'avons pas exprimé ici le fait
que le processus puisse avoir & exécuter des actions spécifiques en dehors

de la section critique. En réalité, il faut considérer que PO et P1 sont les
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processus chargés d'établir le protocole d'arbitrage pour le compte de
processus en compétition. Ainsi, SCi doit @tre considéré comme la reppé¥
sentation d'une sollicitation émise par un processus, sur le site n° f,
pour entrer en section critique. Si cette sollicitation n'existe pas, tout
se passe comme si SCi était 1'instruction vide, c'est-3-dire que Pi passe
immédiatement le témoin 3 Pi®1' '
Ainsi, le protocole d'arbitrage met en oeuvre deux processus

actifs en permanence, c'est-a~dire en situation de communiquer entre eux
comme avec le (ou les) processus du site 3 qﬁi chacun fournit 1'autorisation

d'entrer en section critique.

1.6. PROBLEME DE LA PRIQRITE INITIALE

Dans les deux expressions données en 1.4., on favorise a-priori
un processus. On réalise en fait un ordonnancement statique des Rrocessus,

Puis cet ordre est répété infiniment.

On peut s'affranchir de ce choix initial en considérant que les
deux variables XO et X1 Peuvent avoir une valeur quelconque &ans {0,1}.
On a alors un ordre aléatoire, mais on notera que XO et X1 ne sont plus
eéxactement la représentation modulo 2 du nombre de passages en section

critique.

Un autre choix serait d'établir un ordre Premier arrivé - Premier
servi (PAPS). Dans ce but, on peut s'inspirer du protocole habituel de
politesse qui régit le franchissement d'une porte lorsque deux personnes

s'y présentent simultanément.

Ce protocole les conduit a ne pas chercher 2 forcer .1le passage,
mais au contraire 3 se le céder. Chacun, en quelque sorfe, exécute un algo-
rithme qui se caractérise par un arrdt marqué, 1'esquisse d'un geste et
1'attente d'un signal. Afin que le protocole aboutisse, on peut décider des
régles suivantes : le "premier" arrivé esquisse un geste pour faire passer
le "second" ; celui-ci s'efface alors et donne le passage au premier qui-

s'exécute. Pour 1a personne n° i (i=0 ou 1), cela se traduit ainsi



PRIORITE := 1 ® 1
attendre PRIORITE = i

entrer

Cette régle peut se traduire ainsi dans les formulations (I} ou {II)

/ ® addition modulo 2 /

N o devant la boucle de chacun des Pi’ on remplace 1'initialisation de Xi ao

" par une instruction qui rend vraie la condition.d'accés de P.

est de type PAPS :

161

a sa section

critique. On dérive ainsi de (I) la solution (I') ol la priorité initiale

X, : =X

] .=
(1) P0 XO : X1 ® 1 1 0
répéter ‘répéter
attendre X0 = X1 attendre XO = X1 ® 1
SC0 SC1
XO = XO ® 1 X1 = X1 @ 1
fin répéter fin répéter
On constate alors qu'on peut fusionner les instructions :
Xo = X1 e 1 avec Xo =X 0
X1 := Xo avec X1 =X, 0
’ €t on obtient finalement la solution "PAPS" (I11) :
(111) P, répéter répéter
XO = X1 e 1 X1 = XO o
attendre XO = X1 atte§dre Xo = X1 ® 1
SCo SC1
fin répéter fin répéter
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De fagon analogue, on peut dériver de (II) la solution PAPS () .
(iv) PO répéter P1 répéter
XO = X1 X1 := XO o 1
attendre X1 = XO 91 attendre X1 = XO
SCO SC1 ‘
fin répéter fin répéter

Notons que la formulation (3) ci-dessous constitue donc une

abstraction des algorithmes (III) et (Iv)

Pi répéter

PRIORITE := i @ 1
(3) attendre PRIORITE
scC.

i
fin répéter
—. -cpeter

i
[

et on peut énoncer :

(1) L'instruction initiale PRIORITE := i @ 1 &tablit un rendez-vous
entre PO et P1, sur la premiére exécution de attendre. '
(2) Ce rendez-vous réalisé, on a, ¥i :
condition pour autoriser SCi ¢ PRIORITE = i

action 3 1la terminaison de SCim : PRIORITE := i

P0 // P1 dans 1.1,

On peut dériver (III) et (IV) de la formulation (3) en considérant
que les compteurs de passage en section critique doivent mettre en oeuvre la
variable théorique PRIORITE. Dans ce but, on effectue les changements de

variables suivants :



L]

Pour dériver III : PRIORITE %, - x,

ou encore

(xo 2] x1)

Pour dériver IV : PRIORITE (xo - x1) @ 1
' ou encore

8 1)

(xo ) X,
Ces changements.de variable traduisent bien le fait qu'un processus
a la priorité dés qu'il a un tour de retard sur (resp. le méme nombre de tour

que) son voisin.

Remargue :

On retrouve dans la forme (3) ci-dessus une version élaguée de
1'algorithme centralisé d'exclusion mutuelle donné par Peterson [PET 81],
et dans la forﬁe (1IV), une version élaguée de 1'algorithme distribué donné
par Kesseis [KES 82]. | ’

A titre d'illustration, donnons 1'algorithme de Kessels :

Pi : répéter
Q[i] := vrai
R[i] := rR[i®1] o i :
attendre non Q[i®1] ou R[i] # R[i®1] @ i
SC.
i
Q[i] := faux

fin répéter
==t repeter

Q[i] = vrai signifie que Pi est présent dans la compétition (dans
le cas contraire, il est déclaré perdant par forfait). Si on fait abstraction
de cette possibilité de forfait, on est dans les conditions de nos hypotheses,

et on retrouve 1'algorithme (IV),rendu, bien artificiellement,'symétriqué.
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1.7. PROTOCOLE D"OUVERTURE"

Les expressioms (I) & (IV) supposent que les variables d'un
processus sciernt accessibles 3 1'autre processus dés qu'il démarre. Ainsi,
il faut considérer un protocole de mise en route (ouverture de session
par exemple) : un processus particulier envoie un signal a tous les processus, .
Notons que dans la formulation (I) ou (II), ce protocole d'ouverture doit
en outre conduire & 1'initialisation des variables & 0 si on a choisi un

ordonnancement statique (cf. 1.6.).

1.8. CONCLUSION

Nous avons donc dérivé plusieurs algorithmes d'arbitrage binaire

et montré que deux aspects doivent &tre examinés

- Initialisation des variables

- Choix de 1'ordre a établir entre les deux processus

la répétition par alternance de ce choix initial étant ensuite un probléeme

assez élémentaire.

2 - ARBITRAGE ENTRE N PROCESSUS PAR
- CIRCULATION D'UN.PRIVILEGE SUR UN ANNEAU

La généralisation du protocole d'arbitrage & n sites va
se poser de la méme maniere qu'au paragraphe précédent (voir 1.8). On doit
examiner principalement 1'initialisation des variables et la manidre d'établir
un ordre entre les processus. Il existe de nombreuses stratégies selon qu'un
processus sera autorisé a communiquer avec un, plusieurs ou tous les autres
processus. L'anneau est la structure de communication la plus simplé. Les n
processus sont numérotés de 0 & n-1 et un processus ne communique qu'avec son
"voisin" sur 1'anneau virtuel constitué par cette numérotation a-priori.
Nous développons dans ce paragraphe des algorithmes distribués d'arbitrage
Sur un anneau. Dans le paragraphe 4, nous évoquerons deux autres structures
de communication : le maillage total et 1'arbre binaire. Auparavant, dans le

paragraphe 3, nous évoquerons d'autres algorithmes distribués sur un-anneau.
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2.1. ABSTRACTION

Considérons n processus Pi’ i€ [O, n-l], rangés en anneau.
Nous n'allons considérer ici qu'une seule méthode de passageﬁde'témqin d'un
s gt . N C o N
processus a 1'autre ...le processus Pi cecje le privilége a Pi & 1
(¥ = addition modulo n). Le Probléme, exprimé avec 1a. variable PRIORITE

est simple :

(4) P répéter
| Aattendre PRIORITE = i
SCi
PRIORITE := i [¥]1

fin répéter
—— ttpeter

PRIORITE ayant au départ une valeur donnée, 0 par exemple.

Exprimer ce protocole avec des compteurs croissants X, qui
comptabilisent les passages en section critique est simple, En effet,

1'évolution du systéme peut se représenter par le "dénivellé" suivant :

Valeur desq\
X,
i
K+1 + 9——0—.——-[
] ' i
A
K ! 1
A
A
] 1
A
' : 1 i i
— ! H h A —> compteurs x;
X X, Xy X3 x,

dans lequel P3 a le privilége (c'est-a-dire peut entrer en section critique),

i}

Si, au départ, toutes les variables X; sont nulles, le systéme

évolue de la maniére suivante :

i}
e
A

(5) PRIORITE

|

PRIORITE := i {1 <«




tion modulo n) et on en déduit que X. peut &8tre mis

Comme au paragraphe 3, on note que 0 < X,

2.2, ALGORITHME DE BASE

et qui généralise 1'énoncé (I), X,

W)

du précédent, qui généralise 1'énoncé (II); p

privilége parcourt 1'anneau de Pi vers Pi

On obtient alors 1'énoncé (V), qui est celui de Dijkstra [DIJ 74]

est la représentation de x; modulo 2.

Xi € {0,1}, i ¢ {0, ..., n~1}

P, : XO =0

régéter
attendre X0 = Xn_1
SC0 _

0 < XO e 1

fin régéter

X

X. :=0
i

Iépéter

attendre Xi
SC.
i

X. :=X. & 1
i i

fin répéter
—=1 repeter

De la méme maniére, on peut aboutir & un

n=-

et’

2.3. PROBLEME DE LA PRIORITE INITIALE

d'initialisation des variables XO et X

1 joue le rdle de P0 et le

algorithme symétrique

Dans le § 1.6., nous avons montré pour deux processus que le mode

d'attribution de 1a pPriorité initiale :

~ Ordonnancement statique, par initialisation des variables,

= Ordonnancement aléatoire, par non initialisation,

De la méme maniére, pour un nombre quelconque de processus,

1'algorithme (V) réalise un ordonnancement stat

variables 4 0. D'une facon plus générale :

- = Ordonnancement PAPS, par initialisation croisée,

1 induisait trois types de politique

ique par initialisation des

R RO

s L
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~— Toute initialisation des X ne créant pas de dénivellé donne

au départ le privilege a P0

= Toute initialisation des Xi créant un seul dénivellé donne

au départ la priorité au processus o apparait le dénivellé.

Par contre, une non-initialisation n'a pas le mé€me effet : la
cohérence du systéme n'est pas garantle (on trouvera dans [MTV 77] 1' etabllsse-
ment des conditions qui garantissent que le privilége circulera dans de
bonnes conditions au bout d'un temps fini ; mais cette question est hors du

champ de notre étude).

Quant & 1'ordonnancement PAPS, il est clair qu'il ne peut étre
généralisé sans qu'un processus entre en competltlon, donc en communication,
directement ou non avec tous les autres processus : on sort donc du cadre

P

de 1'anneau et nous y reviendrons dans un paragraphe ultérieur (4).

2.4. VARIETES D'ALGORITHMES DE CIRCULATION D'UN PRIVILEGE SUR UN ANNEAU

Dans 1'algorithme (V), le privilége est matérialisé par un

. dénivellé, ou front (sauf quand P0 le possede, a charge pour lui de 1le réengen-

drer) En quelque sorte, tous les processus sont 2 égalité au départ (X = 0, ¥i),
et celui qui a le pr1v11ege est le premier 3 constater qu'il a du retard sur
son v0151n (sauf s'il s aglt de PO qui constate, quant a lui, que Pn—l 1'a

rattrape)

Exemple : La figure 1 décrit 1'évolution de 1a configuration de 1'anneau

avec n = 5. Sur chaque dessin, en abscisse on trouve le numéro du
processus (de 0 & 4), en ordonnée la valeur de la variable
X, (Xi =0 ou 1).

i
* marque le processus qui a le privilege.

1 A : : .
0 * => I * => l % => I* = l *
et

bt — =>j—~;¢__. =>.J¢—Q =>}.-__.._‘._F.‘_‘ = r-c*

bty 2tcC L, ..

Fig. 1 - Circulation du privilege (*). Algorithme (V), n=5



- 14 -

Sur ce théme, on peut effectuer différentes variations. L'idée
de base est de placer au départ, tous'les processus dans une situation
différente : tous les couples de voisins présentent alors un décalage K
analogue (K # 0) sauf un qui présente un décalage K' singulier (K' # K,

K' éventuellement nul). Il suffit ensuite de rendre cette situation cycliqﬁe

et infinie.

Prenons par exemple K=1 et K'=0. On obtierit alors 1'algorithme

VD), qu'oﬁ représentera symboliquement comme la forme (5) de 1l'algorithme (V).

V1) X, = i modulo p, au départ ¥i € {0, ..., n-1}
n > 2, p étant n'importe quel diviseur de n-1. ( #1).

PRIORITE = i <& Xi 91 = Xi

PRIORITE := i + 1 ¢=> X, := X, + 1 modulo p

La condition d'attribution du privilége ne peut &tre valable au
'départ que pour Xo. Donc au départ Xn—1 = n-1 modulo p = X0 = 0, ce qui implique
que p soit un diviseur de n-1. On vérifie aisément que la systéme évolue de
manieére cohérente. Lorsque n est impair, on peut donc prendre p=2 et on obtient

une structure intéressante, en "créneau". (Voir figure 2),
1 ' :
0 * l I I I => * | l l => I *I l =>, I I * I => l ' | *

1

*
I I

Fig. 2 - Circulation du privilege (*). Algorithme (VI), n=5
(addition modulo 2).
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81 on choisit K=1 et K'=1~-n (conditions initiales), on obtient
1'algorithme de Raynal'[RAY'SSJ. Dans {RAY éi], p=n? : en réalité il est
nécessaire et suffisant que p ne divise pas n.(Si.p divise n; -alors K = K'

modulo p et tous les couples présentent la méme configuration).Cet algorithme

est le suivant :

(VII) Xiv=’iAmodulo P, au départ, ¥i € {0, ...vn-i}
n > 1; p n'est pas diviseur de n.

PRIORITE = i <ms> X, . . - X. = n=1 modulo p
PRIORITE := i [f]1 <= X; += X, + n modulo p_

)
;
3
]
;

Fig. 3 - Circulation du privilege (*), algorithme (VII) n = 5
’ (Addition modulo 3).

Mais comme nous allons le voir, tous ces algorithmes ont une

~ base commune. En effet, grice au changement de variable

(6) Y, =n*X 4+ ¥i € {0, ..., n~1}
on dérive de (V) 1'algorithme (VII).
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\Y . VII
Initialisation Xi = 0 Wi Yi = 1 ¥i
Priorité = 0 X .1- Xy =0 Y 1 - Yy = n-1
Priorité = i Xiq ~ % =1 Y. ¢~ Y =n +.(1—1) -1i
i#0 =n - 1
Priorité := i [@ 1 X. :=X. + 1 Y. : =Y. +n
i i i i

De plus, quand n > 2, si p divise (n-1), alors p ne divise pas n.
Donc, dés que n > 2, on peut gérer les variables Yi de 1'algorithme (VII)
modulo p, ou p est un diviseur de n-1. On a donc n-1 = 0 modulo p et on

obtient 1'algorithme (VI). (Voir Figure 4).

O =MW

O =N W

O

etc ...

_*rrl_ |
(]
=> . => => =>
*
% % * %
_—+:1_I_J_.

Fig. 4 - Circulation du privilege (*) - Algorithme (VI) ou (VII).
n =5 (addition modulo 4),




En fait, on peut encore généraliser (VII) en modulant certains
paramétres tels que K, le numéro du premier processus privilégié ... Nous
pensons pouvoir avancer que toute forme ainsi obtenue est une variété, dérivée

de la forme réguliére (V) par un changement de variable de type (6).

3, PRODUCTION D’ALGORITHMES DISTRIBUES.
EQUITABLES D’'ALLOCATION DE RESSOURCES

On peut envisager de faire circuler 2 (resp. p) priviléges parmi
n processus Pi selon le modeéle déveioppé au paragraphe 2. Cette méthode est
une maniére élégante de résoudre 1'allocation équitable de 2 ressources
(resp. p) a n processus. Rappelons que dans ce cas, comme nous l'avons déja
noté en 1.5., la possession du privilége par un processus doit 8tre cdmprise
commme la possibilité d'attribuer une ressource sur le sité ‘¢ortrespondant.
Lé~processus Pi a pour seul rdle de distribuer, récupérer et faire circuler
les droits d'utilisation des ressources : ces "droits" circulent donc a leur
propre vitesse, de maniére équitable ; si, sur le site, aucune ressource
n'est réclamée par un demandeur, le droit est cédé au site voisin. Notons
qu'on ne peut attribuer qu'une ressource & la fois & un demandeur, mais on

peut envisager qu'il existe plusieurs demandeurs sur chaque site.

3.1. PRODUCTION PAR ADDITION DE COMPTEURS

Pour faire circuler 2 (resp. p) priviléges, on peut considérer
2 (resp. p) jeux de compteurs indépendants. Mais on observe qu'on peut faire
1'addition des 2 (resp. p) jeux de compteurs. Considérons 2 ressources a allouer

3 n processus et 2 jeux de compteurs évoluant selon (V). Ainsi

. Soit {Xi} et'{Yi} les deux jeux de compteurs
. Soit Z, = X, + Y. ¥,
i i i i

ona,alors:OSZi—ZiE15_2

N

et on en déduit que Z; peut évoluer modulo 3, selon 1'algorithme :



(VIII) Zi = 0, au départ, ¥i € {o, veey, n=11

® : addition modulo 3, n > 1t

PO a 2 droits <===? Zn_1 - Zy= 0

Po a 1 droit Cme> Zn_1 - ZO = 2

P, a2droits<=> 2, . -2Z.=2,1i5>0 !
i 1-1 1

P, a fdroit <=2, . -Z,=1,1i>0
1 1i-1 1

P. abandonne 1 droit <==> 2, := 2. 6 1 , ¥i
i i i

La figure 5 décrit 1'évolution du systéme pour n = 5.

o -
Iﬂ-*
Y
*
*
o =N

L s T4 =
= x |§
N == §a.__h_] '
= % l* =9'F—*-1f:*-1:“ = N etc
AN
S P~ [T a— %
=> *[ % ”* = PR E

Fig. 5 - Evolution d'un systeme possédant deux
priviléges. n=5 - Addition modulo 3. (Alg. VIII).
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A partir de cette solution, on peut trés facilement dériver
d'autres solutions a des problémes d'allocation voisins. Par ‘exemple, si
oa scvhaite ne pas attribuer deux droits simultanés ¥ un'm@me site, on

prendra également 1'addition de deux jeux de compteurs, en observant :
) - = ' LRy e .
a) que 0 < Z; Z:m:¢ £ 1 =>1"addition peut évoluer m?dulo 2.

b) que P., avant de céder un droit qii'il posséde , doit vérifier

que son voisin de droite ne.posséde pas déji un tel droit.

Nous obtenons ainsi’ un premier algorithme (IX) ol chaque site
doit interroger ses deux voisins pour prendre une décision. Cet algorithme

(IX) est illustré sur la figure 6 (avec n = 5).

(Ix) . i€ {0, ..., n=1}, n > 1, ® addition modulo 2

au départ : Zo =1, Zi =0 pour i >0

. Pi a un droit <=> Zi # Zitj |
. Condition pour que Pi céde son droit <=> Zi =12

imt

. P. céde son droit <=> Z. :=Z. & 1
i , i i

.._l* *-* . | A=>m > F T Tk, ST, =>m

Y

N ‘I*I* . ;E __F:*_l*: . ;; ;vr:1i*—q.
J"'“”«-J"_H
h—h—I—*—l—q h—~—+—J_]-ﬂ

etc ....

Fig. 6 - Evolution d'un systeme possédaht deux privileges,
un au plus par site. n = 5. Addition modulo 2.
Alg. (IX).
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A partir de la solution (IX) on peut aisément dériver la solution

au probléme bien connu des philosophes : en effet, dans cé ¢as, on considére
5 philosophes dont 2 au plus peuvent disposer d'une ressource si et seule-
ment §i leurs deux voisins n'en possédent pas. Partant de 1'algorithme (1x),
on constate qu'un processus privilégié PiE:H peut céder quand il veut son

droit : par contre, celui-ci ne sera utilisable par son voisin de droite

.

(soit Pi) que si deux conditions sont satisfaites :

- bien évidemment, le voisin de droite Pi-constate que PiEl 1 '

1 .
ne 1 aplus-Zi# ZiEH'

- Pi vérifie a son tour que son propre voisin de droite ne 1'a pas.

Ce qui donne 1'algorithme (X), illustré sur la figure 7 :

xX) i € {0, 1, 2, 3, 4} , ® addition modulo 2
audepart:Zo=Z1=1,Zi=0 1>.1

Pia un droit <=> Zi # ziE1 g_EZi = Zi1

P. céde son droit <=> Z. := Z. 9 1
i i i

(a) (b) , . '

Fig. 7 - Evolution d'un systeéme possédant deux privileges
selon le protocole "5 philosophes". n = 5.
Addition modulo 2 - (Alg. (X)). Noter que 1'évolu-
tion n'est pas exhaustive : ainsi entre 1'état (a)
et (b) on est susceptible d'avoir
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On peut bien silir généraliser cet algorithme 2 1'allocation
équitable de ﬁ ressources 2 2 p+1 philosophes (ou m@me bien slir 2
2p+gq, q<p) L'idée est de considérer p jeux de compteurs {XJ}
jed{r, ..., p}, i € {0, ..., 2 p + q - 1} évoluant selon 1' algorlthme
(V) et tels qu'initialement, le privilége soit attribué respectivement

. aux philosophes 0, 2, 4, .;., p-1.

Exemple :.

* 1..

fer droit = it ~ {Xi}
“‘*‘1 * . : 2

2éme droit : {Xi}
3eme droit | |*' . A . T {Xi}

etc ...

Par addition, on constate qu' on peut engendrer un Jeu de compteurs -

{z, }, evoluant modulo. 2 selon les conditions évoquées en (X)

3.2. - PRODUCTION DIRECTE

On peut obtenir un protocole de type "philosophe" directement, & par~
- tir d'un seul jeu de compteurs. Prenons pour simplifier n=5. On associe

a chaque phllosophe Pi (1 € {0, ..., 4}) un compteur Xs initialisé 2 0 et
comptabilisant le nombre d'accés de P en section critique (droit d utlllser

la ressource). Au départ, tous les X, sont nuls, et on considére que cette
configuration donne un droit & P, et a P,. On en déduit alors que P, (i pair)

a la droit d'utiliser la ressource (on dit en general t. de manger) si et
seulement si il a eu le méme nombre d'occasions” que ses voisins (impairs).
Lorsque P et P2 (1'un apreés 1°' autre éventuellement) cédent leur droit,

0
X et X, augmentent de 1 et P, et P3 obtiennent le droit de manger, 1 parce

qu'il a un tour de retard sur1ses deux voisins, P3 parce qu'il est en retard
avec P2 et a égalité avec P + Quand P3 abandonne son droit, P4 constate qu 'il
a un tour de retard sur chacun de ses voisins et qu'il peut donc manger. A
1'issue de son repas éventuel tous les compteurs valent 1. Le protocole peut
étre réitéré. On a donc

Condition d'attribution du droit 2 P0 P Xy = X, = %y

?2 P X, = X A% x3
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Ces compteurs {xi} peuvent &tre mis en oeuvre modulo 2 (soit {Xi})
et on obtient un systéme évolyant comme (X) i un changement de variable

prés (Xi e Zi = 'Ci’ Ci constante). Voir figure 8.

protocole obtenu directement ({X;}).

Merle,

Fig. 8 - Les philosophes : protocole selon (X) ({Zi}) et
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4 - CONCLUSIONS

A partir d'expressions en termes de compteurs croissants, nous
avons construit des algorithmes répartis équitables d'allocation de ressources.
Dans un premier temps, nous avons retrouvé des algorithmes d'arbitrage par
circulation de privilége, et mnous en a§ons dérivé de nouveaux et nous avons
montré qu'ils .appartenaient tous i une méme variété. Dans un second temps,

nous .avons montré que le mécanisme de circulation de privilege sur un anneau
peut i son tour, associé a4 la définition d'opérations sur 1es compteurs, étre
un outil trés élégant pour la production d'algorithmes equltables d'allocation

de ressources.

STRUCTURE ALGEBRIQUE

Nous pouvons ainsi considérer un jeu de compteurs {X } évoluant
sous les contraintes deflnles, par exemple, par 1'algorithme (V) A partir de

la, nous avons donné des exemples de deux expressxons

(1) {Yi} n {Xi} +a;

: (7. j
(2) {z;3 =} {x]}

définissant de nouveaux jeux de compteurs et donnant les bases d"'une structure

algébrique.

COMPTEURS, PROTOCOLES DE SYNCHRONISATION, ALGORITHMES DISTRIBUES

En ce qui concerne 1'expression et la production d"'algorithmes
distribués, (ou de protocoles), nous .avons illustré unme fois de plus que les
compteurs étaient des outils simples et puissants. Ce sont en effet des outils
commodes pourrexprrmer(d'une maniére trés condensée) 1'histoire passée d'un
processus. Leut capacité éventuelle d'évoluer modulo K a une 31gn1f1cat10n
précise et un intér@ét pratique évident. L'intéret pratique est celui de la

mise en oeuvre informatique. Quant 3 la signification d'une telle évolution
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pour le systeme décrit, c'est tout simplement le fait qu'a un certain moment,
on peut oublier 1'histoire passée (on "remet les compteurs a zéro") et
réitérer un certain comportement. En quelque sorte, c'est une manifestation
du fait que le systéme décrit est concu comme la répétition infinie d'un
comportement fini et qu'il sera donc sans blocage et sans famine pour peu

que le germe (le comportement infiniment répété) ait des propriétés ad'hoc.

INTERET PRATIQUE - ROBUSTESSE

Faire circuler un ou des pr1v11eges Sur un anneau pour résoudre
des problemes d'arbitrage et plus généralement d'allocatlon de ressources
reléve d'une méthode bien connue qui ne nécessite pas forcément 1a mise en
oeuvre de compteurs évoluant sous contraintes. La circulation d'un message
caractéristique est parfois bien suffisante. Bien que ce ne soit pas 1l'objet
de cet article, rappelons (voir [COR 81]) que 1'une des justifications des
systémes distribués est leur capacité i résister aux pannes des sites consti-
tuants. Faire circuler un message caractéristique présente une faible résis-
tance aux pannes. Par contre, nous avons montré [MTV 77], [COR 81] que
1'algorithme (V) présentait une trés bonne robustesse. Raynal [RAY 85] évoque
également les propriétés de robustesse des algorithmes de type (VII). D'une
maniére générale, le caractére régulier des contraintes entre les sites permet
de déduire les mécanismes de décision ad'hoc en cas de reconfiguration de

1'anneau des sites.

AUTRES STRUCTURES DE COMMUNICATION

Au début du paragraphe 2 et en 2.3. plus particuliérement, nous
avons évoqué la généralisation du protocole d'arbitrage binaire avec ordonnan—
‘cement initial PAPS au cas de n processus. Dans un systéme dlstrlbue, ordonnan-

cement PAPS doit &tre pris, bien évidemment, avec un sens particulier 1ié 2
la perception que chaque site peut avoir des autres sites quand les délais

de transmission sont a-priori inconnus, variables mais bornés (voir [cor 81]).
Nous évoquons, en quelques lignes, et de maniére tres informelle, comment

on peut généraliser de tels protocoles avec ordonnancement initial PAPS (au

sens distribué).
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Un premier type de solution ([LAM-74], [LAM 78]) est basé sur

un maillage total : un processus communique avec ses (n-1) pairs (exemple :

un bus, un réseau a diffusion). I1 y a n(n-1)/2 connexions logiques. Chaque
processus entre alors en compétition directe avec tous les autres. L'ordonnan—-
cement PAPS est obtenu a 1'issue d'une course en ligne unique & laquelle

participent tous les processus.

Un second type de solution'([KES 82]) est basé sur une structure

d'arbre binaire : un processus (parmi n = 2P) communique avec p processus dans

une structure arborescente binaire. I1 y a 1 nlog,n connexions logiques (np/2).
Chaque processus entre alors en compétition avec tous les autres, mais indirec-

tement. L'ordonnancement PAPS est obtenu & 1'issue d'une épreuve par élimination
directe dans 1adue11e chaque match oppose deux processus, selon 1'algorithme

déerit en (IV).

Ainsi certains algorithmes distribués imposent une typologie de
communication plus ou moins.maillée. Cet.exemple met donc bien en valeur qu'on
peut "distribuer" un algorithme sur des topologies différentes et qu'il reste
a faire une étude exhaustive, quant a la complexité, de différentes réalisations
distribuées d'un méme algorithme, comme on 1'a fait des différents algorithmes

de tri par exemple.
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