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Résumé

On présente brievement la notion de calcul de processus paralléles, dont les termes sont
interpretés comme des systémes de transitions. La notion de congruence sur ces derniers
induit des propriédtés algébriques sur les termes, dont on montre Vutilisation & travers un
exemple de vérification.

- Abstract .
We briefiy introduce the notion of algebraic calculus of processes. The terms of calculi are

interpreted as transition systems. %ecqncept of congruence on these systems induces alge-
_braic properties on terms, which are used in an example of verification.

1. Introduction _

11 est reconnu depuis longtemps que la notion de fonction ne permet pas de donner une
sémantique satisfaisante pour les systémes paralleles et communicants. Ces systémes mani-
pulent certes des données et produisent des résultats, mais c'est au cours des calculs qu'un
agent peut communiquer des données 4 un autre agent qui travaille parallelement. La compo-
sition des fonctions, qui permet d'interpréter la composition séquentielle des programmes, -
est donc inapte 4 rendre compte de ce type de communication. Un modeéle plus fin que la
notion mathématique de fonction est par conséquent nécessaire.

Le modele que nous adoptons ici repose sur I'idée de calcul d'une fonction: un tel calcul
est une séquence de pas €lémentaires, le déroulement d'un algorithme si I'on veut. Cette idée
est d’ailleurs & la base de la sémantique opérationnelle des programrnes séquentiels: un pro-
gramme exécute une suite de changements d'états. On pourra trouver une description de ce
type de sémantique dans le cours de G. Plotkin [14). -

. Les objets qui pour nous décrivent la sémantique des programmes paralléles et commun-’
icants sont donc des systémes de transitions: un tel systéme, étant dans un certain état q
exécute un pas élémentaire‘de calcul a et, ce faisant, se reconfigure en un autre état g¢'.
Cette relation de t;ansitiqn est notée:

a
7=9q .
Bien entendu, il faut s’entendre sur ce qu'est un "pas élémentaire de calcul’; pour nous cela
veut simplement dire que pour un systéme (discret) considéré, il y a une notion d'action
atomique, ou si I'on veut non-interruptible. En effet nous ferons ici dans une large mesure
abstraction de la signification que peuvent avoir les actions eflectuées au cours de transitions,

Il est usuel en mathématiques lorsqu'on s'intéresse 4 une classe de structures de définir
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des notions de congruence et de morphisme. S'agissant de systemes de transitions, le but
essentiel ‘est de pouvoir construire des "modeles réduits” {quotients) et comparer des
systémes. Dans la notion de congruence intervient une relativisation de I'atomicité: on se
donne un point de vue abstrait sur les actions que peut exdcuter un systéme, unc aclion
abstraite étant représentde par un ensemble de séquences d'actions "concrétes”. Ainsi en
construisant un quotient d'un systeéme selon un tel critére d’abstraction, on en donne un
modele réduit qui permet de le visualiser en ne retenant que certains traits de son comporte-
ment. Un cas typique est celui o0 l'on ddcide de ne pas observer les communications
internes, et de ne voir que le "service" rendu par un systéme. La notion de congruence est -
donc lide & la vérification de propriétés. De maniére analogue, on peut par la notion de mor-
phisme rendre compte de celle d' "implémentation": il s'agit 13 de traduire un systéme dans
un autre en réalisant des actions abstraites par des successions d'actions de "plus bas
niveau”. Ces idées on été développées dans [4]. et nous n'introduirons pas ici la notion de
morphisme. '

Poursuivant I'analogie avec ce qui a été fait pour la sémantique des programmes
séquentiels, ou I'on s'attache d définir la fonction calculée par un algorithme écrit avec cer-
taines primitives, on peut se demander quelle syniaze on peut se donner pour décrire les
systémes de transitions. Le type de syntaxe que nous adoptons ici est celui des algeébres de
termes, ol chaque opérateur représentera une fagon de composer des systémes. Cette
"fagon de composer" est spécifide (complétement) par des régles qui indiquent quels peuvent
é“tre»les comportements d'un systéme composite en fonction de 'activité de ses composants.
Ce style de définition de la sémantique (dite "opérationnelle”) est du & G. Plotkin [14].

-On peut alors transposer au plan syntaxique les concepts introduits dah_s I'univers
sémantique: une congruence dans la classe des systémes constituée par l'interprétation
d'une algébre de termes induit une égalité sémantique entre ces termes. On peut donc
raisonner directement dans la syntaxe, obtenant 138 un calcul de processus qui est:

-- une algeébre de termes ' ’

-- munie d'une sémantique opérationnelle, qui permet d’interpréter les termes comme des
systémes de transitions ’ '
-- munie aussi d'une égalité sémantique correspondant a une congruence sur les systémes de
transitions. : .

Cette notion de calcul de processus provient directement des travaux de R. Milner [10,12]
{méme si nous omettons des citations, il devrait étre évident que nous ne faisons que pro-
longer la voie ouverte par Milner). La notion de morphisme quant & elle permet de parler de
sous-calculs ou d'implémentation d'un calcul dans un autre (cf. [4]).

Ce que I'on gagne & considérer une syntaxe pour les systémes de transitions, c'est que
chaque congruence induit des propriétés sur les termes. Nous pouvons ainsi, par des
raisonnements algébriques, conduire des vérifications de systémes; pour nous, vérifier
signifie donc prouver l'équivallence de termes, modulo un critére d'abstraction dans leguel
s'exprime le "point de vue" adopté. Nous terminerons ces queiques notes en donnant de fagon
assez compléte un exemple d'une telle preuve. “ -

2. Systémes de transilions

Corume on Pe dit précédemment. un systéme de lransitions compoerte des ¢lads, des
aciions et des {ransitions. On y ajoutera ici-un &éat initial. On peut donc le déerire comme
une structure |

8={(Q.A.T.s)
ou:

-- & est I'ensemble des états

-- A est 'ensembie des actions atomiques:

-- T ¢ @ x4 xQ estI'ensemble des transitions

-- § € § est I'état initial. : I

On a déja utilis¢ la nctation g — q'; elle est équivalente (pour un systéme donng) &
(g.a.g')€T. On supposera implicitement gue tous les états de @ sont accessibles d partir de



I'état initial s .

Exemple

On peut modéliser le comportement d'un médium de communication (tampon & une place)
par un systéme de transitions comportant un état libre, & partir duquel on peut recevoir une
donnée z, en exécutant une action in?z, ce qui amene dans un état "occupé par z", noté
occ(z); de cet dtat on peut délivrer la donnée en exécutant I'action out’/z et retourner dans
I'état lidre. On peut figurer ce systéme par:

0

n?z

outlz

De manié¢re analogue on peut modéliser un médium moins fiable, qui peut introduire un délai
d'acheminer_nerit arbitraire, des duplications et des pertes de message par:

infr délai

ocutlz ouilz

Il est tres souvent commode, lorsqu’on veut vérifier certaines propriétés d’'un systéme,
de faire abstraction de certains comportements.Précisons ce que cela signifie pour ncus: en
premier lieu, nous ferons I'hypothése qu'on ne peut connaitre un état d'un systéme que par
ses possibles reconfigurations (actions exécutdes et ce que l'on peut connaitre de I'état
atteint). C'est dire que nous suivons ici le point de vue de Milner [12], utilisant la notion de
“bisimulation” attribuée & Park. En second lieu, 'abstraction porte sur les actions elles-
mémes: on peut par exemple considérer que certaines séquences d’actions représentent
toutes la meéme action abstraite, ou que' d’autres sont non pertinentes. Tout cela va étre
formalis¢ dans la notion de congruence de systeme (cf [4]), une généralisation immédiate de
celle de bisimulation. »

Quelques notations: .
comme il est usuel, 4 * désigne I'’ensemble des mots sur 4 (suites finies d'actions), & étant le
mot vide, et A* 'ensemble des mots non vides. Nous noterons u;v la concaténation de v aprés
u. On peut alors étendre aux suites d’actions la relation de transition T dans un systéme
donné:
e
(i) 9=>¢
ay a u
(1) g=>q" « 3g” g=>q" et q"=>¢ (pour acAd)

On peut méme I'étendre aux ensembles de suites d’actions {(avec la meme notation):

U w
(i) pour UcCA®* g=>q¢ e ueU g =>¢



définition 1: critére d’abstraction
un critére d’'abstraction sur un ensemble 4 d'actions est une partition partielle sur A¥
c'est-d-dire un ensemble C ={¢; /i€/| d' "actions abstraites” g; ¢ A* deux d deux dis-
jointes = '

Exemples: .

Les deux exemples les plus connus sont le “critére fort", pour lequel chaque action est
distinguée (ie C ={{a}/a€Ad}), et le critére d'observation de CCS, pour lequel les communi-
cations internes sont invisibles (cf [10,12]). Ce sont deux cas particuliers de critéres
d'abstraction obtenus & partir de projections: soit VCA un ensemble d' actions visibles.
Deux séquences sont observationnellement équivalentes (modulo V) si elles ont méme con-
tenu visible; les actions abstraites dans le critere 0(V) considéré sont les classes d'actions
dans la relation d'équivalence: ' ”

uspv e puy(u)=py(v)
ol uy:A*—V* estla projection sur V* (ie le morphisme qui efface les actions qui ne sont
pas dans V). .
Ces critéres 0(V) obtenus en ignorant des actions sont eux-mémes des cas particuliers de
critéres liés d certaines congruences du monoide libre A* Soit ¥ C A*xA* une relation entre
séquences d’actions et 2y la congruence du monoide A4 * engendrée par W; cette équivalence
2y est la plus grossiére qui satisfait: :

(i) Wc2y
(%) uSpu' & vEyv => uiv Zyu' ;v

Elle détermine un critere, que nous noterons Q{W), dont les actions abstraites sont les classes
d’équivalences d'actions pour la relation ®y. Par exemple

pour VcA: O(V)=Q(F) o2 W=f{a,t)/agV]

Ce type de critére est particuliérement important; c'est celui que nous utiliserons dans
I'exemple de vérification traité plus loin (voir aussi I'appendice). On dira que W est
alphabétigue si W C (A ufel)x(Aufe}).

définition 2: congruence de systéme de transitions

une congruence sur un systéme 8=(4 ,4,T,s) estuncouple p=(C,R) ou:
(i) C est un critére d'abstraction sur 4
(ii) R est une relation ‘d’équivalence sur g compatible avec les transitions modulo C,

c’est-a-dire qui satisfait:
74 v
UeC et (p.q)eR et p=>p' => 3¢ q=>q et (p'.q )eR =

Cette derni€re propriété ("invariance" pour Brookes et Rounds [6], on pourrait aussi dire (-
bisimulation) est habituellement dessinde:

17) U

"
b
p' o.'Roo- q'

Nous noterons par g ]z la classe d'un état g dans la relation R.



définition 3: quotient d'un systéme
soit 0=(C,R ) une congruence d'un systéme 8=(Q.4.7T,s.). Le quotient de © par p est

le systéme:
8/p=(Q/R.C.T, [s Ir)
ou

(Ip 1e.U.[qg Ir)ef & 3¢ p =5 ¢ e g€lg Ir »

Il est facile de démontrer que pour chaque critére d'abstraction C sur un ensemble d‘actions
donné, il existe une relation d’équivalence compatible avec ce critere (ie qui est une C-
bisimulation) qui est Plus grossiére que toutes les autres; nous l'avons appelée C-équipdllence
dans [4], et notée ~¢ (~ lorsque C est le critere fort 0(4)). '

définition 4: équivalence de systémes i
deux systémes 8=(@ ,A,T.s) et @ = (@ .A.T .s') sur le méme ensemble d'actions 4
sont C-éguivalents sileur quotient par (C ,~¢ ) sont isomorphes s

Exemple
Considérons le systeme:

o & oo

On peut le voir comme réalisant une "garde temporelle": étant dans I'état P, on passe dans un
€tat d’ou I'on ""décompte un certain délai" (par tic), ou bien on accepte une "sortie normale"”
(par in? vers g¢). Si I'on "ignore le ‘temps”, on peut adopter le critére d'abstraction o)

(avec V =fout!,in?}) dont les actions abstraites sont:
T=ftic |*
ol={tic }%outl;ftic J*
i? ={tic §%in?;{ tic {*

Alors on peut voir qu’avec la relagion R dont les classes sont

tHpd. tk . k~1,...,0].1¢ 1}

on obtient une congruence p= (0(V).R), qui n'est autre, pour ce systeme, que ~p(y). Le quo-
tient par cette congruence peut étre dessiné comme suit: . :

Bien entendu dans ce "modele réduit”, il est impossible de voir le "temps passé dans un état”



(actions 7). Le lecteur vérifiera que le systéme de garde Lemporelle précddent est 0(V)-
équivalent au systéme semblable mais d dé€lai 0, déssiné ci-dessous:

3. Caiculs de precessus.

Ce qui nous intéresse maintenant est la facon de composer des systémes, et donc aussi
de les désigner par des termes d'une algébre. Pour cela nous nous donnons un ensemble (fini)
F de symboles d'opérateurs; ces opérateurs vont représenter des "mécanismes de synchroni-
sation”. Nous décrivons la maniére dont ils opérent sur les systémes de transitions par des
régles qui spécifient les comportements possibles d'un systéme composite. Chaque régle (il y
en a un nombre fini pour chaque opérateur f €F) indique:

-- quels sont les composants d’un systéme (composé par f) qui sont autorisés d exécuter
une action

-- quelles sont les actions autorisées, et
-- quelle transition le systéme effectue (action et état atteint).

On retrouve ces traits dans les régles que R. de Simone a étudiées dans {16,17], qui prennent
la forme suivante:

vy Uy
T, = xi .z =zy . (Ve W u)eU
©
f(Ii,...,.‘L‘n)""t
qu’on peut lire:
si ..z =z et (u:‘,....uk.u)EU
plors jF(zy, ..., Zp) — ¢

Dans une telle régle, I/ ¢ A**! est un prédicat sur les actions {on suppose donné 'ensemble A
des actions), et £ est un termes de 'algebre considérée. De plus les conditions suivantes sont
reguises: ‘

- z:g....,:c,;,z',-l, ..., Ty, sont des variables distinctes et

EONR V-1 PN
- si l'on pose:

z'y si j=i pour un certain l (1si<k)
s =1z sinon
alors ¢t est un terme dans lequel n'apparaissent que les variables z';, chacune au plus une
fois. -
Ceci correspond au fait que pour déterminer "évolution d'un systéme tel que f(ty ..., £a),
on ne peut "aller voir dans le futur” de ses composants, ni les dupliquer.

Une aigébre d’agents (relative 4 un ensemble d'actions A) A4 est donnée par un
ensemble (fini) de régles pour un ensemble (fini) d’opérateurs. Chaque terme (sans variable)
que l'on peut écrire avec ces opérateurs représente un état dans un systéme de transitions:
les transitions sont celles qui admettent une preuve selon les régles. Un calcul de processus
est une algeébre d’agents munie d’'une congruence p=(C ,R) sur le systeme de transitions
entre termes; ceci constitue la sémantique du calcul, chaque classe de terme étant un pro-

R

K
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cessus. ll est trés agréable que cette congruence soit qusst une cohgrucncc d’algeébre, com-’
patible avec les opérateurs, c'est-a-dire satisfaisant;

Ey=pt'y . ta=pt'e => f(t . b)) g ()

En effet cela permet de parler des processus en faisant des raisonnements équationnels sur
les termes qui.les désignent, et de décomposer les preuves.

 Exemple: |

d I'ensemble A d’actions on peut associer des opérateurs de choix gardé (empruntés a [7], et
issus de CSP): pour chaque n-uple (a, ..., a,) d'actions, on introduit un opérateur
[ay....ax] an arguments dont la sémantique opérationnelle est spécifide par la régle

(sans hypothése sur les arguments)

3 (1sisn)a = a;

. ° a
ey . van iz 3,) o o3y

On désignera par ', 'algebre d'agents obtenue.

Remarques: - _
-- Lorsque n.=0 on obtient une constante, que 1'on notera ® (NIL dans CCS), qui est un terme

qui ne peut exécuter aucune transition.

-- On pourra aussi utiliser la notation plus classique 2 @i:T; ou encore ay;:Ty+ ' + ApiTy,
15isn :

pour ces op€rateurs; cependant on évitera d'utiliser explicitement la somme (non gardée,
c'est-d-dire p+q, comme dans CCS [10] ou SCCS [11,12,14]). La raison en est que cette
derniére n'est pas toujours compatible avec les congruences de systémes de transitions, alors
que toute équipollence ~qy) est compatible avec les choix gardés.

-- Lorsque n=1 on obtient un opérateur gque nous appelerons garde et que nous noterons sim-
plement a:p (a.p dans CCS). On a par exemple:

[ayaz]:([b1.b2):(0.0).[c ]:0)

gi Qg
[b 1.52]:(0.0) [cjzo
by bz c
4
0 0 (1)}

Le terme considéré ici aburait'pu etre noté: a:(b,0+b50)+ay:c:0

On peut étendre toute algébre d'agents di:A en (‘}éAm. en lui adjoignant les
opérateurs de définition récursive: - - ‘

(t wherez,=¢t,,..., z, =ty )
Dénotons par 8[8,/zy, ..., 6, 2, ] lé résultat de la substitution des termes 8;, ..., 8, aux
variables z,, . .., z, dans le terme 8. Alors on peut spécifier la sémantique opérationnelle de

ces op€rateurs par les régles:



a
t = &

) 3
(t where z;=t;, . .., z,=t,) — (t' where z,=t,, ..., z,=t,)
] e
(t[t1/zy ... tn/2,] where z,=ty,....z,=t,) — '
[
(¢t where xy=ty, ..., Zp=tp,) = t' -

(une spécification différente, mais équivalente, est donnée dans [2,4]. Le lecteur aura rétabli
le prédicat qui est omis dans ces regles). ' ’
Mentionnons ici le fait que ces opérateurs sont compatibles avec I'équipollence forte ~ (ie
~0(A)); en particulier on a le loi (valable aussi pour toute autre €quipollence):

L1: point fize

en posant: 8; = (z; where z,=t,, ..., z,=t,) pour 1sisn

i,-[ﬁh/x,, - .,Bn/;tn]"‘ 6,»

On a aussi, pour toute relaticn alphabétique ¥ sur A* (ie W C (4 u{el)x(4 ufel), voir ci-dessus):

L2: solution unique

si pour tout j (15jSn) t; ~qmy ) aj:t; et a} #W £
: tSisn

alors t; ~qpuyy (z; where z;= Y el ..., z,= O atiz;)
1$i5n 1Sisn :

Milner a donné dans [13] un systéme de preuve complet pour !'$quipollence forte des
systémes de transitions finis, décrits avec une syntaxe légérement difiérente de celle de
K 4™ (voir aussi [3]). .

Exemple:

l'algebre  F;™° obtenue & partir de la précédente permet de décrire tous les systémes de
transitions fimis (sur 'ensemble d'actions 4), c'est-d-dire les systémes dont la relation de
transition est finie. On peut ainsi décrire le premier systéme donné dans I'exemple 1, en
négligeant la valeur des donn¢ges, par:

(z wherez =in?:y Yy =outl:xz)
De méme pour le szeond, si on admet qu'il y a deux valeurs 0 et 1 (bit de controle):
med = (z where z =inPl:y,+in?l:y,
Yo =delai:ypytrperte :z +out Ty gt oud i0:z

yi1=delaiy+perte:x+out 1l:ytouttl:z) ©

4. Paraliélisme et synchrenisation

Jusqu’d maintenant nous n'avons pas vraiment parlé de systémes paralléles, méme si I'on
a évogué une notion de "mécanismes de synchronisation”. Pour rendre compte du
parallélisme, il faut au moins pouvoir parler d‘action globale d'un sytéme, provenant de
I'activité de ses composants agissant ensemble. Comme plusieurs sous-systémes peuvent
exécuter la méme action ensemble, une action globale sera un multi-ensemble d’actions, ou
un élément peut avoir plusieurs occurrences. Une telle action‘globale est en soi atomique, sur
le plan temporel, mais elle peut €tre composée d’actions élémentaires "simultanées”. Si 4ct
désigne I'ensemble des actions élémentaires, on dénotera par M(Act) I'ensemble des actions
globales (muilti-ensembles) composées & partir de Act. Nous adopterons ici une notation mul-
tiplicative, c'est-a-dire qu'un multi-ensemble tel que, par exemple :



-

fa,e.a,b,c,c}

‘sera noté

adb.c?.

(I'élément neutre €tant noté 1). , o - .

On retrouve ici I'idée de Milner [11,12] que les actions d'un systénie paralléle forment un
monoide commutatif. Cette idée permet de rendre rompte tres naturellement du comporte-
ment de certains systémes. Un exemple typique est celui du tas:

un tas, contenant k "jetons”, peut simultanément’ -

-- accepter, en exécutant des actions élémentaires 2, un nombre quelconque de jetons,

-- délivrer, en exdécutant b, au plus k£ jetons.

"Par conséquent un tas peut étre représenté€ par le systeme de transitions:

Tas =(1N,.IM(fa,b§),T)

(o0 N est l'erisemble des entiers), évec:
nbm

T={k) = (k+n-m)/ neNmeNn+m20m=sk }

Ce systéme est un cas particulier de ce que nous avons appel€ dans [4] le systéme de transi-

tions (asynchrone) déterminé par une machine 2 places rationnelle (cette classe de
machines généralise directement les réseaux de Petri, voir [4,5]).
Bien entendu, dans l'optique "calcul de processus”, le parallélisme va s’exprimer par une

. "loi de composition", exploitant l'idée que les actions forment un monoide commutatif M.

Nous avons choisi dans le calcul MELJE [2.4] une composition paralléle "asynchrone”, ou les .
composants sont indépendants. Ceci se traduit par la spécification suivante pour I'opérateur

1E
a b
Py q9—q

(P llg)>(p lig) (plla)=>(pllq)

piygqif
(pllg)=(pllgqg)

Il est facile de voir que cet opérateur est, pour la congruence forte, commutatif et associatif,
et admet @ pour ¢lément neutre. Milner quant & lui a choisi de fonder son calcul SCCS [11,12]
sur le produit synchrone qui est un opérateur déterministe satisfaisant la régle de comporte-
ment:
- a ’ b
p=2p .q92gq
ad
(pxqg)=(p xq)

Un autre mode de composition bien connu est I’ entrelacement (interleaving), qui interdit les
comportements simultanés: :

'p:ﬂ : q%f
(plg)=(plq) (plag)=(plg)

Concernant les primitives de synchronisation, nous avons introduit dans MEUE le pilotage
(ticking), noté a «p qui a pour eflet de multiplier les actions successives du systéme p par

I'action donnde a: ,



]
p—p
ad
axp — aep

On peut définir symétriquement une primitive de "désynchronisétion" Y, qui introduit a tout
moment un délai arbitraire dans le comportement d'un agent:

2 p—p
V(p)=V(p) Wp)=V(p)

Il reste un aspect concernant les actions dont il faut parler, c’est celui de la communica-
tion. La encore nous allons suivre Milner, pour qui l'acte primitif de communication est la
"poignée de main" (ou rendez-vous, 4 deux). Ici la formalisation de la notion d'action globale
non-interruptible, par la structure de monoide, se révéle trés commeode. En effet la commun-
ication synchronisée se traduit simplement par la présence d'actions élementaires inverses
les unes des autres. Les actions globales seront donc comme précédemment des produits
d'actions élémentaires, certaines (qui sont des échanges de signaux) avec un exposant positif
("émission'") cu négatif ("réception”). Si l'on désigne par Sig I'ensemble des noms de signaux
(supposé disjoint de I'ensemble Act des "actions de calcul”), on dénotera par

I (Act , Sig )

le monoide commutatif d'actions obtenu. Par exemple si a, b sont dans Act.'a, g dans Sig, on
aura

ata 2883 eT (Act,Sig )
et ‘ '
(e2a28.09) . (c.a. f%0?) = a%bdc.g7!
La loi (en notant s~ pour s~1)
s.s” =1 pours €Sig
est la loi d*interaction (ou de communication ) pour le monoide I'(Act,Sig ).

Un opérateur de synchronisation trés important peut alors étre défini: c'est ia restric-
tion qui force des communications internes, et symétriquement interdit I'échange de certains
signaux avec l'extérieur. La spécification de ces opérateurs, paramétrés par les noms de sig-
naux, est:

®
p—p ,bel(Act, Sig - {a})
b
p\a—=p \a

Ici le prédicat b € T' (Act , Sig - {a} ) signifie que b ne contient pas, de maniere irréductible,
d'émission ou de réception du signal a.

Les trois calculs constituds des opérateurs de gardes, restrictions, définitions récursives,
et, respectivement.:

-- la composition paralldle "asynchrone" et le pilotage
-- le produit synchrone et la désynchronisation
-- le produit synchrone et I' entrelacement

sont équivalents (modulo la congruence forte). Cela signifie que dans chacun d’eux 1es‘primi-
tives des autres sont définissables (modulo la congruence forte) par une expression (veir [4]).
Par exemple on a:

(pxq) ~ (s (a”2p la”2g))\a
(Plg) ~ (ae(a"spllasg)\a



D'autres exemples d’opérateurs définissables ou dérivés dans ces calculs peuvent, étre trouvés
dans [2,4]. R. de Simone a par ailleurs démontré (cf [16.17]) que si t'on rajoute a ['un de ces
calculs les opérateurs de renommage (voir ci dessous), alors on obtient des calculs universels
en ce. sens gue, modulp la’ congruence forte, on peut .y exprimer n'importe quel systdme de
transitions effectif (ie récursivement €numdrable) et plus généralement n'importe quelle

‘algebre d'agents_effective (les prédicats sur les actions apparaissant dans les régles étant

récursivement €numérables).

. I:-es opérateurs de renommage sont paramétrés par certains morphismes du monoide
d’actions: si I'on se donne une liste €1 - .., Cp d’éléments de Act U Sig qui seront respective-
ment renommés en les actions Uy,..., Uy de T(Act ,Sig ) alors on peut définir un opérateur

<;ll,1/cl....,'tl.,,,/cu> P

qui va effectuer ce renomrmage sur les actions successives de P. Soit
A= <uy /oy, Uy Son >
et v, le morphisme détei’r_niné par ce renomrﬁage . Par exemple si
A=< /b B a>
ona
ea( 6278 ) = pa(B )oa(d Jea(a)~pr(8)

=076y 88
= 7b2
Alors la spécification de A p est:

a
— '
VA(G)
Ap — Ap

5. Un exemple de vérification

Dans ce paragraphe nous montrons sur un exemple comment on peut appliquer la
théorie des calculs de processus au probléme de la vérification. Nous avons choisi l'exemple
standard dans ce domaine, c'est-d-dire une preuve de protocole, une version du protocole du
bit alterné pour étre précis (nous poursuivons ici I'étude entreprise dans [1]). La structure
statique d'un tel systéme est généralement décrite par un réseau comportant des agents
émetteur et récepteur qui communiquent 4 travers des médiums. On peut figurer ce réseau

par:

v

fcss TREd 2

—_1in emet rec out —b

On va faire ici abstraction des valeurs des messages transmis, ce qui est justifi€¢ dans la
mesure ol il n'y a pas de mémorisation; on ne retiendra donc que les valeurs 0 ou 1 du bit de
controle b, qui transite de I’émetteur vers le médium aller (meda) & travers une porte em, de
ce dernier vers le récepteur & travers mr, etc. Les signaux véhiculés & I'intérieur du systéme
seront donc emg, emy, rmg, TM4...

Milner a montré dans [9] (voir [8] pour la relation entre MEIJE et les expressions de
réseaux) qu’'un tel dessin peut se décrire par une expression construite, & partir des agents,
avec les opérateur de renommage, composition paralléle et restriction, ici:



Sys = (em || meda || medr.ll rec )\ S
ol S est '’ensemble des signaux internes:

S = femy.mry,rmy,mey /b € 0,13}

Chaque agent quant & lui est décrit par un sytéme de transition fini, donc par un terme de
I'algébre F,™°, o1 M est le monoide:

M:r(A.S)

(nous décrirons A plus loin)

Dans le probléme qui nous intéresse, les algorithmes émetteur et récepteur sont chargés
de transmettre correctement des messages 4 travers des lignes qui peuvent introduire des
délais d'acheminement, des duplications, des pertes non signalées. Par conséquent chaque
médium est un exemplaire d'un systéme déja rencontré ci-dessus (avec des notations
légeérement différentes):

meda = Agmed ol Ay = <emgy/ing.emy/iny,mro/outymry/out >
medr = A;ymed od Ay = <rmg/ing,rm/inmey out pme  Sout ;>
avec:

(m,where m,=ing" :mg+in;":mg

i

med
™mp = delai:mztperte :my+out g:ma+outym,
™y = delai:mg+perte :m+out :mat+out:m,)
On notera aussi:
med = (m,where MED)

La logique des algorithmes émetteur et récepteur est bien connue: dans le sens "retour”, le
bit de controle joue le role d'accusé de réception, et I'émetteur n'accepte de nouveau mes-
sage (par in) qu'apres avoir regcu un accusé correct. De plus nous supposerons que dans son
état d'attente d'un accusé, I'émetteur déclenche une garde temporelle a I'expiration de
laquelle il réémet le message. Dans la vérification du protocole nous ferons abstraction du
temps passé a l'intérieur du systéme entre I'entrée et la sortie d’'un message; on peut par
conséquent supposer (voir ci-dessus) que la garde temporelle est & délai 0. L'émetteur est
alors le systéme: :

tic




‘0

La table»de transitions de cet algorithme est représentde par le systéme d‘équations:

a

e = in:e,
ey = emyg.eq,

: e3 = meyg e ttic:e,
EM '

ey = in:eg
es = emq:eg
€g = me; :ey+tic:es

Un terme qui permet de décrire I'émetteur est alors le suivant:
emet = (e, where £M )

On E:Ut maintenant préciser quel est I'ensemble A d'actions élémentaires intervenant dans le
systéme: L

A = lin,out,tic,delai, perte }

La logique du récepteur est tout 4 fait similaire a celle de 'émetteur, comme on peut en juger
sur son schéma:

'm”'o-

Le lecteur n'aura donc pas de mal & écrire un systéme d’ééuatibns REC en les variables
71....Tg de telle sorte que: : ‘

rec = (r, where REC)

Pour :;Jimpliﬁer les notations, nous poserons:
em; =(e;where EM) (15is8)
meda; =Agmed; (15553)
medr, = \; med, (15k=<3)
med; =(m; where MED) (1s1<3)
recy = (rnwhere REC) (1sh<8)
et
[i.j.k.h] = (emy]||meda, ” medry || rec, \S

(il est possible dé voir 1d la disposition de "jetons" dans les états de chacun des composants

~ de Sys). L'état initial du systéme est donc [1,1,1,1].



Le sytéme & analyser dtant maintenant décrit, nous devons préciser guelles seront les
conditions et objectifs de la vérification. En fait nous les avons plus ou moins déjd indiqués: il
s'agit de vérifier que, si l'on néglige les actions internes du systéme, celui-ci rend bien le ser-
vice qu'on ‘en attend. Par conséquent nous adopterons pour regarder Sys le critére
d'observation (I(¥) pour lequel les actions pertinentes sont celles qui contiennent in ou out. o
Toute action w de T'(4,S) peut se décomposer en w=uv avec u € M({in,out) et
v € T(§tic delai perte},S); on décide alors gque son contenu observable est u, et que 1 n'est R
pas visible. C'est dire que W est décrit de la fagon suivante:

W = {(v,e)/v€eT(ltic delai,perte 1.5)}
Uf(uv,u)/ueM({inout]).v € I'(§ tic ,delai,perte §,S )}

(c’est une relation alphabétique)
Le but de la vérification est alors_ de démontrer la

Proposition:
pour le critére d’abstraction (W) le protocole Sys est équivalentl au service décril par
Service = (libre where libre =in:occ , occ =out:in ) =

La preuve utilise deux types d'arguments: raisonnement équationnel sur les termes d'une
part, raisonnement "comportemental” de 1'autre. Mais nous n'avons pas encore précis¢ la syn-
taxe des termes que nous utiliserons: ce sera celle de I'algébre B u( F x™) formée en
utilisant les opérateurs de choiz gardds, composition paralléle, restrictions et renommages
appliqués aux agents de F 4™ qui décrivent les systémes de transitions finis (voir ci-
dessus). Nous aurions pu adopter une autre syntaxe, celle de [7] par exemple; bien entendu,
les agents obtenus dénotent toujours des systémes finis.

Les lois que nous utiliserons dans le raisonnement équationnel seront, outre L1etL?2, les
suivantes:

L 3: associativité

((pltg)llr) ~ (pll(qllir)) v

L4: distribution

(Y apll X b5:q5)~ ) ac(mll( )2 by:95))
1S5k 1255k

1sisn 15isn

+ Y ) (abi)(pilley) - | | | X

. 1Sisn 1555k

+ 3 bu(( Y aipi)llgy)

1575k 13isn

L&: restriction

(Y bp)\a ~ 2 cj:(ps \)

isisn 1sjsk
o icl....,Ck;——-ibl..u,b" /b.,€I'(A ,S—(a}l

Ces trois premiéres lois sont 1'analogue du théoréme d’ezpansion de Milner ([10]) qui permet
de trouver les équations d'un systéme parallele & partir de celles de ses composants.

L6: renommage .

A(Y aip) ~ Y, ealai):A p;
1isn 1$isn

L7: commutativité des choir

TV oagpi ~ ), Goti)Poli)
1Sisn 1sisn

o0 o est une permutation de {1....n}



&

Ces lois sont valables en fait pour n'importe quelle équipollence, puisque ~ est la plus fine.
D'autres lois sont spécifiques des équipollences ~p(w)> comme:

L8: idempotence , , :
si al.-‘i‘yb' alors a:p +b:p+ ) aip ~a) 2P+ D) agps
. . . 1Sisn 18isn

L9: absorption
si aZye alors a:p ~w)P

Ces derniéres propriétés peuvent €tre vues comme des simplifications. Elle mettent en jeu
les comportements des états (termes), introduits par les choix gardés. Dans le méme esprit,
il y a une propriété qui nous sera fort utile, exprimée par: ‘

lemme L: »
si deux états p et ¢ d'un systéme de transitions sont sur un meéme cycle de transitions
invisibles, c'est-a-dire: ' '
' %4 % ‘ by b

Jay, ... ,anZxe by, b Zye p= - =g et g oD

alors ils sont €quivalents: p ~pw) g =

On peut ﬁ_gurer cette situation de la fagcon suivante:

Cette propriété est particulierement intérressante podr I'analyse des protocoles. En effet, un
protocole est charge de rétablir en cours de route d&es situations mal engagées du fait de
mauvais fonctionnements des lignes sous-jacentes; par\conséquent s'il s'écarte, & I'insu de I
utilisateur, du déroulement normal de la procédure, il doit pouvoir y revenir.

. |

Le lemme L ne suffit pas tout 4 fait a assurer cela; ¢’est pourquoi nous utiliserons aussi

i ‘ .
. i
)

lemme L': élimination des cycles

; D b
si p~ ) appi+ }) bjig; avec
15isn 1457 sk

'
|

Vi (1Sisn) a; Zgp ¢

. 4
Vi (15isn) p; =>p
- € ¢ Zgme & p’ Gfp-pl.-'-‘-pni ou bien
ViVe pi—*P => | 3jc 2qpyb; & P ~a(H) 95 =

alors p ~qm) 2, bjig; =
1555k
C'est cette idée que 'on va suivre pour conduire la ﬂéreuve de la pr'oppsition: on va suivre
pas 4 pas le déroulement normal du protocole, celui ol ks médiums fonctionnent comme des
lignes parfaites (ie comme Service). Ce déroulement nox_J'mal est le suivant: '

n 1 1 out , 1 1 §
[L1.1,1] = [2,1,1,1] = [3,2,1,1] = [3.1,1,2] = [3,1,1,3] - [3.1,2,4] = [4,1,1,4]

- 714

1 1 o | 1 . 1
- [9.1,1,4] - [6,3,1,4] — [6,1,1,5] — [6,1,1,6] — [6,1,3,1] - [1,1,1,1]

\‘  /
’: -



On va développer, grace aux lois [ 1,L.3-L5, les équations (modulo ~) des douze états
rencontrés. Puis, d chaque pas, on simplifiera les équations soit directement par L9, soit en
appliquant le lemme d'élimination des cycles; dans ce cas il restera encore d simplifier par
L7-L9 et grace au lemme L pour se rapprocher (modulo ~q)) des équations du Service. On
concluera en utilisant L 2. Ainsi, au lieu de construire puis réduire le systéme global (qui
comporte de l'ordre de 150 états, et beaucoup plus de transitions, voir [1]), ou examine "ce
qui se passe" autour d'une douzaine d'états. Dans toute cette preuve on use librement du fait
que les équipollences ~ et ~n(w) sont compatibles avec les opérateurs des algebres

G, ( 9'”"") et @ y™° respectivement.
Ona
par L1: emy~in:em,
TeCy ~ TMT, :TeCyp
med ~ ing :medz + in; :medy
donc
par LB8: meda, ~ ey :meday + emn,":meda,
medr; ~ rmg :medry + 7m " imedrg

En utilisant le fait que ~ est compatible avec les opérateurs et (plusieurs fois) L3 et L4, puis
L5, on obtient une premiere équatior:

[1,1,1,1] ~ dn:[2,1,1,1]
Appliquant. la méme technique pour [;?,1,1,1], il vient:
[2.1,1,1] ~ (emg.emg™):[3.2.1,1] '
~ 1:[3,2,1,1]
En vertu de L9 (et du fait que ~C~pgyn):
[2,1,1,1] ~pwy 1:[3.2,1,1] ~pam) /;"[3.2.1.1]
Dévelcppant 1'équation de [3,2,1,1] (tcujours par L 1,L 3-L 8) ‘'on trouve:
{3.2,1,1] ~ tic:[2,2,1,1] +peri!e:":[3. 1,1,1] + dezai:[a.z.l.-x\g
+ (tic.perte):[2,1,1,1] + (tic.delai):[2.2,1,1]

+ 1:[3,2,1,2] + 1:[’3.1.1.2] + tic:[2,2,1,2] + 11’.0:[2,1.1.2]
!
La "suite normale” est [3,1,1,2]. l"‘,ast ici qu'il faut utiliser le lernme L' d'elimination des
délais, avec pour p; les états [..,..,...1] ol le récepteur n,a pas bougé, et pour g; les états
[ceni] 00 il & repu le message On ,vérlﬁe en effet que. par exemp le

[2.2,1.1] [2 1,1,1] --» [3.21 L] et \
[2.2,1,1] ~ delai [2,2.1, 1]+perie [2,1,1,1]+ 1:[2,2,1,2] + 1:[2,1,1, 2]
(et delai 2y perte 2wy e’ | .
On obtient alors par le lemme L': { _ !
[3.2,1,1] ~awy 1:13,2,1,2] + 1:[13,1,1,2] + tic:[2,2,1,2] + tic:[2,1,1,2]

Mais grace au lemme ., on voit facilernent que:

| N
13,2,1,2] ~aew) 113.1.1,2] ~aqwy [2.2,1,2] ~ay [2,1,1.2] }
Par conséquent, appl' quant L8 (plusizurs fois) puis L 9 il vient: \

[3.2,1,1] ~qmy [3.1,1.2]

)



)

%"

Poursuivant sur le méme chemin, on trbuve. avec le meme type d‘afgument:
[3,1.1.2] ~qw) out:[3,1,1.3]
puis |
[3.1,1,3] ~O(W) [3,1,2,4] ~(¥) {4.1,1.4]
En analysant les six premiers états sur le cheminement normal, on a analysé la moitig¢ du pro-

{ocole. Pour la partie symétrique correspondant 4 la valeur 1 du bit de controle on procéde
de la méme maniére, d’o:

[1.1,1,1] ~aw) :[3,1._1.2]
[3,1,1,2] ~aw) out :[4,1,1,4]
[4,1.1,4] ~qum) in:[6.1,1,5]
[6,1,1,5] ~qnew) out :[1.1,1,1] ‘
La loi L2 nous indique alors que le sytéme Sys est ~n(y)-équi§alent au terme tg, avec
t; = (=z; where zo=in:z1,z,=out:xé
Tp=in:Tg, Ty=out:Tg)
La propoéition est établie dés lors qu'on a remarqué que l'équivalence dont les classes sont

fto.tad. {t1,ta}

est une congruence (pour le critére fort) du systéme de transitions détermihé par le terme
précédent, car alors ce terme est lui méme équivalent au Service.
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Appendice
Les équipollences ~q(w) admettent un principe de preuve (voir aussi [2,4]). grace auquel (pour
w alphabétique) on montre par exemple les lois L 2, L8-L10. Pour '

WcA*xXA"
posons

W= wUs(b.a)/_(a,a)ew;us(a,a)/aeu
(ona =g = ). -

Alors, avec ces notations:

lemme: principe de preuve
soit 8=(Q .A.T ,s ) un systéme de transitions sur A, R c @x@Q une équivalence entre

les états. .
Si (voir I'énoncé formel ci-dessous)

p——R q

. "
uu--o-w----uv
(1]

. v
p----R----4¢

alors R estune Q(W)-bisimulation
donc R C ~qaw) -

Le diagramme ci-dessus représente I'énoncé formel:

Yp.q.p €Q, Vu €A* tel que Jw (u.w)eﬁ;

°

si (p-q)é'R & p=>p
~ v
alors 3¢ 3v tels que (u,v)eW, g=>q¢ & (p'.q¢')ER

Cette proposition est une généfalisation immédiate de la proposition 8.4 de Milner dans (12}
la preuve ne présente pas de difficulté. .
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