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RESUME Une classe de langages est dite séparable s'il existe pour toute
paire de langages distincts L’ et L" un langage L tel que
LAL =08 <—> LNL" # 8. Nous résolvons par la négative la question
de la séparabilité pour un large éventail de classes de langages infini-
téires, de Alg a 21. Nous prouvons ensuite, pour le calcul des

) '..syatemesconmunicants, qu'il n’existe pas de notion de test qui sépare

‘tous les agents différant par leurs suites _inflnies d’actions visibles.

ABSTRACT A class of 1énguages is separable if, for each pair of non
identical'languages L' and L", there exists some language L such that

- LAL =8 ¢ LAL" # @. We give a negative answer to the question

. of 'sep.arability for a. large variety of tlasses of infinitary languages,
from tAlgw to 21 . We then prove that there exists for the calculus
of communicating systems no notion of testing which can separate every

_pair of agents which differ by their infinite sequences of yisibie.actions.
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I, INTRODUCTION

Un prbcessus peut 8tre défini comme un ensemble de suites d'actions
allié a un dispositif de production de ces suites, déterministe si 1'en-
semble est un singleton ou non déterministe. Dans la vision traditionnelle
des processus, les actions sont présumées autonomes et le dispositif de
production opére indépendamment de tout.environnement. En extension, un
processus se confond avec un langage, finitaire ou infinitaire, image
de 1'’ensemble de ses suites d'actions par un morphisme qui effaceles
- actions réputées invisibles, et laisse les autres actions inchangéss (si
1'on suppose une interprétation libre de ces dernieéres). Dans la vision
des systémes communicants introduits par R .Milner [11], les processus
sont de nature plus complexe: le dispositif de production est asservi a
un environnement, qu'il conditionne & son tour par le jeu des potentia-
lités d'actions. En extension, un processus est un ensemble de comporte-
ments observables, chacun caractérisé par une suite d'’actions visibles
et par un ensemble de conditions sdr l'environnemeht, nécessaires a3 la

production de cette suite.

Le propos de la présente &tude est de déterminer, dans chacun des
deux cadres précédents, en quelle mesure des processus qui différent par
leur extension peuvent Btre distingués par des ensembles de tests de méme

nature que ces processus.
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S'agissant de processus autonomes, nous suggérons |p| M |t| # @
comme critére de la satisfaction du test t par le processus p, od |
indique 1'extension. Le probléme ci-dessus est donc un probléme de sé-
parabilifé. Pour chaque classe de langages définie par un type particulier
de dispositif de production, le probléme s'’'énonce ainsi: &tant donnés deux
langages L' et L” distincts 1'un de 1l'autre, est-il toujours possible de
trouver un langage L tel que les assertions (LQO\L' =@) et n (LOL" =8)
soient équivalentes ? Une notion de séparabilité forte peut égélement gtre
considérée: étant donnés un langage L et un mot u n'appartenant pas a
L, peut-on toujours trouver un langage Lu contenant u et disjoint de L ?
(Les classes de langages n'étant généralement pas fermées pour 1'union
dénombrable, ces questions de séparabilité faible ou forte ne sont pas
de nature topologiquel. Nos problémes de séparabilité ont des solutions
immédiates pour les classes de langages finitaires, et nous ne les pnsaroné
dans la suite que pour des langages purement infinitaires. Dans ce cadre
restreint, la séparation entre L' et L" resp. entre u et L est immédiate
si Adh(L') # Adh(L") resp. si u F£ Adh(L), ol Adh(L) est la cl8ture de
L dans 1'espace métrique complet induit par la distance ultramétrique
sur les mots E1]. Curieusement cépendant, la quasi totalité des classes
de langages infinitaires que nous étudierons sent non séparables. Ce ré-
sultat négatif vaut pour la plupart des classes construites par fermetures
de Kleense [3]. Il vaut aussi pour la classe 2: [1i]. ce qui laisse pré-
sager l'insuffisance de toute notion de test pour toute espéqe_de proces-

sus suffisamment généraux.

Dans le cadre des processus communicants, nous limiterons notre étude
a la classe connue sous 1'appellation C.C.S. Nous nous proposons d'étendre
légeérement les notions de test et d’'équivalence de test introduites par
M. Hennessy et R. de Nicola EG]. Selon ces auteurs, un test est un pro-
cessus qul s'exécute en paralléle avec le processus testé, les deux
processus communiquant et formant un systéme isolé. Dans ce systéme ol
chaque processus est 1l'environnement de 1'autre, certaines exécutions du
processus de test sont réputées gagnantes. Le critére de succés est un

critére finitaire. Le critére d'échec est infinitaire: une exécution du



processus de test échoue lorsque aucun de ses préfixes n'indique le succés.
Deux processus sont équivalents si pour fout test t, chacune des assertions
"x satisfait t dans toute exécution” et "x ne satisfait t dans aucune
ekécution" est simultanément vérifiée ou falsifiée par ceé deux .processus.
Fondés sur cette équivalence de test % ont été pfoposés pour C.C.S. et
pour sa variante synchrone S.C.C.S. des modéles dénotationnels ayant la
propriété de pleine abstraction [hé]. i.e. tels que les significations
(/‘t(pl et (q) calculées pour p et g soient égales s s 1 C[p] n C[q]
pour tout contexte C de la classe considérée (C.C.S. dans [e]. S.C.C.S.
dans [7]]. La notion de test apparait ainsi dans sa fonction premiére

qui est celle de critére de validité d’un moddle sémantique. C'est ce
critére que nous nous proposons de discuter esn montrant qu'un modéle sé-
mantique pleinement abstrait vis & vis d'une égquivalence de test identifie
nébessairement certains processus qul différent par leurs suites infinies
d'actions visibles. Nous nous appuierons sur la non'séparabilité de 2:
pour établir ce résultat,valable pour des tests généralisés et sous toutes
_les hypothésas plausibles d'équité ou de non équité. Le résultat annoncé
indique une 6ertaine forme d'incohérence pour toute équivalence de test
reposant en partie sur la détection de propriétés des calculs ininitaires.
L’équivalence d'observation & la base du moddle construit dans [2] esquive
.précisément cette cfitique.

La suite du texte est organisée en deux parties. Le chapitre 2 étudis
la séparabilité des langages. Le chapitre 3, 6tudie la séparabilité de la
classe des processus C.C.S. Une bréve conclusion (§4) souligne, & la
lumidre des résultats, les limitations inhérentes aux modéles du parallé-

lisme cohstruits sur des domaines algébriques.

II. SEPARABILITE DE CLASSES DE LANGAGES

Aprés quelques rappels et définitions (§2.1), nous nous intéressons
aux classes de langages obtenues par fermeture au sens dé Kieene des
classes de la hiérarchie de Chomsky (§2.2), puis & d’autres classes de lan-
gages Féisant intervenir des opérateurs de mélange finitaire ou infinitaire
(§2.3), enfin & 1la classe z: (§2.4).



IT.1 - NOTATIONS ET DEFINITIONS

Pour tout alphabet dénombrable X, X* est le monoide libre sur X,
d'élément neutre €, et X est 1l'ensemble des mots infinis sur X. On note
W 1'application de (X* - {€}) dans X qui au mot fini u fait correspondre
le mot infini u* limite de la suite [ui)i>0' Pour tout couple de mots
(u,v) dans X* x [X‘\.!X‘h, uv est le mot obtenu par concaténation de u
& gauche de v. Les opérations précédentes se généralisent aux ensembles
de mots, ou langages. Une classe de langages sur X est finitairé si tout
langage de la classe est un sous-ensemble de X*, elle est (purement) infi-
nitaire si tout langage de la classe est un sous-snsemble de Xw. Apras
ces quelques rappels, nous introduisons deux notions de sébarabilité’ap-

plicables aux classes de langages infinitaires.

Définition: Soitag une classe de langages infinitaires sur un alphabet X.
est fortement séparable si pour tout L dansB et pour tout u dans X° - L,

il existe L, dans étel que u € L, < x® - L. £est (faiblement) séparable

si pour tout doubleton {L', L"} dans«;e, il exists L dans-e tel que

LAL' =8 ¢==5 LAL" # g,

Nous résolvons ci-dessous la question de la séparabilité pour diverses

classes de langages infinitaires, en partant des plLis clagsiques.

I1.2 - CLOTURES DE KLEENE DES FAL DE LA4 HIERARCHI_E

¢ e

. Saoit '€une classe de langages finitaires sur un alphabet X. Nous notons
w la fermeture de eeau sens de Kleene, ou ensemble des langages définis

par des expressions de la forme

O oam -, A €8 .58 .



Nous posons dans cette section la question de la séparabilité de
AEZN pourxavariant dans la hiérarchie des familles agréables de langages
(FAL). Rappelons qu'une FAL est.une classe de langages finitaires fermée
" pour les opérations d'union ensembliste finile, de produit de concaténation
et d’'étoile (*) ainsi que pour les homomorphismes alphabétiques et leurs
inverses. Parmi les FAL les plus connues, citons les familles Rat et Alg
des langages rationnels resp. algébriques, la famille Etol des langages
engendrés par tableaux de substitution paralléle.Ales familles Rec et
. Recenum des langageé‘récursifs resp. récursivement énumérables. Selon la

hiérarchie d’inclusion, ces FAL sont ordonnées comme suit :
Rat € Alg ¢ Etol ¢ Rec e RecenumA

Les deux théorémes suivants réglent les problémes de séparabilité

pour cette hiérarchie.

théordme Rat” est fortement séparable

preuve ... car fermée par complémentation d'aprés les théorémes de Bﬁchi
et de Mac Naughton (cf. [3]) 0

théorame SiB contient Alg, £w n'est pas sé_parable .

preuve

Le principé est de construire un emboitement de langages algébriques
infinitaires ayant méme ensemble de mots ultimement périodiques. (On rap-
pelle qu’'un mot ultimement périodique est la limite d’une suite non sta- |
tionnaire de mots finis [uvi]i>dJ. Etant données deux lettres a, b de
. 1'alphabet, soient E et F les deux langages algébriques donnés par :

E=ab, F= \J_  E* 3" g* M.
n>D0
Clairement, Ew st Fw ont méme ensemble de mots ultimement périodiques, et
F¥ est inclus dans €Y. Mais E® differe de F¥, car abazbaB;b....¢ FY, soit

Fin l'ensemble des langages finitaires.



Supposons l'existence dans Finm d’'un langage L qui sépare Ew de
Fm, c'est a dire vérifie L/\Fﬂ)= g et L (\Ew # B. Nous montrons ci-dessous
que cette supposition est absurde.
_ o, w
Soit L 1\311 AiBi
nition de L, il existe 1 ¢ m, u € A, et une suite de mots v

ol A;; B, € Fin, et soit w € L NE”. Par défi-
j [ Bi' 3 0..
tels que w = uv1v2...vj... .

Puisque w appartient & Ew, i1 existe certainement deux entiers k et 1
(k < 1) tels que Vk+1...v1 contienne la lettre b et commence ou finisse
par la lettre a : si un facteur vp...vq de w se termine par b, la lettre
initiale de v est a.

; q+1

Posons f = UVye eV et g =v Y,

k+1 1
Par construction, fgw est un mot ultimement périodique commun aux langages

AiBiw et Ew. Comme E¥ et Fw ont méme ensemble de mots ultimement périodiques,

fgw appartient & 1'intersection des langages L et Fw. d’'ol la contradiction O}

"Deux voles restent ouvertes pour découvrir d'autres classes séparables
de langages sans modifier radicalement leur procédé de formation: appliquer
la fermeture de Kleene & des familles (finitaires) incomparables avec Alg,
ou introduire une variante de cet opérateur de fermeture. Ces deux voies

sont explorées dans la section suivante.

II.3 - OPERATEURS DE MELANGE

Nous étudions successivement la fermeture de Kleene de Conc, une
classe de langages concurrents qui est construite & l'’aide de deux opéra-
teurs‘de mélange fini Eﬂ], puis une variante Alg@ de Algm constrhite -
partir de Alg & 1'aide d'un opérateur de mélange.infini GQ



Définition : Conc = (+, U, * ,®, ®) (x U{e}) est la classe des langagas
engendrés & partir du mot vide et des lettres de 1'aphabet X par les opé-
rateurs concurrents de mélange ((® ) et de mélange itéré ( ® ) joints aux
opérateurs rationnels (+,\J,*), Les opérateurs concurrents sont définis

de la facgon suivante sur P(X*) :

A@®B = {u,]\/,l...unvrl | ugsv; €X*, ugeau €A, vy € BY

A®- U A®,A@={€}.A@=A®@ A .

i>»0

Propriétés : Conc est une FAL, Alg:¢ Conc, Conc ¢ Alg [:5:] .
Théoréme : Si£contient Conc,oem n'est pas séparable .
Preuve : |

L'idée est ici encore de construire sur deux lettres a et b un emboi-
tement de langages concurrents (infinitaires) ayant méme ensemble de mots
ultimement périodiques. La définition de ces langages fait intervenir les

constantes suivantes, & valeur dans Conc :

t(ab1® ® aH

A =
8 - (o) @ ® bh
C = (a@b]@

D = b(a@b)®a

E = a[a@b]gb

Les langagbes . et L' que nous allons considérer sont donnés par

a*b*) A%y 8® uc)

—
i

L' = (a*6*) A%y BY) U[(a@b)®® U™ U,



Clairement, L' est inclus dans L, car D et E sont deux sous-ensambles
de C qul n'est autre que le Dyck généralisé sur deux lettres. Réciproque-
ment, L n'est pas inclus dans L' : le mot abazbz... est dans c* - L'

(lemme 1).
Soit Fin 1l'ensemble des langages finitaires.

Supposons 1'existence de F et G dans Fin vérifiant FGmr\L # 0 et
FEM L' = @. Soit alors w € (L-L') un mot admettant la décomposition
uv1v2...vi..., u€ F et vy €6, 1 > 0. Nous poursuivons par analyse de

cas.
*Cas 1 (3 1) ([vy] > |v;])
a b

Soit v 1'un des préfixes de v4 Pour lequel 1la valeur Ivla - |v|b

est minimale, soit v, = vww' et soit u' = uv

1 seeV

1 i-1°

Alors v'vE€ A et u'v(v'v]we L', donc u'viwe FGwﬁL', ce qui est
contradictoire.

*Cas 2 (1) (lvy] > [vil)
b a

Ce cas est semblable au précédent.
*Cas 3 (¥;) (|v1.| = |v1| )
a " b

Soit v 1'un quelconque des mots v4 non vides, alors uvw [ 4 FGwﬂL'

(lemme 2), ce qui est & nouveau contradictoire 0O

lemme 1 : Soit w = abazbz.... alors w% L.



)

preuve du lemme

Tout facteur u de w dans A est de la forme u = aibi...ajhjav, ou

vEa*tet D¢ 1ig J. La concaténation u,]...un de n mots de cette forme

ne peut résulter en un facteur de w que si tous les u, sauf éventuellement

i
u1 sont des mots sans b. Or tout facteur droit de w contient une infinité

L
d'occurences b. Par conséquent, w ¢(a‘b‘] AY,

Tout facteur u de w dans B est de la forme u = biaj, 0¢<1et
0¢ 3« i-1. La concaténation u,‘...un de n mots de cette forme ne peut
résulter-en un facteur de w que si tous les facteurs uy sauf éventuellement
u, sont des mots sans a, or tout facteur droit de w contient une infinité

*
d'occurences a. Par conséquent, w ¢ (a*b*) 8%

Supposons w = uv et v € Dw, alors v = v1v2v3... ol les vy sont des
mots de D. Par définition de w, ‘puisque Vq finit par une occurence a et
. que Vg commence par une occurence b, vy admet une décomposition ds la

forme v2 = bi r:a:"“...bi"k ai+k+1

, k. » 0. Qn a Ivzl‘a = Ivzlb +k+1) |v2lb
donc VZ%C. Comme D est inclus dans C, \/2 ¢ D (contradiction}.

Supposons w = yv et v € Em, alors v = v1v2v3... oll les Vi sont des
mots de E. Par définition de w, puisque vy finit par une occurence b et
que Vg commence par une occurence a, vy admet une décomposition de 1la

5 = eibi... vk bi*k. ‘Le mot v;l', qui est é la fois facteur de w et

forme v
élément du Dyck’ généralisé, présente alors une forme semblable. Par consé-

quent, u s'écrit aba b ...ajbj, d’'ol

lula = Iulb et u%(a@b)G}@ (a-$Ub+] ‘ |-

lemme 2 : Soit v un mot non vide sur les lettres a et b, tel que |v| = Ivlb,
alors we L pour tout u € {a, b}



preuve du lemme

Le -mot v2 admet par hypothése une décomposition v2 = faxbyazg pour

laquelle x, y, z sont tous non nuls.

u+‘ax et

Si qulb X + qula » posons u’

v' = byazgf‘ax
, ® oo
alors u' et v' appartiennent respectivement a ((a@b) ®(a UDb )) st
w Youvw el

3 D, Puisque uv = u'v’

Si x + lufla £y + |uf|b , -posons u' = ufa’p’ et
v' = azgfaxby

w

w w '
alors uv" = u'v'" et u'v' € L' pour les m@mes raisons que ci-dessus.

Finalement, 1'un des deux cas précédents est nécessairement vérifie,
car la propriété y # O rend impossible la double égalité

luF]y = x « lu|, =y « luf |, X

Définition : Pour tout alphabet X, nous notons@1’opérateur de P(x+] dans
P(x“) qui & tout langage finitaire L (dépourvu du mot vide) fait corres-
pondre le langage infinitaire L déterminé par 1l'ensemble

wex® | 3¢ : - (v xU{eh) : f(4) = f,, 3g : IN-> IV,

fw = l;m (Faoy ()%, 0qy (D eeefy s (3))] &

i, Vi, £,00) # e <= g(g) = 4] 8

(w1, ljm (‘-Fi[0)f1(1)...f1(j))€ Jr .



Définition : Pour tout alphabet X, () est 1'opérateur de P(X*) x P(x“)
dans P(Xw] qui au cduple A, B fait correspondre le langage AQ®)B
-déterminé par l'ensemble :

Wwe€ X’ | af,g: IN-> (x Ule}), 3h: IN - {f,g} : h(1) = hy »

[w = ljm (hy(0) hy(1)...hy(3))] 2
Wi, (h(i) = f ¢=> £(1) # €) & (h(1) = g¢=> gld) # €] &

[iim (F(O)...f(INE A & 1lim(g(0)...g(3))€ B]}.
J ' J

Définition : Pour toute classeﬁdelangages finitaires on note W

la classe des langages infinitaires décrits par des expressions de la

forme
O n ol o o o
131 Ay opy (B opy (Cy - {eh
ol {op1 op2} = {s,®1} et A, B,, C, varient dans £pour taut
1’ 9Py . 1* Bye by Ve
1€ {1...n}

Théoreme : Si£ contient Alg, ,'ﬁ@n'est pas séparable .

Preuve

On considére les langages suivants sur {a, b, c} :
L = (‘ca+b]® U {a, b, c} ba{a, b, c}@
L= 2@ s’ @U s, b, &) bata, b, 0} @

ol A = n%)

0 (canb ® canb] .

1



A%

On montre aisément que A est al@ébrique (lemme 3)}; L' est par ailleur:
inclus dans L (car B@= B~@® B™ pour tout n), mais 1'inclusion opposés

est invalide puisque le mot cabcazbcaab... n'appartient pas a L',

Supposons 1'existence de trois langages finitaires F, G, H et d'un

mot w dans {a,b,c}” tels qu'en posant
L" = F op' (6 op’(H - {e}J@i.
ol {0p1. opz} = {+,®}. on obtienne
L'AL" =getw&(LAL"),

Nécessairement, H contient des mots présentant des occurences a et
des mats présentant des occurences b. Il est alors clair que ba est

facteur de certains mots de H@, ce qui contredit 1'hypothase
L'NL =g a

lemme 3 : A = nkS)O (ca"b@canb) est algébrique .

preuve du lemme

Soit B le langage algébrique : n\JD {ca™sca™®},

alors. A = BUC ol C est le langage reconnu par la grammaire .

suivante munie de 1'axiome SD :

SD->cS1b
51->aS1a+c82+S'1b
S, ->asS,a+b+S'_b

S’ —>aS'1a+cS'

S', ->asS’',a+aa P



A ce stade on pourrait envisager d'autres classes de langages infi-
nitaires ungendrées a partir des brééédentes par certains ensembles -
spécifiques d'opérateurs. Nous ne poursuivrons pas déns cette voie;
ne disposant d'aucun critére général pour retenir certains opératéurs
plutdt que d'autres. Aussi choisissons- -hous de considérer directement
dans la section suivante la plus complexe des classes de langages infi-
nitaires susceptibles d'&tre associés & des mécanismes de production
(§3), a savoir la classe 21 .

1.4 - LANGAGES INFINITAIRES DE LA CLASSE ]!

Identifions 1'alphabet X utilisé jusque & présent et 1l'ensemble IN
‘des entiers naturels. Un langage (purement) infinitaire n'est alors
rien d'autre qu'un sous-ensemble de ﬁ', 1'ensemble des fonctions totales
de IN dans IN, dont 1'élément f est le mot f(0)f(1).. . Le propos de
la présente section est d'étudier la séparabilité de la classe des
sous-ensembles 2: de :F‘ Nous procédons au préalable, en nous inspirant
de 1'ouvrage de H. Rogers [42], au rappel des notions indispensables.
(le lecteur familier avec les notations de cet ouvrage peut abarder
4directement la démonstration du théoréme de non séparabilité ) .

Notations et rappels

Dans la suite de ce chapitre. T désigne une biJeotion récursive entre
IN x IN et IN'.T est 1'extension k - aire de 1 définie par

AT1 = Ax[x], 2 - T, et pour k » 1

k+1 ek
T . (X1-..Xk+1] = T(T (X1--.Xk]; Xk+1]-
Le graphe T(f) d'une fonction f E.ﬁ‘est 1'ensemble {7(x,f(x))|x€ IN}.
N k . '
On abrfege T [x1...xk) en <x1....,xk>. et on note.Dx 1'ensemble
.{x,],...,xk} tel que x = 2 0.._.1-2 .



Al

On note W, le domaine de la fonction partielle upx (3 une variable
entiére) définie par la machine de Turing d'index x. Il existe alors
une fonction récursive (totale) p garantissant la monovaluation de
chacune des relations lpi( (SIN x IN) définies de la fagon suivante
pour zE N et XS IN [3‘(‘ est la complémentaire de X dans IN) :

~N
W= {0003 1.9 Gxoyat,g € ey & Oy cx & 0,6 X J}.

On étend les relations précédentes en posant

wx,l.-..,xn . X1 JOil’l (XZ jOin.--X‘n)
z z
od Xjoin Y ={j|lj=24 & i€Xouj=21+1 & i€y} .
4
.F1,..t'f X1,..-.x
Si Xi = 'r[fi]. on pose \bz n . lbz " (1a fonction partielle
f1'.n.)f

a4 une variable entidre Y est calculée par une machine de

z
Turing qui utilise les oracles f,],...,f‘n).

Une fonction partielle récursive & k variables fonctionnelles et 1
variables entiéres (k, 1 » 0) est une fonction ¢ pour laquelle il
existe un entier z, dit index de ¢, tel que

.llf

. f
17k
P = Mg fy xqeex) [, [x,]:..xllj .

Une fonction partielle récursive & k variables fonctionnelles (k>0)
est une fonction ' pour laquelle il existe z tel que

Faeeaf,
¢ - }\f,]...-FK [\pz )] .

¢ (resp. ¢' ) est récursive si son domaine estykxml (resp. (G'K).

Cette notion est étendue aux relations Rsﬁkxml (resp.,'ﬁk] par 1'in-

termédiaire de leurs fonctions caractéristiques.



X: est par définition la classe des sous-ensembles de‘S? exprimables
sous la forme {f|( 3 g) (¥x) R(f,g,x)} ol R est une relation récursive
& deux variables fonctionnelles et une variable entiére. Ces ensembles
ne sont gu'un cas particulier d'ensembles. analytiques (de’fonctionsi-
Est un ensemble analytique tout ensemble obtenu & partir d'une relation
récursive par une suite finie d'’opérations de pfojection ou de complé-
mentation. Les ensembles analytiques sont exactement ceux qu'expriment
les formes prédicatives dans lequelles des chaines finies de quaﬁtifi—
cateurs du bremier ou du second ordre sont appliquées & des relations
récursives. Les classes de complexité analytique, dont Z:. sont dé-.
terminées par les alternations. de quantificateurs du second ordre.
dans les pféfixes de ces expressions. Ces classes sont préservées par
les transformations suivantes sur les suites de quantificateurs

( 30 et VO pour le bremier ordre, 31 et V1'pour le second ordre) :
T SNV
oo 3030 R 30 - ,
L "L |
3131 ces =) aan 31
ces VO eve ) 4. V1 oo
oee 50‘... =) taa 2; .
O SV
ese go\vl.1 caw =) ::L V130 ..
S L 3°
1 0

A A e

La classe 21 est ainsi caractérisée par la suite réduite de quanti-

‘ ficateurs 51V0 .
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Une certaine forme de normalisation vaut pour les expressions
prédicatives qui décrivent des ensembles X: - A chacun des en- -
sembles E de cette classe correspond en effet un entier z (appelé
2: index de E) tel que :

= {f|(3g) (vk) ~ TS o (z.f.8,K)}

ou Té 0 est la relation récursive définie ci-apres :

Té g (z:f.8,K) ssi1pf;g(0) converge & la xieme

étape dans 1’énumération
. : ' . idme
de W (z] [: e. 11 existe y, i, j tels que ¢0,y,i,j> figure en k posi-

~
tion dans 1'énumération de WP(ZJ' avec D1 € t(f) join T(R)E© DJ ] .

Nous disposons & présent de tous les éléments nécessaires 3 1'Gtablis-

sement du ...
Théoreéme : z: n'est pas séparable .

preuve :

Soit F la famille des fonctions f qui appartiennent a 1'ensemble Z:
indexé par f(i) pour un certain i (dépendant de f). F est non vide
puisquef est dans X:]l (1la relation pleine est évidemment récursive).

F est décrit par la forme prédicative :
= {flc3d) (Jg) v T, o (F(1), f.2,5)})

dont le préfixe QD Eﬂ VO se réduit & sﬂvo Comme " T' (f(i) f,2,3)

est une relation récursive en (i,f,g,j), F est dans 21

Soit G 1'ensemble des fonctions hE ‘ﬁ‘ telles que pour tout i, h(i)

.est 1'index d'un ensemble 21 d’'intersection non vide avec F. Remarquons

qu’il existe une infinité de tels index: pour tout entier k,
PA{f] (Y1) (£(i) = K)} est dans X: (lemme 4), or F est non vide et



son complémentaire F contient une infinité de fonctions constantes
(lemme 5). G est décrit par la forme prédicative

= {h|(¥n) (3f) (J1) (Ig) (¥vj) (g') (¥5")
Cn T'Z.th'[iJ,f,g.jJ et v T, o thin),t,g° .j']]},_

La suite de réductions

3'y031v0 5 3431y0y0 ,3¢y0
montre que G est un ensemble de la classe 2: .

Soit H 1'ensemble des fonctions strictement croissantes de G, et '
soit H 1 ensemble des éléments non minimaux de H pour 1! ordre lexico~
graphique sur les fonctions (ou sur les mots). Clairement, H est non
vide. Montrons que H et H sont dans’ 21 . Soit x un 21 - index de G,
alors H est décrit par la forme prédicative ‘

= {f|(@g) (vk) (Vi) (v3])

o 10, g0fagk) et (4 < 3 = £(1) < £(32)]} dont 1e préfixe avo 0

équivaut a 9 V . Soit y en 21 - index de H, alors H est décrit par la

forme prédicative

A= {f]3g) (vk) (BF") @g’) (¥K') (31) (¥])

BT, ovafag.k) et v T £1.7.K) et £14) ¢ £(1) et

2,007

(3 < 1= £(3) = £5)1]}

0

R



f.a suite de'réductions

303 av%3%0 o5 W00V o 3OO -, a'v?alyl -,

3 00 -, 3'°

' A
montre que H est dans 22 .

. v A v v -~
On définit & présent H = H - H. Puisque H est non vide, H = {h} ou
g est la fonction qui énumére dans l'ordre strictement croissant tous
les index des ensembles 21 d’ 1ntersection non vide avec F. Afin d'établir

le théoréme, il nous suffit de montrer que H n'est pas dans 21 .

En effet, si 21 est séparable, il doit exister un ensemble E de
cette classe tel gue Ef\H @ et ENH # @, d’'ol nécessairement
EOH = (N} = . or 1'intersection de deux ensembles 21 est un ensemble
Z: (lemme 4).

Supposons donc que H soit dans 21'et posséde 1'index z. Considérons
la fonction h qui & i fait correspondre 1le (i+1]eme
. v
le complémentalre de h(IN). La fonction h est bien une fonction totale :

par le lemme 5, F contient une infinité de fonctions constantes, et les

entier dans

21 =~ index des singletons constitués par ces fonctions ne sont pas
énumérés par h Pour tout i, h(i) est la somme de i et du plus petit

gntier j tel que h[j) soit supérieur ou égal & i+j+1.

Par conséquent, le singleton {h} peut &tre décrit par la forme

‘prédicative

{Flcaf) (3g) (vk) (vi) (Rj) (v1)

B, o Zfgk) et (FLI) = i+)) et

(ded+1 ¢ F'03)) et (1 < § => £7(1) ¢ i+1+1)]} ,



A -, 48 7

Etant donné la chatne de réductions 3 FvOv000 o 300 o,

.31g1\}0, -y S Ve » le singleton {h} est dans 21 « Soit x son index. 1 '
ne nous. reste plus qu'a exhiber la contradiction.

. Si h€F alors il existe un entier i1 pour lequel h(i) est l'index y
d un ensemble 21 contenant h.

Puisque cet ensemble a une intersection non vide avec F, y appartient

-] h[m] at ne peut pas appartenir & son complémentaire h(lN] - contradiction -

. 51 h{F alors {h} a une interaection vide avec F, donc x| appartient
au complémentaire de h(IN] Par conséquent x€h(IN) et 11 existe un
entier 1 pour lequel h appartient & 1'snsemble 21 d’index h(i] d’'ot
h€F (contradiction). O

lemme 4 : la classe z: ést fermée pour l'union et pour l'intersection
finies.

preuve du lemme

Soient x € {\v,N} ot \&l € {v,&} 146s par 1'équivalence

x s \Js Vo V, alors on a 1'6galité

@o

{f‘IES g) (¥k) ~ T

. ~N , : ,
' [ ’ \_I [ ’ ] ’
= {fl(ag) v (Fglvk) [n T 2,00 o8 K VT0, (y,f,80,k1]),

(x.f,g,0} B {fl(ag) (vk) ~ T, o Wef.g.k))

‘or 1'union [l'intersection] de deux relations récursives en f,g,k

resp. f,g’',k' est une relation récursive en f,g,g’',k,k’' et le préfixe

31v° I se réduit en AVC O



lemme 5 : Le complémentaire de F contient‘une infinité de fonctions

constantes.

preuve du lemme

On raisonne par l'absurde en supposant que presque toutes les
fonctions constantes appaftiennent a F. Ceci entratne que presque tous
les ensembles zz.contiennent au moins une fonction constante. Or pout
tout i le singleton {2} tel que 1(0)=0 et 1(j) = 1 pour j>0 est un

ensemble Z} qui ne contient pas de fonction constante QO
corollaire : 2}(\ P({0,1}") n'est pas séparable.

Preuve :
*
Soit ¢ : z: -> P((0{1} 1) 1'extension ensembliste de la fonction

$: o - (0{1}‘)w : O(F) = YF(0)) o YF(1)) e .. YF(L))eoo,
* ’ i
ol Y: IN-> (0{1} ) code 1'entier 1 par Y (i) = 01" .

On montre d'abord que pour tout F dans 21. ®(F) est dans Z: .

Soit en effet R une relation récursive telle que
F = {f|tdg) (v¥i) R(f,g,1)},
on a 1l'égalité :

O(F) = {#'[(IF)(Ag) (g ) (Ag") (wi) (¥)) [R(F,g,1) &

"

g"(0) = f(0) & g"(i+1) = g"(i) + F(i+1) &

g' (i) i+1 + g”(1i) &

£ 0g' (1)) = 0 & ((g'(1)¢j & J¢g'(i+1)) = £'(3) = 1]} ,



La conclusion désirée suit de fagon immédiate.,

Réciproquement pour tout F' dans 21 f)P[(O{1} ) ) de facon*

-1

semblable , & ' (F') est dans 21 .

-Soient maintenant F1 et F deux ensembles non ,8éparables de 1a

classe 21. alors ¢(F } et ¢(F ) ne peuvent pas 8tre séparés dans -
21 N P{0,1}1*). supposons le contraire. Soit H un ensemble de

fonctions tel quslﬂ(\@(F1) = g et Hf\¢(F2] # @ - ou vice-versa -.

v* N
. Posons H' = HA(0{1} ¥ . Par 1e lemme 4,H’ est dans 21 . 1
a'ensuit que ¢_1(H'J sépare F1 et F2 dans 21 (contradiction) &3

Le.chapitre 3 étudie les conséquences, en matidre de test des o

processus communicants, de la non sé&parabilité de la classe 21 .

331, TEST DE PROCESSUS COMMUNICANTS

Aprés une breve introduction au calcul des systeémes communicants

(§3,1.), nous montrons que la classe des langages infinitaires -défindis -

par les ensembles de suites d'actions des processus de ce calcul est :
presque exactement 21 (§3. 2), puis nous précisons nos hypothéses

syr les tests (53 3) et utilisons les constructlons de la section 3 2
afin de prouver la non séparabilité de C.C.S.. (§3.4).

I11.2 - INTRODUCTION AU CALCUL DES SYSTEMES COMMUNICANTS

Nous_présentons ci-dessous une version effective du calcul des
systémes cdmmunicants'(C.C.S.], vu comme un langage applicatif de
définition de systédmes de transitions. Syntaxiquement, C.C.S. est
une slgébre de termes, auxquels_s'identifieht les états des systémes
de transitions. Sémantiquement, C.C.S. est un ensemble de reégles

de transitions, fixant une notion de calcul.

et
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La syntaxe fait intervenir un ensemble d’opérateurs
=l K | kK 3 o} qui dépend de deux paramétres : un ensemble A
de noms d'actions, union disjointe de trois sous-ensembles A , & et
{;, f} respectivement indexés par 2N + 2, 2IN + 3 et {0,1} , et
un ensemble REN de renommages sur'ces actions,indexé par , N.
T symbolise un événement invisible, produit synchronisé de deux actions
€A (d'index 2 n + 2) et a € B (d'index 2 n + 3). L est le symbole
de 1'indéfini. Nous utiliserons y et A pour dé§1gner les &léments
dea A\ - {1} et de AU B , avec la convention 5\ = A. Un renommage est

‘une fonction récursive (totale) S de A dans A telle que

(€S(u) = SCu') => (S(u) = LVvpy=yp')) s

(S(1) = 1) & (S(&) =) & (SA) # &L => S(X) = SCAN).

Intervient également dans la syntaxe un ensemble X - indexé par N -
da variables utilisées pour les définitions récursives.

Un terme t de C.C.S. est soit une variable x(€ X), soit une
aexpression op[t1....,tk] dans laquelle op € Zk et les ti sont des

termes, soit une définition récursive rec ; . ? dans laquelle

™ i,
X = [x1 eas xn]‘est un vecteur de variables, t = (t1 cee tn] est un

vecteur de termes, et i est inférieur ou égal & n. Un programme C.C.S. °
est un terme qui a toutes ses occurences de variables liées par des

occurences correspondantes des combinateurs rec,. La signature 2 de

i
1'algébre de termes est la suivante :

’ zo = {NIL} , ):1 = {u [ueA} U {(S) |Ss e REN},

L=, |} .23 = @ pour k ) 3,

ol + et | sont les symboles respectifs du choix non déterministe
et de la composition paralléle.

Une exécution, ou calcul clos, est une suite finie ou infinie

de transitions pf¥£-> pi+1 » pouvent chacune résulter de la synchroni-

A

3ation des mouvements q‘i—-—o q'i+1 et q"i'z;> q"i+1 de deux compo-

santes paralléles q'i et q”i de pi. Un calcul clos est maximal s'i}
est infini ou s'il ne peut &tre prolongé par aucune transition. Les
relations - sont les plus petites relations binaires (sur les-
programmes) définies par les axiomes et régles d'inférence 1 3 8 :-



-3

T.bup 0
" 2. H i H >

Pp—d = py*tp,—q
M H
3. p, >9 = pytop, > q
H Ho
4 py—a+ p | b, > ale,
: H H
5. p,— g p1lp2-—> p,la
A , A
7. p q r—p[S]-Jigil—> qls] - sl S(u) # + -~
8. t. [rec -+.g/x ]n N g +— rec, x.t > q
J i J
(ot t; fr'ec1 x t/x J est le terme obtenu par substitution de

rec, X. T a chacune des occurences libres de X5 dans tJ , 1—1 ... n).

On peut encore imposer aux calculs clos deé_programmes C.C.S. -
diverses contraintes d'équité ( 8, R J. Etant donnée une contrainte
d’ équite EQ, un EQR-calcul clos est un calcul clos qu1 satisfait cette

contralnte.

I11.2 RELATIONS ENTRE C.C.S. ET LA CLASSE 11

Notre premier objectif est de montrer que 1 bbrne la complexité
. 1

des ensembles de calculs et de traces des programmes cC.C.S.

Déf]ﬂlt]on : Soit 8'un (EQ-) calcul maximal clos du programme Po lq .

Une décomposition paralléle de é est une palre

“l “' “'. u" u" “”
1 2 i+1 1 2 i+1
— — eeel, e e > eee
((po > p, > eer By > ) (qD > a, >a, q ‘ )

telle que & soit déductible par les régles 4 3 6 de ces deux suites
de mouvements, appelées (EQ-) calculs ouverts (finis ou infinis). La
trace n[u'1] n [u'zl esa M (u'i) ... du premier de ces deux calculs

est définie par n(X) = A et nit) =£. Par canventlon. un calcul ouvert

d'extrémité Dn est suffixé par la suite (p >) ;3 de méme, une

trace finie est suffixeée par.;w.

Nous confondrons dorénavant programmes et actions avec leur

codage sur NN (en utilisant O pour coder lé programme indéfini).



L'entier <p,<p,qg>> représente le mouvement p £, q (s8'il exists). L

fonction f telle que 7w, ° f(i) = P; et 7, o f(i) = Wy pour tout 1

Y
o i
> Pq e T Py

sont les fonctions récursives de décodage des paires <x,y>,

1

représente le caleul ouvert po

“ee (n1‘et m,

i.e. ™

1Y) = X et Ty =y )

Afin de répondre & certains besoins techniques, nous introduisons
maintenant la notion d'arbres de preuve associés aux mouvements des

programmes.

Définition : L'ensemble:t des arbres de preuve est le plus petit

ensemble d’entiers qui vérifie les conditions suivantes :

- pour tous y et p, ¢<1,0>, <up,<u,p>>> € ﬂ' R

-s1 Oe¢ JZ et si né (0) - o est une instance de 1'une des regles
2350u7 ouB alors <<i,00,0> € /., o i est le numéro de cette
régle,

- si 91. 02 € d% et si (n2(91l. nz(ez) + O ) est une instance de
la régle 6 alors <<6, <01,92>>,o$¢_4z.

Clairement,gﬂrest un ensemble récursif, car 1l'ensemble des
instances de chacune des régles 1 & 8 est un ensemble récursif.

Cette remarque nous permet d'énoncer la ...

proposition : L’ensemble des calculs ouverts d’'un programme C.C. S

est dans 2 ainsi que 1’ensemble des traces de ces calculs.

preuve : Soient RT[f,g,i]ngz x IN et R}‘[-F,i.j,klc 5x IN3
les relations définies par
R_(f,g,i) <=
T
tet) € &m0 gi) = e (L), «my o £(1), ™ o Fi+1)2],
R (f,1,3,k) <=
' J

Emy o FI1) =, © £(i+1) & ¢oemy o FLA), <T, k00> 7.



Ces deux relations sont récursives.

Soit R(f,g) < 332 (lire "f est un calcul maximal clos prouvé par g*)

la relation définie par

L EVIA R NS

Llm, o £(4) = T & Re(fog 1) Vm, o (1) =L & R,(£,1,5,k))] .

Si <f.g> est la fonction telle que <f,g>(1) = <f(i).g(i)> pour tout 1,
alors l'ensemble des paires «<f,g» correspondant'é des éléments (f,g) de
R est dans 2:‘. Cette propriété peut 8&tre généralisée a8 1'ensemble des
quadruplets <f',f",f,g> tels que (f',f") soit une décomposition paralle-
le du calcul maximal clos f prouvé par g, et reste valide lorsque 1'on

restreint R(f,g) par la contrainte 7, , f(o0) = p, ol p est un programme

1
particulier. La proposition suit alors sans difficulté o

La prise en compte d'une contrainte d’'équité n'entraine pas de

_modification des propriétés précédentes. Une telle contrainte peut étre .

décomposée sur les divers agents qui apparaissent dans un calcul clos et
qui y sont identifiés par un codage des redex associés & leurs mouvements
' ('g ];4(11 existe une fonction récursive qui fait correspondre a
chaque transition donnée par son arbre de preuve le ou les redex des
agents engagés dans cette transition). En présence.d'une contrainte
d'équité EQ, la relation R(f,g) de la preuve donnée ci-dessus devien
(VLI (VIIVRI(YD) |

[- 8 [EQ,(f,g,1,1) = EQ,(f,g,1.1) J]

ol EQ1 et EQZ spécifient des propriétés relatives a l'agent 1 dans le
iéme suffixe du calcul f prouvé par g. Or ces propriétés sont a notre
cbnnaiséénce toujours exprimables par ‘quantification au premier ordre

de relations récursives.

Afin d'étayer notre discussion ultérieure sur les tests, nous
établissons dans la fin de cette section une sorte de réciproque
de la proposition précédente. De nouvelles définitions sont indis-

~

pensables a cet effet.

Définition : Soit & un calcul ouvert représenté par une fonction f.

€ ost maximal si pour tous i€ N et p €Nn-{1} , (m, o T(1) = 4

=> ~u (ﬂ1 o (1) -+, ot P -+, est 1’abréviation de (3 q)(p ., al).
Best un calcul simple s’il est infini (Vi, m, o f(i) #4) et si

2
les implications suivantes sont vérifiées pour tous 1€ Net A€ AVA :



(A

. )\ _ —‘ .
P(ﬂ1 o f(i} —> ) = ["2 o £(1) =d)

-(nzof[i] =A) =
(3 FC5<1) & (VK) L0 ¢ k & k < 1) => (n, o f(k) =71 1],

Un programme p est un programme simple si tout calcul ouvert maximal de

ce programme est un calcul simple.

Avant d'énoncer la réciproque attendue, nous montrons pourquoi
i1 est intéressant de 1l'établir en se restreignant & des programmes

simples.

Définition : Soit p un programme simple et soit & un calcul ouvert de ce
programme. Si @ est infini, c est sans résidu. Si é‘est un calcul fini
d'extrémité g et si q —A—> , & a le résidu A. Sinon é‘ a le résiduT.

Lemme 6 : Scisnt p et q deux programmes simples. Si 1'ensemble des traces
des calculs simples de p est inclus dans 1'ensemble des traces des cal-
culs simples de q, alors & tout calcul ouvert de p correspond un calcul

ouvert de q ayant méme trace et méme résidu.

preuve :découle directemsnt des définitions O

Définition : Etant donnés un contexte C et un calcul maximal clos &
de C [1p] ob p est un programme, on note é‘\C la fonction qui & i fait

correspondre la suite 81 des mouvements du i + 1élme agent p apparu en

- position active dans & (sans résulter du déploiement d'un autre agent p) ;

on pose par convention (& \ C) ) =0 -+, 0+ ... pour i supérieur

ou égal au nombre total de ces agents.

Lemme 7 : Etant donnés un contexte C et un programme simple p, soit 6 un
calcul maximal clos .de Cltp). Pour tout programme simple g et pour toute
famille de calculs ouverts 81 de g tels que 61 et (E\ C)(i) aient
méme trace et m@me résidu, on psut former un calcul maximal clos de
€ltq) en remplacant les suites de mouvements (&\ C)(1) de p par les

suites de mouvements 81 de g sans autrement altérer le calcul é.

preuve : laissée au lecteur B



L'intérét de la notion de programme simple réside dans le fait que
le lemme Z reste valide sous toutés les contraintes usuelles d'équité.
Les lemmes 6 et 7 seront utilisés pour prouver la non-séparabilité de
€.C.S. en s’appuyant sur la... |
proposition : Pour tout langage L de la classe 21 inclus dans {0, 1}“

il existe un programme simple pL tel que 1'ensemble des traces de ses

calculs simples soit égal a L ({0, 11" 1Y

Nous donnons une preuve informelle de cette proposition en-
ébauchant la construction du programme P Les principales étapes de la

construction sont décrites par une série de lemmes démontrés en annexe.

Lemme 8 : On sait simuler en C.C.S. une pile de booléens avec test des

passages a vide.

Lemme 9 : Il existe un programme simple FIN tel que l'ensemble des

*
traces de ses calculs simples soit égal a {0,1} J.w

Lemtme 10 : On sait en C.C.S. simuler une machine de Turing en rendant

compte de l’arrét de la machine par l*arrdt du simulateur.

Lemme 11 : Pour tout langage L de la clasée 21»inclu5-dans {0, 1}w
.11 existe un programme simple qL'ml que 1l’ensemble Q des traces de ses
calculs simples satisfasse LC Q et Q< L {0, 1} .L .

preuve de la proposition : P = T FIN +ta =

IT1.3 HYPOTHESES SUR LES TESTS

Etant donnés deux programmes p et g, nous appelons q - expérience ’5
sur p tout calcul ocuvert é? intervenant dans la décomposition parallele
(& 8 )} de 1'un des calculs clos maximaux de plq. Puisque les calculs
ouverts sont représentés par des fonctions f e.gr, tout prédicat total ;
‘G (f) & une variable fonctionnelle définit une bipartition {Succes,Echecs}
de l'ensemble des calculs ouverts. Nous appelons’crltére de test un
prédicat T;(f] qui s'’exprime par guantification des variables (du premier
ordre) d'une relation récursive R(f, 1 ese 1n]. Nous supposons dans

1’
la suite avoir fixé un tel critére. Par définition,



1%

p (ne satisfait) Jamals g si 1l'ensemble des q -expériences éf sur p

st inclus dans Echecs, et p (satisfait) toujours g si 1° ensemble des
g - expériences t?q Sur p est inclus dans Succés. Deux programmes p et p'
sont indiscernables par test si pour tout contexte C, pour tout programme
q et pour tout degré de satisfaction sat € {jamais. toujours} , on a
1'équivalence C[p) sat q<=> C[p'] sat q.

I11.4 NON SEPARABILITE DE C.C.S.

Comme annoncé, nous allons appliquer ici les résultats du

chapitre 2 3 la théorie des tests.

théoréme : Certains programmes qui différent par 1'ensemble des traces
associées & leurs calculs ouverts (i.e. qui différent par leurs suites
finies ou infinies d'actions visibles) sont néanmoins indiscernables

par test.

La démonstration de ce résultat, indépendant du critére de test,
repose sur une série de lemmes qui utilisent les notations proposées

ci-dessaous.

Définition : Soit £ : IN » Sﬁ R Y F une suite de fonctions. On note fA

la fonction de IN dans IN que représente le mot f (UJf (1]f [DJF [2]F (1)f (D)...

Inversement, si fA g, On pose g = = f pour tout i. On etend ces notations
A

" auX sous-ensembles F de SF : F est 1' ensemble des éléments fA pour

lesquels f énumére une partie de F, et F Vi est l'ensemble des élémenfs
f i pour lesquels f appartient & F.

lemme 12 : Etant donnés deux programmes p et q, soit:s?l'ensemble des
calculs ouverts d? de p tels que é? appartienne & Succés (resp. Echecs)
pour [é% é}ﬂ 1 une des decomp051tions paralléles de calculs clos

max imaux de plg. alors & est dans 21

preuve : Soit DEC (f,f’ ,",g) la relation récur31ve qui est vérifiée si
et seulement si le calcul maximal clos f prouvé par g admet la décompo-
sition parallgle (f°' »f") - voir la preuve de 1la premiere proposition
donnée dans la section 3.2 - On a alors

= [(3FI(IF") () [LleM) 8 BEC(f,f',f",g)]},



ou ¥ (") - resp. »~ ey - exprime le succés de f" par un prédicat de la

forme

M, i)... (8 _ 1) R(F", i
11 n n :

g e 1n].

Or chacun des préfixes (3 f)(3f")(3g) (\‘31 [Hn in) ’

i1]
ol \aj € {Y, 3}, admet la forme réduite 31 v° o

Lemme 13 : Pour tout contexte C et pour tout programme p, si @ est un
ensemble Z de calculs ouverts de CCrpl, alors {[B\C] | e q}

1
est dans 2 .

1 .
. preuve : On décore les régles opérationnelles de C.C.S. par un jeu d’'expo-
sants et d’indices, respectivement utilisés pour totaliser le nombre
des agents p apparus & une certaine étape d'un calcul et pour distinguer
ces agents les uns des autres. Les indices, propres aux agents p, sont
hérités par leurs descendants (les autres termes ne portent pas d’'indice).

On introduit les variantes suivantes des régles d'action :

(P Ly

[aq]:j: ——g—;'qziz . Les régles d’ infereHce sont adaptées en conséquence
[q]r]<i> X, (q* Ir'] se déduit par exemple de q<l> S q"i) et
R __3&_) i

Soit Q' -1’ensemble des suites de mouvements qui se réduisent par oubli des
indices et exposants a des calculs de Q. Si Q est dans 2 » alors Q'
1'est également, et une vérification de routine permet d'établir le lemme

8 partir de cette propriété (s

Lemme 14 : Il existe dans la classe 2 deux ensembles non séparables H

et K tels que HA et KA soient non séparables.

preuve @ Nous connaissons déja dans la classe z deux ensembles non
séparables H et H tels que H contienne H et que H - H soit un singleton
{h} Nous prouvons que les conditions du lemme sont vérifiées pour K

égal a H

Nous montrons d'abord que pour tout A dans 21 , AA est aussi dans
2:. Pour cela, on note A(i,j) le rang occupé par la paire (i,j) dans
1'énumération usuelle (o,0J),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0)... de N x N .

i3



‘Clairement, A est une fonction récursive. Soit alors
A={f |(3g)(V1) RA[f.g,iJ} ol R, est récursive. On a
e N I RN E LIS I 2 [R,(f.2,1) & £104 (1,1)) = £(1)]) .

1
Le préfixe V 031 3" v° de cette expression se réduit comme prévu
1 0
é 3 v .

Nous adoptons pour la suite de la démonstration le procédé du
raisonnement par 1l'absurde, en supposant 1'existence dans Z: d'un
ensemble E tel que E M HA #@ et EN KA= @. Puisque EN I-Pest' dans 2::
- (lemme 4}, nous pouvens supposer E ¢ HA sans perte de généraliteé.

Maintenant, pour toute fonction e € E, si 1'on pose ei = evi pour tout
i, 1'ensemble {eo...ei...} N (H - K) est nécessairement le
singleton {h} , c.a.d. 1'ensemble H - K | L'idée consiste alors a

utiliser 1'identité

H-K=1{h | (3eeE)Y1) ((~ie,€)) = (e, = h)]}

pour montrer que ce singleton est dans 2: , d’ol contradiction

puisque H et K sont non séparables.

Pasons E = {e |(3g)(V j) RE(e.g,j]} et
K= {h|(3fNVH Re(h.f,3)} o Rg et R sont deux relations récur-
sives. On a H - K =

| (3e)(3g)(VIVLI(3eI(YKI(IF)(Ym)(Vn)
[Rele.g.5) & e (k) = e(A(1,k)) & (R e, f.m v (e, (n) = h(n))]]}.

Le préfixe 31 '31 vY O 31 v° 31 v9 vo de cette forme prédicative se
réduit en 31 VO , d’ol la démonstration =

*
Corollaire : soit ¢ : 2: —> P((O{1} )¥) 1'extension ensembliste
de la fonction ¢ : N —> [0{1}*](” :

OUF) = YIFIO)) o YCF(1)) o ouu o YF(4)) ... , ol

v : N 7*[0{1}*] code 1'entier i par Y(i) = 0 11.

Alors (& (H))2 et (o (k))2

ctlasse 2:: .

sont deux ensembles non séparables de la



3

(m&me demonstration que ci- dessus, en utilisant le fait que ¢(H) et

¢ (K) sont deux ensembles non separables de la classe 21

Forts de cette série de lemmes, nous abordons maintenant 1la

partie centrale de la ...

Démonstration du théoréme : Soient P = @(H) et Q = ¢ (K), ou H et K

sont les ensembles de fonctions du lemme 14. Puisque P et Q sont dans

. Z: » on peut faire correspondre a ces ensembles de chaines binalres deux
programmes simples p et g admettant respectivement P v {o, 1} ..L et

QU {o, 1} .|_ comme ensembles des traces de leurs calculs simples.

Notre intentlon est de montrer que Tp et Tq ne sont alors pas
distinguables par test, ce qui suffit & prouver le théoréme puisque P - Q

est non vide.

"'éupposons TP et 1g séparables. Soient -alors C,t et sat les
contexte, programme de test et degré de satisfactlon qui les distin-
guent, 1.e. vérifient
'C Ctpd sat t <> Clrq) sat t.

En vertu des lemmes 6 et 7, puisque Q est inclus dans P, on a
C (tp) sat t =» CCtq) sat t.
Donc CCrq) sat t #> CCrp) sat t.

Soit ? 1'ensemble des calculs ouverts € de Cltp) pour lesquels
1'un des calculs clos maximaux de (CCtpl l t) se décompose en [&’ & )
avec é dans Echecs si sat = toumurs, ou dans Succes si sat _jamais.
Par les lemmes 12 et 13, 1'ensemble ?' égal a {(g\CJA | & € 3}
est dans 2 . Pour toute fonction ¥, soit traces(f] la fonction telle
que [traces(f]]vi soit égale pour tout i & la trace du calcul ouvert
représenté par -Fvi (s'ilexiste). Alors clairement, 1'ensemble
" = {traces(f)|f €'} est dans Z::

Maintenant, puisque p et g sont. des programmes s:meles qui ont
les mémes traces finies, 1'assertian
(Cltq) sat t % Cltp] sat t) entraine par le.lemme 7 1la conclusion
T”n (Qu{o,1} .LwJA = @ , tandis que D"A(P U {.0'1} A JA # @ par

construction. Soit R 1'ensemble de traces infinies donné par
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Ve :
g 1(3+re®31YNg=+Tagy 70)} .

R et RA sont deux ensembles de la classe Z: , et RA sépare néces-

sairement PA de QA » ce qui est impossible ®

Remarque : La non séparabilité a été démontrée pour la version standard
(non équitable) de C.C.S. . Un examen détaillé montre que la démons-
tration qui a été donnée reste valide en remplacant la notion de calcul
clos par celle d'EQ-calcul clos pour 1l'une quelconque des contraintes
usuelles d'équits.

IV. QUELQUES CONCLUSIONS

Parvenus au terme d'une étude dans laguelle nous avons amalgamé
langages et processus, il nous reste & justifier ce rapprochement et
a tirer les enseignements de nos résultats quant aux mod@les du paral-
18lisme.

L'exsmple de la séparabilité montre que certaines propriétés essen-
tielles des classes de langages infinitaires sont a ce Jour insuffisam-
ment explorées :.celles dont la transposition finitaire est triviale.

La considération de ces propriétés peut 8&tre motivée par des questions
liées aux théories des processus communicants et de leur observation,
sources possibles d'un enrichissement de la problématique des langages.
(Le peu de méthodes disponibles pour former des classes de langages
infinitaires & partir de classes finitaires montre en outre 1'intérst
des calculs de processus communicants pour la définition directe de ces
classes). '

Le rapport entre (classes de) processus et (classes de) langages
infinitaires est plus étroit que ne l'indiquent les remarques précé-
dentes. Nous donnons ci-dessous quelques arguments & 1'appui de la
thése selon laquelle 1'extension d'un processus est ou s'apparente
& un langage infinitaire dans toute sémantique "observationnelle” des

calculs de processus communicants.
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Un temps infini est certainement nécessaire au constat du refus
continu d'une action par un processus. Si les refus de ce type sont
observables, alors les suites infinies d’actions d'un processus le

sont aussi, car leur observation ne demande pas davantage de temps.

- Les domaines algébriques (4.,14) ne sont donc pas appropriés a la

construction de sémantiques "observationnelles” des calculs de processus,
Tout objet d’'un domaine algébrique est par définition 1la borne supé-
rieure de ses approximants finis, représentant autant de propriétés
finies. Or on connait des processus qui présentent exactement les mémes
propriétés finies (mémes suites et enéembles d’actions possibles, garan-
ties ou refusées...) et qui différent uniquement par leurs suites infinies
d'actions visibles (e.g. les processus p et g considérés dans la preuve

du dernier théoreme).

Comme la notion d'algebricité, la notion d’ordre d'amélioration

--(4,14) qui sous-tend la plupart des travaux classiques en sémantique

N

dénotationnelle nous semble mal appropriée a la modélisation des calculs
de processus. Un préordre fondé sur l'observation est défini par un
critére qui permet de juger, étant donnés deux processus, si 1'un d'eux
coopére plus ou mieﬁx que l’autre avec un processus tiers {1’expérimen-
tateur). Ce critére peut &tre simplement 1'inclusion des ensembles de
comportements respectivement permis au processus tiers par les processus
soumis & la comparaison : le préordre considéré est alors un préordre
d’implémentation. Dans tout autre cas de figure, le critére utilisé est

un critére de test car il est nécessaire d'attribuer a chaque exécution

du processus expérimentateur un poids dans une échelle de succés ou d’écheg,

Les processus qui ne sont pas distingués par test ont alors méme
représentation dans le modéle du préordre, or nous avons montré que
certains de ces processus différent par leurs suites infinies d'actions

visibles.

Dans le cas d'un préordre d*implémentation, le domaine sémantique
le plus naturel est un domaine ensembliste, ordonné par inclusion, dans

lequel les éléments des ensembles représentent les propriétés cbservables

. des processus. Puisque les suites infinies d’actions visibles des processuys

sont des propriétés observables, ces ensembles sont ou s'apparentent a3 des

langages infinitaires. Le modéle équitable de CCS présenté dans (g2) a été

- construit selon ce principe.

33
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ANNEXE

Nous donnons ici les preuves des lemmes 8 & 11. La notation
[x1 = t1 eees X0F tn) doit 8tre interprétée comme
rec,,?x1 . an o (t1 ves tn). So , 81 . 52 et S3 désignent les
renommages les moins définis tels que SO(a] = 81[a) = Sz(al =qQ

et SB[aJ = a' pour o € {0,1} , 30(2) = 2 et 52(2) = 53[2) =2,

preuve du lemme 8 Si 2 est le signal de détection du passage & vide,

le compertement recherché est celui du programme PILE donné par la

définition récursive
((1.(x1|x(83]J + D.[x0|x[83]J][SZ]i 2-55.21[50].

(z
x_ = 0.(2" . x+1".x,+0".x ) + 0.(0'.x ) + 1.(0".x ),
1 o .o 1

= 1,(2".x+1 %, +0'.x ) + 0.(1'.x ) + 1.(7".x ),
1 1 o o 1

X
t

X
]

= ZNIL + 0. (x x50+ 1.0k Ix[s 100,

preuve du lemme 9 Le comportement recherché est celui du programme donné

par la définition récursive
(z = (PILE(S,) ]xol[S1],

X = T.0 X4 + T.4 .x1 + T.y1 "

<
n
(@]
o
<<
+
s
<
+
N
<
-—
-

Yy © T.y1).

preuve du lemme 10 Il suffit de construire un programme C.C.S.-dans

lequel coopérent un asutomate d'états finis, qui représente le programme
de la machine et mémorise son état programme, et deux piles qui repré-
sentent la bande de la machine, scindée en ses portions & gauche et &
droite de la téte de lecture (PILELT ] et PILE(T ]). Or la correspon-
dance entre automates d'états finie et systeéemes de définitions récursives

est évidente. L'arrét de la machine avec le résultat n peut en particulier



- -@xécution ‘par la commande start, et PILE —> (

{FU0)eF(1)e ouu oF(4), hJusques 1| R (£[0...1], h[0...1D)} , ol R

8tre simulé par une transition C.C.S. dont le terme d'arrivée est

équivalent par bisimulation a un terme de la forme

(PILE(T ] I[z start -...,...Jl (PILE [T ]J dans lequel (z=start ....,..,)

est l’automate d'états finis en attente du__ lancement d’une nouvelle
0 59" ene
n

preuve du lemme 11 A chaque langage A de la classe 2: , on sait faire

correspondre une relation récursive R, telle que

A N
A= {fl(IN)(V1) RA(f (0...1), h{0...i]3} , ob g(0...1] =<glo),<g(1),..e8(2)2 400

Notons h{(j) la chaline 11+h[J]
h jusquesi = h(0).0.h(1). ... . h(1).0 .

81 f varie dans N + {0,1} , 1'ensemble de chaines

et posons :

L
correspond au langage L, est récursif. Soit ¢L sa fonction caractéfistiqueg

et soit PHIL 1'automate (z. = start 4 ...,...) de la machine de Turing
qul calcule . ¢L. '

Alors le programme q @ la structure.

(PILESgl (PHI, |CONTROLE) | PILES) S, .

od PILES_ = PILE(T ] | PILE[F) | PILE[H ]
g g g g

et PILES

d PILE(T ) | PILE(F ] I P¢LE[HdJ.

Le couple [PILE[T ] PILE[T ]] ‘simule la bande de la machine de Turing.

Les autres Jeux de piles appariees simulent deux bandes auxiliaires

ytilisées pour représenter respectivement f(0) ... f(i) et h jusques i.
Afin de fixsr les notations, posons Sy(a) = as pour se€ {T,F,H} et

y € {g,d}l. Le paragraphe suivant donne quelques indications sur l'algo-
rithme du programme CONTROLE donné a la fin du texte.

Al initialisatlon. la metavariable i vaut O et toutes les piles

gont vides. Au début de la n + Zéme étape, la metavariable i vaut n + 1,

les données flo)...f(n) et h Jjusques n sont rangées dans les piles de

‘gauche réservées a f et h, et les autres ptles sont vides. Pour chacune

" des valeurs successives de i, 1es opérations suivantes sont effectuées :



chaoisir aléatoirement f(1i) et 1'empiler & gauche,

chuisir aléatoirement-h(i] et empiler & gauche g(i) 0,

recopier h jusques i sur la bande de la machine de Turing [PILE[T 1)

et dupliquer cette donnée dans 1la pile de droite réservée a h,

recopier f(0) ... f(i) sur la bande de la machine de Turing et dupliquer
cette donnée dans la pile de droite réservée 3 f,

lancer 1'exécution de PHIt (commande start) et attendre le résultat ;

sl ce résultat est 0O (ccds par 1.0 dans la pile), adopter le _compor--
tement purement divergent (T ), sinon passer & la suite,

transférer le contenu des piles de droite dans les piles de gauche,

imiter le comportement f(i).

CONTROLE est donné par la définition récursive

= ﬁ‘; ‘ Xy ¥ ?'; - Xy s

T 2 S Yy s Y, = ?'2 .y, 5'2  Xg

Og.ﬁz.ﬁz.xa'«f;.Tg.T;.x3+22.x4.

O;.EZ.EE.x4+1;.T:.TZ.x4+22.x5.
t t

h =h h =h ,h

Od . 0 g xB + 1d . 1 g " x6 + 24 - y8 P
Foof F oo f £

Od . 0 g y8 + 1d « 1 g " y8 + 2d . x7 ’

o LGf . 0. x T TT 1)
g g 1 g g 1
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