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RESUME

L'écoulement d'un gaz & travers un milieu poreux, qu'on suppose régi par
une loi quadratique de perte de charge, est modélisé en régime transitoire
par un probléme parabolique non linéaire. Dans une premiére partie on établit
des résultats d'existence et d'unicité. On étudie aussi le comportement des
solutions quand le paramétre de résistance inertielle tend vers zéro. Dans une
deuxiéme partie on étudie !'approximation par éléments finis et la résolution
numérique par une technique de lagrangien augmenté. Des résultats numériques

de simulation d'un modéle radial circulaire sont présentés.
ABSTRACT

This paper deals With the study of a transient gas flow through>a porous
medium, with a quadratic pressure drop law, governed by a nonlinear parabolic
equation. In a first part, existence and uniqueness resuits are established. The
behaviour of the solutions when the inertial flow resistance coefficient tends
to zero is also considered. In a second part, the prebiem is discretized by
a finite element method and solved by an augmented Ilagrangian technique.

Numerical results for a radial flow are given.
MOTS CLES

Equation des milieux poreux - Méthode de monotonie - Eléments finis -
Méthode de lagrangien augmenté. :

KEY WORDS

Porous media equation - Monotonicity method - Finite elements - Augmented
lagrangian method.
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INTRODUCTION

On considére le problédme parabolique non linéaire

(0.1) ¢ g% ( 7T%T—] - div F(Vu) = 0 dans @x]0,T(,
avec ' '
’ 1/2
F(Vu) = K “*“’Z‘I‘JJI 1w
(0.2) u(x,0) = uo(x) dans 9
(0.3) F(Vu)sv = g : sur I'x]0,T[

ol Q désigné un ouvert borné de ]Rd de frontidire T réguliédre, v.est la
normale unitaire sortante de @, ¢, K, o, u0 sont des fonctions données dans
Q et g est une fonction donnée sur .rx]0,T[.

Ce probléme modélise, dans certaines conditions, 1'écoulement d'un gaz
3 travers un milieu poreux, en régime visco-inertiel, u qésignant alors lé
carré de la pression. Les lois de base pour 1'établissement du mod2le
sont : la loi de conservation de la masse, la loi quadratique de perte
de charge (généralisant celle de Darcy) et la loi d'état des gaz parfaits
isotherme (cf. paragraphe 1). Remarqudns que si ¢ est nulle alors (0.1)
coIncide avec 1'équation des milieux poreux (dans le case isotherme);
1'équation des milieux poreux et, plus généralement, les é&quations
paraboliques. non linéaires dégénérées du type ut-A¢(u) = 0 ont &té
étudides par de nombreux auteurs (cf, par exemple [18], [19], [20] et 1la
bibliographie de ces travaux). Nousvnoﬁs intéressons ici, au cas ol ¢ est
positive, cas dont 1'étude présente un intérét pratique dans 1'exploitation
des gisements de gaz.

La premiére partie de ce rapport concerne 1l'étude mathématique du
probléme (0.1), (0.2), (0.3). Moyennant des hypoth&ses convenables sur les
données, on montre l'existence d'une solution en utilisant une technique
développée dans [21]. On établit un résultat d'unicité dans une classe de
fonctions réguliéres et, pour des données (u0 et g) positives on obtient

1l'existence d'une solution positive et 1l'unicité. On étudie, de plus, le



comportement des solutions quand ¢ tend vers 0; pour cela, nous établissons
dés estimations qui tiennent compte du changement de comportement de la
fonction F au voisinage de 0.

‘La seconde partie esﬁ consacrée A 1l'approximation et la résolution
numérique du probléme (0.1), (0.2), (0.3). Aprés semi discrétisation en
temps par un schéma implicite, nous avons 3 chaque pas de temps un probldme
elliptique non lindaire & résoudre, les non lin€arités portant & la fois
sur u et Vu. On utilise une approximation par éléments finis; on montre la
convergence . des solutions approchéés et on établit une estimation de
1l'erreur d'approximation. Les problémes approchés sont résolus par une
méthode de lagrangien agmenté [26]. Cette méthode est particulidrement
intéressante puisque, d'une part les non lindarités deviennent locales et
résolubles explicitement, et d'autre part elle permet le calcul simultané
des grandeurs physiques pression et débit massique. Pour conclure nous
présentons quelques résultats numérigues de simulation d'un modeéle radial

circulaire,



1- LE PROBLEME PHYSIQUE

L'expérience montre que la perte de charge subie par ﬁhflliquide
traversant un milieu poreux est trds généralement proportionnelle 3 la
vitesse d'écoulement du liduide : c'est 12 1'énoncé de la loi bien connue
de Darcy ([1]).

Par contre, on constate que la perte de chérge‘subie‘par un gaz crolt
beaucoup plus rapidement que la vitesse d'écoulement du gaz ([2], [3]). Des
écarts entre les résultats expérimentaux et ceux qui 'pourraient étre
déduits de i'application de la loi de Darcy sont souvent observés dans la
pratique de l'exploitation des gisements de gaz. Les résultats obtenus aux
puits A gaz montrent aussi gque la lol de Dafcy n'est pas valable, mé€me pour
des débits relativement réduits, lorsque le milieu poreux présente des
fissures ctest-a-dire de grands espaces d'écoulement (f41,053).
L'écoulement est dit visco—inertiel (ou non darcéen ou parfois "turbulent"
(61); la loi appropriée de variation de la pression doit tenir compte non
seulement de la résistance visqueuse mais aussi des pertes d'énergie
einétique ([31, [71, [8]). |

On s'intéresse ici a4 1'écoulement transitoire de gaz en milieu poreux,
en régime visco-inertiel. L'intérét, pour l'exploitation des gisements, est
le calcul des pertes de charge aux puits. Signaions que les problémes
inhérents & ce type d'écoulement ont fait 1'objet ar un grand nombre de
travaux en simulation' numérique ([9], [10], [11]," [52], [13] et 1la
bibliographie de ces travaux). :

1.1 - POSITION DU PROBLEME

Soient @ un domaine ouvert borné de ]Rd, 1 $ds 3, fig‘ﬁr‘ant le
gisement, de frontiére réguliédre I, de vecteur normal extérieur v et
JO0,T[ 1'intervalle de temps d'étude du phénoméne.



On adopte les notations habituelles suivantes :

K pérméabilités du milieu poreux

¢ porosité de la roche

T, température absolue

M masse molaire

R constante universelle des gaz

u viscosité dynamique du gaz

) pression

P, pression 3 1'instant initial

p masse spécifique

qQ débit massique unitaire

Q1 débit massique au puits numéro i

a facteur de résistance visqueuse
facteur de résistance inertielle

Z facteur de compressibilité du gaz.

L'écoulement du gaz4dans le milieu poreux, supposé isotrope, est régi

par les équations et conditions suivantes :

équation de continuité

(1.1) é% (p¢) + divg =20 dans Q = @x}0,T[

équation de Forchheimer ([14], E15], [161).

(1.2) -p Vp = auq + B qlq] dans Q

ol a et B ne dépendent que de la nature du milieu poreux traversé. a a

pour dimension L“2 et B A pour dimension L-1. '
De nombreuses mesures effectudes en laboratoire ont apporté la preuve

expérimentale de 1l'exactitude de- la loi (1.2) (ef. [2], [3], [4] et la

‘bibliographe de ces travaux). Ces mesures concernant des écoulements



liquides et gazeux dans des milieux poreux naturels et artificiels ont
permis dé montrer que a et B sont épéciflques du milieu et de vérifier
‘que a est approximativement éggl a % . I1 s'avére ainsi que la loi de
Darcy n'est en réalité qu'une expression approchée de la forme quadratique
plus générale; toutefois, la loi de Darcy est généralement suffisante pour
régir 1'écoulement des liquides, 1la viscosité y étant plus élevée (au
moins dix fois plus que celle des gaz) et le débit massique toujours modéré
(dik 3 cent fois plus petit que celui d'un écoulemént gazeux), si bien que
le tgrme d' écart par rgpport,é la loi de Darcy, 8 % q, correspondant 3 un
écoulement liquide est au moins cent & mille fois plus petit que celui
correspondant 3 un écoulement gazeux. |
Notons cependant que les diagrammes de variation de B en fonction ¢
et de k ont donné lieu 3 diverses formes empiriques pour 8 [6] -certaines
faisant intervenir aussi le diamdtre moyen des pobes- et les calculs de
pertes de charges aux puits [4] utilisant ces formules de B ne semblent

pas toujoﬁrs satisfaisants.

équation d'état
Elle est souvent donnée sous la forme :

' . M
(1.3 P = T % dans Q.
a
L'écoulement étant pratiquément isotherme, le facteur de
compressibilité n'est fonction que de la pression (on trouve dans {17] un
.diagramme des .courbes de Z(p) pour différentes valeurs de 1la

température).

condition initiale

A 1'instant initial, la pression est supposée connue dans

‘ tout le gisement, soit

(1.4) . p(x,0) ='po(x)



condition aux limites Np
A la limite intérieurg rint(= v Gi) du domaine Q,

constituée pab les surfaces I‘i des Np puits ;iploitant le gisement, le

débit est imposé en fonction du temps, soit

Figure 1.1
= Tint o Text

r

(1.52) [ avao = -q0), te oL, tstsn
r
i

(Qi sera négatif en soutirage, positif s'il s'aglt d'une injection),

I1 convient en fait d'y ajouter une condition de compatibilité
exprimant 1'égalité des pressions en tout point du puits au droit de 1la

couche, soit

(1.5b) p = constante inconnue sur T
t, ,1SiSNp~

{» ne dépendant que de

A la limite extérieure rext du ‘domaine on impose une condition
d'imperméabilité, soit

(1.5¢) Cgev = 0

Les équations (1.1), (1.2), (1.3) constituent le systéme qui, joint aux
conditions (1.4), (1.5a), (1.5b), (1.5¢), régit le mouvement du gaz. Les



données du probldme sont les coefficients ¢, a, B, M, R et Ta; pet Z
sont donnés en fonction de p. Les inconnues sont la pression p, le dépbit
massique unitaire q et la masse spécifique p.

1.2 - HYPOTHESES ET-FORHULATION}HATHEHATIQUE DU PROBLEME

‘Du systéme (1.1), (1.2), (1.3) on va déduire une équation d'évolution
en la variable p. (1.2) va nous permettre d'éliminer q. En effet, (1.2)
s'éerit '

-p Vp = qlau + B |q])

ce qui signifie que les vecteurs q et pVp sont colinéaires; on obtient

le facteur de proportionnalité en résolvant l'éauation (algébrique) du .

second degré en | q|
2
8 lq|” + aula]-|p Vp|=0

laquelle donne, compte tenu du signe des racines,

' 2
lqf - 2t Can)® v up lpvp|)'"
28

done

au = ((ap)zf ug | p val)v2

p Vp
28|p Vp |
(1.3) nous permet d'éliminer p, et on peut écrire
' _ 2 2, .1/2
(1.6) g au = ((ap) ‘+‘2B; ] vp|) sz
2g|vp“|
avec
b=

RT_Z



Ainsi, p vérifie 1'équation

(Cap)2+28b |vp3]) "2

” —ou -Vp2) =0 dans Q
28|vp©}

(1.7) = (4bp)-div(

Réciproquement, si p est solution positive de (1.7), le systéme p,
p=bp, q (donné par (1.6)) est solution de (1.1), (1.2), (1.3).

C'est ainsi qu'on est amené & étudier 1'équation (1.7), de type
parabolique non linéaire. ' ' | ‘

Nous nous proposons d'étudier ici 1l'équation (1.7) dans le cas ol on
néglige les variations de la viscosité yu et du facteur de compressibilité
Z; pour la validité de ces hypothe¢ses on peut consulter, par.exemple,’[8],
[17]. 4 et b sont donc ici deux constantes positives (Le cas général, yu
et b dépendant de p, présente des difficultés spécifiques que nous
n' aborderons pas dans ce travail).

L

Posons :

(1.8) K =— (=2=)

2gb

(109) g =
(o)

alors (1.7) équivaut 2

2, .\ 1/2
(1.7) %(@) - div (K “”’Jvlizll) ! Vp2) =0 dans Q
o{Vp '

Cette équation, avec la condition ihitiale (1.4) et les conditions aux
limites (1.5.a), (1.5.b), (1.5.¢), (qu'on peut réécrire en fonction de p
en utilisant (1.6)) sera étudiée sous la forme suivante :

Trouver u(=p2) positive, solution du probléme ( ézgl ci-aprés

9 u : '
3¢ (¢ W) div F(Vu) = 0 ~ dans Q
(1.10) "} avee

F(v) = k {2oly] )72
af v|

v, V€ rY



(1.11) u(x,0) = uy(x)  dans Q

F(Vu)ev dg = Qi(t), - ' t 10,T[, 1 S§1 S Np
i

by —

u = constante inconnue sur r'i, ne dépendant que de t,1 S i SN

(1.12) p

F(Vu)swv =0 sur rextx Jo,T]

les fonctions uo = pg, ¢, K, 0 et Qi' _ 1 s§1i¢sg Np, étant connues; elles
seront précisées au cours de 1l'étude. La variable u est la "pz-pr'ession"

déja utilisée en physique [U].

Remarque 1.1 : L'équation (1.10) est d‘e,la forme -a%g%u +Q,qu = 0, dite
doublement non lindaire, mais, comme on le verra, les opérateuprs @Ql et @?8
possddent des propriétés .de monotonie (du typé de la propriété des
différentielles des fonctions différentiables convexes sur un espace de
Banach). On s'inspirera alors, pour 1'étude théorique, d'une technique
"~ développée dans [21], et, pour 1'approximation et la résolution numérique,
des mé&thodes développées dans [26].

Remarque 1.2 : Dans la suite on s'intéresse plus généralement au probléme
(1.10), (1.11) avec (au lieu de (1.12)) condition de Neumann.

(1.13) F(Vu)ev = g sur rxJ0,T[ (g donnée)

que nous appellerons probléme (P). L'étude que nous présentons peut &tre

adaptée, avec quelques modifications mineures (cf. paragraphe 3), 3 celle
du probléme ( g}o). '



2 ~RESULTATS D;BXISTENCE, D'UNICITE ET DE REGULARITE

POUR LE PROBLEME (52)

Soit @ wun domaine ouvért borné de ]Rd, 1 § d § 3, de frontidre
réguliére I, de vecteur normal extérieur v et 10,T[ 1' intervalle de
temps,d'étude du phénoméne.

I1 s'agit de tfouver_’u solution de .

331—: (¢ 7-[%[' ). - div F(.Vu) = 0 dans Q = 9x]0,TL[
(P u(x,0) » = uo(x) dans @
F(Vu) «v ‘ . g sur I=rx]0,T[

ol

oy - ey
ofv]

¢, K, o sont dans L*(Q), vérifiant

0<¢_=¢(x) S ¢ p.p. dans @
(2.1) 0 <K_SK(x)$K_  p.p. dans @
0< g_= o(x) S o, p.p. dans @

Nous allons faire appel & la notion de solution faible, et utiliser les
méthodés développées dans [21] et [22]. Il nous faut pour cela nous
placer dans un cadre fonctionnnel adapté. '

Posons '

v=w323g)

et définissons un opérateur non linéaire A de V dans V' par



-12 ~

¥ u,vevy
(2.2)

(Au,v) = f F(Vu)-Vv dx
Q

B est 1'équation non lindaire de L%(a) dans 13(@) défini par

u
(2.3) Bu = ¢ JTaT -
Supposons
(2.4) S uge Vv
(2.5) g e 30,10 33, e 3o, 33
ob w /33 est le dual de W'’/ 3*3/2(r)
et w1/3'3/2(r) est 1'espace parcouru par vlr lorséue v
parcourt w1'3/2(9) |
On définit f € L3(0,T; V') par
(2.6) (£(t), v) = (g(t), Vlr) w-1/3'3(r),w1/3’3/2(r)

dr |
(2.5) implique .g¢ € L3(0,T;IV'), donc f € CO([O,T]; V).
On considdre alors le probléme non lin€aire suivant =
» g m
(2.7) E'E(B“) + Au = f dans L%(0,T; V')

(2.8) u(0) = qo
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2.1 - EXISTENCE D' UNE SOLUTION FAIBLE

Nous allons établir le résultat suivant

. THEOREME 1 Sous les hypoth&ses précédentes, il existe une
fonction u telle que : ‘

(2.9) u e L°(0,T; V)
(2.10) %(au) € L°(0,T; V')

et u vérifiant (2.7), (2.8).

Remarque 2.1 : La condition (2.8) a bien un sens car il résulte de (2. 9)
et (2.10) que Bu ¢ C (Lo, T} v').

Remarque 2.2 : La démonstration que nous proposons .ici est inspirde des
techniques de [21]. (Les résultats de [21] ne s' appliquent pas directement
dans notre cas car A n'est pas coercif sur V). Elle consiste en

- une semi discrétisation en temps de (2.7), (2 8) par un schéma implicite

- 1" obtention d'estimations a priori (cf. remarque (2.3))

- le passage a la limite,

Remarque 2.3 : Multiplions formellement (2.7) par u(resp. g%); il vient
(resp.) '

1/2
(2.11)

L u¥? [ x (““'V“l) L vyl dx = (£,u)
) _

L du 2 Oy gy o (p, D
£-¢ T ldt» dx + ‘f) FO7 w)v(g) ax = (£, )
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mais (r, g%) =‘é% (f,u) - (g%' u)
et |
' 3/2
[ Fovw v dx=ait[.§_fx(1+olgu|) o
Q : Q "
- f K —I—V_U.de ]
2 ¢
done
' /2
! 7]—-'—1 du |2 4 r2 (1+0 | Vu )3
(2.12) 7 . .
- ‘{ k g dx ] ='dat (f'u)-(d—t"u)

Les estimations a priori qui suivent seront calquées sur (2.11) et (2.12).

Avant de passer 3 la démonstration proprement dite du Théoréme 1

explicitons quelques propriétés simples des opérateurs A et B.

Proposition 1
P

(1) Les opérateurs A et B définis respectivement par (2.2) et
(2.3) sont hdlderiens d' exposant 1/2 et monotones.

(i1) Les fonctionnelles JA et JB définies respectivement sur

V et L3/2(9) par

3/2
(2.13) ENCOICEC I SN R LA R W g 02
A 3 2 2 o
o fl
(2.14) I =2 [ o|v|¥2 &
Q

sont convexes, Frechet différentiablés et telles que

Jop = A Jp  s'identifie & B (dans la dualité L3/2(q)

’
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De plus,

.5 | sg,mz e [lwpPPa-c ¥ vev
: A 1 a 2 A
Cy et 02 cdnstantes strictement positives

(2.16) JB(V) zc3 fl‘v|3/2 dx _ % veL3/2(9)
Q

C3 constante strictement positive

La démonstration utilise le lemme suivant que nous démontrons en annexe

Lemme1  L'application & de R® dans R dérinie par :

/2

v

(1+]|v])
g(v) =
| [v]

est holderienne d'exposant 1/2.

Démonstration de la position 1

'Nous la donnons seulement pour A (la preuve est immédiate pour B).

point (1) : Soient Uy u, € V. On écrit

K ' :
(Au,=Au,,v) = £ 5 (égg(Vu1)-é§§(Vu2))-Vv dx
alors, grace au lemme 1 et (2.1)

1/2

|(Au1-Au2,v)| s cC f|Vu1-Vu2| [vv] dx , ¢ constante
Q

d'ol, en utilisant 1'inégalité de H¥lder,
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| Cau,=Auy )| S € flug-u,ly N vl
donc A est holderien d'exposant 1/2.

Pour prouver que A est monotone, on écrit
(Au,~Au,, u ~u;) = g |F(vu) | [7u,] ax + £ |F(u) | |vu,| ax

- ] FWup vy, ax - [ F(VW) Vu,  ax
. Q Q
d' ou
(Au,=Au,,u, -u,) 2 £ (F(Tu )| = [F(Vu,)]) (qujl— |Vu,|) dx

. 1/ :
qui est positif car x » (1+x) 2 est croissante sur :m+.

point (ii) : Un calcul facile montre que JA est différentiable au sens

de Gateaux, de différentielle Jh = A; la monotonie et la continuité de A
(point (i)) prouvent alors que JA est convexe et Frechet différentiable.
Soit maintenant v € V. On a, grice a (2.1),

g zct [ w32 ax - cy [ |vv] dx
A 1 . 2
Q Q
puis en appliquant 1'inégalité de Young
¥n>0 ] Cn >0 tel que

[lvv]dx s n | |Vv|3/2
Q

dx + C _(mes Q)
Q o

~avec n convenablement choisi, on obtient 1'inégalité (2.15).

Démonstration du théoréme 1

a) Construction du probléme approché

Nous introduisons les notations suivantes :

N est un entier destiné 2 tendre vers 1'infini et h = % . Si
0 N N+1
a={(a,ie.a ) € E , ol E est un espace de Banach, Hh(a) est 1la
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1

fonction étagée définie par

+1

M (a) (¢) = a” si nh <t § (n+1)h n=0,...,N-1

nh(a) (0) = a,

Ah(a) est la fonction définie sur {0,T], linéaire sur [nh, (n+1)h] avec

_Ah(a) (nh) = a" n=20,...,N

et
d
Dh nh(a} ol Ah(a)

On considere le probldme discrétisé suivant :

0
(2.17) up = Y,

1 n+1 n n+1 n
(2.18) E{jz (Bup Bup) v.dx + (Aup"',v) = (Fp,v) ¥ ve v

n=0,...,N-1
avec 0 g fm¥Dn

| £(t) dt

nh

Ce probléme admet une solution uhique uh = (ug,...,ug) 3 VN+1. En effet,

la fonction JO de V dans R défine par : -

- (0 -1 Y
IgN) + 3, (v = (g, V) -4 {fz Bup v dx

o 2 P

JO(V) =

(JA et JB étant définies respectivement par (2.13), (2.14)) est convexe,
et méme strictement puisque JB 1'est, continue, tendant vers 1'infini &

1'infini sur V (gréce 2 (2.15), (2.16)), donc admet un minimum unique en
u¥ et Jb(u*) = 0. On obtient ainsi 1'existence et 1'unicité de u.

h dans

n=2.l.l'N.

(2.18), puis par récurrence celle de u; ,
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b) Estimations a priori

b.1) Prenons dans (2.18) v - un;1 ; 11 vient
. n+ n+
% f (Bun+1 Bug) un;1 dx + (Aug+1 y Up L (fg, h "

Q

Utilisant 1'inégalité de Young

¥ n>0 3 Cn > 0 tel que

+1 ni/2 l n+1 n+1|3/2

ldx5¢+[ Iu dx +

J Buy vy J
Q Q
3/2
Cy L1172 e ]

a s ¢, [ |upl
Q

(¢, donné par (2.1))

on a, en choisissant n convenablement,

(2.19) f (Buy " '-Bup) W ax 2 c, “ “”[3/2 dx flug|3/2 dx ]
Q
C& constante strictement positive indépendante de h et n
D' autre part,
leeg woh| s r}l:mhn £Ce) |y, flup™ ), at
on en déduit
¥ n>o0 4 Cn >0 tel que
(2.20) I(fﬁ» L»1;1;1)' S n+ 1”3/2 fh_n jn+|})f‘h(t)”3 dt
Les 1n§galités (2.19), (2.20) et
(Au:+1. uthy 2 CY f |V ug+1|3/2 dx - CY, (conséquence de (2.15))
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impliquent

C ' |
4 n+1, 3/2 /2 n+1,3/2
T LR e [ ) o [ 17 1R

C n+1)h
1433/
B[Sl E } lecertld, av +cy
nh
d'oh, en choisissant n convenablement,
c
y n+1,3/2 / /2
T LLIRT e [ % ] ey [ s
(2.21)
- C n+1)h
/2 :
0 [l *T"jh lecoll3, at +cy

c5 constante strictement positive, indépendante de h et n-

Multipliant (2.21) par h et sohmant_de 0 a N-1, il vient’

N-1
N,3/2 1372
c, £ luy | dx + h Cg Ngo [ v ug+ 132 ax s
=0 Q

T : o
n+1,3/2 3 3/2
nhifl | ax + c_ [ || £(e) dt + TC' + C u dx
n=0 @ "o Iy 2. H S{ 4]
. d'ol
N-1
(2.22) J |ug|3/2 dx S Cc +hcC, | f ,un+1|3/2 dx
Q Thoga B
N J1y372 N1 ne1,3/2
(2.23) hzf | Facscgenc, 1 [ 32 o
n=0 Q h 6

n 0 Q

C6 et C7 constantes indépendantes de h et n

De (2.22) on déduit

f Iugl3/2 dx < constante
Q
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puis, de (2.23)

N-1
hi [|v u;+1§3/2 dx § constante

n=0 Q
finalemeht,
(2.24) i [ug|3/2 dx S constante
Q
' - N-1
‘ n, 3/2
(2.25) h } -”uh”v. S constante
n=0 .
n+1 n .
b.2) Prenons dans (2.18) v = Uy, T u, 5 11 vient
1 n+1__.ny, n+1_.n n+1 n+i_ n n n+l_n
(2.26) ™ f (Buh Buh)(uh uh) dx + (Auh » Uy uh) (fh, up uh)

Q

Négligeant le premier terme qui est positif et tenant compte de

'(Aun+1. un+1 _ un)

n+1 ‘n
> -—
h h n) 2 JA(uh ) JA(uh) (JA convexe)

on obtient en sommant (2.26) de 0 & N-1

N-1 v . N-1
N -
GRS A O I B¢ R ’.gﬁ)-(fﬁ,%) -7 «r

, N -f ~1 n)
n=0 n=1

n_en-1
h"h '"“h
d'oli, avec 1'inégalité de Young et (2.25)

N : /
T (up) S Cg+ n |l up )32

08 constante indépendante de h et n
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utilisant maintenant (2.15) et (2.24), on obtient (avee n convenablement
choisi)

N
(2.21) Il uplly s constante
et de (2.18) il résulte alors

(2.28) | %I|8u2+1 - Buﬁ"v, S constante

b.3) Soit Yy la fonction numérique définie sur [0,T] par
\ 3/2
v, () = sf2 Iy ) (231772 ax

D'aprés (2.24) est uniformément bornée. De plus, (2.21) et. (2.24)

impliquent

Yh

% (v, (nh+h) - wh(nh)) < constante

n .
et en prenant y=uh dans (2.18), on obtient gréce & (2.27) .

n n+1, n
% {-(Buh - Buh ) u, dx S constante
d* ol
1 .
m (wh(nh) - wh(nh+h)) s qonstante
Donc

(2.29) I% (b, (nh+h) -y, (nh)| s constante
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c¢) Passage 3 la limite _
Des estimations (2;27), (2.28), (2.29) on déduit qu'on peut

extraire des sous suites (encore indexées par h) telles que :

N>

’ Hh(uh) > u Qans L®(0,T; V) faible *
' @in w3 '
nh(Buh) — Y dans L*(0,T;L”) faible *
D. I (Bu ) > & dans L®(0,T; V' ) faible *
s e dt | | . ' T3
nh(Auh) > X dans : L*(0,T; V' ) faible *
vy —_— dans ' Co([O,T]; R)
/
(ainsi ¢(0) = f IUO'3 2 ax » W(T) = lim j |u§l3/2 dx)
2 Q .

En reprenant la démonstration de [21], on obtient

v = Bu
d ®
EE-Bu + y=17° dans L%(0,T;V')

X = Au

ce qui termine la démonstration du théoréme 1.

2.2 - REGULARITE DE LA SOLUTION FAIBLE

Une estimation a priori supplémentaire va nous permettre d'établir 1le
~résultat de régularité suivant

Proposition 2 Si u est la solution précédemment trouvée, alors

(2.30) u e c°([’o,TJ, L'3/2(n))'

|u|_1/u ﬂ)_ €

(2.31) e L2
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Démonstration

(2.32) ;onf L a
, 2

Cn cconsidére la suite (p;) définie par (2.17), (2.18). D'aprés'(2.26)

‘et 1'estimation (2.27)

N-1
1 n+l_. n,, n+l_n
nzo B é (Buh Buh)(uh uh) dx‘s constante

d'oli, avec (2.1)

N-1 Nl o
1 h
I h f (— - 21 ) (u:+1-ug) dx S constante
n=0 Q v I uh I /I uh

Utilisant 1'inégalité dans R

) |
x|t = Ly (xey)

Y[+l Vx| Yy
on obtient

N-1- | - |
) dx S constante

n=0 e /lu:I h

h

Soit Wy la fonction étagée de [0,T] dans LB(Q) défine par

n+1,1/2 n1/2
w (t) = fu " + |uy ‘81 nh < t $ (n+1h, n=0,...,N-1
1,172 1/2
wh(o) = luh'l luol
et = L b, I (u)
Sh 72 “n.n ‘Y%
. wh

D'aprés (2.32) (resp. 2,27)) Sy (resb. wh) est bornée dans LZ(Q)

3 ,
(resp. L7(Q)). On en déduit, avec 1'inégalité suivante

T T T
(f 1w 13 s, |32 dx) dt s w 13 LA ETINTL: 3/4
[ U™ s, ws [Nl 7 P2, )

Dy, My (u) est bornée dans L3/2(Q)
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Appliquant le théor2me d'Ascoli 3 la suite Ah(uh), on a pour une suite

extraire

3/2(Q)

Ah(uh) converge vers u dans L

é% Ay (uy) converge vers g% dans L3/2(Q) faiblle

. _ ,
d'oli (2.30). De la convergence de nh(uh) vers u dans L3 2(Q) on déduit

w, ~ converge vers 2]u|1/2 dans 13(q)

m;/ converge vers /2|u|1/u dans 1.%q)
Alors si s est la limite (dans LZ(Q) faible) d'une suite extraire de Sy
on a

S = ;5 lu|-1/u gg €‘L2(Q)

Remarque 2.4 : On vient aussi de montrer que g% € L3/2(Q). Notons qu'on

;peut déduire ce résultat de (2.31), (2.9) et de 1'inégalité de H8lder

du,3/2 3/8 1 du 3/2
— dxdt = | ( —_— dx d
g Iz X / ful =) (,11,3/8 35177 %) dx dt s

3/2 174 1 du,2 3/4
( dx dt ==|° dxdt
cf)lul x dt) (ém,fdtf xdt)

2.3 - UN RESULTAT D'UNICITE

On a un résultat d'unicité dans une classe de fonections régulidres,
donné par le théordme suivant

s THEOREME 2 Il n'existe, au plus, qu'une sblution’ de (2.7),
(2.8) possédant la régularité

(2.33) 3t Bw ¢ L)
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Démonstraticn
Soient u, et u, deux fonctions vérifiant (2.7), (2.8), (2.9),
(2.10) et (2.33). On a
d (éu ) - il(Bu ) + Aﬁ -Au, = O dans L®(0,T; V')
dat o1 dt 2 1 772

Soit u, = Signe(ut-uz), oh_signe est la régularisée de la fonction sign

sign(y) = 1 si y»>o0 signe(y) = 1 siy>ce
sign(y) = -1 si y>o0 signe(y) = y/e s;lyl Se
SiSHE(Y) = -1 s8iy<-¢

u_€ L7(0,T; v 0 L7(R))

(Adl-Auz,ue) = £ (F(Vu )=F(Vu,))V(u,~u,) (sign! (u,~u,)) dx 2 é

done

T'
d d | |
(2.34) {)(E'E(B‘H) - 3¢ (Buy), u ) dt $ 0 ¥T',0<¢T ST

Comme la dimension d'espace d est inférieure ol égale 3 3, on a, grice au
théoréme d'injection de Sobolev

V‘“’Lz(n) (en fait vrai pour d 5 6)
d' od Lz(n)——— V' ; alors de (2.33) et (2.34) on déduit

' 4 d |
[ ] G ®u) - g Bu)) u_dxde s o
0
On fait maintenani’tendre € vérs 0 ; on obtient
'r!
f f (49-(Bu ) - jL(Bu )) sign(u,-u.) dx dt S 0
0 dt 1 dt 2 1 72

ou encore, puisque B est. monotone,
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T¥
d N .
££ (3¢ (Bu,~Bu,)) ‘sign(Bu,~Bu,) dx dt S 0
,, 3 dw .2 2
or, pour w ¢ L%(0,T';L7(Q)) tel que gt ¢ L (0,T',L°(Q)) on montre (par

régularisation et passage 2 la limite)

} fd—t, sign(w) dxdt = f fw(x,T")]dx - f lw(x,0)] dx

Ainsi
T'
[IBu,x,T") - Buy(x,T')| dx SO ¥T ,o0<T ST
5 ,
N = i = X
d! ot Bu1 = Bu2 qui implique u,=u, car ¢ > 0 et x » 7T§-[— est

strictement croissante sur R.

2.4 - UN CAS D' EXISTENCE ET D'UNICITE D' UNE SOLUTION POSITIVE DU PROBLEME

(€3]

Etablissons 'd'abord un lemme qui permet de donner un sens & la
condition aux 1limites du probléme (@?) (dans CO([O,T]; w"1/3’3(r)))
lorsque la solution de (2.7), (2.8) vérifie (2.33).

LEMME 2 Soit E = {q € w3@n?; aiv q € LZ(Q)}
muni de la norme || qff ; = || q||(L3(Q))d + || div q”LZ(Q) qui en fait

un espace de Banach. Pour g ¢ E on peut définir de maniére unique

la trace normale @5\) de q sur T par

%, ae w /303(r)
((og;‘vq,vlr)=fq-Vv‘d_x+fvdivq ¥veV
L' application@éfv est linéaire continue de E dans w"”3'3(r) et sa

1,—,.d
restriction & (C (Q))  coIncide avec la trace normale au sens
usuel,
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Démonstration
Soit ¢ e W

1/3’3/2A(I‘); on 'peut associer & ¢ un relévement ve V,

vérifiant vlr = ¢ et tel que l'application ¢

continue de W1/3'3/2(»1‘) dans V. On vérifie que,pour q et ¢ fixés, 1la

> v soit linéaire

quantité f q-Vv dx + f v divq dx (qui a un sens compte tenu de 1'injection
de SOboleg- V— Lz(ﬂ) fzlox":sque ds6) est indépendante du choix du r'elévément;
en effet si v,, v, e V et Vilr = Yo|r = ¢ alors. v -y, e wg),3/2
;%3/2(9).

> f q-Vv dx + f v div q dx est une forme linéaire continue sur
Q .

(9) et le

résultat est immédiat par densité de ©JJ () dans W

Donc ¢
1
" /3,372

(r) et par conséquent

. ; -1/3r3>
éq-Vv dx+$f2 vd1qux=(@6vq, ¢), %ijEW FF),

“173:3(py ot w'/31372

ol ( , ) désigne le produit scalaire entre W (r). 11

‘est facile de voir que 1'application %:v ainsi définie est lindaire

“1/3:3(1y,

continue de E dans W Soit maintenant q ¢ (C1(§))d; on a

(2.36) (G 9 V|p) = £ q-9v dx + sfz v div q dx = { qev v|, do o
v ¥ ve C(Q).

Or les traces des. fonctions de C1(§) forment un sous espace dense de
w1/3’3/2(1‘) et 1'égalité (2.36) a donc lieu ¥ v e V. Il s'ensuit que
Oé‘v Q= q-v ¥ q € (C1(5))»d. Enfin, (C1(5))d étant dense dans E
(ef. [23]), 65:\) est donc définie par (2.35) de manidre-unique.

Le lemme suivant montre 1'existence d'une solution positive (resp.
négative) de (2.7), (2.8) lorsque 1la donnée initiale et la donnde aux
limites sont positives (resp. négatives). On dira que g est positive
(resp. négative) si '

(g(t), vlr) 20 (r‘esp. £0) ¥veV,v20 p.p. dans 9; ¥ te[0,T]
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LEMME 3

Si,

(2.37) | inf ess Uy > - et g est positive

alors, la solution u de (2.7), (2.8) donnée par le théordme 1
vérifie

u(y) 2 inf ess Uy p.p. dans Q.

Démonstration

Montrons que la suite (ug) définie par (2.17), (2.18) vérifie :

ug(x) 2 inf ess u, P.p. dans @

= inf .
On pose uOi nf ess uO

- 1 -
Pour n=1, on prend v, = sign_ (uh uoi) dans (2.18) ol >0 et sign_ est

définie sur R par

0] si A 20
signe(k) = (xe si e S 150
-1 si A S -¢

On obtient,

1 _ 1 0
7 £ (Buh Buoi) Ve dx + £ F(Vuh)-V v dx = (fh, ve) +

o

£ (BuO - Buoi) v8 dx

On vérifie que | F(Vu;)-VvE dx 2 0

¥e>0
Q

d'ol, avee (2.37),
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:
(2.38) & | (Bul - Bu
2

<
oi) vE dx £ 0

Le théor2éme de convergence dominée de Lebesgue permet de passer a la

limite dans (2.38) quand € tend vers 0; ce qul donne

1 1 _ - 1 . '
h é (Buh Buoi) sign (uh uoi) dx £ 0, ol
Y si A 20
sign (1) =
-1 si A <0
Comme (Bu1 - Bu_,) sign (u_ - ﬁ ) = ¢(u1 -u_,)
h oi h oi h oi
éduit (w -u ) =0
on dedu U, oi
1
- >
c'est-3-dire uh(x) zu . p.p. dans @
Par récurrence on montre que u;(x) 2 uoi P.p. dans Q.
Remarque 2.5 : Si sup ess uo < +» et g négative alors
u(y) S sup ess u, p.p. dans Q.

Des theéorémes 1, 2, et lemmes 2,3 on déduit la proposition suivante

PROPOSITION 3 On suppose que inf ess uo > 0 et g positive.

Alors i1 existe une fonction u et une seule telle que :

(2.39) u e L%(0,T; V)

(2.40) é% (Bu) € L(0,T; V') n L2(Q)

(2.41%) u(y) 2 inf ess u, p.p. dans Q
et u vérifiant .

(2. 42) & (Bw) - aiv (F(Vw)) = 0 dans L2(Q)

(2.43) u(x,0) = u. {(x) . dans @

o]




.Remarque 2.6: Dans le cas général nous ne savons pas montrer l'existence
d'une solution faible de (2.7), (2.8) possédant la régularité (2.33). Il
serait intéressant d'étudier le cas uy positive et g négative et de voir

4 quelles conditions supplémentaires sur les données a-t-on existence et
unicité d'une solution positive du probléme ( 3’ ).
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3 - RESULTATS D'EXISTENCE, D'UNICITE ET DE REGULARITE

POUR LE PROBLEHE ( & )

Dans ce paragraphe § désigne un ouvert borné de Bf{ 1 £ d £ 3, ayant

une frontidre extérieure T'o et une frontidre intérieure T réguliéres

xt int
(ef. fig.1.1; on suppose Np = 1 afin de ne pas alourdir lesAnotations). 11

s'agit de trouver u solution de

(3.1) g% (¢ VT%T—) - div F(Vu) = dans Q = @ = ]0,T[
(3.2) u(x,0) = uo(X) ' o dans Q
(3.3) A £ =T xJ0,T[
. v sur extﬁrextx :

[ FOw «v do=Qq dans ]0,T(
(3.4) Tint

u|r = constante inconnue

int

¢, K, o vérifiant (2.1).

Pour définir une solution faible de (3.1),..., (3.4) on introduit 1le

sous espace fermé de V,

Vo = {vev; 'vlr est constante }
int

- et on note Aq 1'opérateur de Vo dans Vb défini par

(Aou, v) = f F(Vu) « Vv dx ¥u, vev
3 0

Supposons
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1,3,
Q ¢ W'30,m)

ar

- 0
On dérinit fg5 e C([0,T]; V), tel que 7ﬂ?e L3(O,T;V'0), en posant

(fo(t), v) = Qo(t) vlr ¥te [0,T], ¥ Ve Vo
int
Alors, comme au paragraphe 2, on a :
PROPOSITION 14 Sous les hypoth&ses précédentes, il existe une

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

fonction u tel que :

ue L%(0,T; vo) n Co([O,T]; L3/2(9)

d o ,
I (Bu) ¢ L (O,T;-Vb)

|u|-1/u g%.€ LZ(Q)

d A w |
I (Bu) + AO u = fo. dans L*(0,T; Vb)

u(0) = s

et il n'existe, au plus, qu'une solution de (3.8), (3.9) possédant

la régularité é% (Bu) € L2(Q)

PROPOSITION 5 Si inf ess uo > 0 et QO est positive, alors,
le probléme (3.1),...(3.4) admet une solution unique u vérifiant :

2 6w « LiQ

u(y) 2 inf ess Ug p.p. dans Q
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Remarque 3.1 : Q0 positlive signifie que 1l'on injecte du gaz dans le
gisement. En soutirage, Qo est négative; se pose alors, comme au paragraphe_
2, la question de positivité de la solution u de (3.1),..., (3.4) '(bcff\"
remarque 2.6).
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h - LIMITE QUAND ¢ TEND VERS 0

" Soit @ 1' ouvert de L®() défini par :
62 ={oe L®Q) ; 3 d_>0, o(x) 2 o_ p.p. dans Q }

et (on) une suite d'éléments de @2 - On note F la fonction F associde a
o, A 1l'opérateur associé i F, et u  la solution de (2.7), (2.8)

n n .
associde 2 g, par la méthode constructive du théorgme 1; elle vérifie

done, (2.9), (2.10), (2.30), (2.31).
" Posons W = H1(9) et notons A* 1'opérateur linéaire de W dans W',

défini par

[ k vuevy ax ¥u, ve W
Q v

rof—

(4.1) a*u, v) =

Nous allons dtablir le résultat suivant :

THEOREME 3
Ist o —> 0 ' dans L®(Q) (quand n»w)
alors u —> u* dans L*(0,T;V)

*

ot u* € L®(0,T;W), u* est la solution (unidue) de

(4.2) | -diit- (Bu*) + a* u* = dans L®(0,T;W')
(4.3) u*(0) = u,
et telle que
4 (Bu*) e L=(0,T;W')
dt b ’ ?
(4.4) Y/t dL*e- 1,372 x_ .0 3/2
. at (Q) (et done u*e C™([5,T1; L %(a)) ¥ §>0)
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Démonstration

Elle comprend quatre détapes :

(1) Convergence faible d'une suite extraite de (u_ll
(i1) Estimations a priori

On a pour tout n

(,'dgf Bu (s), v) + (A u (s), V) = (£(s), V)

(4.5)
¥ veV, p.p. dans Jo,T[,
(4.6) un(O) =y

Prenons v = un(s) dans (4.5) ; i1 vient

4

1 .
(4.7 Fae [ el e g u ), ute) - rs), ()

d'oli, en intégrant de 0 A t,

wf—

. t
w ] o lu 172 ac v | (A, u (), u (s) ds =
(4.8) @ 0

t
[ o1uf¥? ax + [ (2(o, u (s)) ds
Q 0

wf—

. *
<
mais, pour o, S 0y (o, €R.),

172_, 172_,

(149 (x) IVun(X.S)I) (1+a,) IVun(x,s)l)

on(X) oy

pour presque tout (x,s) € Q, de sorte qu'avec (2.1)

t : t. (1+g,|Vu (x,s)|)1/2-1
n
£ (A u (8), u (s)) ds 2 K_ &E o [Vu (x,s)|dxds
(4.9) |
> _C.'LT 3/2 ct
Yo, 5 f{ v u (x,8)]%"° ax ds - —2
2



- 37 -

ol C} et Cb sont des constantes strictement positives indépendantes de ii.

Dans le second membre de (4.8) on a

¥n>0 ] Cn >0

Ot—cT.

t
2 . /2
(10) } (£(2), up(s)) ds s —3?-(}; lu ()3 %as + —3'1

J I 25215, 0o

choisissant convenablement n (en tenant compte de (2.1) et (4.9)), (4.8)

donne alors

3 3/2
| u (t)” + C! f |Vu_(x,s)]| dx ds s
3/2( ) 3 Q n R

(4.11)

Cl

3/2 '
) e ds + CL

‘f

0

f
/

0 13 2()

Cé, ct, C%

On en déduit en utilisant le lemme de Gronwall

, constantes strictement positives indépendantes de n.

(4,12 (t) S constante ¥ t 0,T
) v, “L3/2(Q) e [0,7]

t

(4.13) Af f |Vun(x,s)|3/2 dx ds S constante ¥ t e ]0,T]
0Q

‘De (4.7), (4.8) et (2.1) il résulte alors

(4.14) S constante
v, 11 Jou1D)

ou wn est la fonction numérique continue, déf inie sur [0,T] par

|3/2

1
=3 é olu (L) dx

(4.15) (A, u (t), u (8)) ds s constante ¥t e ]O,T[

Ot €-
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Les estimations a priori ci-dessus ne suffisent pas pour passer & la

limite, & cause du changement de comportement de la fonction F au voisinage

de 0. Pour tenir compte de cela, on introduit les sous ensembles de Q,

mesurables

Ql,n ={y=(xt)eQ ; o (x) |Vu.n(y)[ <3 }
QYo {y=(xtreq; o, (x) |Wu (y)] 23 }

(resp.’ X5 rl) la fonction caractéristique dans Q de Q1 n
14 ’

et on note Xy n

(resp. Q ).

2,n
Ayant,
Yu_(y)|
1/2 , n

(1+cn(X) IVun(Y)l) t 2o (x) dans Q1,n

on déduit de (4.15) que
.

(4.16) / IVun( ¥)|¢ dy S constante

Q1,n
De méme, la relation

1/2
- >

(1+g (x) IVun(y)I) 121 dans Q,
et (4.15) entrainent )
(4.17) f G%t—) | Vu _(y)]| dy s constante

n

2,n
Montrons maintenant que Anun est borné dans L2(0,T;W'_).
Soit veW, || v|[;$1 grace & 1'inégalité de Cauchy-Schwartz

Pl 2 o s x, -0 @ D7

Au,v dt s K dy
0 nn + Q on(x)

et comme
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1/
{1eo (1) | Vu (xy) 2121

12ay s | 12— % ay +

o (x)
Q n Q1,n

il vient en utilisant (4.16) et (4.17)

(4.18) _ ||An_un”L2 S constante.

(0,T;W')

(1.2) Passage A la limite _
" Les sultes extraites étant indexées par n, il résulte des

estimations (4.12), (4.13), (M.1ﬁ), (4.18) et (B borné sur les bornés de

Lyzw))qm

(4.19) B Y dans L°(0,7; 1L3%(2))  rable *
(4.20) _ Bun —  v* dans L®(0,T; L3(9)) : faible #
(§.21) W —> yu* dans L3/2(.O,T; w32 %) rfaible
(4.22) | Y, —_— ¥ dans L%(0,T) faible¥*
(4.23) Ay = Ay dans L2(0,T; W') | . faible

L' injection de V dans L3/2(n) étant compacte, celle de W dans L3/2(Q) 1'est
3(9) dans W' ). Appliquant le théorime
5.1 de [22] A la suite B u qui vérifie (4.20) et

donc, ainsi que sa transportée (de L

d . _
4 5 2 s ,
g% B unllL2(, g,y § constante

on peut supposer que

(4.24) B u —> v dans CO([O,T]; W)
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De (4.19) et (u.zui on déduit (en utilisant la monotonie et la continuité
de B) que

(4.25) v* - Bu*,

Appliquant 1'inégalité de Young on peut écrire

* 1
I(B%#t)-ml(w)%#ﬂdxs

3 1 o Ju (0] Pax-[ o [u*ce) ¥ 2} s
Q 2 2

(4.26)

f (B un(t)-Bu*(t)) u*(t) dx p.p. dans JO,T]
a .

d'oll i1 résulte, en utilisant (4.24) et (4.25)

(s.21) | p¥(t) = % f ¢ | u*(t) |3/2 dx p.p. dans ]0,T[
‘ Q

Montrons que u* e L2(O,T;W)

D'aprés (4.16)

X4

’

n Vun est borné dans L2(0,T; (LZ(Q))d)
donec, pour une suite extraite (indexée par n),

X4 Vu —> g dans L2(O,T; (LZ(Q))d) faible
mais, '

—> 1 dans LZ(Q). puisque

Q Q)

2,n 2,n -
C% constante indépendante de n

é ]x1,n-1 Pa=] a s % .£ o, [Vu_| dy s_c% Fodl, .

d'oli on déduit avec (4.21)
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_ Xy p W, —> vu* ~dans L2(O,T; (LZ(Q))d) faibie
done _ . ' '
¥ = s B L0, wi@nh

3/2

ce qui, joint A u* € LZ(O,T, L (R)), entraine

u*e L2(0,T; W).

Montrons que A, = A* u*

Posons,
T : .
€, = g Y(t) (Anun-Anv, gn-v) at ,- veL0,T; W), et
YeC[OTh B ¥(8) 20 ¥ te[0,T], Y(0)=Y(T)=0

D'aprés la monotonie de An"en 20

Grace 3 (4,23)

lim i - f
vy v oat = [ ) (4, v e

0 0
Appliquant le théordme de convergence dominée de Lebesgue

T T

lim _f Y(t) (Anv, v) dt = f Y(t) (A*v,‘v) dt
n*eo QO o» .
D' autre part
) . |
g j(t)(Anv. u) dt = é_Y(t) Fa(W)e(xy Vu) ay

(4.28)

+ f Y(t) Fn(Vv) . th dy
Q2;n
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La premidre intégrale du second membre de (4.28) a pour limite

f Y(t) % vu* vv dy = } Y(t) (a%*v, u*) at puisque

Q 0

X, ﬁ Vun —> . dans L2(0,T; (LZ(Q))d) faible
et , : d.

Y (W) —> 7 £ oy dans L2(0,1; L2

(grace au théordme de convergence dominée de Lebesgue)

La deuxidme intégrale du second membre de (U4.28) tend vers 0; en effet

| 172
v
[ v (Fn(vV) | 1vu | ays [ v(e) {7%}—-|vun|dy <

QZ,n . Qgrn n
v : 3/2
/2 [Vu |
3 ugi___ 1/3 n 2/3
K, ( £ vew]® S~ ay) (é. 75— )77 s
2,n ‘ " 2,n
3/2
. Vu_|
174 /1 I 2/
kK, (] lvce) ] [vv]? ay)V4 ([ ;lg ay)'/12 (f % ay)?3
' Uon , ®.n'n - %o n
et on a
f — dy s 3 f S dy S constante (grace a 4,17)
Qz’n on A QZ,I’I n :
[ lzgﬂlifi dy s tant i résulte de (4.15) et de la relati
y constante, qui résulte de . e € 1a relation
Q “n - |
2,n
172

(o, (x) [Vu_(y)])
2

(1+an(x) |\7un(y)l)1/2 -12 dans Q,

donc la deuxidme intégrale du second membre de (4.28) est majorée par
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' ‘indépendante de n,

' (I |Y(t')|u|VV!2dy)1/2 . C7

7
2,n

qui tend vers 0 car mes (02 n) tend vers 0.
, .

On va maintenant passer & la limite dans 1'équation :

T

f Y(t) (é% B u ,un) dt
0

l Y(t) (An U, un) dt = Z Y(t) (f,un) dt - n

en intégrant par parties, on obtient
| a4 . __}
Z Y(t) (dt Bu, un) dt = ! Y (t) wn(t) dt

il vient alors (grace & (4.19) et (4.22))

T T
1im [ Y(t) (A u, u) dt = [ ¥(t) (f,u*) dt +
n n n
n+e 0 . 0
T
[y (o) v*e) at
0
* 2 d * 2 x 1
comme u ¢ L (0,T; W), It (Bu )€ L°(0,T; W') et 9" ¢ L (0,T), on peut
intégrer par parties de nouveau (ecf. lemme 2 de [24]), d'ol
T T ,
lim | Y(t) (A_u_, u) dt = | ¥(t) (£, u*) at -
n n n
nro Q0 0
T q T
[ vy (g Bu*, uMat= [ v(t) (a,, u*) dt
finalement 0 0
- 2
1im e = [ Y(t) (a,-a*v, u*-v) at 2 0 ¥ velS(0,T; W)
n->e 0 '
d'ob 11 résulte, A* &tant continu, A, = A¥ u*,

On a ailnsi la convergence d'une suite extraite de un vers u® ¢ L2(0,T; W)
vérifiant (4.2), (4.3) et telle que é% (Bu*) ¢ 12(0,T; W').
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(11) Réguliarité de u* |
Par souci de simplification de 1la démonstration ncus

ralsonnons formellement. Les estimationg a priori qui suivent peuvent &tre
établies rigoureusement & partir du schéma de semi-discrétisation (2.17),
(2.18) (de fagon analogue au point b.2 de la démonstration du théoréme 1;

cf. aussi la démonstration de la proposition 2).

f I | f du ' du
) dx + s F (Vu )V (——-) = (f, 8 —)
7! ] ds

mais
dQn d
f Fn(Vun) « V (—53 ) dx = s JA (un), ol JA
Q n . n

est la fonctionnelle associde i An par {(2.13), et

du

(£, s 75?) = é% (f,sun) - { %g , sun) - (f, un)
d'ol, en intégrant de 0 2 ¢,
}f¢ - Iiﬁlzdxdst (u(t))=}J (u) ds
(4. 29) Coa o T T . T tOA“ "
+t (£(8), u (8) - f s | %g, un) ds. - f (f, u) ds

0 0

le premier membre de (4.29) est alors majoré par
J, (u) ds + ¢ I f(t)]?v' i un(t)llv +
([ 1uglly %0s)2/3 f £llg as)'3 o ¢ U (K MEDRS: |
on a
JA (un) < (An u o, un)

n N

et donc, grace i (4.15),
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(un) ds s constante

[

0O “n ‘
ce'qui, joint 3 (4.12), (4.13), implique que le premier membre de (4.29)

est majoré par
constante + ¢ || £(eY |, [ u (0],
on a done

(4., 30) t JAn (u_(£)) S constante + t I f(t)“v, Il un(t)”v

*
de plus, la fonction d’y (y ¢ R) défine sur R_ par
Ly 2 1%xy\3/2 |y
BN R R

‘ *
étant décroissante, on a pour ¢ So, (0p€¢ R)

. 3/2
5 (+o,|Vu |) |vu_ |
g, G enzg[k = ax - [ K — dx
n Q Oy Q *
et par suite, en utilisant (2.15),
* 3/2 % * *
(4.31) I (up (&) 2 €] S{I\?un] ax - ¢y, cl et c}

édtant strictement positives et indépendantes de n.
Appliquant maintenant 1'inégalité de Young au deuxidme terme du second
membre de (4.30), on tire alors de (4.30), (4.31) et (4.12) que
(4.32) u  est borné dans L%(0,T; V) ;
le second membre de (4.29) est finalement borné, d'ol il résulte
on

} [ t %2 |
(4.33) | ¢ 7T—u;-r |—¢|° dx dt s constante

et a fortiori
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(Bu - Bu*, un~u*) 2z C élun-u*ls’/2 dx
3/2
(A u - A, u¥, un—u*) 2 C'!z |Vun-\7u*l dx

od C' est une constante strictement positive indépendante de n

done : u > u dans L*(0,T; V) fort
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5 - APPROXIMATION ET RESOLUTION NUMERIQUE
DU PROBLEME ( & )

On'repfend le schéma de discrétisation en temps introduit au paragraphe

#*
TNEN,
étant un pas de discrétisation en temps, on approche (2.7), (2.8) par 1le

2.1 pour montrer 1l'existence d'une solution.de (2.7), (2.8). At=

schéma implicite

, ' o . .
(5.1) U’ = uy
(5.2) A—1t-f (Bunﬂ—Bun) v dx + (Aun”,v) = (fn, V) ¥veV,
Q :
n t (n+1 )At . n=0,1,...N"1
avec f = it f(t) dt
nAt

u? étant connu, on sait (paragraphe 2.1) que l'équétion (5.2) admet une
solution unique um'1 € V : c'est le minimum de la fonctionnelle Jn de V
dans R définie par :

LI n . 1 n
(5.3) I = e I r - () - £ Bu v dx

JA et JB"étant définies respectivement par (2.13), (2.14).
Aprés discrétisation en temps par le schéma ci-dessus, nous avons 2

chaque é&tape de temps, un probléme non-linéaire 3 résoudre, qui, & un

changement de notations prés s'éerit ‘

Trouver ue V tel qué
(5.4)
j Bu v dx + (Au,v) = (f,v) ¥ve V
a , ,

(5.4) est équivalent au probléme de minimisation

Trouver u € V tel que
(5.5)
J(u) s J(v) ¥vev
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od J est la fonctionnelle de V dans IR définie par

(5.6) : J(v) = JB(V) + JA(V) - (£,v)

5.1 — APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS DU PROBLEME (5.4)

On suppose que Q est un polygone de ]R2; soit (%§h une triangulation
. finie de @, régulidre (au sens de [25]). On prend h égal A la longueur du
plus grand cdté des T ¢ %gh et on approche V par

_ 0=, ' .
v, = { vy € CR); vy € P, ¥T ¢ z;h }

avec P1 = espace des polynomes de degré 51 ; on a Vh c V et on approche

(5.4) (et 5.5) par le probl2me en dimension finie

v

é Bu, v, & + (Au,, v,) = (f, v,) ¥ v e Uy

h
(5.7)
uh € Vh

vh étant un sous espace fermé de V, on a bien existence et unicité de u, .

THEOREME 4
u(resp. uh) étant la solution de (5.4) (resp. (5.7)) on a

lim || u ~ufl, =0
hso 0V

2,3/2

et quand ue€ W (), on a 1'estimation

2/3 2/3
umully, s ¢ 0™ |l
n Uy w2032

avec C indépendant de h et u,
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La démonstration fait intervenir l'ellipticité des opérateurs A et B,
au sens des lemmes suivants :

Lemme 4 Ona¥v, weV

( fle - Vw|3/2dx )ll/3
(5.8) (Av-Aw, Vv-w) 2 C 2

(f {a+alvv[rV24 (140 ,wp”z 23ax) "3
o

avec C > 0 indépendant de v et wb.-

Lemme 5 On a ¥ v, w € L32q)

(5.9) (f (|v| +] w|-3/2 dx]3/zj (Bv-Bw) (v-w) dx
f

2
2 C||v—m”
Q L3/2

()
aveec C > 0 indépendarit de v et w.

Démonstration du lemme Y4

Elle découle du lemme suivant que nous démontrons en annexe :

Lemme 6 Ona¥xXx,VYe ]Rd

- 1 Exih
(G- FEy)(x-y) 2 5

(1'*"")1/2 +lyl1/2

+2

@étant 1' application définie dans le lemmei.
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Soient v, w € V ; on alors

1/2

(5.10) (C1+a]Vv]) " S+(140 ]V ])1/2 ) % Cg(cﬂiv) g(avm (Vv-Vu) 2

g[Vv - Vm,2 p.p. dans Q

on éléve les deux membres de (5.10) & -la puissance

=l

, et aprés-
intégration, on obtient :

j {(1+o|"Vv|1/2+ (1+0|Vw|1/2 3/14 (Cg( VV) g(ch) (Vv-va) }3/udx
Q

v

[ &3 oy - v0)32 &

on a

or

172 . 2)3/M

( (e lve])V 20100 e L)

= (W)= Fow) ) -+ (v-tw) )Y € LV 3(q)

d'olu, & 1'aide de 1'inégalité de Holder (puis en revenant & la définition
de A)

(] (e |9 2eieavn]) 242 )3 ax) ¥ av-to, v-u )3 2
2

3/4 ,3/2

f ( [Vv-Vu dx

d'ou (5.8).

Démonstration du lemme 5

Utilisant 1'inégalité dans R

V2 (|x] + ly|)1/2(7T§T- - 77%7r Y(x=y) 2 [x-y,2

il vient
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(5.11) v2(|v[+]w[)"2 (Bv - Bw)(v-0) 2 ¢ |v-w|® = p.p. dans @

alors, comme dans la démonstration du lemme 4, on éléve les deux membres de

(5.11) 4 la puissance % et aprés intégration on obtient

(5.12) [ 63 |v-0]2ax s 28] ([ ]+ Ju ¥ B((Bv-Bw) (v-w))¥H ax
Q . Q A
On' a

3/4

(|v|+|m|)3/8 € L”(n) , ((Bv—Bw)(v—w))3/”'e L ()

on déduit donec de (5.12) et de 1'inégalité de H¥8lder :
[ 63" v-0]¥2 ax s 2%8 ([ (|v]+ [0])32ax) 3 ([ (Bv-Bu) (v-u) ax) 3/
Q Q ) - Q

d' ot (5.9).

Démonstration du théoréme U

Prenons Vi =Y dans (5.7) s i1 vient

(5.13) | ¢|uh|3/2dx + £ X (C1+gvu

Q g

72.4) |Vu, dx = (£,u.)

) .

mais (inégalité de Young)

K 1/
| p [(1+0|Vuh|) 2_1)

' K 3/2 1 K
) [Vu, | dx 2 é. 75 1Vu | dx - £ E-IVuh| dx 2

1 K 3/2 _1lr K
2 3 !z 7= [vup 177 ax 3£7; ax
et ¥ n>0 }cn>0te1que
: 3/2
ru) S el Huglly 5 nllogll>® e fiell,

alors on déduit de (5.13) et (2.1)
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(5.14)

luplly s c

ol C1 est une constante indépendante de h.

De méme, un prenant v=u dans (5.4) on obtient
(5.15) ]lullV s c,

Prenons maintenant v=u, -u dans (5.4); il vient

(5.16) f Bu(uh—u) dx + (Au, u_-u) = (f,u_-u)

Q h h
on a aussi
(5.17) £ Buh(vh-uh) dx +,(A“h’ vh~uh) = (f.vh-uh)
Par addition de (5.16) et (5.17) on obtient

é (Bu—Buh)(uh~u) dx + (Au-Auh, uh—u) =

g Buh(u—vh) dx + (Auh, u-vh) + (F, vh-u)
mais

£ Bu(vh-u) + (Au, vh-u) = (f, vh-u)
d' ot

(Buh-Bu)(uh-u) dx + (Authu, uh-u) =

(5.18)

(Buh~Bu)(Yh~u) dx . + (Auh-Au, v. =u)

h

DVe— O

On déduit de (5.8), (5.9), (5.14) et (5.15)

v

-Vvhe h.

¥ v €V

¥v eV

¥ v €V
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' 2
-Bu) (u -u) dx + (Au -Au, u -u) 2 Czlluh—qu

(5.19) f (Bu,

Q

avec C indépendant de h et u, 02 >0

D' autre part, A et B étant holderiens d'exposant 1/2 (proposition 1),

' _ ) 172
(5.20) £ (Bu, ~Bu) (v, -u)dx + (Au, -Au,v -u) | § C3]]uh-uH v Ilvh_u“V
avec C3 indépendant de h et u
Alors, de (5.18), (5.19) et (5.20) on déduit
| 3/2 c3
(5.21) Huh-u”v s Cullvh-u”V ? Ve v, () = E.;)

Soit ¢ € E@Q(E) ; on note Hh ¢$- 1'interpolé linéaire de ¢ sur QZ%

définie par

moeevV, , I ¢ (S)=¢(s) ¥ S sommet de %fh-

%,

h étant une triangulation réguliére, 11 est standard ([25]) que

I, ¢ sCh
I me-elly < ¢ nlloll 2,32,

C indépendant de h et de ¢

alors en prenant v _=

b Hh ¢. dans (5.21) on en déduit

| _43/2 | -
(5.22) | v, u“V scy (ehl ¢“w2,3/2(9) + | ¢_u”V)_ ¥ ? e 2N()

compte tenu de la densité de EZQ(E) dans VvV, (5.22) implique 1la

convergence de uh vers u.

2,3/ : A :
Si uew ,3 2(Q), on peut, puisque Q est un ouvert borné de ]R2

frontidre lipschitzienne et donc WZ’B/2

a
(Q)——»Co(a), prendre pour Vi ‘dans
(5.21) 1' interpolé lindaire I, u de u sur %5%. D' aprés [25]

g
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(5.23) - lmu-ull scn
h v lull2,372,

De (5.21) et (5.23) on déduit alors

| 2/3 2/3 . 2/3
I uh-u”V. $(Cy ) T h T lull2372,,

ce qui termine la démonstration du théoréme.

Remarque 5,1 : Soient ¢h’ Kh, % les fonctiona constantes sur chaque
é1ément de %h définies par :

B 1

¢ =
th mes T T

f ¢(x) dx ; Khl = f K(x) dx 5 0y =g f o(x)dx

T T |T T

-3

Notons Bh (resp. Ah) l'opérateup associ€ i o (resp. Kh et ch) par (2.3)
(resp. (2.2)). Soit u® V_ la solution de 1'équation variationnelle

h h
f Bu¥ v. dx + (au¥, v.) = (£, v ) ¥v eV
o h'h h’ 'n’ 7 " 'h h~ 'h
Alors, u étant la solution de (5.4), on a encore en adaptant la

démonstration précédente

lim Ilu;—uuv =0

h+0
2,3/2 ‘ .
et, quand u € W (@) et ¢, K, ¢ 1lipschitziens, on a 1l'estimation
d' erreur ||u; - u"v = o3y,

5.2 - RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME DISCRET (5.7)

I1 y a équivalence entre le probldme (5.7) et le probléme de
minimisation ’

J(u) 5 J(vp) B vhg v,
(5.24) ' |

PP A
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Jd étant définie par (5.6).

On va résoudre (5.24) par une méthode de lagrangien augmenté [26]. Pour
obtenir un programme manipulable numériquement on supposera que les
coefficients ¢, K, o des opérateurs A et B sont constants sur chaque

triangle- de Q;h(cf. remarque 5.1). Introduisons alors 1‘¢spéce ‘ wh des

fonctions constantes sur les triangles de <%;h

wh‘={qh;qh'Tem2 %1%, )

Le lagrangien augmenté est défini, pour R>0, par

X
2

' _2 3/2 2 3/2 K
é%?th,qh,uh) = 3.£ ¢ lvhl ax + 5 £ 5 (1fa|qh|) dx -Aé 5 Ithdx

(5.25) . , :
- (f,v) + 3 é |9v,=q, | € ax + sf) w, * (Vv -q) dx

sur Vh”wnan‘

PROPOSITION 6

<££R admet sur V. xW xW un point selle unique, de 1la

h "'h 'h
forme (uh, Vuh, Ah), u solution de (5.24) et Ah = F(Vuh).

Démonstration

Vh et wh étant de dimension finie, la contrainte qh=Vvh étant lindaire
et (5.24) admettant une solution, alors ﬁzfﬁ posséde un point selle
(uh,ph,xh) (ef. par exemple [27). On a

%R(uh, Ppr Wy) ‘S%R(uh, Pys A) 5‘%;2("}1’ Qs Ap)
(5.26)

R (vh.'qh, ) e Vp x W o<W

De la premiére inégalité (5.26) on déduit
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‘jz wyt (Vu -p,) dx s sfz A" (Vu, -p,) dx

d' ol ph = Vuh'

De la seconde inégalité (5.26) on déduit ensuite

J(uh) =£2§R(uh,ph,xh) s ‘séﬁ(vh'qh’xh)

qui implique
J(uh) s R(vh,Vuh,Ah) = J(vh)

ce qui montre que u. est solution de (5.24).

Enfin, de 1'inégalité

£gR(uh,Vuh,Ah) S_fagR(uh,qh,xh)

on déduit facilement
é F(Vuh)-qh dx =‘£ Ah-qh dx

et par suite, puisque. F(Vuh) eW = F(Vuh).

n’ Ah

¥ uhe

¥ (v

¥v

¥ aq

n’%

v

€W

"h

) eV

On applique 1l'algorithme d'Uzawa au lagrangien‘ggR, d' ol
/

. . 0
(5.27) A € wh, arbitrairement choisi

m

A connu, on détermine (um, pm) puis Am+1 par

g%_ m m m / ) m
R(u WD Sk ) Sé%gn(vh,qh,k’)

(5.28)
(um;pm)e thwh

(5.29) L T

¥ (thqh) € Vh h

n Wy

xW
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Il est facile de voir que la résolution de (5.28) est équivalente 2

celle des deux équations couplées :

[ Bu™v dx +R [ wu".vv _ax = R [ o™y dx+(£,v )-[ A"y, dx
2 h h h" o h

h
Q . 2
(5.30)
¥ vh € Vh
[ Fo™ g ax+r [ phequdx = R [ vu"q ax+ | A" .q, dx
2 2 Q 2

(5.31)
| ¥a,e Wy

On a, en fait, choisi de découpler les deux équations (5.30) et (5.31)

. m -~ .
en remplacant dans (5.30) p par pm 1. Cette variante simplifide de

1" algorithme d'Uzawa est considérée dans [26]. Elle s'écrit

W _, arbitrairement choisi

(5.32) ('po. A e Wy W,

m-1 .m
(p sA ) connu, on détermine successivement um, pm, Amd par

f Bu"v dx + R f Vum-Vv dx = R f pm_1-Vv dx-(f,v )-f Am-Vv dx
a h 2 h 2 . h h a h

(5.33) | ¥ v e Vo

m m '
f F(p™) ay, dx + R f P o-q, dx = R‘f Vum‘qhdx + f Am-qhdx
Q 9] Q 9

(5.35) o " pnd™p™ ., 0>0
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Proposition 7
Si1 0 < p <« ( 1—¥%?£§ ) R, on a pour 1'algorithme (5.32),

(5.33), (5.34), (5.35), lorsque m -+

m
u > Uy dans.Vh
m

p e Vuh dans wh
m .

A . —_— F(Vuh) dans Wh

ot u_ est la solution de (5.24),

Démonstration

Il découle du lemme 6 que 1'application

n

K 3/2
q, —> 3 £ = (1+0Iqh|

K
) dx - f = Ithdx
(o] Q

est uniformément convexe sur les bornées de - wh, au sens de [28]. Le
résultat est alors une conséquence d'un théordme général de convergence
(théoréme ) de [26].

m=1 et Am connus, (5,33) est 1l'équation discrdte d'un probléme du
type faiblement non linéaire étudié dans [26]. Comme dans [26], on 1la
résoud par 1'intermédiaire d'un lagrangien augmenté convenable; nous
donnerons, au paragraphe 5.2.2, la partie algorithmique . de résolution.

Auparavant nous allons voir que (5.34) est résoluble explicitement,

5.2.1 - Résolution du (5.34)

Supposons A" et u™ connus. L'équation (5.34) équivaut A un systéme
de 2 Card ( (%;h) éduations non linéairés, lequel se décompose en Card
( ezag syst®mes, indépendants les uns des éutres, de deux équations non
lindaies A deux inconnues, admettaht chacun une solution unique dans:mz; de

faéon précise, on détermine pm en résolvant pour tout Te%zk le systéme

(5.36) F(pm) + R.pm =R 7" + A" dans T
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Pour cela, posons

rm=RVum+Am

m_ (1o ]P"DTZ - 1

| -Ulpml K

un calcul facile montre que la relation précédente équivéut a

m m m

p" =2 s" + ¢ 8" 8"

(5.36) s'écrit alors

Ro s |&"|+ (K+2R) s" = r"

d'olt X'on tire

(5.37) |s™ ' 2]
' | [(2R+K)2+HRo|rm])1/2+2R+K
‘puis _ : -
~.M
m 2r
(5-38) 3 =
' [(2R+K)2+4Rclrm|)1/2+2R+K

La solution de (5.36) est alors donnée par
(5.39) p" = (240 |s"]) §"

| 5.%.2 ~ Résolution de (5.33)

me-1 et A" étant donnés dans W, on définit f‘Tv A p par :

.m m-1 : m
(£7,v,) = R é pU Wy, dx + (£,v) - g A"V, dx

La résolution de (5.33) équivaut A celle du probldme de minimisation
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Ju™ s Jtv,) ¥V eV

(5.40)
m

u Vh

ol J est la fonction définie sur v, par

m

~ 2 /2 R 2
Jtv,) - §S{ o 1vpl3 ax - (e?, v R ‘{ AR

On introduit l'espace d'éléments finis discontinus aux interfaces de (%;h

ety er ¥t B

avec P1 = e3pace des polyn®mes de degré s 1.

Le lagrangien augmenté est défini, pour R® > 0, par
(5.41)

sur thwhxwh.

On vérifie facilement que si (o, B> X;) est point selle de & -,

alors a = Dh = u et A; = % Bum, od u” est solution de (5.40),

Pour obtenir wun algorithme dans lequel 1le traitement de la non
lin€arité est local, on introduit une formule de quadrature pour approcher
les intégrales des fonctions de ﬁh intervenant dans (5.41). Dans chaque
triangle T de (%;h on considdre trois points dfintégration numérique xiT’
i=1,2,3, affectés d'un poids Wy p (par exemple les sommets de T affectés
du poids _%, ef. [26]) de sorte que '

3
f 8(x) dx = aire (T) J w
T ' i=1

o(x,..)

iT iT



- 63 -

Alors o% i est approché par

%ﬁ(vh, qQp. H1) = %f IVuh|2 - (f1, v,) + I aire(T) Z wiy
Q Te %, i=1

(5.42)

2,0 R 2
3 e oty ) (O (=0, Gy )8 [y, (= ()]

2

[5 o0x; ) (a, (%0
Notons d1 la dimension de Vh, d2' celle de wh, et v, q, y, les vecteurs
de ]Rd1 R 2 R 2 dont les composantes sont les degrés de llber-té associés
respectivement 3 Vi Vh’ Qh dwh, uh Wh. On désigne par 8§
1' opérateur linéaire de R 1 dans R 2 défini par

SY = (v (x,)) 15153, Te @,
par M . 1'opérateur de ]Rd2 dans lui méme associé au produit scalaire de
2

“L(Q)

' 3
(M p.g)md1 = ) aire(T) § Wi By (%, ) 4 (x, )
TE%:YI i=1

et par L 1'opérateur de ]Rd1 dans lui méme défini par
(L u, v) =
4 ¥ d Rsfz Vu, Vv, dx

Enfin, Bq désigne le vecteur de ]Rq_2 obtenu en appliquant B A chacune des

composantes de g , et f le vecteur de IRd1 défini par (fl’y) = (fT,vh)
. 1

L"algor."ithme de type Uzawa appliqué 2 %ﬁh conduit alors & (ef. [26])

(5. 43) Ao arbitrairement choisi
(5.44) A‘J étant connu, on prend g‘]’0= 93-1’ puis pour k20
Jik

u . étant connu, on résoud successivement

(5. 45) Bpj,kn + B Ej,kn < 3d . B yirk
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Tkt T ghy (plekt 1y dy L g

(5.46) (L + R 8" ms) u £,

lorsque la différence entre deux itérés successifs est inférieure 2 un

seuil, choisi A 1'avance, on calcule A3*! par

éJ+1 -

~

(5.47) Jokrl ek 6 >0

+ p(Su
Quaht a la résolution de (5.45), elle est ici explicite. On pose

E‘:AJ +§Su\]'k ’ E:Ej’k+1

puis

£(1) = = (Bp)(1)

1

¢

pour chaque composante d'indice i, ce qui équivaut &
p(i) = &(1) |e(1)]

alors (5.45) s'éerit

0E(i) + R £(1) |g(1)] = r(1)

d' ol

. ar(i)
S oD
puis

(5.49) p(i) = (1) |&(1)]
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5.3 - RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME D' EVOLUTION (5.1), (5.2)

L' organigramme de résolution du probldme (5.1), (5.2) est le suivant :

1°) On discrétise le domaine  par une triangulation %h réguliére; on
approche les coefficients ¢, K, o par ¢h’ Kh, °h constants sur chaque

élément de %h (ef. remarque 5.1).

2°) On choisit les param®tres R et R des Lagrangiens% et %"';

effectue une fois pour toutes la f'actor'isation par Cholesky de la matr'lce_

cMo-1+8 sE Ms.

3°) On se donne, a 1'instant initial, Po,- A1 dans Wh et AO dans IRdZ.
. 1. (n+1)At
4°o) On connalt la solution u a 1'instant nAt et -f,n =it f - f(t)dt
nA
. m-1 m m
5°) p et A étant connus, on calcule f € \I'h par (f ,v) .= At(fm,v)
+fBumvdx+f(Rpm—1-)\)\7vdx ’
Q Q

6°) On calcule u" par 1'algorithme suivant :
6.a) L\J connu, on calcule p‘J et EJ, comme au paragraphe 5.2.2,

so_lut ions de :

Bp  +Rp =2 +KSu

Mo o’

s*u @ plady 4 f®

6.b) On calcule AJH = AJ + R~(Sx_.1j —.PJ)

6.c) On fait un test de convergence : s'il Y a convergence on pose

J

m : . .
u =u” sinon .on fait j» j+1 et on retourne en 6.a).
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7°) On calcule pm, comme au paragraphe 5.2.1, solution, dans chaque

élément de e de
at F(p™) + Rp™ = RVu™ + AP
8°) On calcule Am+1 =" . R(Vum—pm)
9°) On fait un test de convergence : s'il y a convergence on pose
u = u" sinon on fait m»m+1 et on retourne en 5°).

n+1

10°) u ne1 étant connu, si on désire la solution A 1'instant (n+2)At, on

fait n»*n+1 et on retourne en 4°),

5.4 - RESULTATS NUMERIQUES

Nous présentons des résultats numériques pour un écoulement radial
circulaire autour 'd'un puits de rayon rw. Avec les notations physiques

introduites en 1., 1la "p2~pression" u(r,t) est solution du probléme

) u - 1 9
(5.50) ¢ 3% (7Tar) ‘7 3 (rq) = 0 dans ]rw, re[xJO,T[,
ry étant le rayon de drainage
au = ((aw)? « ZBblggp/z 5u
avec q = 3 -—
u or
2 Bls;
(5.51) u(r,0) = uo(P) s re ]rw, re[
(5.52) q|r=r. =q, , débit massique de production, constant
W
(5-53) = O

q|r=re h



' p
£ = FE , P = = , Q=- éL ,
e _ 0 > W
. ou qw r'e B.qw re
a, = = ———— g, = —s—
d 2 ! d 2 ?
bPO bPO
qt
T e g e U= P
O e

les équations (5,50),...,(5.53) prennent la forme adimensionnelle

3 U y_1 3 ) | )
. Q, T
(eg = - s b P
Oe
1 aUu
avec . 3 3 " % Q + By Q | Q|
(5-55) U(E’O) = 1 dans ]Ewn 1[
(5.56) QIE:EW = =1
(5.57) Ql£=1 = 0

L'équation variationnelle associée s'écrit

| d} VrTU veEd +}Qﬂ € = & V(g )
\ &= : 7] £ dg ! 3E £ dg = iw v Ew
(5.58) W W
¥ v W1’3/2(]€w,1[) sy P.D. sur‘]O,rT[

la condition initiale étant (5,55).
Remarque 5.2 : Avec les hypoth&ses du paragraphe 3, on a existence d'une

solution de (5.54), (5.55), continue sur [gw,1]x[0,rT]; on a donc

existence locale et unicité d'une solution positive.
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Nous avons appliqué 2 (5.58), (5.55) la méthode d'approximation et de
résolution décrite précédemment. En ce qui concerne la formule

d' intégration numérique (ef. 5.2.2) on a pris sur chaque segment

[Ei, €i+1] C [Ew, 11,

Ei+1

[ e dg = wy, 6(g) + w60, )

1 fi+1
avec w,, = o——— (g, ,~E) £ dg,
i1 51«51 £y e, i+1
1 ?i+1
w,, = ——— |  (E-E,) E dg
280 g !
i
La matrice S=(Sij) est donnée par
. X ) i+2
1 81 j=partie entiére .de >
S, =
1)

0 sinon

5.4.1 -_Données
- Données physiques
ro = 10cm, re = 300m, k = é = 100md, ¢ = 0.1, PO = 100 bars,

b = 10—9unité CGS. On a effectué les calculs de U correspondant i quatre |
valeurs de q, (en unité CGS) : -0.105, -0.140, =-0.175, -0.210 (pour une

couche de 10m de hauteur, 0.105 correspond alors & un débit de 106N

m3/jour). Enfin, on a considéré dans chacun de ces cas deux valeurs de B :
5.106 cm_1 et 0. '

- Discrétisation

On a pris 31 points sur 1!'intervalle [gw, 11, avee un pas

logarithmique.

At est choisi constant &gal A 0.2.
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~ Choix des paramétres

Les notations étant celles du paragraphe 5;3, on a pris
R=102 R =4,
pPP=1 ,12 -0,2%-0 |
On a choisi, pour  arréter les itérations (en Jj) dans .1'algrithme

6.a-6.b-6.c, le test

et, pour arréter les itérations (en m) dans 1'algorithme 50-6°-7°-8°, le
test . '

31

m+1 m
ol -
i=1

-5
37 < 10,
L
i=1 ui

5.4.2 - Résultats

Nous indiquons ci-dessous la valeur moyenne des nombres nrelax
(itérations de relaxations dans 6.a), niteri (itérations internes dans
6.a-6.b-6.¢) et niterex (itérations externes dans 5°-6°-7°-8°) d' itérations

par pas de temps.

Au premier pas de temps

nrelax = 11, niteri = 6, niterex = 18 .

Du deuxiéme au sixiéme pas de'temps :

nrelax = 6, niteri = 4, niterex = U4

A partir du spetiéme pas de temps :

nrelax = 4, niteri = 2, niterex =3;
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Les résultats, aprés 30 pas de temps, sont présentés figures 5.1 & 5.6,
On observe que "loin du puits" (210m pour qw=—0.210) les courbes de U,
correspondant aux deux valeurs de B, coIncident. Mais au puits, on a, pour

les valeurs de U, les écarts suivants :

= -0.105, 14,6%

- pour q_

-'pour q = -0.140, 31,7%
- pour gq_ = -0.175, 67,3%
- pour q = -0.210, 160,0%
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Soit B 1'application de R? dans lui-méme, définie par

1/2 :
1+ -
égg(v) - lngf Ly, | | étant la norme euclidienne.dansimd,.

On a

l Lemme 0.1 : éag est holdérienne d'exposant 1/2

Démonstration :
: d . .
Soient v, w ¢ R . Nous distinguerons trois cas :

(1) v et w sont colinéaires; il existe donc A ¢ R tel que w=Av.,

Si A=0 le résultat est immédiat ‘
si >0 | Fn- G- [ v 2-ar w2 s | v 1w] 1V 2s
v 172 -
stoa<o [ Gw-gw =[Gyl e w] 2] v 2+ w2

’

puis, tenant compte de |v-w| 2 max (|v|, |w|), i1 vient

| G- G| s 2|v-w|1’/2
(ii) v et w ont méme norme, |v| = |w| = r>0; alors
| FZv)- GG | = IESRESN [v-w] s -L7—-|-"'"
f;Z 'éag - r vl r
mais ]v-w]”2 sV2/r
done | | griv)- n V2
1 g G | s V2 |v-u|

(1ii) v et w n'ont pas méme norme; supposons 0 < |v| < |[w|. Soit w la
projection de w sur la boule fermée centrée 3 l'origine et de rayon |v[;'

ona |w-w| s |v-w]



Ecrivons

| &)~ Fw | s |E -G @ | + [ ()~ GE(w) |

vetw ayant mé€me norme, on a, d'aprés (ii)

|G D-F | s v2 |v—§|1/2

wet w d&tant colinéaires, on a, d'aprés (i)

| C%—(;)‘ g(w)' < le""—”|1/2

done
| - G| s v2 vl 2e2lwu|"2 s v2 (Jv-u| + |w-u]) /2
2 Ju-w|""Zsv2(2]v-w|) 22 v-u |2 ey [v-u| 12
LEMME 0.2 Ona#v, we ']RCl
(G- GFw), v-w) 2 % [v-u]®
- -~ ’ =
2 e v 2 e e w22
( ’ ) désignant le produit scalaire dansjmd
Démonstration _
Comme dans la démonstration précédente, on distingera trois cas
(i) vet w sdnt colinéaires; soit A€ IR tel que w=Av.
8i A =0 le résultat est immédiat
Si A >0 , On a
(& - &, v=w) = -G+ v 2= v3) |v] -
(1-0% |v|? . [v-u]®
>
GelvD 2 v D2 ey YR e /2 2
Jv-w|?

Ce vV 20w w202



Si A<0, on a

(G-, v=w) = (-0 [+]v DY 2as w1 2-2] |v] =
/ 1
- -0 [ (1~ A)Iv[+2(1+|vl)1 2( +]w]) gy 1 |v] 2
_ (1+|V|)1/2 . (“IWI)VZ . 2
(1=0)2]v] ) _lv-w]

v 2022 e VR e

1/2

(ii) v et w ont méme norme; alors

: : 172 ' 2
I G B 54 D T [ v=w |
gg@I(v)f%(w), v-u) = V] fv-w|® = RAMRICN

(ii) v et w n'ont pas méme norme; supposons 0 < |v| < |w|. Soit w la
projection de w sur la boule ferméé centrde a l'origine et de rayon |v|.

Ecrivons :
(Fn)- &, v=w) = (G- G@, v=i) + (F@-Fw, ww)
+ (g(v})- Lg(w), v-w) + (%(v)- %(;v), )

(0.1)

v et w ayant méme norme, on a, d'aprés (ii)

. - - ol 2 _=
(0.2) (G- GG, v-w) 2 Ly=u] v Wl

(efv 20 ey

[\

w et w étant colindaires, on a, d'aprés (i)

- - -2
(0.3) (S w-&w, W) 2 11/wa!

(e v 2 re w12

le dernier terme du second membre de (0.1) est positif, puisque

. _ (1+lvl)1/2_'1
(0.4 (&)= i), ww) = ,

v
(propriété de la projection).

(v-ﬁ,-a—w) 2

Quant au troisidme terme de (0.1), on a, en posant'w=A§, Ix] > 1



- A4 —

(G- G, v = (e [aD2a-(ax ] WD E) ] (I_V_v_,v_;,)
W
(0.5) '
=131/2 172_y A (v-w, W-W)
En effet,
si A1, e $0 ¢ [a+ DY 3aalw 3 s0
- 1/ u, -
si a<=1, [+ 2] W] 2.2]z20 et _—FT(‘(,1YA)WWW) 20

Alors de (0.1), (0.2), (0.3), (0.4), (0.5) et de 1'inégalité

[v-v-wlz + [Crw]2 2-12- | v-w |

on déduit,

2
: 1 Jv-w]
(‘%(v)—(g(w),,v-w) 23 172 1/2

2 (e vD Y Bean [ %e2

LEMME 0.3 Ona, ¥v, WE ]Rd

6 IV_WL

(1+'v|)1/2

iIA

I%(v) - gg,(w) |

+(1+|w])1/2+2

Démonstration

. d . .
Soient v, w € IR . On distinguera trois cas.

(i) v et w sont colindaires; soit A € R tel que w=\v,

Si A =0 le résultat est immédiat
Si A >0, ona
|v| [l | v - wl
Fn- (w)[ < s
l 24_(1 le)1(2 / 1/2

ey 2 ]



c_2]v-u]

(1+IVI)1/2 1/2

+(1+lw|) +2

Si A<Q, on a

2 B 1/2 172 [v] + w] _
|G -Gw| = G+ vV 2+ w]) 22 5 2
. (1+|v|)1/2+(1+|w!)1/2
=2 lV‘Wl
]V 2ee w1 242

(ii) v et w ont méme norme; alors.

| E - G| - 2 Ly - w

ég; 1/2+(1+,w!)1/2+2

(+]v|)

(1ii) v et w n'ont pas méme norme; supposons |[v| < Jwl|. Soit w la
projection de v sur la sphére centrée & 1l'origine et de rayon Iw] (ce n'est

pas le méme W que dans les démonstrations précédentes !),

v et w étant colinéaires, on a, d'aprés (i)

; _ - 2lv-w]
| & (- G| s 72, 1e ol 24a

(v ) "+ (s u])

wet w ayant méme norme, on a, d'aprés (ii)

lg(w)_%'(;)l { w-w | < 5 [w - w] :
- LGS eV 2ea vV 202

d' oa

| & (- G| s |$(v)-<%(w)| + lg(w) G| s

6lv wl
1/2‘“(1*.,‘4"1/2

2( ]v w,[+ fw=w|)

el DR w22 T (s v

Vs

+2 -
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