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EQUATIONS DE MAXWELL ET PERTURBATIONS SINGULIERES

I. INTRODUCTION

Dans [1] on a étudié les équations de Maxwell ID dans des milieux
poiarisables. L'étude a été faite en deux étapes : d'abord, on a supposé
que les paramétres'étaient'"suffisamént" réguliers pour nous permettre
1'emploi de la théorie des semi-groupes continus de.contractions, a
1'aide de laquelle on a pu obtenir 1l'existence et 1l'unicité des solutions
"généralisées" et "classiques'; ensuite, dans le but d'affaiblir les
hypothéses sur les paramétres, on a obtenu des estimations a priori, i

1'aide desquelles on & passé a la limite.

Dans [2), on a présenté une approche différente. D'abord, elle ne
fait pas appel i la théorie des semi-groupes continus et ensuite, elle
utilise directement des techniques énergétiques, voire des estimations
a priori qui utilisent fortement quelques propriétés de positivité des
opérateurs qui apparaissent dans les &quations. Cette approche, diffé-
rente de la premiére, travaille directemeﬁt sur les champé €lectrique et

magnétique au lieu de travailler sur le seul champ &lectrique.

Dans ce rapport, on tente un nouveau chemin : la transformée de Fourier
et la technique des perturbations singuligres dans les problémes aux
limites. Pourquoi cette nouvelle approche? D'abord, parce que notre
probléme &tant linéaire, la transformée de Fourieér nous permet de le
convertir en un simple probléme elliptique. On passe ainsi d'un probléme
d'évolution & un probléme stationnaire, pour chaque w ¢ R fixée, plus
facile & aborder. Ensuite, parce que, avec cette technique, il est

ossible d'obtenir des ré&sultats de régularité optimaux dans les espaces
% g P

] ) ceps ~ < .
H, s € R. Finalement, parce que sans trop de difficulté&s supplémentaires,



il est possible d'appliquer cette méthode i d'autres problémes plus
compliqués. Plus compliqués parce qu'ils portent des conditions aux .
bords plus sophistiquées,ou des contraintes supplémentaires, ou parce

qu'ils sont posés dans plusieurs dimensions d'espac}e.

Reconsidérons donc les équations de Maxwell 1D sans le domaine

espace-fréquence

SxH+0E=0 dans
(1.n 3, E+iwuyH=0 dams R, weR .

Comme dans [1] on élimine le champ magnétique . H et on obtient une

équation pour le seul champ électrique

-3,  E+AE=0 dans Q, weR
XX
(1.2)
A=1i W Hg O-

Il est clair que si E est solution de (1.2), alors (E,H)

. -1
1 -
(1.2) H=-(iow uo) Sx E

est solution de (l.1). Doré&navant, on ne va considérer que le probléme
pour le champ Electrique E. Plus précisément, on va &tudier le p'robléme

de Dirichlet de trouver E satisfaisant les €quations suivantes :

‘ - AE + }\E'=_ 0 dans
(1.3) '
(E=<I> _ dans 30 , w € R .

I1 faut remarquer que quand dans (1.3) Q c R, la premiére &quation

de (1.3) devient (1.2) et (E,H), H donné par (1.2)' est solution des



équations de Maxwell-iD (et 2D). Maié ceci n'est vrai que dans ces cas.

En effet, &crivons les &quations de Maxwell 3D,

rot H =0 E

rot E = - i'm.uo H

divH=0 ' )
divE=0 ' dans 2, w e R

(1.4)

si le champ magnétique H est éliminé; on obtiehtbpdur E,
rot rot E + AE = 0
(1.5) _
div E = 0 _ " dans 2, weR .
Encore une fois, si E est solution de (1.5), alors (E,H) ol

(1.4)" H=-(G w _uo)" rot E

est solution de (1.4). Finalement, pour comparer les &quations vérifies

par E aux équations (1.3), on utilise l'identité .
rot.rot = - A + grad(div)
- et done, ‘on peut écrire pour E

- AE + AE =0 | dans Q

(1.6) div E=0 " dans
B(E) = 0 - sur BQ_,m_e]R,

"d'olt la différence entre les équations (1.3) et (1.6). -
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- Maintenant, si 1'on pose, (F'est. la- trairsf.o.rma;t?;on de:Fourier)

e = fl(E)
(1.7)
¢ = F (@)

et on suppose que ces deux fonctions ont bien un sens, alors e est

solution du probléme d'&volution suivant :

-Ae+fl()\)*e=0 dans  x R
(1.8) '
e = ¢ ) sur 3R xR .

Ces équations définissent donc l'application ¢v4 e, qui est le sujet de-

cette étude.

L'étude de cette application sera faite en deux étapes : dans la
premiére, on &tudie les &quations (1.3), on &tablit d'abord 1l'existence
et 1'unicité de sa éblutidn'(paragraphe 2),‘ensuite'(paragraphe 3), on
€tablit deux groupes-d'estimations a priori : le premier décrit l'appli—A
cation w - (A(w) =+ ) l|E|| et sera essentiel pour assurer un sens 3 la
premi&re expression de (1.7), le deuxiéme décrit la dépendance de E
par rapport & )\ et sera trés utile pour préciser la dépendance de
l'application ¢ - e par rapport 3 ce paramétre.’ Dans la deuxidme &tape
- (paragraphe 4), on domne un sens 12 (1.7) et on "reporte" sur e les

propriétés déja obtenues pour E, ce qui sé fait d'une fagon trés directe.

’Au péragfapﬁe 5, on donne quelques exemples d'application, et au

paragraphe 6, on fait quelques commentaires pour conclure cette &tude.



1. SUR L'EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA SOLUTION DES EQUATIONS (1.3)

On va noter par (.,.) le produit interne de V =‘L2(Q,¢) et par

[].]] sa norme. Pour résoudre (1.3), on se raméne 3@ un probléme avec des

" conditions aux limites homogénes. Soit & € HI(Q,E) tel que ¢ = ¢
sur 9f), alors si l'on pese u = E-V, u. est solution du probléme

variationnel suivant

Trouver u € H = Hé(Q,C)

(®)
a(u,w) = &(w) ¥Vwedl
ol
a(u,w) = (grad u, grad w) + (Au,w)
(2.1)

L(w) = -(grad v, gfad w) - (\v,w)

I1 est clair que le lemme de Lax-Milgram assure 1l'existence et l'unicité

de la solﬁtion de (P) si la partie réelle de la forme bilinaire a

est H-elliptique. Or, on a
2 -
(au,u))_ = ||grad ul[* + (A0, D)

ot 1'indice r indique que 1l'on prend la partie réelle, et donc on peut

appliquer le lemme de Lax-Milgram si l'on a

(2.2) 3 Mg >0 A 2 A x pp. dans €,

(si §© est borné, on peut prendre Aro = 0).

Montrons maintenant que la condition (2.2) peut &tre remplac&e par une
autre condition qui ne porte que sur Xi (ot 1'indice i 1indique que

1'on a pris la partie imaginaire).



Pour voir ceci, on va introduire provisionnellement 1'ensemble A,

dépendant de trois paramé@tres strictement positifs

(2.3) ' Aeshsh; ) = {X e LQ,0) : A < A
Ar+€ > 0 pp dans ),
Ai Zkio pp dans §

(ou Ai < -Aio)},
et on va définir 1l'application

¢ : H(IJ(Q,C) > Hé(ﬂ,d:)

v+
oli u est solution du probléme auxiliaire suivant

Trouver u ¢ Hé(ﬂ,ﬁ)

®' :
1
aE (u,w) = RS (w) ¥we HO(Q,E)
0 0
oill
, a_ (u,w) =a(u,w) + €,(u,w)
€9 0
2.1
L (w) = 2(w) + gy(v,W)
étant une constante réelle strictement positive & déterminer plus tard.

€0
On procéde en trois étapes :

- premiére E&tape :
soit A ¢ A(EO/Z,Am,AiO), alors (A+€0) vérifie la condition (2.2)

avec bxro = 20/2 et donc ¢ est bien définie.
Montrons maintenant qu'elle est une contraction. Soit donc ¢(v1) =u,

et ¢(v2) = u,. On a, en utilisant (2.1)*, (2.1).



a(ulruz;w) +.€0(u1-u2,5) = Eoévl—vz,a) # w e.Ha(Q,N) .

En posant W = u -u,, on obtient alsément

' 2 | . 2
ngad(ul—uz)ll < Eo’llvl—vzi |'||u1'u2|| + (Am"eo)”ul-“z”
T L O T YT
1742 = %0 %0 17Vt 11Ty
d'oil
-1 =2 1/2
(2.4) ||u1-u2||H1, < e,0pL + 3720 ke )2 [y vyl

Pour que ¢ soit une contraction, il suffit donc de prendre €
assez petit. Fixons maintenant ce €9 ¢ est une contraction
et par conséquent elle possé@de un unique point fixe u qui est en

fait 1'unique solution de (P) avec A vérifiant

Ar + €0/2 20 pp. dans £ ,

~ deuxiéme étape :
. . ) 3 s s
si maintenant on prend A € ACi EO’Aio’Aw) alors A vérifie

(Ar + so) +'€0/2 >0 pp. dans @

et par 1'étape précédente le probléme (P)' admet une unique solution.
. Donc ¢ est bien définie dans ce cas; en plus, €y étant fix&, (2.4)
implique qu'elle est aussi une contraction et par conséquent elle

poss&de un unique point fixe U solution du probléme (P).

- troisiéme étape :

maintenant on n'a qu'a répéter n = partie entidre de ((meso/z)/eo)

fois 1'argument de l'étape précédente pour démontrer que si



(2.5) I A, >0 A 2 Ay
ou . X pp. dans
A.(x) < -,
i io

Le probléme (P) admet une unique solution.
On a ainsi démontré le résultat suivant
Proposition(2.1) (existence et unicité de la solution des é&quations (1.3))

Supposons que 1l'une des deux hypoth&ses suivantesest vérifiée

(2.6) .3 Ao>0:A(x) 2, . x pp.dans @
(A__ 20 si  borné)
ro
] .
(2.6) .3 Mg >0 8 A () 2 A |
ou { X pp. dans £ .
Ai(x) < —Aio

H1/

Alors, les équations (l1.3), avec ¢ dans 2(89,&), admettent une

unique solution E dans VE

Ve = {v e HI(Q;m) : AV € Lz(g,c)}.
.

II1.. OBTENTION DES ESTIMATIONS A PRIORI SUR LA SOLUTION DES EQUATIONS (1.3)

L'objectif de ce paragraphe est de caractériser l'application
w = ||E|]|. Dans le but de simplifier la présentation du travail, on va

supposer que l'om a @



(3.1 A(~w) = X)) - w pp; dans R

et par conséquent, on ne va considérer que les fréquences positives.
D'autre part, on va supposer que l'application w =+ A(w) est bornée
sur les intervalles bornés qui ne contiennent pas l'origine, et on va
permettre que ||A(w)|| + © Llorsque w0, ou wr, ce qui est souvent

le cas dans les applications.

Ce paragraphe sera donc divisé en troisvpartiés. Dans la premigre,
on estime ||E|| en fonction de la fréquence en faisant une hypoth&se
assez générale sur 1l'application w - A{w). Dans la deuxiéme, on
précise le type de singularité que cette application peut avoir a
1'origine, ou i 1'infini, et on obtient de nouvelles estimations sur
||E||, beaucoup plus fines, & 1l'aide de la théorie des perturbations
singuligres. Finalement, dans la troisiéme partie, on utilise les
résultats précédents pour obtenir la dépendance de E par rapport au

paramétre A .

3.1. Premiéres estimations a priori

Soit E 1l'unique solution des équations (1.3), alors.
(3.2) |lgrad £]]% + QE,B) = &5,

oll, par abus de notation, on a pris

oE = JE T Y
=) =) +—.0 d'.
on’ 30 on _

On doit considérer deux cas, selon qu'on emploie la premiére ou la

- deuxi&me hypoth@se (sur A) de la proposition (2.1).

Premier cas (hypoth&se sur la partie réelle (2.6)) :

En prenant la partie réelle de (3.2), on obtient N
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|lgrad &]]% < | GE =,9)|
2 -1 dE =
HEII < >\r° ](s'ﬁ"q))l
et par (1.3),

-1/2 oE =
o8] ] < [1A]] 1G5 .

°°I'0

D'autre part, on a

(3.3) |2 ®)] < lel] 172 lgrad BIL + |las] ]

1/2 _ gl/2

oli évidemment H (32) . Et donec

| GEB |2 < |]o]] a2 O 1A, Aol

°°OI'

Par conséquent

el < @ [ a5 aol2

o] |

H1/2

(3.4) [lerad ]| < (1 + [|A]], 322 |le] 172
THeell s @+ [, 2ot B I 222 (e

En prenant la partie imaginaire de (3.2), on obtient
2 -1 JoE x
< A, o=
HE[® <A, 1G]
et si l'on prend maintenant la partie réelle

2 -1 oE
llgrad E[ 1% = (1 + [[Alo A0 ) |G| .

1/2 )
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Par (1.3)
—l 2 1/2
[lael] < 1. " 1gEo1Y

et par (3.3)

1/2

- -1/2
|Gee® |12 < 1ol gy (s T A5 2+ AL AL

Finalement, on a

1/2 -1 -1/2 '
Bl = caelin i 35 2l (1 255 050 Hell
3-5) [lerad E[| = o] [A] ], A7 /2 3] 1, 2 "2>
-1
s M e 259 1ol
1/2 -
I N P T e R TN TR WA TPV IR W el 172

Maintenant, on fait 1'hypoth@se suivante sur 1'application w *‘A(w)

¥ 0wy Swg, $ o3 o= ey augy)
-k
(3.6) [IA@) [ ] Apgw) = ¢
_ « ¥ Wop < NAS Woo , k=l1,1/2 .
ou ||A(w)llm'xio(w) <ec '

- On a donc démontré la résultat suivant

Proposition(3.1) (premiéres estimations a priori sur la solution des
équations (1.3))

Supposons vérifides les hypothéses de la proposition (2.1) et
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1'hypothése (3.6).

Alors, si E est la solution de (1.3) avec ¢ = Wys pour tout inter-~
valle 1 = [wm,wozj, Wo, =0, Woo < %9, il existe une constante

c = C(“’Ol’“’OZ) telle que,

s c []of]

[E] ]
u! @,¢) 1'/2 @3, ¢)

+ | [2E]] ,
«,e) L

Vwoel. ‘ 0

3.2. Un probléme de perturbations singuliéres : des nouvelles estimations
sur la solution de (1.3) '

Maintenant on suppose que 1l'application w -+ A(w) posséde des
singularités 3 1l'origine et 3 1'infini. Plus précisément, on va supposer
g g PP

que l'on a

(3.7) AW = A e ' (x,0) pp. dans @ xR
ol
3.7) A e Lm(Q,]R+) : 3 AO >0 1\.0 < A(x) x pp. dans §Q,
et
3 sty € R" et €y € LOOGR+,G:)
r —(r +rw)/2
e =gy . w 0 (l+w2) 0 w pp. dans R
B.H"
I e . >0,a>0:
~O
Igg(w)l 2 ,§0

w pp. dans R
arg Eo(w) € J-m+A,m=-A[
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I1 est facile de voir que si A vérifie les conditions (3.7), (3.7)'
et (3.7)", elle vérifie aussi au moins une des hypothéses (2.6) et (2.6)',

et en plus la condition (3.6) pour k=l.

En fait 1'intérét de supposer A comme dans (3.7) apparait seule-
ment quand |e| + 0, c'est-3-dire quand | IA{w)|| » = , et dorénavant on
va éupposer que ceci est le cas quand Ty >0 et w+ 0, ou quand

rm>0 et w > x>,

Ceci &tant, on va maintenant obtenir des nouvelles estimations sur

||E|] (en fonction de |e|!) en utilisant la thédrie des perturbations
singuliéres développée dans (33 pp. 94-126. On va procéder en plusieurs

étapes.

Premidre &tape (introduction du probléme auxiliaire (Pe))

Considérons le probléme suivant

trouver Vv _ € H = Hé(ﬂ,@) solution de

()
[958
ea(ve,w) + (Ave,w) = (AFE,w) ¥weH
ot
a(vE,w) = (grad Vé,grad w)
(3.8)

e ggll < elel 1Egll » 1IEIT 5 ¢ 15l

C'est en travaillant sur ce probléme auxiliaire que l'on va obtenir

les estimations que 1'om cherche.

Les équations (1.3), compte tenu de (3.7), peuvent &tre réécrites de

la fagon suivante :
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- AE +_AE = 0 dans Q
E=290 sur of2

si 1l'on prend Ve = E~v ol vV ¢ HI(Q,m) avec v =9 sur 23Q, ve

est solution des &quations

ea(ve,w) + (Ave,w) = (AFe,w) ¥we Hé(Q,G)

-1
Fe =A" ghv-v.
. . L2 . . s
FE appartient 3 L7(R,€) si Av appartient aussi 3 cet espace.
On va choisir v comme l'unique solution dans HI(Q,C) des &quations

sulvantes

®)

v =29 sur of) .

"Avec ce choix,'on a FE = (A—]g—l)v € LZ(Q,G), FO = -y et

-1 -1 -1
HE~Foll = HA7evl] < AT [el [1Fgll, et [IF_[] < [|A 7 e-1]] {17,
((3.8) est L donc vérifiée). L

Remarquons en plus que 1l'on a

(3.9) [1v]] = |lel| :
1l (@,0) 1'% (30,0

En effet, étant donné que

Hq)H 1/2 ‘ =infl HVH 1 B
H (382,€) veH* (2,C) H (2,C)
v=0 sur 9 .
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on a @

IEN o< vl
120, 0) 1! (@,e)

D'autre part, tenant compte du fait que v est la solution de (Pv),
on a : .

119112, = (erad v, grad & + (v,
H _ :

oi w € HI(Q,G) avec w =& sur 32. Donc

Hvll < 1wl
H1 _ Hl
d'ot : vl ] S inf _llwll )
B enl @,0
w=0 sur o2
<

[1e]]
/2

d'oll (3.9).

Deuxiéme étape (estimations sur ue)

Si dans 1'égalité du probléme (Pe) on prend w o= u., on vérifie
aisément (en procédant comme dans le paragraphe 3.1, et en utilisant
les hypothéses (3.7), (3.7)', (3.7)" et (3.8), qu'il existe une -

constante ¢ > 0 telle que

(3.10) Hull = e [[Fgl]

1/2 | -
el ||grad u || < e |IFgl] .

~ Par consé&quent, il existe une sous—suite {ue.}€,>0 qui converge
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vers v, dans Lz(ﬂ,w) faible lorsque e' 4 0. En plus,'il est

facile de voir que l'on a
, 1 ‘
(3'11) (AVO’W) = (AFoyw) V w €' HO(Q,(B) >

autrement dit, uE converge vers FO dans LZ(Q,G) faible lorsque

e+ 0.

Troisiéme &tape (estimations sur ue—uo)

Il est clair que '

IA

(3.12) | [lue—u

oll = Tluglt + [lugl]

CII]F

IA

ol |

par (3.10) et parce que u, coincide avec la projection de F, dans
2@, 0.

Il faut remarquer que malgré le fait que u_ soit un élément de
Hé(Q,m) pour |E[ > 0, ceci n'est pas forcément vrai pour uy, et
par conséquent (3.12) est l'unique inégalité que 1'on peut obtenir.
Par contre, si l'on suppose que u, est aussi un élément de Hé(Q,G),
ce qui implicitement veut dire que ceci est vrai aussi pour FO’ alors

on peut obtenir une estimation plus intéressante.

Avec cette supposition, on peut maintenant prendre w = u_-ug ‘dans
(PE) et dans (3.11). On a donc :

€ a(ue,ve—vo) + (Ave,ue—uo) = (AFE,uE—uO)

(AVO’ue—UO) = (AFO,uE-uO) .

Si 1'on pose W, T u-ug et soustrait la deuxi®me égalité de la premiére,

on obtient :
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€ a(ue,we)v+ (Awé,ﬁz) =v(A(F€-F0),E;)
ou encore

€ alu,w) + (i) = (AFoFQ),) - € alvgu) -

Maintenant, on doit considérer séparément deux cas : €, >0 et €, <0
(ou, d'une fagon &quivalente € < 0 ou €, > 0, voir (3.7)'"). Les
résultats sont les mémes dans les deux cas, et donc on ne va présenter
que le premier. ‘
~ On suppose donc €r > 0. Alors
e, alw,v) + (hw_u) < e [e] [|Fql] Hu ]+
¢ lel |lgrad Foll.|lgrad w|]
car v, % FO.
Par (3.7)' et (3.8) :
e Ilgrad w_||% + ay 11w 112 < e fel HFgll [lwl] +
r " el 0 ''7e _' 10 €
+ le| |lgrad Fy|| ||grad w_||
par 1l'inégalité de Young :
1 2 2 '
Le llarad w 1%+ ng Hwl1? < e lel 1Rl Hwgll +
9 .
¢ Yel. Lol [fgraa vyl 12
r

et par (3.12) :
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/

2 -1 1 2
el 5 6l + 3 Tel/e) Tel 1irgl? -
Une'inégalité similaire est obtenue dans le deuxidme cas, et donc,

par l'hjpothése (3.7)" on peut écrire que

1/2

(3.13) o ~ugl] < e le] HFOHHI (Fy € Hy(2,0)) .

Quatriéme étape (estima:ions par interpolation)

Des inégalités (3.]2) et (3.13), on obtienﬁ, voir [ 31
pp. 125-127, que 1'on a

4
(3.14) Hugupl] < e lef!/ NI

Maintenant 1'heure est venue de retourner aux équations (1.3). Comme °

on avait signalé dans la premié&re &tape, on a

E = ue-uo

F0 = -y b solution du probléme (Pv) .

On a donc, grice 3 (3.14) et (3.9)

1/4
el s e lel ™ ol -

Ensuite, par 1'équation (1.3)
26| ] < e [e]™/% o]
- 1/2
H
et finalement, par interpolation de ces deuxlinégalités,

[lgrad el < e [e]7% Jof| /).

H
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r

. . : 0.
Remarquons que si T, >0 et w + 0, alors le|] < cow ~, et que
. , - /2
oo - -
si r_>0 et w= ®, alors -|e| < c(l + w?) . Les estimations

[>e]

obtenues sont optimales. Voir [3 ]

On a donc démontré le résultat suivant

Proposition 3.2 (estimations sur la solution des équations (1.3) pour des
fréquences "grandes” et "petites") '

Supposons vérifiges les hypothéses 3.7, 3.7 et (3.7)". Alors,

si E est la solution de (1.3) avec w = Wy »

>0,3 ¢ =.c(€0) >0

0 0
4 T
HEHL?‘(Q,Q:) < ¢ wy |I<1>HH1,2(39’€) |
-r /4
larad Bl 5 o seug VBl o
- r0/4
| |2E] |L2(§2,m) < e w o] 112 0.0y
¥0<uwy<egys

si r_ >0 ,¥M>0,3 c=c@)>0:

= 8
HEl] ,  se +w® = |lof|.
12,¢) 12 00,0)
. ' +r /8 C
||grad E|| <cl +wd)y © ||
L2 120, 0)
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. 2 ©
/1]aE] | 2 s»cxl + w?) |le]] L1/2

L7(Q,e) (39,8)

¥uy > M. | | - 0

3.3. Etude de la dénendance_de T1a solution de (1.3) par rapport au

paramétre A

Soit Ei la solution de (1.3) avec A = Ai s i=1,2. Posons
u-= EI—EZ’ alors u est 1l'unique solution dans Hé(ﬂ,m) de 1'équation

variationnelle suivante
(3.15) (grad u,grad W) + O\, @) = (A[A)E,,#) ¥ w e Hé(g,m) :

Si 1'on procéde comme dans 3.1, on obtient aisément que,si Al vérifie
la condition (2.6) :

-1
| |E-E, || < c(Al)ro A =2, 1 e |12,

(3.16) Ilgrad & -E) || < e, ) 1/2

HA L o TE T
1 72 L 2
1ok, -E]| < e IIAI—AZIILOO |15,
et que, si Al vérifie la condition (2.6);
. -1
15,5,11 < OO 1A 11 13,
(3.17) | |grad EED|] s el + [|Al||Lw 1)10) ()} 1/2||3}_A21|£w||E2[|

o epll < e [Dyl] o 05 A= Il 11Ey 11

l io

On a ainsi démontré le résultat suivant :
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Proposition(3.3)(dependance de la solution des équations (1.3) par rapport

au paramétre 1)

Soit Ei 1a solution des &quations (1.3) avec A =VAi, pour i=1,2

(on suppoée donc les hypothd@ses (2.6) et (2.6)' vérifiées par Al et Az).
Alors il existe une constante c¢ = c(kl,kz) > 0 telle.que

I|E1-E2LI sc I|A1°A2I|

||grad (EI—EZ)II sc |IXI_A2‘ILm

llA(E]_Ez)I‘ £c lel_lzlle

o

(1l'expression précise de ¢ peut &tre trouvée en utilisant (3.17),
. P P

(3.16), la proposition (3.2), (3.5) et (3.4)). 0

IV. SOLUTION DY PROBLEME D'EVOLUTION DONNE PAR LES EQUATIONS (1.8) :
étude de 1'application ¢ ~ E. ' '

Commencons par bien préciser les hypothéses que vérifie l'application
Y2,

voir les propositions (3.1) et (3.2). Autrement dit, compte tenu de la

) R~ 3. Ona déja supposé que, 4 w fixée, 1l'on a ¢ H

deuxidme &galité de (1.7), on a déja supposé que pour W pp. dans R,
la transformée de Fourier de ¢ est dans HI/Z(BQ). Maintenant, on

précise le comportement de cette fonction par rapport i la fréquence

$1292

(4.1) ¢ ¢ H ®.E7260) = v FW) @ « 1/200), w pp. ds R

28

H

e}

(voir 1'hypothé&se (3.7) sur A).

2 : 1 2.527%, . . 2 o
[v]] = [ w @ (1+9) | Fev) (w
S1282 R ILI/Z(SQ

)

du
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I1 est donc naturel de considérer que 1'application > e va
P

_ 8,58 Sn,S :
de H ! 2GR,H1/3(39)) dans 1'espace H_0 °DCIR,V) oll en fait on va

prendre V = L2(Q) s Hl(ﬂ) o Vg donné par la proposition 2.1).
o 502 o
Par la dé&finition de 1'espace H @R;V), voir (4.1), et étant
donné que F(e) = E par la premiére &galité de (1.7), l'appaxtenance

de e & cet espace est uniquement déterminée par le fait que la norme

[lEII 5075 soit finie, c'est-a-dire par le fait que l'intégralé suivante
H 8 s -s
(4.2) el %, = Jul O awd O [EW]]2 au
B © ®;V)
ne diverge pas. La détermination de §g et s_ et des propriétés de.

continuité de 1'application ¢ + e se fait donc en travaillant direcfe— :
ment sur 1l'intégrale (4.2) en utilisant les estimations a priori sur
IIE!IV obtenues au paragraphe précédent. Ceci sera fait au paragraphe
4.1, Au paragraphe 4.2, on obtient la dépendance de cette application

par rapport au paramétre A.

4.1. Etude de quelques propriétés de 1'application ¢ - e

Supposons que. A vérifie les hypothdses (3.7), (3.7)' et 3.7)"
(rappelons que pour simplifier la présentation des résultats, on avait
supposé - voir (3.1) - que A(-w) = X(@)).

Alors, on a

2
[1E112, <0, +0,+0
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-~ 2s S-S
=2 My 0 an® T 0 E@IIE dw
€

9y

o 2s s_=§
2 w Oan® ” 0 |lEw]|(E e .
M 4

%3
Prenons d'abord V = LZ(Q). Pour majorer les Gi, on va utiliser

les propositions (3.1) et (3.2). Alors

€ 2s.+r,./2 s _~s
op=ze [ ful 7 awh T 0 flew] ]},
0 v H
€ 2s.+r./2-23 S, ,~Sy+s =8 :
cacf fu 00 Lpaedy " S07%17%2)
0
2s $,™S
o] Yas?) 2! ||¢(w)llzl,2 dw
. | -
2s.+r./2~28 s +S,-8,~S
mISE
€ 2s s$,~S
el a2 @ P,
0 . . H

d'oll la condition, s, 2 sl—r0/4. En plus,

M 2s

0, 2580 2
@2 <2c¢ f lwl (1+w%) IlQ(w)ll 1/2 dw
€ H
2s,-2s s +8,—=S.—8
<2c¢c sup {|w] 01 (l+w2) =170 2}} .
e<ws<sM '

S4™8
S el asd P lew |13, @
H
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et
o 2s 5 —=s.+r_ /4
0 2 0 2
0,2 ¢ fM lw| © (1+®) lHew) %), du
H
2s ~2s 'S, ~S,~F_[4+s, ~5
< 2c{sup {|uw] 0 1'(1"‘0)2)-oo 0= : %}}.
|w]=M
o 2s S.-S
S el a2 e 1) @
M H1/2

d'oli 1a condition, S, < +r /4.

Sy

Est donc évidente l'existence d'une constante ¢ >-0, indépendante

de ¢ telle que

el | s el

s S »S
n 0 "w;L2) 1l 2wu! /% @)
(4.3). ’
ol : g 2 sl—r0/4 . rO >0
s, < sz+rw/4 . r ? 0

De la méme fagon, on obtient 1'existence d'une constante c¢ > 0,

indépendante de ¢ telle que

llgeaa 2]] , selloll,
1O “m®;12@) B 2w;u' 2 o0))
(4.4) .

o : sy = 5 + r0/4

S S 8y = r /4

et
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Ilaell ¢ & <c o]l ¢
B c®ley 0 B 2wt Pee)

(4.5)

@]
[~
n
o
v

sl+3r0/4

w
IA

» sz-Brm/A

On a donc démontré le résultat (optimal) suivant
Théoréme(4.1) (sur 1'apph‘cat1‘bn ¢ ~ e définie par les équations (1.8))
Supposons vérifiées les hypothéses (3.7), 3.7)! et (3.7)" sur .

Alors, 1l'application ¢ - Lke, ol L0 = Id, L1 = grad et _L2 =4,

est continue de

S,,8 ’ . 8,8
g 2@E 2on) dans B O C®sLZ@)
ol
l .
o z 8y + Z(Zk—l)ro y r, >0,
(4.6)
1 A
s, < sy Z-(Zk-l)r°° , r, > o . 0
51252 1/2
I1 est clair que si 8, =0, H ®;H (3Q)) coincide avec l'espace
s .
H 2GR;HI/Z(aﬂ)) classique. Donc, plus s, est grand, plus ¢ est

réguliére. De méme, plus s est grand, plus e est réguliére.

Pour k=0, la valeur maximale que s_ peut preﬁdre est r(s2+ré°/4).
Autrement dit, quand || croit, quand w -+ x, comme w ® ' la régularité
de e augmente en rw/4 par rapport 3 celle de ¢. Ce comportement

de ) 3 1'infini-a donc un effet régularisant sur e. D'autre part, on

-

voit que, au fur et @ mesure que k augmente, la régularité de Lke

-

diminue, ce qui est tout 3 fait naturel.

D'autre part, le paramétre S caractérise la ré&gularité de

w~> ||ew]] i 1l'origine.
H1/2
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4.2. Etude de la dépendance de la solution des équations (1.8) par
rapport au paramétre ) .

Supposons que e, est la solution de (1.8) avec ) = Aqs pour
: 8()pS
o = a,b.. Il est clair que si e, est un Elément de H Ocr maGR;V?LZ(Q)),
. - 50,8
alors la différence (ea—eb) appartient 3 l'espace H 0 mGR;LZ(Q)),

ol 1'on a pris

max{ s

v

0a’S0b!

b

IA

)

min{s
[0 o] 00,

a* Seb
Comme dans le paragraphe précédent, on va &crire

2
I ea~ebl| 5075 < G] + 62 + 63
H

et on va majorer les Si & 1'aide des inégalités (3.16), (3.17) et

de la proposition(4.l.

Alors

2s —-S .+§ 2r -r, -r

€
ops2c [ w Cawd 0 Ty 03142y O3 way
. |

1

2 2
,. ||>\a(w)-)\b(w)||Lm [E @) ][] dw .

Supposons maintenant que Toa 2 Tope alors on peut écrire, tenant

compte du fait que 89 2 Sgp 2 Sg,
2(s~8n, ) 2r '
o, <ce 0 PLsup {w 2 @y @ 2 0] e, |2
oo . S s
w|=<e L 0b
H
2(s,-s5.,) 2r
<ce 0 0P [ sup {w. Oa.lhg(w)—lb(w)llzw}].l[¢I|23 .
w|<e L 1°72

H

;S
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(remarquons qu'on ne peut pas prendre S5 < Sgp .

De méme

@
A

e [ sup |[A @) =A, (@] 12 1.
’ L

2
o}
e<wsM I l| s1’82

H

et finalement

(o] s - ' .
2,7 g 2 . 2
CIE [ (1+w%) ||)\a(m)—>\b(w)|| - ]|-Eb(w)|| dw ;
M L
si 1'on suppose maintenant que Tg = Toop» OO Peut écrire, en tenant
compte du fait que s < Soopy S Scog *
: 5 "To 2
0, <c . [sup (1+w") 2 ||A_(@-A () []°.] -
3 a b ®
w=M L
5 -8
2, ® "®p 2
and) " el
1’72

H

Un résultat similaire s'obtient pour k=1 et k=2. On a ainsi

obtenu le

Théoréme(4.2 )(sur la dépendance de 1'application X » e par rapport
au paramétre A)

Supposons vérifiées les hypothé&ses du ‘théordme 4.1. Soit ey 1'unique

: : - 800 Sxg, : _
solution de (1.8) dans H @R;V) avec A = Aa’ pour o = a,b, et

S1°8 1/2

¢ dans H ' Z@sH/7®).

Posons, pour k=0,1,2
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v
0l

1
So o = max {s1 + Z{Zk-l)roa}

(4.7) a=a,b (voir (4.6))
- . 1 .
S, S S, = min {52 - Z{Zk—l)rmu}
a=a,b
Alors la différence Lkea - Lkeb s Lk czmm: au théordme (4.1)
s
appartient 3 1'espace H 0 coCIR;LZ(Q)).

+ . . .
En plus, pour € et M e R donnés, il existe une constante c¢ > 0

indépendante de ¢, telle que

s S

(4.8) heea = Lesyll 4 o o
, B @®sLE@)

(sg=sp) max{rg ,roy
£ {w

}
c . { .Tu Illa(w)‘lb(w)ll:w}*
L

+ su A @ =2 )] _ +
e< wfsM @ b L

, 2)1/2(500-500)
1+M .

+

-max{r__,r .}

2, MR T 0g 2 Toay
sup {(1+0%) [[x =2, || L}
|w 2M a L
c el s s . | . O

gl 2GR;H1/2(BQ)).

Supposons que 1l'on prenne une excitation ¢ de plus en plus réguliére,
c'est-d-dire que 1'on prenne s, de plus en plus grand. Alors 5.,

reste fixé tandis que s, augmente de plus en plus et donc
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s /2G5

(1+M°)

dévient de plus en plus petite. Autrement dit, plus ¢ est réguliére,

plus 1'influence de A(w), pour w »gyande, sur la solution de (1.8)

est négligeable.

De méme, supposons que l'on prenne s de plus en plus petit.

Alors s, reste fixé tandis que EO diminue avec s, et

(86-50)
e .

devient de plus en plus petit. Autrementudit,’plus Sy est petit plus 1'influ-_

fggcé de A(®) pour.® dans un voisinage de 1'origime, sur la-sélution de (1.8)

‘ést ﬁégligeéble.

On finit ce paragraphe en réécrivant l'inégaiité (4.8), d'une fagon
plus simple

IILk(ea-eb)“ 828, 9 : s
H R;L7(R))

- (sn=8,) - —s_t+8
scl sup [ @AW, +0e€ ° “wom =)
' €S|stM L , ,
ol s, 2 Eo et s_ 2 s, §0 et Em_ donnés par_(4f7).
V. EXEMPLES
Réécrivons les équations (1.8) :
(1.8) -Ae + K* e =0 dans {0 XR

e =¢ . sur o) X R
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oli 1'on a pris

5.1) K=F'lQ.

5.1. L'équation de 1a chaleur
Posons K(x,t) = V-l(x) Gm(t). L'équation (1.8) devient alors :
d,e -~ yAe=0 dans QxR

e =¢ _éur .BQXR.

Si Ve L?(Q) et v d >0 v lx) 2 Vg X PP dans {, on obtient

donc 1l'équation de la chaleur.
Par (5.1)
= vl :
Alx,w) =W "X) 1w

la condition d'existence et unicité de la solution des équations (1.3),
(2.6)' est vérifiée pour w_# 0. "Si @ est un ouvert borné, la condi-
tion (2.6) est vérifiée pour w € R. X vérifie aussi les conditions
(3.6). ' |

Quand « -~ o0, X(x,w) vérifie les conditions (3.7), (3.7)' et (3.7)"

avec ‘rO =0 et r_ =1. Le théordme 4.1 affirme donc que 1'application
¢ - Lk e
oll LO =1d , Ll = grad , L2 = A, va de

5:,8 ' i 8458, .
B 2@ /200)  dams B O “@il@)
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802 Sl
Asas sy - JOK-1)  k=0,1,2 .

5.2. L'équation de la chaleur perturbée
Si maintenant on prend K(x,t) = v-l(x) {6'(t)-k(t)}, on obtient
une perturbation de'l'équation:de ia chaleur (on prend V .comme dans
5.1, a savoir,
3, e-VAes= fm k(t-s)e(s)ds dans N xR
e=¢ sur- 9N xR..
Par (5.1), on a :

Aew) = V@) . {iw - Fkw)} .

a) Prenons k(t) = H(t), H &tant la fonction de Heavyside. Avec ce

choix, on a :

[ k(t-s)e(s)ds = [ e(s)ds ¥ teR
et, de plus
Aow = v e L e - e v L 1w aw?)

dans ce cas, A vérifie les hypothéses (3.7), (3.7)' et (3.7)" avec
T, = 1 et T _=1. Le théoréme (4.1)'affirme done que l'application
¢~ Lke va de

S128; S0°

soo
g UV 2@ u20a) dans B O C@;Li@)

ol :
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1\

1
+ z(Zk"'l)

1 k=0,1,2 .
- Z{Zk—l)

<
Sm_Sz

L'introduction de cette perturbation ne change en rien donc la
régularité de la solution; en effet, s, .est exactement le méme. Par
contre, elle modifie le nombre sy en 1'améliorant de 1/4 pour k=0

et en le déteriorant de 1/4 pour k=1, et de 3/4 pour k=2.

b) Prenons maintenant k(t) = t ¥t>0, k(t) =0 ¥ t < 0. Alors,

. t

fm k(t-s)e(s)ds = f (t-s)e(s)ds ¥telR

) —c0
et

AE,w) =V (X) {iw + ——} =V ( ){—ﬁ-lﬂw2 - (14w )3/2

b .
w l+m2 3/2

Donc, A vérifie (3.7), (3.7)' et (3.7)" avec r, = 2 et g =1.
On aura cette fois-ci

59 2 5, * 7(2k-1)

1 k=0,1,2 .
Sm < 1 - Z(Zk—l)

Encore une fois, on voit que cette perturbation ne change pas la
régularité de la solution, mais modifie le nombre s, en 1'améliorant
de 1/2 (le double que dans le cas précédent) pour k=0, et en le

déteriorant de 1/2 pour k=1, et de 3/2 pour k=2.

c) Dans a) et b), on a pris des perturbations causales, c'est-i-dire
telles que k(t) = 0 si t < 0 qui ont comme point commun de ne pas

-~

appartenir 3 1'espace LIOR). Elles introduisent donc une trés forte

mémoire dans le systéme : dans a), toutes les valeurs de e dans le
passé ont un méme poids; par contre, dans b) ce sont les plus anciennes

valeurs qui prennent un poids de plus en plus considérable.
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On a vu que l'introduction de cette mémoire forte ne change en rien
les propriétés de régularité de la solution, mais a une trés forte

influence sur le nombre g

. Maintenant, on va considérer des mé@moires faibles.

Prenons d'abord k(t) = 6t (t) (mémoire vraiment faible!). Alors

fm k(t-s)e(s)ds = g(t-to) (f >0 !)

—00

0

et
A(x,w) =\’-l(x).{im - exp(—iwto)}

=v 7 ) {cos(wtp) + iwt sinuty)))

_ iw-exp(-iwt,)
Y o S 1/2 } (142172

(1+0?)
Supposons que A mn e Z : ty = m/2 + nm ; ceci empéche A(x,.) de
s'annuler. Alors ) vérifie (3.7), (3.7)' et (3.7)" avec x, = 0 et

0
‘r, =1 et donc on obtient 1es mémes nombresv s, et s, gque Eogr

- 1'équation de la chaleur non perturbée.

d) Prenons maintenant une_mémoire un peu plus forte : k ¢ LIGR)

(k toujours causale). Etant donné que

HFel| o < |lkl] ;| <@
L ®R L :(R)

on a

1

Ax,w) =V (x) . {iw - Fk(w)}

=.v—l(x) .{iw fZFT(g)} .'(l+m2)l/2

(1+w™)
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Si, pour simplifier le résultat, l'on suppose que Fk(0) # 0, A vérifie
donc les hypothéses (3.7), (3.7)' et (3.7)" avec T, =0 et r =1,

Encore une fois, on obtient les mémes nombres 8, et s, que pour

1'équation de la chaleur non perturbée.

e) Pour finir, on va prendre une mémoire légdrement plus forte que la
. N L1 . ~ .
précédente : k = 9k oli k ¢ L (R). Ceci est le cas des &quations

de Maxwell avec polarisation !! On a Fk(w) = iw.Fk(w) et donc

A

lre@ll ,  <ollgll, .
L L"®)

Par conséquent,

1

AG,w) =V (x) . {iw-iwFk}
=v-l (x) . iw . {l—Fg(w)} (comparer avec 5.1)
(I-Fk(w)) .iw
V7@ et anh2
(1+w")

I1 est facile de voir qu'on est exactement dans le méme cas que l'exemple

5.1 : on obtient les mémes nombres 8ps8, 4que pour 1'&quation de la

chaleur non perturbée.

5.3. L'équation des ondes

Si 1'on pose K(x,t) =v~! (x)$"(t), V comme dans 5.1, 1'équation

(1.8) devient

{ R _
{Btte-\i~Ae—0 dans §2 X R

e =¢ A‘ sur 90 x R
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c'est-i-dire elle devient 1'équation des ondes.

Dans ce cas, on a :

Ax,w) = -Vul(x) w?

" la condition d'existence et d'unicité de la solution de (1.3).

(2.6)' est satisfaite pour # 0. Si § est borné, c'est alors (2.6)
qui est vérifide pour w € R. Comme dans 5.1, les conditions (3.6)
sont aussi vérifides et, quand o + <, A vérifie (3.7), 3.7)'

et (3.7)" avec rO =0 et ¥ =2, Ona donc

\%

51

{ . 7
1 -
s, €5, - z(2k=1)  k=0,1,2 .

A

VI. QUELQUES COMMENTAIRES ET CONCLUSION

On a donc &tudié par une approche directe en Fourier, les solutions
de 1'8quation (1.8), dont un cas particulier sont les équations de.

Maxwell 1D et 2D.

L'avantage de cette approche est que maintenant on travaille sur un
probléme stationnaire, elliptique dans le cas traité ici!, qui est
toujours plus facile i aborder. En plus, il est possible avec cette
méthode d'obtenir avec plus de facilité des résultats optimaux de
régularité (ce que 1'on a fait avec l'aide de la théorie des pertufbations
singuligres). Et finalement, cette approche permet de reporter sur la
solution du probléme d'évolution les propriétés de la solution du-

probléme stationnaire d'une fagon trés sinmple.
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Dans un prochain travail, on envisage de traiter les &quations de

Maxwell 3D, avec différentes sortes de conditions aux bords, avec la

méthode que l'on a utilisée ici.
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