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ETUDE DE LA VERSION "TEMPS REEL"™ D'UN ALGORITHME

DE BIN-PACKING ASYMPTOTIQUEMENT OPTIMAL
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Domaine de Voluceau - Rocquencourt
BP 105
78153 LE CHESNAY CEDEX
FRANCE

ABSTRACT

\

This paper is concerned with the "on line" version of a bin packing'algorithm
suggeéted by Knodel, Karp et al. A detailed analysis of the characteristic
variable of this algorithm is prb?ided, i.e., the number of remaining items
whose size exceeds 1/2 when n items have been processed according to this
algorithm, We use a stochastic framework, the size of each item is a random

variable with density 2p1 (x)+2q1 (x).

[o,1s2] [1/2,1]

RESUME

Nous nous intéressons 3 la version "temps réel" d'un algorithme de bin
packing prbposé et étudié par Knodel, Karp et al. Nous étudions en détail le
comportement asymptotique du nombre de pidces de taille 2 1/2 qui restent i
fanger quand n pidces ont été traitées suivant cet algorithme. Nous
travaillons sur un moddle probabiliste, la taille des pidces est avec
probabilité q [resp p] une variable uniformément distribuée sur [0,1/2] (resp
sur [1/2,1]) avec p+q=1, ce qui permet pour péq une dissymétrie en x=1/2 pour
la distribution de la taille des piédces.
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Etude de la veréion "temps réel" d.un algorithme de bin;packing

asymptotiquement optimal

INTRODUCTION

Le probléme général des mod2les de bin-packing est le suivant : on
dispose de boites de taille 1 dans 1esduelles on veut ranger n piéces de
tailles respectivés a1,..;, an € [0,1t] et cela de fagon optimale, i.e,
trouver r € N. aussi petit que possible tel qu'on ait -uné partition
Lyseessl, de fa,,.00,a ) vérifiant [¥ 1€ {1,...,r}, ] x s 11

x€Li

La détermination diun algorithme réalisant une utilisation optimale de
1'espace de stockage (les boites) est un probl2me NP complet (voir [1] 2
ce sujet). Cette difficulté est contournée par 1'utilisation d'algorithmes
simples é.décrire, s' approchant d' assez "pras" du rangement optimal quand
le nombre de pidces crolt. Ce domaine est depuis longtemps 1'objet de
recherches intensives (voir [2] et [3] pour wune description des
algorithmes généralement utilisés), la plupart des résultats obtenus ayant
pour cadre le "worst-case behaviour" : Si Ne(n) [resp. NA(n) désigne 1le

nombre de boites nécessaires pour ranger n pidces de tailles, a ....,aﬁ de

1
fagon optimale [resp. en utilisant un algorithme AJ]. On &tudie les valeurs

de (ai) pour lesquelles 1l'utilisation de A est la plus défavorable, i.e.

N (n)
A
la quantité timsup [ Sup _ ——- 1. Pour la plupart des
n a1,...ane [0,1] Ne(n) .
, N, (n)
algorithmes simples, des estimées précises du rapport _______sont connues
(ef. [3]). ' Ne(n)

Récemment une partie des recherches s'est orientde vers 1'&tude
probabiliste de ces algorithmes ("average case") : la taille des pidces a
un comportement statistiqie connu, on suppose que Bgeecerdy sont des
variables aléatoires de méme loi, le probldme revient & &tudier la loi de
NA(n) (en particulier la moyenne E(NA(n)) de NA(n)) pour un algorithme A

donné. Les résultats dans ce sens concernent principalement le cas ol les
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pidces suivent une distribution uniforme sur . un intervalle de {0,1] (voir
34 ce sujet les travaux de Coffman, Hofri, Karp.AKarmakarlét al, [2] pour
la bibliographie). '

Dans cet article, nous é&tudions. la variante "temps réel" d'un
algorithme simple proposé et étudié par [5] (voir aussi [U4]). Par "temps
réel” on entend la propriété qu'a un algorithme de ne pas remettre en
cause le placement des pidces déja insérdes lors de l'adjonction d' une

pidce supplémentaire.

Description de 1'algorithme de [4]

L'algorithme de [5] se décrit de la fagon suivante (en utilisant le’

formalisme de [4]) : Pour n pidces de tailles respectives a{.;.an et
i S 1/2 et le signe +
au point 1;a1 si a, > 1/2. Si un - précdde un + sur [0,1/2], les deux

pidces représentées par ces + et - peuvent donc étre rangées dans une méme

1e {i,;,n}, on attribue le signe - au point a; si a

bofte. On obtient ainsi une répartition de + et - sur 1'intervalle
[0,1/2], on cherche le premier + A droite de O qu'on associe au premier -
sur sa gauche, s'il en existe sinon on attribue & ce + une boite pour lui
seul, L'opéraﬁion est effectude en éliminant au fur et 3 mesure les + et -

utilisés jusqu'a ce qu'il n'y ait plus aucun + sur [0,1/2].

LN
- - + +

0 + - 1/2

[5] suppose que les pidces éont des variables aléatoires4un1formes sﬁr
[0,1]. Pour cet algorithme, il n'y a pas plus de deux pidces par boiié [cé
qui en premiédre approximation ne semble pas trop restrictif, la taille
moyenne des pidces é&tant 1/2]. La variable impértante de ce moddle sera
donc le nombre de + qui n'ont pu &tre associés 3 un'? (les - qui restent
-eux, peuvent &tre associés deux 3 deux),
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(5] montre que 'ce nombre est de 1'ordre de vn quand n pidces ont &té
rangées, ainsi le nombre de boltes utilisées par cet algorithme sera _;_ +

€+1/2) pour tout € > 0), Il est facile de montrer que par

@, (avec a, « o(n
. un rangement optimal le nombre de boites nécessaihe est au moins de
1'ordre de n/2, ce qui justifie la dénomination "agymptotiquement optimal®

de cet algorithme.
La variante "temps réel” de cet algorithme se définit comme suit :

si An est 1'ensemble des + de [0,1/2] qui n'ont pu &tre associés A un -
quand {a1,4,an} a été traité,

. Am.1 = Ah U {1-an+1} si a1 2 1/2

. A - A - {t,(a

i+ n 1(8peg?t sioa o <172 et t,(a ,,) est le fer + 2
droite de an+1
- i t [
. An+1 An si an+1 < 1/2 et s8'il n'y a pas de + gntpe an+1 et 1/2.

La taille des piéces est une variable aléatoire de densité d (x) =
2q.1 [0 1/2](:() + 2p.i [1/2, 1](x) avec p+q = 1, Une pidce donnée aura ainsi
’
la probabilité p d'étre un +, pour peq ce sont les hypothéses de [4].

Résultats

Nous é4tudions dans ce qui suit le compoftement asymptotique du cardinal
de A avec des piéces ayant la densité dp, plus pré01sément si pour
0<5a s b s 172, |A [a,b] | désigne le nombre de + de 1'intervalle
[a,b] qui restent quand n pidces ont &té& traitdes (les pidces de taille
comprise entre 1-b et 1-a qui n'ont pu &tre rangées avec une autre pidce).

1Y Si p 2 g, nous montrans.] {a,b]| » + » presque sfirement pour a < b

n + 4+
IA (a,b] |

et que 0 converge en moyenne vers 2(p—q)(b-a).
n
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2) 81 0 < p < q le phénoméhe est plus intéressant : .pour 0 < a< b 5 1/2
le nombre moyen de + dans [a,bl, -E[| An[a.b] ] ] tend vers alog(b/a) ol a
est une constante finie 2 P/q-p* $1 n+r: désigne le numéro de la premidre
pidce qui peut &tre associée avec une pidce de taille x 2 1/2 de-numéro n,

alors la moyenne E(<") 2

.+ 1. Au voisinage de 0, le comportement
X n++e P(1-X) '

est un peu surprenant, malgré la condition p <.gq, |An[0,b] i ;’:: presque
sirement, les pidces de taille voisine de 1 s'accumulent et cela avec un
taux de. convergence au moins de 1'ordre de l»log(nv). Nous montrons .au
passage une propriété8 de régularité de ces + gui 8' accumulent, cela nous
permet de montrer que la taille rhoyenrie de 1'espace de stockage -non
utilisé par ces + est a(154e’1)& Dans ce cas la version "texhps réel" -de
1! algorlthme. différe notablement de la version initiale, puisque pour
qélle;ci en utilisant [4] 11 est facile de montrer que, pour des pi&ces
de densité d | A,[0,1/2]1 ) converge en loi vers une loi géométrique de
paramétre p/q, et ainsi E( |An'[0,1/2] ) » L . ces résultats sont .

démontrés en utilisant n++eo Q7P

les propriétés de symétrie et de monotonie de cet algorithme,

I - Le moddle mathématique

Nous supposerons qu'une pidce arrive toutes les unités de temps, avec
probabilité p c'est un +, [resp q un -], les + et - sont uniformément
distfibués sur [0,1/2], en normalisant nous prendrons 1'intervalle [0,1].
A t=0 le modele se décrit comme une répartition de + sur [0,1], i.e. une
mesure N, 4 valeurs entidres portée par des points. A tel un nouveau point

0

de signe x1 est en L1 ol L1 est une variable uniformément distribude sur

[0,1] et X, est telle que P[X=+Jep., Si X, = + la répartition compte un

nouveau point en .Li sinon )A(1 - - et ce ~ détruit le ler + A sa droite
(s'il y en a sinon. le - disparait)., Ce mouvement se traduit donc par
1' 8quation '

N, =N +1. - . & =1, - S

1 0 (X,=+} "L, {(Xy==sNy[L, , 1140} "t (L, ,N))



avec
. Ga : masse de dirac en a
. No[a,b] : nombre de + entre a et b

.t (x,N) - inf{y/No]x.yJ# 0} en convenant inf{@} = 1.

Si (Ln)néZ/ et (xn)néfl sont des suites de variables aléatoires i.i.d.

indépendantes, L1 uniformément distribuée sur [0,1] et X. de loi ps, + qd_.

0
En utilisant (¥) on obtient une suite de mesures ponctuelles (Nn)n
représentant la répartition des + 2 t=n. Nous nous intéressons dans la suite

au comportement asymptotique des Nn.

Toufes les variables aléatoires seront définies sur un espace de
probabilité (Q,A,P), 8 sera la translation de @ + Q telle que (Ln,xn)n(e(w))

= (L .,X
n+1" n+1
en prenant par exemple pour (Q,A,P) 1'espace naturel de la suite (Ln,xn)n.

)(w). Nous supposerons que 6 est ergodique, ce qui est loisible

Enfin E(.) désignera 1'espérance relativement A la probabilité P,

II = Existence d'un &tat asymptotique

Si M et N sont des mesures ponctuelles sur [0,1] nous poserons, pour
w€Q
6 =1

{x1-+} L1 {x

T(N) = N + 1 - )
1-'.N[L1.1]#0} t1(L1.N)

et N << M si pour tout a,b € [0,1] N[a,b] s M[a,b].

Lemme 1 (Propriété de monotonie du mouvement)

Si M et N sont deux mesures ponctuelles sur [0,1] telles que M << N alors
T(M) << T(N)

o Si x1 = +, c'est clair. Sinon X1 - -, alors comme M << N, t1(L1,M)'est un
point de N et L1 s t1(L1,N) S t1(L1,M). Ainsi quand t1(D1,N) et t1(L1,M)
disparaissent‘reépectivement des mesures M et N la relation << est conservée,

n]
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Dériniésbns la suite de mesures ponctuelles aldatoires sur [0,1] par

No et N, wmnau(M1 6. iy N TL 115010 .
0 {X } 1 {x«“' ’Nn[L1c1]"0}_t1(L1oNn)

Comme N1 >>'NOED. par récurrence avec le lemme 1, on obtient Nn < N

- La suite (Nn)n est croissante pour la relation <<.

n+1°

Définissohs Nelim + N_ par N[a,b] = 1im + N [a,b] et hg
n n

Sup{s/Nn[s 1[#0} avec sup{G}eO. La suite N dtant croissante, pour x e [0,1]
1a suite (t ) [resp (t (x.N )) ] est croissante, [resp. décroissante].

Soit t =1imtt”
D ™n

- .u " . *
b et_t1(x) lém*t1(x,Nn). D'aprés 1'égalitéd (¥)

) N (8(w)) = N _(@)¥1,, 48 =1, == - _.n &

en laissant n » +=, on obtient
8

. -1 .
{X1=*} L, {X1= oL

(#)  N(o(w)) = N(w)+] 8
1<§D} t1(L1)
Remarque : La mesure N peut 8tre @&ventuellement infinie sur certains

intervalles de [0,1].

III ~Cas p<q, psroO

Proposition 2

La mesure -aléatoire N est P.p.é; ponctuelle de Radon sur 10,1], i.e,

lim + N [a,b] € NI P,p.s. pour 0 <. a S b < 1.
enm—— 149
n

o Soit a € ]0,1], la propriété de croissance de Nn et la relation

Mg (20130000 = N [a,13(w)e1

o
(X =+, L 22} (X, ==,t, (LN )2a)

' 1
‘nous assurent que 1'ehsemble A_={w/lim + N [a, 1] = +=} est invariant par la
translation 6. Par ergodiclté de 6 on en dédult donc que- P(A )=0 ou 1. Posons

a sSup{a/P(A y=1}.

0 et N[a,q] s +ow PoP.S.

a, est donc P.p.s. un point d'accumulation de N si ag > 0.

Alors N[a.J]-%gmm Nn[a.1] < += P.p.s. pour a > a
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en intégﬁant. par invariance de 6 pour P et par croissance de Nn

o s E[N_,;[0,a)]-N [0,a j] - bad -q P[bt(L1,Nn)$ao]

n+1
Ainsi o
Pay 2 q P[t1(L1,Nn) S ay, L < ao]
Comme ao est un point d'accumulation de N P.p.S., pour x < ao, t1(x,Nn)
nj+wt1(x N)Sa on obtient done
Pa, 2 aa,
ajnsi ag = 0, N est une mesure de Radon sur J0,1] a

Remarque : La proposition précédente -s' étend au cas ol la variable L1 est

quelconque, seule 1'indépendance de X1 ét L, est importante.

1

Proposition 3  (unicité de 1'état stationnaire)

a) Si t (x) = Sup{s<x/N[s,x[# 0} pour x>0 (t (x) est le dernier point de

N avant x alors E[t (x)] = PX
q

-

b)Y N est 1'unique mesure ponctuelle aléatoire 3 valeurs entidres de Radon

surlo,1] vérifiant

(%%) Nfe(m)) = N(“)*1{x;+}5L’1{xs4,N[L,1]#0}6t1(L.N)

o a) La relation (**) pour 0<y<xs1 nous donne

NEY.x](e(w))-N[yzx](ﬁ) - 1{x1-+,L1€[y,xJ} - 1{x-~,tD(y)SL1$tD(X)}

en intégrant
0= p(x-y)-qP[t (y) s L, Sty (x)]

- faisant y-+0 on obtient,E[tD(X)] - PX
q

b) Soit M une mesure ponctuelle de Radon sur JO,1] vérifiant (¥*¥), comme

0<<M; par monotonie de T, N1<<Ma Par récurrence N <<M ainsi N<<M, de cette
relation nous déduisons pour x € JO, 1]. t (x)st (x, M) or d' apreés a) (puisque
seule la relation (**) a été utilisée pour montrer a)) E[tD(x)] - P

. . . q
E[tD(x,M)]. Ainsi P.p.s. tD(x)-tD(x,M) pour tout x € [0,1]NQ@ . Donc P.p.s.

N=M,
[w]
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Comportement de N en O

La proposition suivante utilise une caractéristique importante de ce
modéle : le mouvement des + de [0,x] se fait sans tenir compte des + de

Ix,1].

Proposition 4 (Propriété d' homogénéité)

Si x € Jo, 1], (N[ xy,x1)

yE[0,17-2 méme loi que (NEY.‘])HAEO 13

o Considérons le méme mod2le mais avec la suite (xL X )neZ’ notons N 1la
mesure ponctuelle sur J0,x] asgociée a cette suite, la multiplication par x
n' affectant pas 1' _or"dre des points, pour y € J0,1] ﬁ[xy,x] = N[y,I'].v D' autre
part la mesure ponctuelle N restreinte a [0,x] vérifie 1'équation (**) pour

la suite (L 1{L Sx}'x ) oh en déduit d' aprés 1'unicité de la solution de

(#%) (proposition,3)
que N, rgstreint_é;[o x]lgi ﬁ ainsi

(N[xy,x1) (N[y 1)

6[0 1] yelo,1] * o

La proposition 4 va nous permettré de montrer le‘corollaire suivant, un peu
surprenant : malgré 1'inégalité p[X1$+] < .p[X1$?] une infinité de +

s' accumulent en O :
Corollaire 5

a) 0 est un point d'accumulation de N

b) st (t ) sont les points de N numérotés dahs 1' ordre déeroissant,

N = 2 ——l 7t ) est un processus ponctuel statlonnaire sur B » l.e, toute
'd"nz‘ og @ t /
translation T N avec x20. de N a méme loi que N.

o a) D'aprés la démonstration de la proposit1on 2, on a P[N[oO, 1]-+w} = 0 ou
1. Si N[0,1] € +« P.p.s., d'apr2s la proposition u pour y € Jo,1[, N[y ,y ]

‘a méme loi que N[y,1]. Comme N[0,1] < +=, N[y ,y ] 0 P.p.s., donc

>
n->+owo

"N[y,1] = 0 pour tout y € ]JO,1[ ce qui est impossible puisque p > O, on en
déduit donc N[0,1] = += P.p.s., O est un point d' accumulation de N.

b) La stationnarité de N découle immédiatement de la proposition 4': 1le
translaté de log{1/x) de N : log(1/x)
est un processus ponctuel stationnaire surl!.

N a méme loi que N pour x € [0,1], N

Remargue Un calcul fastidieux en considérant le 1er point de N nous.

montrerait que N ne saurait &tre un processus de Poisson.
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Proposition 6 (Un taux de convergence de E[N [0,1]] vers +=)

E{Nnto,ll] 2 _%_log(n) + p/q (Y-14£i2§£%12l121) + e(n)

e

ol Y est la constante d'Euler et l%m e(n) = 0

o Si k<n, X =+, ce + figurera & ten dans la répartition de + si tous les r
qui arrivent aprés t=1 sont & un point d'abscisse > Lk.-Ainsi

n .
N [0u1] P { i - ( P,
n {xk +,Lk<Int‘{L1/X1 -,k<1sn}}

kw0
‘ - n _ n o
un-E[Nn[0,1]] 2p ) PIL<Inf{L,}]=p ] | dxP[x<Inf{L }]
k=0 k<isn,X == 00 k<isn,X ==
n 1 n 1 - K
u 2p} f PLInfL 2x]Jdx = p } I(p*q(1~x)) dx. Donc
n ka0 0 i ka1 0
0<isk
xi-.—
n 1;pk ‘ n pk
u 2 /¢ = p/q(H_=1)=p/
. k§1p Q" P a(H -1)=p/q % —

ol Hn est la série harmonique, un résultat classique sur celle-ci nous donne

la relation voulue, o

Proposition 7

lim E[Nn[a,b]]aE[N[a.b]éalog(b/a) pour 0<a<bs!1 ol a est une constante telle

n++® !

que P S a € +m,
ap

o D'aprés le corollaire 5.b), N est une. mesure ponctuelle stationnaire en
particulier ECNCx,y]] = aly-x) ol a € R, o est 1'.intensité du processus

ponctuel stationnaire N, on en déduit par définition de N, E[N[a,b]] =
alog(b/a). ‘

a2 P
1-2p

Cons;dérons le méme mouvement sur le tore T, (que nous identifierons 2

: : 1
(0,11) : les + et - arrivent uniformément sur T,s un - détruit le ler + & sa

droite (sur le tore), s'il y a au moins un + sur T,, de la méme fagon que

1
précédemment il existe un unique processus NT ponctuel stationnaire sur T1

tel que
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u (6(w)) « NT (w) + 1 }5L -1

. X ;;.NT[0,1[30}6ti(L1.NT)

{x'l ud 1

en particulier

N [0.1](e(u))»4,(Nth.1J(m)+1{x o ix ;;})*._(;vec a*;uax(;fb))»

En identifiant la 101 des deux membres de 1'expression précédente. on en
déduit que N [0 1] suit- une loi géométrique de paramdtre p/q, on en déduit
que NT est d' intensité E[N'[0,1]] «

. *29 .
Par récurrence. il est clair que NT<<N pour tout nel ainsi NT<<N, en
particulier N [x 1]sN(x,1], en intégrant E[N [x,1}]$a log(1/x), soit

X P . Faisant x » 1 on obtient q 2
log(1/x) 1~2p o 1-2p

as

Notonéﬂtx la durée de vie d'un + résidant en x; i.60
: - . . K, .
T " inf {k ? o/ xk .-, t1(Lk. Noe ) 2 x, Pk S x}
Corollaire 8
A |

E - .-
‘(rx) | =

o Si on(x,m) désigne 1le nombre de + présents 2 te0 et 2 ten dans
l'ihtervalle [x,1], 11 est clair que ¢n(x.m) + 0 P.p.s. et Qn(x.m)SN[x,l](m)

- n o
N[X.‘}OOn - ¢n(xow) + z 1 . lk
1 {X =+, 1 00 2n-k, L 2x}

K Lk Kk

en intégrant
. . R A ‘
-alog(x) = E[¢ (x,0)] + § pf Pl 2 n-kldu
1 x
faisant n + + o, par convergence dominSe on obtient

: 1
4qlog(x) =-p i-(1+8(tu))du

et donc E[1t. ] =«_2% -1, o
x DX
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IV=Cas p 2 g

Dans ce qui suit nous supposerons - ([0,1]x[0.i])Z et P est la mesure
de Lebesque produit. Pour well v ). € Q, nous poserons Ly () = &0, v, (w)=v,
et e(m)-(2n§1,vnf1)¢

(o )Sp}) . est. une suite de variables

De cette fagon pour péto 1,0, K
k

aléatolres de Bernoulli de paramétre Pe
Défrinissons 1la suite (Ng) de mesures ponctuelles aléatoires par

|+ S
. NO =0

P - :
o CIPEL L (w)s Ty sp} 5. {v >p,NPLL, 1140}, (1, ,NP)
11 est clair que pour p € [0, 1] fixé, (Np) a méme loi que (N ) construit en
I1I, L'avantage de considérer les (Np) n,p définis sur le méme espace de
probabilité, réside dans le lemme suivant :
Lemme 9 ‘

‘nt*
S10S$pspst, NP

o St Tp est 1'opérateur 5ur‘ies mesures ponctuelles défini pab’

T {N)=N+1
p

[v1$p}6L {v >p,NLL,1340}° t, (L, ,N)

1’

le lemme 9 découlé de la relation Tp(N)<<Tp,(N). o

La proposition suivante est intuitive : pour p2q les + remplissent tous les
intervalles de [0,1] :

Proposition 10

Sip2q,0sa¥<bs1alors 11m 1_§ ta.b]-+w P.p.s.

o Si p'<1/2, d'aprds le lemme 8, Np[a bl s Np[a b], ainsi Nfa b] s lim +

Np[a bl. Il suffit de montrer 1lim N [a b]-+m n
p*+1/2

Notons tp(x)-t (x, NP ). comme p - NP est croissante. il en va de méme
pour p -+ tD(X). D'aprés la proposition 3, E[tp(x)] - x faisant p' +1/2

1'9
6?20 E[t D (X)]-X. comme t' D Sx on en déduit que P. p.S. pour x & ]9, 1] € Q,
(x)=x, soit 1lim p'
D ’ N[ab]-+mP. .
p'a1/2 Pe.s



r>

..13...

Nous terminons ce paragraphe par une loi des :grahds nombres : les +

remplissent uniformément 1'intervalle [0,1] avec 1'intensité p-q

Proposition 11 (Loi des grands nombres)

Si f : [0,1] » Rest continue & droite bornée

L ' 1 '
Np(f) T e > (p-a) [ f(u)du
n X, Np{x}¢0 N+ 0 ,

1

S 1 ;p : ‘L1'
en particulier __ N '[a,b] (p—g)(b“a)
: n —

. noto

o En itérant 1'équation (*) de II on a

L -k
ND(E) = 1 _« f(Lo0
k=0 {v1oe sp}

)

- z 1 | . £t (L08 ™%, NPos ™))

- k=0 {v 06 k>p L1oe k<t (1, Npoe )} ! k

La loi cléssique des grands nombres nous donne

n - _ L ]
— 1 1 —k f(L1oe k)—1 i f(L1oe k) 1 >(p—q)f f(u)du
N k=0 {v1oe sp} {v1oe >pl o 0 ’
I1 suffit de montrer que
. n _ : L
s = SN f(L1oe k)—1 o L £t (1007, NP0p™6)) 3 5 0
n g {L.oo "<t _(1,NP0p %)} mre
1 p k
en intégrant, par indépendance de I..1oe“k et NE,
- ; 1 ' -
EL[a |1 s— ] E[]feo- o -k, Tt (x,Np00 ) | Jax
n k=0 0 {x<tD(1,Nkoe )}

d'aprés la proposition précédente t (x, Np) > X P.p.s., le théor2me de

K>+
convergence. dominée et 1la contlnulté a droite de f nous permettent de

‘conclure. O
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