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ANALYSE NUMERIQUE D'UNE METHODE DE RESOLUTION DE PROBLEMES
DE CON1ACT UNILATERAL EN ELASTICITE ET SON IMPLEMENTATIuA
' DANS MODULEF. :

Juan M. VIANO REY

Departamento de Ecuaciones Funcionales. Facultad de Matematicas.
Universidad de Santiago de Compostela. Espagne.

R ésumé: Dans ce travail on présente et analyse une méthode numérique
pour la résolution de problémes de contact unilateral sans frottement
en élasticité. Le contact avec un solide rigide ( Probléme de Signori-
ni ) et le contact avec un solide &lastique sont traitées sous la mé - -
me formulation mathématique en utilisant les principes variationnels.
on intboduit un algorithme itératif pour la résolution des problémes
approchées en utilisant: les é&léments finis.On presente\aussi des ex-—
périences numériques,l'implementation et les pormes d'utilisation de
cette méthode dans le cadre de la Bibliothéque MODULEF. '

Abstract: In this paper we consider a numerical method for solving the
contact problems without friction in elasticity. The contact with a
rigid and elastic frictionless foundation are put into a same mathema-
tical formulation by using the variational principles and monotone ope=
rator theory. A iteratif algorithm is introduced for solving the appro-
ximate problems via finite elements. Also, we show numerical experien-
ces and implementation of this method in MODULEF's Library.

Les expériences numériques de ce travail ont ete’ realisées pendant une visite
4 1'l.N.R.1.A.-Rocquencourt 78153 Le Chesnay Cédex.(France) dans le cadre
de I'Action Integrée I.N.R.I.A. - Departamento de Ecuaciones Funcionales
de Santiago de Compostela de 1'année 1984.
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" PARTIE 1
PRESENTATION ET ANALYSE DE LA METHODE DE RESOLUTION

o«



1.- INTRODUCTION

N

Dans ce travail nous envisageons l'analyse
numérique des problémes de contac£ unilateral sans.
frottement qui ont lieu en &lasticité&. On utilise une
approximation par é&léments finis pour analyser le com-
portement des solidés &lastiques dont une partie de la
frontidre est susceptible de "se mettre en contact (aprés de
formation) avec un autre solide, soit rigide (probléme
de Signorini), soit aussi élastiqﬁe (matérial deAWinkler;

Westergaérd).

Ces problémes sont de nature non linéaire
inherente, puisque la partie de la frontiére en contact
avec l'autre solide est inconnue "a priori". Par consé-
quent, on.doit imposer des conditions de contact unilé
téral qgui font intervenir contraintes et déplacemehts
inconnus sur la sﬁrface susceptible de contact. Ce type
de problémes est consideré& avec beaucoup de détails
dans DUVAUT-LIONS |18|, KIKUCHI-ODEN |26|, ODEN-PIRES
|32|. L'existence, 1l'unicité et la régularité de la so-

lution ont &té considérées d'abord par DUVAUT-LIONS |18|]

et BREZIS |8

Pour une version simplifiée du probléme de

Signorini on trouve dans GLOWINSKI |21| et BREZZI-HAGER-
RAVIART |12|'le traitement numérique en utilisant la mé&
thode des éléments finis. Le probléme approché,_est équi
valent & la minimisation d'une fonctionnelle non dériva-

ble. Pour la résolution on peut utiliser donc, les



idées et méthodes de l'optimisation classique qui essaient
d'éviter la non-derivabilité& de la fonctionnnele. Ainsi,
GLOWINSKI [21] probose les méthodes d'Uzawa et de rela-
xatioh. Pour le probleme de Signorini classique, et en
adoptant /les mémes approximations par &léments finis,

on &tudie dans ODEN-KIM |31| . les méthodes de penalisa-
tion intérieure|,et,dans ODEN-KIKUCHI |30|les méthodes de
pénalisatignex&&mmne pour la formulation primale et -

duale,

Les mémes principes variationnels peu-
vent &tre appliqués au probldme de contact avec une fon-~
dation élastique. Dans ce cas la fonctionnelle & minimi-
ser est dérivable. Il s'agit donc de résoudre 1°'éEqua-

tion d'Euler associée.

Méme gue, comme nous l'aﬁons déja remarqué,
la nature de la réponse de l'obstacle, fait gue les pro
blémes non lindaires correspondants Sont tout & fait
différents. Dans ce travail on introduit une formula-
tion mathématique (en termes d'opérateurs monotones)
qui permet de traiter ces deux problems - dans un méme
cadre. Cette formulation permet d'appliquer l'algorithmé
de BERMUDEZ-MORENO |4|, introduit pour la résoiu‘g.ion

d'inéquations variationnelles abstraites.

De cette fagon on dispose d'un algorithme
commun. pour les deux problémes et, d'autre part , on
met en &vidence une forte relation entre les deux -

problémes de contact. Pour la ‘Mmise en oeuvre de 1l'algorithme!



itératif que néus présentons, il fauﬁ, essentielement
résoudre un probléme d'élasticit& linéaire & chaque.
itération, la matrice de rigidité étant toujdurs,lafmé-
me. De plus, cet algorithme comporte unimultiplicateur qui,
dans la pratique, permet d'approcher la pression normal
a {lé surface de contact. Il nous semble qﬁe ces deux
propriétés sont intéresantes comparaées aux mé- | _f

i
thodes mentionges plus haut.

2.- POSITION DES PROBLEMES

On considére un corps élastique linéaire

N

qui occupe une ré&gion { dans R (N= 2,3) avec intérieur

Ii

2. On suppose que la frontiere I de @ est composée de
trois parties disjointes FD; TF' eﬁ FC et on note par
n= (ni) le vecteur normal unitaire et e#térieur a 2. On
suppose qﬁe les déplacements sont imposé&s sur FD (par

simplicité on considére Iy fixée) et qu'une densité

g= (gi) de forces surfaciques est donnée sur T'_.Soit f=(fi) la

F
densité des forces volumiques dans 2.

Par ailleurs, on suppose que le mouvement
des points de FC est restreint par la présence d'un
solide S de sorte que, avant l'application des forces,
la distance d'un point xeFC a4 S, dans la direction de
n(x) est connue et notée s{x). On sﬁppose gue le
contact, quand il produit, est sans frottement. On

va distinguer maintenant le deux types de réponse du

matériau qui compose S.



2.1.~ Solide parfaitement rigide

Dans ce cas la structure Q.:et le solide S
ne peuvent s'interpénétrer. De plus le contact. est uni-
latéral de sorte que l;action de S sur Q ne peut étre
qu'une pousée. On va noter pas us= (ui) le champ de dé-
placements de . @ et par c:(oij) le tenseur de contrain-

tes. Il est bien connu. que le probléme précédent, connu

comme probléme de Signorini, correspond au systeme

d'équations suivant (cf. DUVAUT-LIONS |18|, ODEN-PIRES

[32]):

(2.1) ajcij(u)+fi= o, dans @ ,
(2.2) u, = 0 sur FD ’
(2.3) Oijnj= g5 sur FF ’
(2f4) u = u; n<s, onSO}

(2.5) o_(u_-s)= 0, | sur To
(2.6) Oy o, 1sisN, | |

oll les notations classiques suivantes sont utilisées:

(2.7) o_= cn(u)= oij(u)njni,

Opy= cti(u)= cij(u)nj—cn(u)ni.

\

Puisqu'on a supposé que  est de comperte-



ment &lastique linéaire on a:

Oj5(W=a . p1€ky v )
(2.8) 1<i, 3,k ,EeN.

2, ;= 3, 0. +3,U

k1l k"'1"717k '’

2.2.- Solide de Winkler-Westergaard

Dans ce cas, la resistance de S & la pénétra-
tion se produit dans la direction normale & 2 et elle est
proportionnelle & cette pé&nétration. Ce type de matériau
est représenté& par une densité de ressorts de :igidité k,“
normaux 3 la frontiére du solide 9,3 une distance s
avant déformation. Les dé&formations gont indépendantes
les unes des autres: si l'on appuie en un point, seul
ce point subira un déplaéement. Dans ce cas les solides
2 et S peuvent s'interpéné&trer de sorte que un>5'est po-
sible. Le prdbléme aux limites gui prend en campte cette si-

tuation est le suivant (cf. FREMOND [20]):

(2.9) ajcij(u)+fi= 0, dans Q
(2.10) u, = 0 sur FD
(2.11) Gijnj= 95 sur PF
L unSS => on(u)= 0
(2.12) - :
-un>s => cn(u)= —k(un—s),.(k>0) sur Fc
(2.13) Ops= 0

Pour la suite, il serait intéressant de noter (2.12) par



(2.14) Un(u)= -Gk(un) ' sur FC '

ol pour une fonction ¢ definie sur FC on pose

(2.15) G, (#)= 3 (¢=5)"= 1 max{0, ¢-s)
(2.16) A= 1/k.

Signalons qua = pré&sent on travail le active-
ment sur les problémes analogues avec frottement (la
- condition O, 4= 0 est remplacée). La loi classique de
Coulomb et des néuvelles lois non locales sont envisagées
par exemple dans DUVAUT |17|, ODEN-PIRES |32], caMpos--

ODEN-KIKUCHI |13], MARTINS-ODEN- | 28| et COCU [16].

3.~ FORMULATION VARIATIONNELLE.

On va supposer les hypothéses suivantes sur
les forces appliquées et sur les coefficients d'élastici-
té du materiau dans Q et sur la fonction de distance &

1l'obstacle:

2 2 2
(3.1) fieL (Q), gieL (FF), selL (rC)
(3.2) a, ., ,€L" () max |l a0l oM
ijkl S 1<i,4,k, 16N ijkl . 0
(3.3) B340 ajikl= aijlk P.pP. dansjﬂ
(3.4) aijklgklgij%agijgij p.p. dans R,

2
VE=(£, )= (B0, (0>0).



On suppose aussi, par simplicité, que:

(3.5) 'mes(rﬁ)>q, mes(rc)>0.
Soit V l'espace de Hilbert

(3.6) V= {v= (v ,vy,...,ve[E (@] v= 0 sur 1.},

muni de la norme hilbertienne usuelle dans [§1(Q)]N.

On pose:

(3.7) afu,v)= [ j(v)dx:

o a;4x16%1 (Wey

=Jg oij(q)eij(v)dx ’ vu,vev,

fividx+J ' gividy ’ wvev.

T'p

(3.8) L{v)= J
Q

D'aprés (3.1)-(3.4), a(.,-) est une forme bilin&aire
continue sur V et V-elliptique (cf. DUVAUT-LIONS |8]) et

L(.) une forme linéaire continue.

3.1.- Cas rigide

La condition (2.4) impose 1l'ensemble de

déplacements admissibles suivant: E
(3.9) K= {veV: v_= v.n,6<s p.p. sur Pé}.

K est convexe, fermé et non vide dans V. Alors, le pro-
bléme (2.1)-(2.6) est équivalent & l'inéquation varia-

tionnelle suivante (cf. DUVAUT-LIONS |[18]):



uek
(3.10)

a(u,v-u)2L(v-u), ¥vek.
L'existence et 1'unicit& de solution de (3.10) est. consé
quence des propriét€s de la forme bilinéaire a(.,-.)
notées plus haut (cf. p. ex. GLOWINSKI |21|). Puisque
a(-,+) est symétrique la solution u de (3.10) est aussi

solution du probléme de minimization avec contraintes:

(3.11) J(u)= min J(v),
vekK

ol J est la fonctionnelle de l'énergie potentiele du

probléme:
(3.12) J(v) = -;- a(v,v)-L{v), WwveV.

Dans la suite, on utilisera 1'inéquation variationnelle

suivante, tomjours équivalente 3 (3.10):

uev

(3.13) v _
a(u,v-u)+IK(V)-IK(u)2L(v—u), ¥vev,

ol IK:'V+(—wy+é] est la fonction indicatrice du convexe K.

Notons que (3.10) est, encore, équivalente a:

(3.14) Y(u)= min Y(v), P(v)= % a(u,v)-L(v)%IK(v).
vev '

Remarque 3.1.- Le probléme précédent est &nalogue sous

beaucoup d'aspects, au probléme de Signorini simplifié,

étudié, par exemple, dans GLOWINSKI |21| et BREZIS |[8]"



uek= {veHl(Q): v3g p.p. sur = 3Q}
(3.15) '

Vu.V(v-u)dx+J u(v-u)dxz[ f(v-u), Wvek.

2 § 9]

3.2.- Cas élastique.

On déduit tré&s facilement avec la technique
habituelle (formule de Green) gue le probléme de éontact
Elastique (2.9)-(2.14) est  formellement équivalent au

probléme variationnel elliptigue non-linéaire suivant:

[ ueVv
(3.16)

a(u,v)+(GA(un),Vn)= L(v),. ®¥veVv,

ol (.,-) désigne le produit scalaire dans LZ(FC). Dans la

suite on considdre la restriction de G, a LZ(PC) et on la
*

note aussi par G, . Soit B : V+L2(FC) 1l'opérateur lin&aire

continu défini par

%*
(3.17) B v= vV ’ YveV

nlrc

et B: LZ(FC)*V' l'opérateur dual, c'est 3 dire,

.

(3.18) <Bqg,v>= (g,B V)= j qvndy, quLz(FC), ¥veV,
r ' _

C

ol on note par <-,-> la dualité vv'.

Alors, le probléme (3.16) prend la forme

ueV
(3.19) .
a(u,v)+<¢k(u),v>= L(v), W¥veV
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ol
*

(3.20). ¢,= BG,B

Des problémes gé&néraux . du type (3.19) sont étudiés dans
'LIONS |27|, ' GLOWINSKI |21|. Ici, il est |
important, pour la suite, de reliér (3.16) a un
probléme de minimisation. Pour ceci, on note par U
l’énsemble convexe, fermé et non vide de LZ(FC)

suivant:

(3.21) U= {qeLz(Fc): gss p.p. sur FC}.

Soit PU: Lz(rc)+U l'opérateur de projection orthogonale

sur U. Il est &vident que:
(3.22) GA= —;\- (I—PU) , JI: opérateur identité.

D'autre part, 1'opérateur ‘% (I—PU) est l'approximatiqn

-Yosida de l'opé&rateur maximal monotone BIU (sous-diffé.-

rentiel de IU) (cf. BREZIS [9)). Par conséquent, on a
(3.23) G,= (I

oll (IU)A est la fonction A-regularisée de IU:

SR T 2 2
(3.24) (Iy), (@)= 53 Il q-PUquO,PC , ¥gel (TC).
Si 1'on poseeA J: V-IR, la fonctionnelle d'énergie:

(3.25) I (v) = a(v,v)—L(v)%(IU)x(B*v)=

[ O N Y

'a(v,v)—L(v)+ X l[Vn-PU Vn”o,nc
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de {(3.23) on déduit que (3.20) n'est autre que l'€quation

d'Euler du probléme de minisation suivant:

(3.26) J(u)= min J(v).
veV

La fonction (IU)A est convexe et puisque af(-,.) est
V-elliptique on a:

(i) J est strictement conveke,

(ii)  lim - J(V)= + ,

vl . e
1

ce qui donne l'existence et l'unicité de la solution de .

(3.20) (cf. EKELAND-TEMAM |19]).

Remarque 3.2.-I1 est convenable de rappeler gque la solu-

tion du probléme variationnel

uev
(3.27) ,
a(u,v-u)+j(v)-j(u)2L{v-u) , ¥WveV

ol
. ) -k
(3.2§) i= (IU)A’B

est aussi la solution de (3.26). (cf. GLOWINSKI |21]).
- La forme (3.27) du probléme de contact avec solide €las-

tique sera = utilisé&e plus loin.

Remarque 3.3.- Etant donné . que:




-12~

(3.29) L= I B' '
par comparaison de (3.13) et (3.27)-(3.28), on peut exhiber
la ~ rélation entre les deux problémes de contact.

4.- APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS.

Nous avons, donc, & résoudre les deux in&-
quations variationnelles (3.10) et (3.27). Pour 1l'appro-
ximation via él&ments finis on. va suivre les techniques
classiques de GLOWINSKI-LIONS-TREMOLIERES |23| et GLO-

" WINSKI l21|. En ce qui concerne le probldme de Signori-
ni, l'approximation décfite plus bas a été utilisée

par ODEN-KIM [31|, ODEN-KIKUCHI |30] et HASLINGER |24

Pour le probléme de Signorini simplifié (3.15) une
8tude trés détaillée est faite dans GLOWINSKI |21|. Les
résultéts plus importants.- seront généraiisés a ce pro
bléme. Pour le probléme de contact avec solide élasti-
que, apré&s description dg 1l'approximation, on va mon-
trer un résultat de convergence et d'estimation d'erreur
et aussi l'effet de i'intégration numérique utilisée
en pratique.

-On considére, d'abord, 1'approximation

par €léments finis de type Lagrange de degré k (k31).

Cependant, les résultats de convergence et d'estimation

d'erreur ne sont valables gue pour k= 1.

On suppose, alors, que 2 est un ouvert po-

lyédrique borné deZRN (N= 2,3). Soit T;, une trianqula-
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tion type él&ments finis- de {I compos&é de N-simplexes de
type (k) et compatible avec la d&composition de .. - | _
T=To urpu Fn. Comme d'habitude h designe le diam&tre du plus
grand des &léments de Ty Soit 2§ l'ensemble des noeuds

de Th et

(4.1) y§= z§r1rc )

La décomposition h induit sur PC une décomposition Bh
compos&e de (N-1)-simplexes(faces des N-simplexes.de 1, Sur
' TC). Pour chague Ceeh nous notons nC= (ng) le vecteur

(constant) normal unitaire a C et vers l'extérieur de & .

PourfqeLz(I‘C) et ACI‘C, on va noter qA la

restriction q|AeL2 (a) .

Puisque Q est polyé&drigue, on aura:
M
U

C

(4.2) T .= i

A, A.#A, pour i#j
i3
i=1
oll chaque Ai est contenu dans un hyperplan de IRN. Par
conséguent si Pe:Ai Aj, i£j, la fonction de distance
s n'est pas définie en P. Cependant, si on suppose

que l'obstacle S est tel que la fonction s vérifie .

A, .
(4.3) s leCO(Ai), i= 1,2,...,M

A, A. : :
‘alors s T(P) et s J(pP) sont d&finis et désignent

respectivément, les distances de P & l'obstacle dans

la direction de la normale d Ai et Aj.
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Alors pour mieux prendre en compte les con-
ditions aux limites (2.4) et (2.12) il faut faire interve-
nir ces deux distances au point P, C'est l'idée de. .

base pour approcher les convexes K et U,

L'espace V sera approché par Vﬁ, (k>1)

défini par:

(4.4) V= {v el @]V vthe[Pk(T)]N , wrer, ,

v,= 0 sur PD}

ol pk(T) denote l'espace de polyndmes sur T de degré
sk & N variables. Les approximations suivantes de

l'espace Lz(rc) seront également. utilisées:

k 2 C )
(4.5) Ep= {qheL (FC). q,€P, (C), VCeeh} ' (321)

ol P, (C) désine, maintenant les polynémes & (N-1) varia--

bles de degré k.

On notera au passage que

| k
(4.6) thlrceEh’ Vvh€V§.

Le convexe K de déplacements admissibles pour la problé-

me de Signorini est . approché par

k_ . c_.cC Jk
(4.7) K= {vhevﬁ. v (PInfesC (), weevfnc,

VCeGh}', (k=1)



L'ensemble Kﬁ est conﬁexe, fermé et non vide dans Vi.

Remarque 4.1.- Si on suppose que sccP1(CY, VCeBh (ce qui

dépend de la forme de l'obstacle) alors on a la caracté-

4
: . . 1
risation suivante pour Kh:

(4.8) K, = {VhCV : Vpp$S Pp. sur FC},

c'est i dire K;CK (approximation interne). Ceci a lieu,
'par example, si s=0 (obstacle et solide sont en contact
‘avant déformation) ce qui est trés courant dans la pra-

- tigue.

Remarque 4.2.- La définitién (4.7) pour Kﬁ impos@ sur

chaque point Pey]lz autant de. contraintes que de faces. de

‘eh contienant - . P. D'ailleurs, elle fait qu'en prati-
que, on doit choisir le maillage en fonction de la for-
me de 1l'obstacle, sur tout en ce qui concerne . la si-

tuation des noeuds sur FC.’

4.1.- Probléme de Signorini: Approximation, convergence

et estimation de l'erreur.

Le probléme de Signorini (3.10) est appro-

ché par le suivant (avec k1):

-k __k

uheKh

X, )
1h

X X K, X
a(uh,vh-uh}zL(vh-uh), VvheKh.
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Le probléme (P?h) a une solution unique et,
puisque a(-,-) est  gsymétrique, (P$h) est éguivalent au

probléme de programmatioh quadratique

. 1
1h) min [ 5 a(vh,vh)—L(vh)}.
VheKh

Les mémes schémas d'approximation pour le

probléme de Signorini simplifié& (3.15) sont &tudiés. en

détail dans GLOWINSKI |[21|. Les estimations d'erreur pour
le méme probléme sont obtenues par BREZZI-HAGER-RAVIART

|12]. Les démonstrations peuvent s'adapter, sauf petites
k

1h)
(cf. HASLINGER |24]| pour le cas s=0). On obtient, donc:

modifications, au probléme (3.10) et 1l'approche (P

THEOREME 4.1.- (GLOWINSKI [21). Si (t,), . est une

famille réguliere de triangulations (cf. CIARLET .|14]),

alors:
(4.9)  lim uwf=u dans [E'@]IY, (&= 1,2

h-+0

k

1h) k= 1,2),

ol u et uﬁ sont-les solutions de (3.10) et (p

respectivement.

 THEOREME 4.2.~ BREZZI -HAGER-RAVIART [12|, HASLINGER |24]).

On_suppose que

A

(4.10) s teylr

°°(Ai) ,  i= 1,2,...,M
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et que les données du problé&me de Signorini sont suffi-

samment réquliéres de sorte que la solution u de (3.10)

vérifie:

1,
i
i= 1,2,...,M

2 o
{4.11 H ()N K, L (T.), :
{ ) ueH™ () on(u)lré: ( C) un|A

(4.12) Il existe un nombre fini de points oll u, -8 change

de signe..

Alors, pour la solution u; de (P}h) on a:

(4.13)  [lu-upll 4 o= o).

4.2 .- Probléme de contact avec solide élastique: appro-

ximation, convergence et estimation de l'erreur.

On suit ici les idées d'approximation d'une
‘inéquation variationnelle du type (3.27) développées
dans GLOWINSKI |21]. D'abord, il serait naturel

d'approcher (3.27) par

k
ﬁhevi

k k, . N k
a(ﬁh, vh—ﬁh)+j(vh)-j(ﬁh?zL(vh-ﬁh), Vvhevﬁ.
Des arguments analogues 3 cewx de la section 3.2 nous.
permettent d'affirmer 1'existence et l'unicité de solu-

tion de (ngh) et l'équivalence avec
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k N T o ys 2 :
("an), mvmk {E 3V V) =L v+ oyl V=P Vin I o,rC] ’
Yh®Vh '
et
k
A ﬁhevﬁ
K
_("2h5

. a(ﬁﬁ)vh)¥(Gl(ﬁ§nf,vhn)= L(vh), Vvhevt.

- On va montrer dans la suife un théoré&me de convergence et
d'estimation de l'erreur || u—ﬁ§|l1,ﬂ . Pour la conver-
gence on utilise. un résultat général de GLOWINSKI |21,
Ch. 1|. Pour 1l'estimation de l'erreur on utilise . des
techniques classiques adaptées & ce cas particulier.

THEOREME 4.3.-~ On supposelque (Tt est une famille

n) h>0
réguliére de triangulations. Alors,

(4.14)  lim0f=u dans [@' (@]Y,
h0 :

ol u et ﬁﬁ sont les solutions de (3.16) et (ngh),

respectivement.

D'ailleurs, si les données du probléme

continu (3.16) sont suffisamment réqulidres de sorte que -

(4.15)  uweEB**V(@)nv, (k1)

alors,



(4.16) Jlu-ak)l = o).
1,8 e

14

Démonstration. En suivant

GLOWINSKI |21, ch. 1| pour montrer (4.14), il suffit de

montrer l'existence de MV et rh: M+V§ vérifiant

(4.17) M= v , lim ryv= v dans V, WveM.
h->0

(ﬂSoit
(4.18)  m= [c@Inv

Pour la densit& de M dans V on peut. voir NECAS |29]|. On

définit
rh: M+V§
par:
x chk ¥veM )
h h’
- {(4.19)

(rhv) ()= v(P), VPeZ}; .

Il est bien connu (cf. CIARLET |14|) que sous l'hypothé&-
se de régularité de la famille (Th)h>0 on a:

k+1

' k
(4.20) i r, v -iv Il 1,0%¢ h™ || v]] K+1,q ¢ VVeH nv,

avec ¢, constant indépendant de h et v. Ceci donne

(4.17) .
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ii) Pour montrer (4.16) on note, d'abord,

que en sommant (ngh); et (3.16) on obtient:

k - k |
(4.21)  alu-fy, w)+(G, ()=, (B5),w )= 0, W evE.

D'autre part, pour tout vhevﬁ, en utilisant (4.21), on

trouveﬁj

k k k | k k
a(u—ﬁh, u-ﬁh)= a(u—ﬁh, u-vh)+(GA(un)—Gx(ﬁhn)’ﬁhn-vhn)z
; a(u-ﬁk) u-i, ) + (G, (u_) -G, (v, _) ﬁk =v, )+ (G, (v, )=
- h’’ h At n A'hn’’ “hn 'hn A "hn

k

k
'Gk(ﬁhn) ’ ﬁhn-vhn) :

La monotonie de l'opérateur Gl-approximation Yosida de

BIU— donne:

k k k
a(u-ﬁh, u-ﬁh)Sa(u—ﬁh, u'vh)+(Gk(un)-GA(vhn)’-ﬁhn'vhn)'

Vvhevﬁ .

D'autre part, compte tenu. que G, est

A
Lipschitzienne de constante 1/} (cf. BREZIS |9|) et de la

continuité et de la V-ellipticit® de a(.,.),on dé&duit:
+

k, 2 M k
(4.22) Ilu-ﬁhH 1,955 I} u--iihllhQIIu—-vhH,‘,Q

1 X
* g |un“’hnlo,rc'ﬁhn“"hn|o,rcS

M k
s a ” u-ﬁhn 1'9” u-vhll 1’9""
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S ok _ |
“+ 33 v, th|o,rc!“n ﬁhnlo,rc ‘a ' n hn|o,rC ,

<

pour tout vhevi .

De la continuité& de l'application

1 N 2
ve|H' (@) | — v €L {PC)
on obtient
k k 2 .
(4.23) Il ufﬁh|l 1’QSC1.” u'ﬁh“ 1,9“ u"'Vh“ 1’Q+C2” u-VhH-‘ 0
Vvhe h’
d'ol
A k ‘
(4.24)  Jlu-gfll | gscllu=vyll, o VVheV§ X

En prenant V= Tt v de (4.24) découle (4.16) .

5.~ L'EFFET DE L'INTEGRATION NUMERIQUE.

Du point de vue du calcul, en gé&néral,

(ﬂk
“72h

des intégrales qu'on ne peut pas calculer exactement.

) ne peut pas étre utilis& directement, en raison .

Par conséquent, ("gh) doit étre modifié en utilisant

une procé&dure d'intégration numérique. En pratique, on

doit approcher a(-,-), L(.) et j(.). Puisque l'approche

de a(-,-) et L(.) est étudié dans CIARLET |14, Chap. 3|,
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&

ici nous allons travailler avec a(-,-) et L(.), mais on -

approche j(.). L'idée consiste & utiliser une formule

d'intégration sur chaque Ceeh, avec les noeuds comme

points d'intégration, i.e:

(5.1) f‘ say o r uwSo(p)
¢ pevk P
eYhn C

Nous consideérons des formules exactes pour les polynémes

de degrée <k qui vérifient

(5.2) w§>o , vpeyﬁrlc

Dans-la suite, on décrit la procé&dure gén§~

rale. Les cas k= 1 avec la formule

(5.3) j ody mgﬁigl £ ¢(p) (N= 2,3)
¢ Peyﬁf]C

est étudié plus en detail & la fin du paragraphe.

En supposant, donc, une forqple du type
(5.1)_vérifiant (5.2) on approche j(.) par ji(.) donné
par: | '
| Lk A - C 2
(5.4)  Gptv)=35 T 1 wple, (v ) (@],

Cedy p‘ey}g nc

v ek,

L'espace Eﬁ défini dans (4.5) est.muni du produit scalaire:
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. . 5 C
h Peyhf1C
k
r, /% €,
‘et la norme assocife sera . ..notée par -1 pe
. ) o 14

Pour chaque Ceeh , soit

C 0
Tens © (C) — Pk(c)
l'opérateur d'interpolation aux noeuds de #En C. Soit

k

"hk: E — Eh

.1'opérateur tel que

- (5.6) [T (@1 = 75, @) ¥geE.

L'&galité suivante est, donc, é&vidente:

.k A 2
(5.7) Jh(Vh)= 3 H th[G)‘ (th)} Ho’h

Soit P : k

Uk E, — Uy 1'opérategr de‘projec-
o , ~h B -
tion orthogonale sur Uﬁ avec la norme ||'|b p- Soit
. . r
kh _ 1
(5.8) Gy =3 [I-P ]

de sorte que G&h est 1'approximation Yosida de oI Xk
U
h
kh
(G~ = (BIUk)A)'
h
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Le lemme suivant est tré&s facile & obtenir. On rappelle

que (I ,), est la fonction A-régularisée de (I

U k)

h | : “n
(cf, BREZIS |9 |): '

LEMME 5.1.- On vérifie:

(5.9) GA = th GA= (BI k)k
U
h
.k *
(5.10)  3p= (I ), B" .
Un

Les considérations notées plus haut justi-
fient la définition du probléme approché suivant,modifi-
cation de (ﬂgh) avec inté&gration numériqﬁe:

K
Ehevﬁ

) ¥
2h k
a(uh,V )+]h(vh) Jh(uh)>L(vh—uh)l vv

(p

hcvi‘
Des arguments analogues a ceux de la section (3.2), avec
le lemme 5.1, montrent que le problé&me (Plzch)1 a une -

solution unique qui coincide avec celle des problémes

suivants:
(2% ) mm[ a(vy ,vi)-L(v,)+ o= || v, P . v |P f
2n'2 ) h’'h 't 2x hn™ k “hnll0o,h
v U ,
h€ h h
k
Yh€Vh
(P2h)

a(uﬁ.vh)+(G uk ),vhn 0,h" L(vh), VVheV§ .
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La convergence des approximations du type
(Plzch)1 des inéquationsVvariaiionnelles est étudiée en
détail dans GLOWINSKI |21] et GLOWINSKI—LIONS-TREMOLIERES
|23]. Le théor@me de convergence abstrait de,GLOWINSKI
|21] est;utilisél dans la suite pour montrer.la conver—
gence d;ns le cas k= 1. Il semble plus difficile d'obte-
nir Ieseﬁxmnations d'erreur ]Iu—-u?J].hQ et nous ne consi-
dérons pas ce probléme ici.Pour cela cn peut  consulter

CIARLET-SCHULTZ-VARGA |15] et GLOWINSKI |22].

THEOREME 5.1.- On suppose (Th)h>0 famille réguliére et

By 1,e
s ew’ (Ai)l i= 1’2f¢o-'Mo Alors:

(5.11)  lim u;=’u dans {H1(Q)]N,
h-+0

1
h

tivement et j;_donné par (5.4) avec la formule (5.3).

, . . 1
ol u et u, sont les solutions de (3.16) et (P,) respec-

Demonstration: Pour montrer (5.11) il suffit de vérifier

les propristés: suivantes (cf. GLOWINSKI |21, Ch. I,

th. 6.2]):

(1) Il existe McV, et rh: M - V; tels
que M= Vv, lim r v= v dans V, WveM.

h—+0

(ii) Ssi vh+v. dans v-faible, alors,ﬁ

. . .1 .
lim inf j, (v }23(v),
h*o h'"h’



(iii) lim 30

o i, (r, v)= j(v), wveM.

verification de (i). Il suffit de choisir M et rh comme

dans (1.18)-(1.19).

Vérifidation de (ii). Pour cela on va utiliser 1les. . -

lemmes suivantes dont les démonstrations sont évidentes:

'LEMME 5.2.- Soit C un m-simplex de R® (m= 1,2). Soit>p

un polyndme de degré <1 & m variables tel que p30 sur C.

Alors p2 est une fonction convexe sur C.

" LEMME 5.3.- Dans les hypothé&ses du lemme précédent, si

on note n?(pz) le polyndme de degré <1 interpolant 3 p2

-aux sommets de C, alors,

(5.12) f p? ¢ | (%) .
C Jc

LEMME 5.4.~ Avec les notations des lemmes 5.2 et 5.3,

. soit p un polyndme de degré <1. Alors:

(5.13) n?(p+)2p+20 p.p. dans C.

LEMME 5.5.- On suppose s vérifiant {4.3). Avec la nota-

- tion (5.6) on a:

(5.14) lim w

(s)= s dans L (T.).
hsp 1B - C
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LEMME 5.6.- Soit.(pu) une suite dans Lz(ré) telle que

lim P,= P dans LZ(FC).'

oo

Alors, lim p:= p' dans LZ(TC).

P oo

A . 2
LEMME 5.7.~ Quelgue soit geL (FC) » tel que

=§CeCO(C), VCeeh; on a:

(5.15)  wpy [(@-s) "i= wp, [, (@18 (s))*].

. . 1
Soit, donc, une sulte.(vh)h v vhevh telle
lque
lim V= Vv faiblement dans V .

h~>0

Alors, on a (cf. NECAS |29]):

{5.16) lim thé v~ dans L2(F)~fort.
h~+0 ‘ '
Du lemme 5.7 on deduit, . quelque soit Ceeh

fet~Peygl1C:

ll(vhn_s) + ] 2 (P) = | [“-(1:1’1 [ (th—S) + ]] Z(P )= [ﬂ?h [ (vhn_'n'vg:hn(:s.;) ) +_] ]2(]?) =

S S [ TR SRS Py FE W
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On . note par pg le polyndme de degré <1 sur Ceby, défini

par:

Alors,

Cedy Pey. NC :
h
.1 mes(c) 5
2x Ce® N 1
h PeY'hﬂC',
C C,2 1 ' C C,2 1 C,2
o [P “](P) = = 2 J T e ) 5+ J (py) 2
1h h 23 Ceeh c tht'*h 2\ Ceeh c h

v

1 f o +2
57 I [(w, -7 (s))7]%=
2 Ceeh C hn "1h

1 +42
= i‘x‘ ” (th_ﬂ.‘]h(_S)) HOIPC ’

oll nous avons utilisé les lemmes 5.3 et 5.4, La pro-
pristes(ii) est, alors, conséquence de (5.16) et des

lemmes 5.5 et 5.6.

Vérification de (iii). Soit veM. De (4.20), avec k= 1,

on déduit

lim I, v= v dans V,
h+0

et, donc,
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.2
lim (r, v) = v dans L°(T).
h>0 h ' 'n n

D'autre part, il est é&vident que:
(rhv)n= n1h(vn) '

de sorte que:

1. y Wmes(C) 5

.1 | +12
i, (x, v) = [(r . (v )-s)T]“(P)=
h'"h 2X Ceeh N . peYQWTC 1h' ' 'n

1 f c | +, 2
7 L Jc "1h[("1h(vn"5)') ]

Ceeh

|
;8]

D'apré&s la régularité de s,_bn a (cf. STAMPACHIA |33/,

BREZIS |10.pp. 150-155}):

A, ,
v -s)*] Tew' @) i=1,2,...,M
On déduit sans difficulté que

<9

(T'y)

1,C!)

1. +1.
I rnl e T

avec § constant indépendant de h. Etant donné que
ﬂih[(vn_s)+] est un polynéme de degré <1 par morceaux,
on déduit que les dérivées d'ordre <2 de (7r1h[(vn..s)+])2

_sont bornées sur T indépendamment de h. Les estima-

c 14
tions d'erreur d'intégration pounr la formule trapézoida-

le (5.3) (cf. ISAACSON-KELLER |25, pp. 359| pour N=3)
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nous donnent:
¢ 12 2 5=
JC "1h[(“1h[(vn-s)+]) ]= Jc(wm[(vn-s)*]) +0 (h>7N)
Par conséquent,

i) = 35 Il [v_-s)*] ] g’rcw (0>

Puisque ‘-(vn—s)+ est continue sur chaque Ai, i= 1,2,...,M,

on a

. : ‘ 2,
lim = (v_-s)¥1= (v -s)* dans L°(T.)
h->0 1h[ n ] .'n C

ce qui montre (iii).

6.- RESOLUTION DES PROBLEMES APPROCHES.

On éuppose dans la suite k= 1,c'est & dire,

on se restreint au cas 4'éléments finis de degré <1. Il
s'agit, donc, de résoudre de fagon effective les probl&mes

1 1 . .1 *
(P1h) et (PZh)' Puisque ip= (IU1) B (cf. Lemme 5.1) et

h
*
I 1= I 1 B , ces problémes peuvent . .s'écrire de la --

fagon suivante ol nous avons supprim€ 1'indice k= 1.

uhth
()

h

* ’ * . .
a(uh,vh—uh)+IUh(B vh)-(IU ) (B uh)ZL(vh-uh), V%fwh'.



uhth

(P,,) a(uh,vh—uh)+(IUh)A(B*vh)—(IUh)A(B*uh)z

L ZL(Vh—uh) ’ Vvhth. .

Les méthodes classiqﬁes pour la ré&solution
des inéquations variationnelles de GLOWINSKI-LIONS-~
' TREMOLIERES |23|, GLOWINSKI |21| peuvent étre
appliquées (cf. ODEM~KIM |31|, ODEN-KIKUCHI |30| pour
P1hﬁ‘ Dans la suite on introduit un algorithme itératif
di 3 BERMUDEZ-MORENO |[4| qui‘  semble tr&s adapté a ce
type de probl&mes. Pour d'autres applications du.méﬁe

algorithme voir BERMUDEZ |1|, BERMUDEZ- DURANY |3],

BERMUDEZ-VIARO |5|, |6|, |7|, VIANO |34], 135 . Certaines
notions sur les op&rateurs maxiﬁaux monotones et calcul
sous~-differentiel seront utilisées D'ébord;uune pro-
priété essentielle .du . sous-differentiel (cf. EKELAND-
TEMAM |19|, BREZIS |9]|) donne 1'équivalence de (P,,)
avec
u oy,
(P,y)

. a | * . | . i
-VLeAuh+A[ (IUh B ) (u)] . :
ol AeL(V,V') est définie par

<Au,v> yy'= alu,v) ', Vu,vev
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et A: V » V' est 1'isomorphisme canonique.

Puisque_Uh est un ensemble d'intérieur non

vide on a (cf. EKELAND-TEMAM |19]):

* *
A[a(IUh B )(u)]= B[BIUh(B u )]

Il faut noter que la méme propieté est fausse pour le

probléme continu..Par conséquent, si l'on pose: -

Gh= SIU
h

le probléme (P1h) revient 3
u, evy

. ‘(P ) *
1h LeAuh+BGh(B uh).

-De fagon analogue, &tant donné que (IU )A est dérivable
h

- avec

ol G? , définie dans (5.8) est 1'approximation Yosida de

Gh, on déduit i'équivalence de (P2h) avec

| NN
(Pyp) b
: +B G.B u, .

L= Auy 2B Uy

En tout cas, les deux problémes rentrent dans la formula-

tion genérale:
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uhth

.
+BHB u

LCA?h h

. H: Eh — P(Eh) est un opérateur maximal monotone

' [ '
. BeL(Eh,Vh), AeL(Vh,Vh) et Lth .

Pour la résolution de (Ph) dans BERMUDEZ-

MORENO |4| on propose l'algorithme décrit dans la suite.

Soient w>0, u= %E et pef[0,1) paramétres
données. Soit Hﬁ l'approximation Yosida de 1'opérateur

H’= H-wI. La suite (u;)r>0 obtenue de la fagon indiquée

plus bas convergé dans Vh vers U, solution de (Ph):

On part de qgeEh, quelconque. En supposant

-q; et ug‘1 connus on calcule q;+1 et u;-.telles que:

r

(6.1) Aug

* r r
+wBB u, = L—th

r+d _ ol * r 1 r]
(6.2) | I = Hu[B up+ |

(6.3)  af*'= oal*t s(1-p)qf

I1 est facile de montrer la relation suivante, ol H1/w

-est l'approximation Yosida de H, de paramdtre 1/w:
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. Wy _
(6.4) Hu(x)- 2 H1/w(2x) 2wx , Verh.

Alors, en utilisant ™ (6.4) et les d&finitions
de A, B et L on peut n&xzife» (5.1)-(6.2) de la fagon sui-

- vante:

(6.5) a(ul_l;,vh)ﬂuj

r

r .
L vhn dy= Jgf.vh+
C .

- _
9 Vin dy , - ¥v, eV

+J g Vv dy;f
T h JT h™'h

F C

(6.6) qﬁ+5= 2 H1/w(2ugn+1/wqi)-2wu§n—q§ .

On retrouve,.donc, dans (6.5) un problé&me
d'élasticité linBaire dont la matrice)de figidité est in--
dépendante de r; le paramdtre w a une influence fondamen
tale dans cette matrice. D'autre part le second membre
du systé&me 3 chaque itération est une modification. trés

simple du second membre habituel en &lasticité.

En ce qui concerne (6.6) voicique 1l'on obtient

pour les deux problémes (Pih) i= 1,2,.:

(i) Probléme de Signorini (Pop)

h

Dans ce cas H= G = (BIU ). De (3;22) on a:
h
H1/w" G1/w’ w(I_PU )

h
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oll PU est l1l'opérateur de projection orthogonale avec

la norme || | . Donc, la mise & jour de q- revient &:
0,h h
rooonf + 18
Ph= “Yan* & 9 ¢
(6.7) )
r+ r r
q = w[ph-ZPUh(ph)].

(ii) Probléme de contact avec solide &lastique (PZh):

. . _ Sh_ _ 1
Puisqu'on a H= G)= (BIUh)A.avec A= ¢ on
trouve:
h h w
H = (G)) = G = —— (I-P_ )
1/w A1/ e 1 Aw+1 Uh
. _ w
Pour la deuxiéme égalité& voir p. ex. BREZIS
| 9 |. Donc, pour la mise & jour de qi il suffit de fai-
re:
( r r 1 rl
Pp= 2ty %n
{6.8)
r{ 1 ) : r r
g 2 = T [(1—Aw)ph-2PU (Ph)]
h ‘ 'h

Remarque 6.1: Du point de vue du calcul il est essentiel de

noter que (6.8) avec.A= 0 est réduit & (6.7). Etant
donné que le probléme (6.5) est le méme pour les deux
problémes,'ceci permet d'aborder les deux cas dans le

méme programme de calcul. b
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7.- REMARQUES SUR L'IMPLEMENTATION PRATIQUE.

Dans 1'&laboration du code de calcul (voir
plus loin 1l'utilisation . dans le cadre de la Bibliothé-:
que MODULEF-I.N.R.I.A.) on a suivi les idées gé&nérales

presentées dans la suite.

On note I, = {ai}i‘=1 l'ensemble des sommets
de la triangulation (composé& de N-simplex). On suppose

qgue eh est composé par NC faces de N-simplex.‘Pour cha-

. . N
que face Le£1,2,...,Nc} soit n, = (nij)j=1 le vecteur
normal unitaire et a. 1£j<N les sommets de la face
dans la renumérotation globale.
NXNC

On note par ng le vecteur défini par

C
v o i . .
(7.1) sN(i-1)+j' s (amij), js;sNC ' js;sN.
Ci
On rappelle que s (am ) est la distance 3 1'odbstaclerdu
ij
sommet a en suivant la direction de o, (normal a Ci).

ij _
En pratique, on connait le vecteur n,, les coordonnées
du point am' et 1'équation de l'obsfaéle.sous la forme
ij .
= 1 -
F(x1,x2,...,xN)- 0, de sorte que s (amij) est la solu
tion £ de l'é&quation:

(7.2) Fla +En.)= 0,
mij i

qui est approchée par une méthode de dichotomie.
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N NxI,

Pour tout v, eV, on .pose VeR le vecteur
‘de valeurs aux noeuds:
(7.3) ¥ .= v.(a,) 1<isL, 1<jsN
N e E VN(i_1)+j— Vj a.i .~.l\ r .\q\ -

Dans ce cas, la matrice de raideur du probléme (6.5) est

-de la forme:

A+wBBY

avec:

. A matrice de raideur usuelle en &lasticité

. B matrice creuse d'ordre (NXL)X(NXNC) dont les &lé&ments

non nules ' sont:

‘(7.5) (B]

= Dy o, 1<5,ksN, 1<isN
N'(mij-1 )+k, N(i-1)+3 » : :

D'autre part, tout &lément qheEh est déter-

‘miné de fagon unique par le vecteur adRNxNdeefini par:

N o i . L.
qN(i_1)+j—vq (amij), 1$}$N ’ JSJﬁN

{7..6)

Par conséguent, PU (qh) est dé€terminé par le vecteur.Pm(a);
~“h ' U
. NXN .
P, R c
U

‘sur l'ensemble convexe

— U est 1'opérateur de projection orthogonéle
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NxN¢ .

Ny n, Y- ’
(7.7) U= {zeR zjssj, 1535Nch}.

Aprds les remarques préc&dentes il ne faut pas insister
sur la facilité d'implémentation de l'algorithme (6.1)-
(6.3). |

8.~ EXPERIENCES NUMERIQUES.

1.-Dans un premier ﬁest on résout le probléme de Signo-

rini qui se pose . dans 1'indentation d'un bloc rectangu-
laire de mat&riau €lastique par un rouleau cylindrique,'

~dans_1'hypothése de déformations-planesv(cf. figure 1).

Le méme probléme est considéré dans ODEN-KIM |31]. on:

prend les donn&es suivantes:

Dimensions du bloc: 16x4
Module de Young: | E= 103
Coefficient de Poisson: v= 0.3

Rayon du cylindre: R= 8

On suppose le bloc posé sur un milieu rigide avec les
faces latérales libres. La face supérieur est la surface

susceptible de contact avec l'obstacle (le cylindre).

On profite de la symétrie du probléme et,
dans la moitié du domaine,on considére un maillage régu-

‘lier de 144 triangles avec 91 sommets (figure 2). Dans
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‘ce cas en sﬁpposant que le cylindre s'enfoque d'une

prdﬁxﬁkhr §, on a:

I = {x= (x1,4), 05x1$8}
(8.1)
s(x) = 8—6-(64-x$)%», wxel

Dans ce test on a pris 6= 0.6 et dans l'algorithme (6.1)-
(6.3) on a mis . toatjours p= 0.8. Le test d'arrét utilisé

est le suivant :

NxL
) ‘|ﬁ§+1-3§|
(8.2) er+1= i=1 _<10—3
NxL
o JuT
. 1
i=1

o, 3r~est le vecteur de valeurs aux noeuds de ui. Le ta-~.
bleau Emontre le nombre d'itérations en fonction du para—.
métre w. On observe que l'algorithme n'est pas tré&s sen-
sible aux variations de w, ce gui rest.intéressant du
point_dé vue utilisateur ?Dans la figure 3, on représeﬁo

te la maillage déformé, avec trace continue. Le déplace-

ment du matériau'vers les bords libres est &vident.

s |125/200|250|300|325|335|350|400{500]103|2.103[10%

E IFera 91871617171 7{(7]81|10]14 33

Table 1: Indentation avec rouleau cylindrique: nombre

d'itérations.
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2.- La deuxiéme expé&rience - . concerne . un problé-

me de ‘contact avec un milieu €lastique. On consid&re une

structure en béton comme celle de la figure 4. Les condi-
tions de construction imposent que l'appui du pilier
géuche soit fait‘sur le bord du support. On suppose un
comportement &lastique du bé&ton gt du sol. La

" présence de la pputre rejoignant lesg supportsestex@ﬁq&k;
parce qu'on suppose que, une fois chargée la structure
sur la partie supérieure des piliers, le support & gauche
glisserait vers la droite (enterrement possible) avec

un cértain fisque de rupture du pilier gauche. Cette
solution est classiqueAen architecture. Nous allons si-~
muler le comportement de l'ensemble dans les deux cas,

ce qui va mettre en é&vidence la nécessité de la poutre.

Les figures 5 et 6 montrent les dimensions
des différentes parties de la structure et les charges

sur chaque pilier. On suppose 1'hypothé&se de contraintes

Elanes; Les données physiques sont les suivantes:

Béton: E= 1.9X105 Kg/cm2 , v= 0.2,

Terrain: k=.30 Kg/cm3.

Les figures 7 et 8 représentent les mailla-
' ges d'éiéments finis. Le premier comporte 1328 triangles
et 803 noeuds. Dans les figures 9 et 10 on présente les

structures déformées. Le réle de la poutre est &vident.
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A

La solution est obtenue aprés 10 itérations
6

de l'algorithme (6.1)-(6.3) avec p= 0.8 et w= 10" . Dans

le test d'arrét du cés précédent on obtient é10<0.05.
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PARTIE II

IMPLEMENTATION DE L'ALGORITHME DANS LA BIBLIOTHEQUE MODULEF:

MODULE SIGELA. NORMES D’UTILISATION.



S1GELA:1

] SIGELA : S.D.E.: MAIL, COOR, BDCL, MUA, B, NDL1

S.D.S.: B

1.- BUT ET LIMITES D'UTILISATION.

Le module SIGELA calcule le champ de dépla-
cements solution d‘un probléme de contact unilatéral
sans frottement en élasticité bi ou tridimensionnelle et
les stocke en mémoire secondaire. On utilise pour cela
l'algorithme itératif décrit dans la partie I de cette

brochure, avec p= 0.8.

Un paramétre d'option permetde traiter le con-
tact avec solide rigide (probléme de Signorini) ou bien
le contact avec un solide élastique du type

Winkler-Westergaard.

Puisque le traitement de la partie élastique
lindaire du probléme est & la charge de l'utilisateur
0] ne . *
aucune limitatiomvs'impose en ce qui concerne le type
de matériau (isotrope ou anisotrope,...) oﬁ les forces

externes.

Les seuls é&léments implémentés sont Lagran

ge P,: TRIA2P1D (cas bidimensionnel) et TETR3P1D (cas

1:
tridimensionnel). Les calculs sont faits en double pré-

cision et la programmation en Fortran 77.
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2.- MISE EN OEUVRE DU MODULE SIGELA.

{

L'exécution du module SIGELA nécessite:

- un programme d'appel Fortran
- la fonction FFRONT (I,X,Y)

- &ventuellement des cartes de données
(cf. 2.2)

~ une compilation

- une é&dition de liens.

2.1.~ Programme principal.

COMMON M (IM) .
DIMENSION NORFSC (NNRFSC)

. DOUBLE PRECISION DM, OMEGA, OPTICO
EQUIVALENCE (M(1), DM)
CALL INITI (M, LM; IMPRE, NNN)
CALL SIGELA (M, M, M, NFMAIL, NIMAIL,
"NFCOOR, NICOOR, IEBDCL, NFBDCL,
NIEDCL, NFMUA, NIMUA, NFBE, NIBE,
NFNDL1, NINDL1, NFBS, NIBS, NTBS,
NNRFSC, NORFSC, NARCO, OPTICO,
OMEGA,.NMAXIT)V
STOP

END

ol les param@tres suivants sont 3 dé&clarer:
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- LM: taille du super-tableau de trawvail M.

IMPRE: paramétre d'impression des rééﬁltéts, 0<IMPRE<10.

. NNN: 1 pour obtenir une impfession_des adreséages aes
tableaux.
0 sinon. ’

NF (SD) ,. NI(SD): numéros de support et niveau de la structu—_x'E

re de données SD.

MUA: contient la matrice de raideur d'élasticité sans
conditions aux limites et sans factorisation.

B: en entré&e contient le second membre'uéuel en élasti-

cité. Dans un tableau assoéié a la S.D.B. de sortie

on stocke le dernier multiplicateur qm calculé.

3

NTBS: nombre de tableaux associés 3 la structure de

données B de sortie.

IEBDCL: 0 si la structure de données BDéLLﬁ;existezns
(les seules conditions aux limites sont celles
de contact).

#0 sinon.

NNRFSC: nombre de numéros de référence des frontidres
qui composent 1la surface de contact.

NORFSC: tableau des NNRFSC numéros de référence des
frontiéres suf la surface de contact.

NARCO: param@tre majorant le nombre de faces (arétes)

du maillage qui sont sur la surface de contact.
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- OPTICO: Option de contact du probléme.

0: contact rigide (probléme de Signorini)

k>0: contact &lastique, k &tant la constante de
.rigidité de l'obstacle.

-~ OMEGA: w>0: paramétre de 1l'algorithme (cf. PARTIE I).
Apré&s les test effectués, il est recommandé}
de mettre w du méme ordre dg grandeur que
le Module de Young (cas isotropre, bien sur) .

- NMAXIT: nombre maximum d'it&@rations & effectuer. On uti

lise. le test d'arrét (9.2) (cf. PARTIE I). Si

le nombre d'itérations dépase NMAXIT le module
s'arréte et on considé@re comme solution le der-
nier 4™ calculé. Il est utiledans les cas de

convergence trés lente.

2.2.- La fonction FFRONT.

Pour calculer les distances des sommets sur
la surface de contact & l'obstacle, le module appelle
la fonction FFRONT qui le décrit. Cette fonction est de

la forme

FUNCTION FFRONT(I,X,Y,Z2)
GOTO (n1,n2,...),I
FFRONT= .....

RETURN

RETURN
END
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oﬁ X,Y,Z sont les coofdonnéeS‘du éommet et I est le numé-
ro de référence de l'aréte concernéé 1<IKNNRFSC. Pour
chaque I 1l'obstacle est décrit par 1'équatioq‘_
FFRONT (I ,X,Y,2)= 0.

-~

2.3.- Edition de liens: On fait appel a des utilitaires

MODULEF des. bibliothéques: UTIL, UTDE, UTSD, COSD,

RESD, ELNL.

2.4.-~ lLes cartes de données.

Si NTBS= 0 aucune carte n'est . & fournir.

Si NTBS>0 alors: Boucle de 1 & NTBS.
* nom du tableau (4 caractéres, le 1T &tant /).

* type.du tableau (1: entiexr, 2: réel, 3: logique,
4: caractére, 5: réel double,

6: complexe, 7: double complexe).

* nombre de mots du tableau (et non pas le nombre de va-

riables).
* lecture des L du tableau.
* cammentaire de 18 mots de 4 caract&res sur ‘le contenu du
1™ tableau.

Fin deboucle sur les tableaux a lire.

Ces données seront lues selon les ré&gles du format libre.
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3.~ EXEMPLES D'UTILISATION.

Dans la suite on présente deux exemples por-
tant sur les problémes d&crits dans le dernier paragraphe
de la partie I, auquel nous renvoyons’ pour les détails et

les données physiques._
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********t**************************i**t******i*******
LE L PROGRAMMME D®APPEL DE SIGELA *** Eyemple 1.
‘lt*********************ii*****t***i************t***t** __L_

' ' CAS RIGIDE,
COMMON M(2600002 '
DIMENSION NORFSC(20)

DOUBLE PRECISION DM,OMEGA,OPTICC
EQUIVALENCE (M(1),DM)

INITIALISER LE COMMON DE TRAVAIL
CALL INITI(M.260000,7,0)

APPEL DU MODULE SIGELA => S.D. B

NFMAIL = 11
NIMAIL = 1
NFCOOR = 12
NICOCR = 1
NFBDCL = 16
NIBDCL = 1
NFMUA = 14
NIMUA = 1
NFBE = 26
NIBE = 1
NFNDL] = O
NINDLT = 1
NFBS = 15
NIBS = 1
NTBS = 0
IEBDCL = 1
NNRFSC = 1
NORFSC(1) = 1
NARCO - = 20
0PTICO = 0.0+00"
OMEGA = 335.D+00
NMAXIT = 40

CALL SIGELA(MIMIMI‘NFMILINIMAILIN‘FCOORAICOORI
& , IEBDCL-NFBDCLoNIBDCL,NFMUA »NIMUA »
& NFBE ,NIBE ,NFANDL1,NINDL1,
& : NFBS »NIBS NTBS ~NNRFSC, ‘
& NORFSC,» NARCO ,OPTICO,OMEGA ,NMAXIT)

FUNCTION FFRONT(I,X,YrZ)

DELTA = 0.6 . .

FFRONT = 12.~ DELTA - SQRT(ABS(64=-X*¥X)) = Y +(I+Z)*0.
END . -
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e e we amers amiie  em ams s e e ot e amee e o

EEEEE FFFFF

M M 000 DDOD u U L

MM MM 0 Q- D D u U L E F

H RN o 0 b D u U L EEEE FFFF

M M 0 e D D U U L E F

M M ~0co bdDO LUy LLLLL EEEEE F VERSION 84

" TITRE DU TRAVAIL ?

DATE : 28/11/84

AUTEUR : FRANCEZ
&8&&&&&&&&8&&&&&&&&&&&&&88&&&&&8888888&&8888&&&&8&88&8&8&8&&&88&&&&&&&8&88&8&&
MODULE SIGELA sPUNCH RIGIDE
&8&&&&&&8&88&&&&&&&&8&&8888&&&&888&888&&8888&&&88888&8888&&88&8&88&&&&8&88&&8&

S.D.E. MAIL (NFMAIL ET NIMAIL) 3 11 1

S.D.E. COOR (NFCOOR ET NICOOR) 3 12 1

S.D.E. BDCL (NFBDCL ET NIBDCLJ : 16 1

S.D.E. MUA (NFMUA ET NIMUA D) = 14 1

S.D.E. B (NFB ET NIB ) 3 26 1

S.DP.E. NDL1 (NENDLT ET7 NINDL1) 3 - Q 1

S.D.S. B (NFBS ET NIBS 2 : 15 1

NBRE REFERENCES SURFACE DE CONTACLT (thFSC)' 1

NCMBRE ARETES (FACES) DE CONTACLT (NARCO J: 20

OPTION CONTACT (CFTICOJ: 0.0000CDp+00
PARAMETRE ALGORITHME BERMUDEZ-VIANOCOMEGA J: 0.3350Cp+03
DERNIERE ITERATION A EFECTUER (NFAXIT): 40
DESCRIPTION DES 12 FACES(AREIES) DE LA SURFACE DE CONTACT

- ot e i o D O A e o s T T N} S U o P e P Sy e My P A P T e S D S W g S R R 4D oS

FACE ( ARETE ) NREF _ NUNERO DES NOELDS

1 1 3 1
2 1 £ 3
3 1 1G é
4 1 15 10
5 1 21 15
6 1 28 21
7 1 35 28
8 1 42 35
9 1 49 42
10 1 56 49

T Y P~ " i S gt W S G WD G D ) R D S R W WS T W W WP i D M -

FACE (ARETE) VECTEUR NORNMAL
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.-0.00000CCCD+00

Qe OOOODCCOD+00-

0.000200C0p +00
0.00000CC0OD+00
0.00000CCOD+00
0.000000CC0+00
0.00000CCCo+00
0.000000C00+00
0.00000CCOD+00
0.00000CCOD+00

0.1CCC00C0D+01
0.1.C0C00000+01
0.1€CC0000D+01
0.1CC000000+01
0.1CCC00000+01
0.1CCC00000+01
0.1CCCO0C00+01
0.160600000+01
0.1CCC00000+01

0.1CCC0O0000+01

- - — - —

- ----——--------—--.—-——————-_————-—-—

DISTANCE NORNMALISEE DES SOMMETS A LOBSTACLE

O D D s - . ——— - Gt D S VA W D T . . . o

1 ~0.572174070+00-0.60CC00380+00
2 -0.488105770+00-0.572174C070+00
3 ~0.345966340+00-0.,488105770+00
4 -0.142473220+00-0.345566340+00
3 0.127525330+00-0,142473220+00
]
7
]
9
0

0.471796C4D+00 0,127525330400
0.902137760+00 0.471796040+00
0.143715290+01 0.9C2137760+00
0.21084967D+01 0.143715290+01
0. 297783280+01 0.21084967D+01

A e - . — W e -t =P At i

— o > s — - - ——

CAS DE CHARGE: 1

ITERATION ERREUR RELATIVE GLOBALE
2 0.994714130+00
3 0.209843C90+00
4 0.398784910~-01
5 0.728211€60-02
6 0.346353800-02

' 0.157671410-02
8 0.821637820-03
&8&8&&88&888&&&&&&&&&&&&8888&&&8888888&8888&&&&88&8&88&88&88&8&888&83&8&88&&&&
FIN DU MODULE SIGELA:
&88&&&&&88888&&&&&&&&&&&8&&&&&&&8&&888&&8&88&8&88888&8&88&&88&&&8&&8&&&&888&8&

s10P
r 20:04 10.054 3
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************************************ﬁ****************

%k %k
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OGRAMMME D'APPEL DE SIGELA’ T kA ExemghaZ

CAS ELASTIQUE,

COMMON M(260000)

DIMENSION NORFSC(20)

DOUBLE PRECISION DM,OMEGA,OPTICO
EQUIVALENCE (M(1),DM)

INITIALISER LE COMMON DE TRAVAIL

CALL INITI(M,260000,7,0)

APPEL ‘DU MODULE SIGELA => S.D. B

NFMAIL
NIMAIL
NFCOOR
NICOOR
NFBDCL
NIBDdCL
NFMUA
NIMUA
NFBE
NIBE
NFNDLI
NINDL1
NFBS
NIBS
NTBS
IEBODCL
NNRFSC
NORFSC(1)
NORFSC(2)
NORFSC(3)
NARCO
OPTICO
OMEGA
- NMAXIT

11
1
12
1
16
1
14
1
26

10

30.

1.
10

1

3.

5
0
p+00
p+05

CALL SIGELA(M,M,M,NFMAILANIMAILANFCOOR,NICOOR.,

Q0 Q0 0

STOP
END

IEBDCL,NFBDCL,NIBDCLANFMUA »NIMUA »
NFBE ,NIBE ~NFNDL1,NINDL1,
NFBS »NIBS ,NTBS ,NNRFSC,
NORFSC,NARCO ,OPTICO,OMEGA ,NMAXIT)

FUNCTION FFRONT(I,X,Y,Z)
"IF ( I .EQ.

FFRONT
RETURN
ELSE IF (
FFRONT
RETURN
ELSE IF (
FFRONT
RETURN
ELSE
FFRONT

-t

b=

PRINT =,

RETURN
END IF
END

1 ) THEN
(I+X+Y+2)%0,

«EQ. 3 ) THEN
Y = 15+ + (I+X+2)*0.

JEQ. 5 ) THEN
Y=15. +(I+X+2)*0.

0.
'%Z% ERREUR I=',1
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EEEEE FFFFF

MM 000 DDDD U u L

MM MM 0 ©0 D D U U L E F

MMM O o0 D D U U L EEEE FFFF

M M o0 o6 DD U U L E F

M M. 000 : DDOD . uuy LLLLL EEEEE F VERSION 84

TITRE DU TRAVAIL ?

DATE 2 27711784

AUTEUR : FRANCEZ
&&&&&&&8&888&&&8&&&&&&&&&8&&8&&&&&&&&8&&8&&&&&&&&8&83&&&&&&&&&&&&88&8&&&&&8&&&
MODULE SIGELA : ESTRUCTURA HORMIGON ‘
&&&&&&&8&&&&&&&8&&&&&&&&&&&&&&8&&&&8&&&&&&&&&&&&&&&888&8&8&&&&8&&&8&&&&&&&&&&&

S.D.E. MAIL (NFMAIL ET NIMAIL) : 11 1
S.D.E. COOR (NFCOOR ET NICOOR) 12 1
S<D.E. BDCL (NFBDCL ET NIBDCL) : 16 1
S.D.E. MUA - (NFMUA ET NIMUA ) : 14 1
S.D.E. B _ (NFB ET NIB ) @ 26 1
S<D.E. "NDL1 -+ (NFNDLT ET NINDL1) 0 1
S.D.S. B (NFBS ET NIBS ) 15 1
NBRE REFERENCES SURFACE DE CONTACT (NNRFSC): 3
NOMBRE ARETES (FACES) DE CONTACT (NARCO )¢ 100
OPTION CONTACT (OPTICO): 0.300000+02
PARAMETRE ALGORITHME BERMUDEZ-VIANOCOMEGA ): 0.100000+06
DERNIERE ITERATION A EFECTUER (NMAXIT): 10
DESCRIPTION DES 78 FACES(ARETES) DE LA SURFACE DE CONTACT
FACE ( ARETE ) NREF NUMERO DES NOEUDS
1 1 101 102
2 1 102 113
3 1 113 131
4 1 131 146
5 1 146 161
6 1 161 177
7 1 177 194
8 1 194 213
9 1 213 234
10 1 234 252
FACE (ARETE) VECTEUR NORMAL
1 0.00000000p0+00-0.10000000p+01

2 0.00000000p0+00~0,100000000+01
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FACE (ARETE)

Q VOO i -

-l
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0.00000000D +00~
0.00000000p +00-
0.00000000p +00-
0.00000000p +00-
0.00000000p +00-~
0.00000000p +00~
0.00000000p +00-

0.100000000+01
0.100000000+01
0.100000000+01
0.100000000+01
0.100000000+01
0.100000000+01
0.100000000+01

0.00000000p +00-0,100000000+01

RS AR S S ST s > A - - . - — . > -

0.00000000p+00
0.00000000p +00
0.00000000p +00

~ 0.00000000p +00

0.00000000p +00
0.00000000p +00
0.00000000Dp+00
0.00000000D +00
0.00000000p +00
0.00000000p +00

- ————

*% RESULTATS A

CAS DE CHARGE:

0.00000000p+00
0.000000000+00
0.000000000+00
0.000000000+00
0.000000000+00
0.000000000+00
0.000000000+00
0.000000000+00
0.000000000+00

0.000000000+00°

- —— T > e s s . o s > S S Y — — . ——

VERIFIER : LE COEFFICIENT DIAGONAL DU DL 1405 EST INFERIEUR AL

T o T - ————— —— > ——— > ——— — T D R e M e et ek > i e A > e T e - - - -

ITERATION

Y
SO NIV WN

CAS DE CHARGE:

ITERATION

0.444070480-01
0.406761810-01
0.382367920-01
0.362232680-01
0.337153380~01
0.31681687p-01
0.30518419p-01
0.29218978p-01
0.275183680-01

T 0t A e D8 € 3 3 AR e A D i e W e e s

ERREUR RELATIVE GLOBALE

ERREUR RELATIVE GLOBALE

OV ~NOWVssWN

)

0.442381240-01

0.410562360-01

0.381976500-01
0.359357830-01

0.336563310-01

0.321273130-01
0.303648660-01
0.289718165-01
0.277187570-01
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CAS DE CHARGE: 3

D s

- . - . — - - - e - - - —— ——— - - e an e

ITERATION ERREUR RELATIVE GLOBALE

2 0. 44062302p-01
3 -D.40967152p-01
4 ©.0.379075720-01
5 -0.361310400-01
3 - 0.342877590-01
7 0.31844792b-01
8 0.302277640-01
9 0. 29513714001
10 ‘ 0.27347035p-01
s&&&&&&gz&xa&a&&a&&&&&&&&&&a&&&x&&sa&s&&&s&&&&&&s&&&&s&&&&&s&sx&szaz&s&&s&sa&&.
FIN DU MODULE SIGELA
&&&&&azs&&s&ss&&&&&&&&&sa&&&s&&s&&&&aa&sz&s&&&&&z&s&zaz&&s&sa;ssaa&&&&&&&a&&&&

STOP
r 14:61 419.573 4691
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