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IDENTIFICATION DES CONDITIONS AUX LIMITES .

POUR LES EQUATIONS DE SAINT-VENANT
L. REINHART

Abstract: : '

The solution of the inverse problem for the boundary conditions in
the Saint-Venantequations is a main care for real problems for which
these quantitiesare unknown 3 priori.This problem is solved by the
Optimal Control techrigues and Conjugate Gradient method leading to
delicategradient computations.Agreat number of numericaltestsgive a
first answer to the questionsof optimalcaptors positionand number to
reach the best convergence of the algorithm.

Résumé:

Dans les conditions d'applicationmaritime réelle,les conditions aux
limitessont inconnues.La résolutiondu probléme inverse concernant ces
quantités utilise les techniques du Controle Optimal et 1a méthode du
Gradient Conjugué,pour laquelle la principaledifficultéconsiste dans le
calcul du gradient de la fonctionnelle d'évaluation entre les quantités

" calculées et observéesles nombreux tests numériques effectués

permettentde determiner 1a position et le nombre optimal de capteurs
pour assurer 1a meilleureconvergence de 1'algorithme.

Ce travail a 6té mené en collaborationavec le Laboratoire National
d'Hydraulique( EDF DER Chatou) dans le cadre d'une convention d'étude
financée en partiepar le LNH.
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1. Rappel des objectifs

Les équations de St Venant modélisent les écoulements
bidimensionnels en eaux peu profondes ; elles sont obtenues & partir des
équations de Navier-Stokes tridimensionnelles intégrées sur la
composante verticale et dans lesquelles on a supposé que la répartition
verticale de la pression était hydrostatique [1].

Si on note u = (ui),_; , la vitesse moyenne du courant sur une

verticale, h le tirant d'eau, z la cote de la surface libre et Q le courant de
masse (Q = uh), les equations de St Venant sont décrites d'une part par la
loi de conservation (dérivée de la condition dincompressibilité)-et d'autre
part, par I'équation des moments sous la forme :

(1) ohAt+V.Q=0
(2) 2Q/3t +V.(Quu)+ gh az/dx- KAQ = S, ,i=1,2,

ou K représente le coefficient de diffusion,
g est l'accéleration de la pesanteur,
et S dépendant eventuellement de la vitesse u, tiend compte des
forces extérieures (frottement, force de Coriolis, contraintes dues au vent ,
.termes sources eventuelles).

- Pour résoudre numériquement ce probleme, on se donne d'une
part des conditions initiales et d'autre part des conditions aux limites a la
frontiere du domaine d'étude borné en espace. Ces conditions aux limites
peuvent étre de plusieurs types dont principalement :

(3.2) débit imposé sur une partie de la frontiere (conditions de type
DIRICHLET)

(3.b) dérivée normale du débit imposée (conditions de type
NEUMANN) :

(3.c) condition d'onde incidente (combinaison lin¢aire des valeurs



du débit, de la dérivée normale du débit et de la cote de la
surface libre imposée sur la partie maritime de la frontiére) [2]
(3.d) conditions de glissement le long de la frontiére terrestre [3]

La résolution numérique de ce probléme (construction de la
solution du probleme (1)-(2) & partir des conditions initiales, conditions aux
limites et coefficients physiques), appelé probleme direct a fait I'objet d'un
précédent contrat [4]-[5]. Cette étude a permis de montrer qu'il était
possible pour chaque type de conditions aux limites énumérées ci dessus,
de décomposer le-probléme global en sous problémes linéaires ne portant
que sur une des composantes du deébit & la fois ou sur la hauteur d'eau. Le
traitement des termes convectifs et des termes liés & la propagation
diffusion est découplé par l'utilisation d'une discrétisation semi-implicite en
temps et par une methode de pas frationnaires [6]-[7]. Les équations de
propagation-diffusion sont découplées par une méthode de décomposition
quasi-directe introduite par R. GLOWINSKI et O. PIRONNEAU [8] pour les
équations de Navier Stokes (cf aussi [9]-[10]-[11]). L'étape de convection
est linéarisée et résolue par une méthode de caractéristiques [12]-[13].

_ Le probleme qui se pose dans le présent contrat est celui de

I'etalonnage du modéle (1)-(2) dans des conditions d'application maritime
réelle ; c'est & dire la recherche des conditions aux limites sur les frontiéres
maritimes, la recherche des conditions initiales et celle des coefficients
physiques pour qu'a géométrie donnée, le modéle (1)-(2) redonne en
certains points des résultats prédéfinis en cote et /ou débit.. L'étude de cet
étalonnage comporte plusieurs aspects complémentaires. Tout d'abord, il
est neécessaire de définir et de mettre au point une technique
d'identification ; nous avons choisi d'étudier, dans ce sens, la méthode de
controle optimal sur I'écart quadratique entre la solution du probléme direct
et les observations aux points de mesure. La méthode générale associée a
ce probléme est décrite au paragraphe 2 et appliquée au probléme de
diffusion propagation au paragraphe 3. On essaiera de détacher des
résultats numériques une méthode pour rechercher la position et le
nombre optimaux de capteurs pour assurer une bonne convergence de la
méthode vers la solution attendue. Dans ce méme esprit, on déduit des
notions de conditionnement du probléme d'identification en fonction de la
position et du nombre de capteurs.

2. Méthode de controle pour les problémes d'identification
2.1. Généralités '



On se place dans le cadre des travaux de J.L. LIONS [14] et
G. CHAVENT [15]. Soient U et Y deux espaces de Banach, ou U
représente 'espace des controles et Y l'espace des états. On se donne
une application F de Y dans U ayant les propriétés suivantes :

(4.a) F Y —> Uestde classe Ckde Udans,

(4.b) Y ue U, l'équation F (y) = u admet une unique solution
dans,

(4.c) V y €Y, oF /3y (y) est un isomorphisqme de Y dans U.

Le théoréme de la fonction inverse s'applique et on peut définir la
fonction ¢ par :

(5) ) U-Y,
A u — o(u),
vérifiant

(6.a) OF(y)=y,VyeY,
(6.b) ¢ est de classe C¥de U dans Y,

(6.c) ¢'(u) = (BF By (o(u))™.

On se donne de plus l'espace de Hilbert H des observations et on
" note : "

(7.2) l.lly norme sur l'espace H,

(7.b) (-..)y produit scalaire sur H, ,

(7.c) A lisomorphisme canonique de H sursondual H ':

Soit z,une observation,zye H; a tout controle u dans U, on associe

I'observation z(u) tel que :
(8) z(u) = C y(u),

ol C e L (Y,H), et le cout



(9) J(u) = 1/2 [ICly(u)) - z4l[2y.

Si U,q4 est une partie convexe fermée de U, le probléme de contrSle est
alors : -

(10) Trouveru e U,y ,tel que J(u) = inf J(v).
. ‘ ve Uad

Remarque 1 Si la fonction ¢ est une fonction affine de U dans Y et si
U,q4 est borng, il existe un sous ensemble X de U, non vide tel que :

(11)  Ju)=inf Jv) , Yue X

L'ensemble X est fermé convexe ; il est appelé ensemble des controles
optimaux. (cf LIONS [14] p 51-52).

Remarque 2 Si on ajoute un terme coercif 4 la fonctionnelle J, de la
forme

(12) J(u) = J(u) + (Nuu)y ,

ou N e L (U,U) est symétrique defini positif, I'ensemble X défini a la
remarque 1 est réduit & un point ; on a donc unicité de la solution.

Remarque 3 Dans le cas "non lindaire", (ie ¢ est non affine) les
conditions d'existence et / ou d'unicité doivent faire I'objet d'étude
spécifique dans chaque cas particulier. (Cf LIONS [16]).

Theoreme 1 La fonctionnelle J définie en (9) est dérivable ot sa
dérivée J'(u) en un point u de U s'écrit :

(13) Vve U, J'(u).v=(9F/ou (y(u)).v, p) ,
YY

ol y(u) est la solution du probléme direct F(y)=u,
et p est la solution du probléme adjoint



(14) (0F/0u)*p=-C'(y)* Ay (Cly(u)-zy),

- ol de fagon générale, si'L e L (v,w), L* € L (w',v') désigne I'adjoint de L.

Preuve du théoréme 1 :

En dérivant 'expression de J en (9) par rapport a u, il vient :

JW).v = (Cy).v, Cy) -2
= (Cj(V)V' Ay CY)-z)y 1"
= (v, C'(y)" Ay (C(y) -z4))
YY
En utilisant alors 'équation (14), on obtient :

J'(u).v = (v, (OF /du)* p) = (0F /ou.v,p).

Remarque 4 : Dans les cas d'observations ponctuelles, I'espace H se
réduit & un espace de dimension finie et I'opérateur C est égal & la somme

de masse de Dirac 3§, définie par :

Sb C->%R
(15)
S, ¥ = y(b).

L'utilisation de formulation variationnelle évite le calcul de C*.

2.2. Application & un cas simple

On se propose d'identifier les conditions aux limites de type
Dirichlet pour le probléme du Laplacien. Soit Q un domaine de %2, borné,
et de frontiere I' lipschitzienne. On se donne un ensemble S de points de
Q

Nobs
(16) S= U {x},
N .—1



Nobs

et les observations O =U {z} aux points de S. Le probléme consiste
’ j=1

a trouver dans L%(T), la fonction g qui minimise la fonctionnelle cout J(g)
définie par :
Nobs
(17)  J@=12 T {ux)z?,

i=1
ou u est obtenue, en fonction de g, en résolvant le probléme :

Trouver u e H'(Q),
(18) -Au=f, dansQ,
u=g, surl.

Sous forme variationnelle, le probiéme (18) s'écrit aussi :

Trouver u dans H! (Q), tel que :
Vve H4(Q), [Vu.Vvdx=[ fvdx,

(19) 9) Q
etu=gsurTl.

A toute "perturbation" h de g, on associe- la solution du probléeme
linéarisé :
‘ Trouver du(h) dans H'(Q) tel que :
(20) Vv e Hy(Q), | V8u(h). Vwdx =0
Q
du(h) = h surT.

Le gradient de J au point g, appliqué a h s'écrit alors :
Nobs
J(g).h = 2 (u(x) - z). 8u(h) (x;).

i=1

Dans ce cas 'particulier et avec les notations du paragraphe 2.1,



I'application ¢ est I'application qui associe, & tout élément g de H2(T), la
solution du probléme (19). Sa dérivée au sens de Frechet est I'opérateur
qui & tout élément h de HA(I"), associe la solution du probléme “linéarisé"
(20). On pose :

U = H'2(T),
(21)
Y = H'y(Q),

alorsV ze H'y(Q)ona:

(OF By .z,p)=] VzVpdx=((oF loy)* p.z). -
. Q .
Le probleme adjoint s'écrit donc : (cf(14))

Trouver p dans H',(Q) tel que, V ve Hy(Q) -

Nobs
[ Vp.Vvdx= X (u(x) - Z) v(x),
Q i=1

et 'expression du gradient devient :

(22).  J(@)h= ] Vh Vpdx,
Q
ol h' est un relévement dans H'(Q) de la fonction h de H(I").

Remarque 5 : Le calcul de I'expression du probleme adjoint s'obtient
donc en dérivant I'expression du probleme direct par rapport a g et en
utilisant une formule d'intégration par partie. Ce sont ces concepts simples
que nous utiliserons dans les cas plus difficiles.

2.3. Méthodes de gradient conjugué pour la résolution du probléme

d'identification.

Lorsque l'espace des controles est un espace vectoriel
(optimisation sans contraintes), on peut résoudre le probleme de
minimisation par une méthode de gradient conjugué [17]. La version
POLAK-RIBIERE de cet algorithme s'écrit :



Etape 1
(23)

(24) -

(25)

(26)

Inijigliggﬂg n

Soit u* dans H'3(r), |

On résout le probléme F (y°) = u’, et on évalue I'observation
C(y") et la fonctionnelle (9), J(u°).

ion : jOi 4

~ Trouver p° dans Y solution de :

(OF foy (y')) p*=-C'(y')* Ay (Cly)-2zg),

Evaluation du gradient en u’ :
J'(U").v=(9F /ou (y°).v, p°).

On pose d° - J'(u’) (Premiere direction de descente)

Pour n > 0. étant donnés u", y", pn, g", d".

Etape 2

(27)

(28)

(29)

Etape 3
(30)

(31)

(32)

Descente

Recherche de p" e R tel que :
Jur-p"dM) <Jwr-pd"), Vpe R

Résolution du probléeme F (y"') =u ™!, suivie de I'évaluation
de l'observation C(y") et de la fonctionnelle cout J(un).

Calcul de_la nouvelle direction de descente

Résolution du systéme adjoint
(OF /oy (y™1))* p™1 = - C'(y™")* Ay, (Cly™')- z4)

Y un+1

. ! lient
.J'(u"”).v = (oF /ou (y"*‘).v, pn+1)
: Y

Qﬂm gn+1 =J'(Un*‘1).



(33)  Calculde ¥’ |
7 = (@™-g" g™y / (@ 9"y

(34) dn+! = gn+‘1 + ,Yn gn.

Remargue 6 Chaque itération de gradient (passage de l'indice n a
lindice n+1) nécessite la résolution d'un systéme direct (29), d'un systeme
adjoint (30) et la recherche du paramétre de descente optimal (27). Cette
recherche peut étre faite par dichotomie et regularisation parabolique
auquel cas, chaque évaluation de la fonctionnelle cout nécessite la
résolution d'un systéme direct de type (29). Cette étape est donc bien,
dans le cas général, la plus couteuse de l'algorithme (23)-(34). Par contre ,
lorsque le probléme direct est linéaire, la fonctionnelle cout J est
quadratique et les étapes (27)-(28)-(29) nécessitent la résolution d'un seul

probléme de "type direct". En effet, soit P(p) = J(u" - p d"), il vient :

(35)  Pl)=du") -p JuN)d"+ p¥2 Ju)End")

En reprennant I'expression de la fonctionnelle cout J donnée en (9), il
vient : -

J'(u).d = (C(y(u)) - 24, C' 8y (d))
ol y(d) est la solution du probléme linearise :

(36) 9F Jdy. (Sy(d)) =d,

et
J"(u) (d.d) = (C' 8y (d), C' dy(d))y -

L'évaluation des coefficients du polynome P(p) revient donc a évaluer
lexpression C' 8y(d) qui se fait via la résolution du probléme (386).

On remplace alors I'étape 2 par :

Calcul de 3y (d") via la résolution du probléme
linéarisé et évaluation de C'(dy(d")).



40 -

(27)*
Evaluation de J'(u").d" = r"; et J"(u")(d", d" = ",
et calcul de p" par :

ph=1/1"

(28) Calcul de u™! (inchangé).

Calcul de y™1 par : y™!=yn - p" Sy(dn),
Caleul de C(y™) par:  C(y™') = C(y") - p" C'(8y (d"),
) Evaluation de J(u™)
(29)* . Soit directement a partir de C(y"+')

. Soit en utilisant le caractére quadratique de J :
JUM) = J@u) - (M) 2,

Une méthode comparable peut étre utilisée dans le cas ou la relation

u— (C(y(u)) est quadratique. Elie nécessitera la résolution de deux

problemes de type direct. Un exemple de cette situation est développé au
paragraphe 5.2.2 et & l'annexe 3.

3. Application aux équations de St Venant - Identification des conditions

imi

3.1. Rappel de la méthode de résolution du probléme direct

Nous considérons ici le seul cas des conditions aux limites de type
Dirichlet sur les deux composantes du débit, pour le probléme de
propagation-diffusion. On rappelle que la discrétisation temporelle
découple les termes de convection et les termes de propagation diffusion
par une methode de pas fractionnaires sous la forme suivante :

Pour n = 0, on se donne les valeurs de la hauteur d'eau h* et du
debit Q°, & l'instant initial,

Pour n 2 0, on décompose le systéme (1)-(2) en deux étapes :

Si h" (resp. Q") désigne la valeur de h (resp. Q) au temps n At, At étant
le pas de temps choisi, on résoudra :



N\
(37) (@‘i-Q"i) / At + V.(Q";uM= 0, pouri-= 1,2 (Etape de convection)

(38) (h™1-h") / At + V.Q™1 =0,

(39)  (Q1-Qny AtKA Qpelagh , 9h™ /o, = S + g(h -h"Oh"ax;
pouri=1, 2,

ol h ., est une fonction indépendante du temps, donnée comme étant la

valeur moyenne "a priori" de la hauteur d'eau sur l'intervalle de temps
considere. : :

Les équations (38)-(39) constituent les équations de propagation
diffusion qui font l'objet, dans un premier temps, du probléeme
d'identification.

3.3.1. Méthode de décomposition gquasi directe.
A chaque pas de temps, nous avons a résoudre le probléme suivant :

Etant donné h" et Q" au temps n At et les conditions aux limites de
type Dirichlet @™ sur la frontiére I" du domaine Q, trouver (h™*1, Q"+) dans
(H'(Q))3, tel que ; en posant o = 1/At :

o h™1 4 div @™ = o h" dans Q,

(40) o Q™1-KA @™14gh Vh™'= aQ"+S™1+g(h -h")Vh", dans Q,
Qn+t |I‘ =q "™

Lorsque le coefficient de diffusion K est constant en espace, on peut

éliminer l'inconnue Q entre les deux équations ; en prennant la divergence
de I'équation des moments, pour obtenir, enposant D=Ka +g h,:

41)  a?h™'-div(DVh™1)=a?h"+KaAh"-div(oeQ"+S"1+g(h _-h")Vh"),
m

on récupére les conditions aux limites sur h"t!, de type Dirichlet, en
résolvant le probléme de bord suivant :

(42) ALY = B,



T2

ou A est un isomorphisme de H'2(I") dans H-12(I") défini par :
Pour tout élément x de H'(I'), Ax e H2(T') et pour y dans H2 (r),

(43) <Ax, y>Hiz 1= -[(od®y,Y+D Vy, VY)dx
a .
+] gh (@ Z, +divQ,) Y dx,
Q

pour tout relévement Y dans H(Q) de y et ol les quanﬁte’s
{Z,, Q. , v, } e H(Q) x (H'5(Q))2x H5(£)) sont solutions de :
Trouver Z, dans H'(Q) tel que :
(44) J(@®Z,v+DVZ W)dx=0, Vve H'Q),
Q
Z, IC=X

Trouver Q, dans (H'4(Q))? tel que :

(45) [(e Qv+ KV Q, Vv)dx=[gh  VZ.vdx, Vve(H Q)2
Q Q

Trouver y_dans H',(Q) tel que :
X 0

(46) J(e® y,v +DVy, W)dx = [ gh,, (o Z,+ div Q,)v dx, Yve H'5(Q).
Q Q

Le second membre B"! dépend des conditions aux limites q™! sur le
débit, des valeurs au temps n At de la solution (h", Q") et du second

membre §™' de I'équation sur le débit. Ce second membre B™! est
calculé par : :

(47) <B™!,y>=[(0® yg™! Y+ D V y 1. VY)dx
Q .
-Jg hy (@ZP+-az" + div QM) Y d,
Q
pour tout relévement Y dans H'(Q) de la fonction y de H'2(T"), et ou
{Zo"+1, Qg*1, y ™1} e HYg(Q) x (HY(Q))2 x Ho(Q) sont les solutions de :
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Trouver Zy™1 e H14(Q) tel que :
f (@2 v+ DV Ze Vv)dx= | (0®2"v+KaV2z" Vv
(48) Q Q
- div(o Q"+S™1+g(h_ -h")Vh").v)dx
pour toute fonction v dans H',(Q),

Trouver Q"1 e (H'(Q))? tel que :
. [ (@ Q! v+ KV Q™! Vv)dx = f- gh,, VZ,n+1v
(49) Q | Q
+/ (0 Q"+8™14 g(h,, -h™Vh").v dx
pour toute fonction v dans (H'g(Q))?, et Q™' ;r.q™!

Trouver w1 dans H'y(Q) tel que :

[ (oPy,™1 WDV "+1Vv) dx= ] gh (o Zy™1-0Z +divQy™ ) dX,
(50) Q Q ‘

pour toute fonction v dans H'y(Q).

On peut donc décomposer le vecteur B™! sous la forme :

B™1! =B, (™) + B, (2") + B4(Q") + B,

ol B, et B, sont respectivement dans L (H'2(I"))2, H(I)) et
L (H'(Q)2, H12(T")) et B, envoie H'(T") dans H-'?(I") et est quadratique.

3.1 .2.- Schéma de résolution du probléme direct.

Nous entendons par probléme direct, la résolution sur l'intervalle de
temps [O,T ] du systéme (40), étant données les conditions aux limites g™
a chaque pas de temps et les conditions initiales h® et Q".

Lorsque la quantitéh _ ne varie pas au cours du temps, on fera la
construction de l'opérateur de bord A, défini par les équations (43)-(46),
une fois pour toutes. La résolution du probléme direct se fait alors par :

Etape 1 [Initialisation

(D.1) Entrée de h’ et Q" (solutions initiales) .
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Pour n 20, lorsque h" et Q" sont connues, on trouve h™' gt QN+ par

Etape 2 Calcul du second membre B!

(D.2) Résolution des systemes (48)-(49)-(50)
(D.3) Evaluation de I'expression (47)

Etape 3 Calculde A™!.

(D.4)  Inversion du systéme (42).

Etape 4 lcul de la solution au temps (n+1) A

(D.5) Résolution de I'équation (41) avec Ia condiiion aux limites
ln”' ’

(D.6)  Résolution de I'équation (40), sur Q

3.2. [dentification des conditions aux limites.
Expression de la fonction cout.

3.2.1.

On se donne un ensemble de points d'observationsS définis comme en

Nobs
(16), S= U {x} et pour chaque pas de temps, un ensemble d'observations
Nobs =1
O"= U ({(h"y),, (Q ™)} On définit alors la fonction cout par :
i=1

J (H2(M)N 5 x+, avecN.—_T/‘At le nombre de pas de temps,
N Nobs
(51) J@) =12 £ I {x%a(h"(x)-(h"g))2+x 1(Q”1(><) -(QM g),)2

n=1 .i=1

%2 (Q(x) - (Q" > )%}

in
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ol x>@1.Q2 jouent le rdle de poids de la fagon suivante :

xPin # O lorsque l'expression P est effectivement
(52) observée au point x, et au temps nat,

xP; n = 0 sinon.

Lintroduction de ces "poids” permet de faire varier facilement la position
et le nombre d'observations sur les inconnues, ainsi que Iimportance de

ces observations sur le cout global (xP, , varie entre les valeurs O et 1).

3.2.2. Vers le systéme adjoint

Pour pouvoir calculer le gradient de la fonctionnelle définie en (51),
on doit, comme au paragraphe 2.2, trouver le probléme adjoint associé au
probleme direct décrit en 3.1.2. Pour ce faire, on "dérive" les équations du
probéme. direct par rapport "aux conditions aux limites" (ici par rapport a q),
et on choisit comme fonction test les vecteurs adjoints. On reprend pour
cela les étapes décrites au paragraphe 3.1.2.

Etape 1. Initialisation

(DD.1)  Onse donne 8h* =0, 5Q° =0
Pour n =20, 3h" et 3Q" sont connues , on trouve 3h™' et Q™! par :

Etape 2 Calcul du second membre 5§81

Trouver 8Z,™1 dans H'4(Q) tel que :
[ (0 8Z,m1 v + D V §Z,0+1. Vv) dx
(53) Q
| =[(a®8h"v+KaV8h". Vv-div(adQ+g(h -h"VSh -gSh"Vh)v)dx,
Q
VYve H15(Q),
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Trouver 3Q,™' dans (H'(Q))?, tel que
[ (0 8Qg+! v+ K V3Qy™1 Vv)dx = [ - gh  V8Z,M+1 v
Q Q
(54) +(dQ" + g(h ,,-h"V8h" - g 8h" Vh") v dx,"
Vve (Ho(Q)2% 8Qyr =8q™',

- Trouver Sy, dans H'(), tel que :
(55) [ (02 8y, 1 v + D Vy "1 Vv)dx = [ gh (cx 5Zy™*1-ah"
Q - Q  +diveQy* v dx,
vV ve HQ) |

(DD.3)  Evaluation de l'expression (43) oU on a substitué 8Z,, 8Qy,
By, et 82" 4 Zy, Qy, v, et 2"
(DD.4) Etape3  Inversiondu systéme A(SA)™' = 3BM™!

Etape 4 Calcul de 3h™*' gt Q™! par :
(DD.5)  Trouver (8h™')e HY(Q) tel que : YveH,(Q)

[ (2 8h™! v + DV 8h™! . Vv)dx = | {2 Sh™ + Ko, V 8h" Vv
Q - Q

(56) - div (o 8Q"+g(h _- h MVSh" -gsh" Vhn).v}dx
Shn+1 I r= an-ﬂ :

(DD.8)  Trouver (8Q™") e (H'(Q))2 tel que : Vv e (H'4(Q))2
(57) f(@8@™ v+ KV3Q™ Vv)dx=] (-gh_ Vsh™iy
Q Q v
+ (@ 8Q" +g(h _-h")Vshn-g Sh" Vhn)v) dx
5Q n+t II_ - 5qn+1_

Posons C2=gh ,, U"=g (h .- ")V h", 8 U" = g (h - h"V3h" - g Sh"
Vh", prennons dans I'équation (56) v = r"*! avec r"+! ¢ H1,(Q), et dans
l'équation (57) v =s™! avec s™' e (H',(Q))2. En sommant sur n (dans
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l'espace temps), on obtient une quantité identiquement nulle qui fait

apparaitre des termes en 8Q et en 6h. Cette expression est le point de
départ de l'établissement du probléme adjoint. La difficulté principale
consiste dans le fait que les conditions aux limites de Dirichlet n'entrent
pas directement dans la formulation variationnelle du probiéme. Le
probléme adjoint sera établi dans le cas des conditions aux limites de
Dirichlet par similitude avec le cas des conditions aux limites de type
Neumann pour lesquelles ce probléme ne se pose pas. (Cf Annexe 1)

3.23
Dirichlet

Le systéme adjoint est un systéme rétrograde (intégration du temps
dans le sens inverse du sens habituel). Ceci est essentiellement du au fait
d'une intégration par parties par rapport au temps qui transforme les
dérivées temporelles en leurs opposés.

On part donc du temps final (N+1) At, pour lequel on impose toutes
les quantités nulles. La résolution du systeme adjomt consiste a chaque

pas de temps & la recherche de deux quantités, & savoir r" et s" (analogue
de h" et Q") et & la résolution d'un probléme auxilliaire d'inconnues R", S,

T" analogue de Z,", Q" et y," pour le probleme direct
Schéma de résolution du probléme adjoin
Etape 1 [Initialisation
(A1) Posons M+t = RN+1 =0, gN+1 = g1 = g ot TN*1 = 0,

Pour n=N,1, connaissant el gnel Rast gned et

Etape 2 Bmmmammﬂm_e_s"gtr"

(A.2) Trouver s" = (s,n, s,") dans (H'y(Q))? tels que :
J (00 54" V4KV "Wv)dx =] (cu(s,1-8,m1)v-(+1- R7+1). 9V )dix
Q Q o,
. Nobs
(58) + 2 xM(Q"0)Qq " IV(X),
i=1 . in

Vv e H10(Q),
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J (s v + KV 8% V) dx =] (s~ S0 - a(r+1-Rm+1) D yix

Q _ Q : - 0X
Nobs ‘
(59) + 2 xP2AQNX)Qy " IV(X),
i=1 i,n
Yve H 1 o(Q),

(A.3) Trouver 1 dans H'4(Q) tel que :

[ (o v+DVIVV)dx = | (02(r+1-R™ 1 )vaKa V(r+-R™1)Vy)dx

Q Q
+ ] C2(aT™Iv-8 " Vv)dx+] (VIv+W".Vv)dx
(60) : Q , Q
Nobs
+ X xF ("{x)-(hng))v(x),
je=1 in :
Vv e H'y(Q),

ol V "=- g v/ h“,(V(r"*’-R"*‘)-(s"“-S"*‘)), .
et Wn = g(h m hn)(v(rn+1_Rn+1)_(sn+1 _Sn+1))_

(A.4) Etape 3 Evaluation du second membre du probléme
auxiliaire

On calcule C" e H'2(I) (analogue de B" (étape D.3)) par :
Pour tout y dans H'2(T'), et Y relévement de y dans H'(Q),

<C"y>=-[(c2MY+DVrVY)dx+(02(r"+-R™ )Y + KoV (r™*1-R™ 1 VY)dx

Q Q
(61) + (C2aT™14VMY 4 (-C2 s" + WN).VY)dx,
Q R

qui représente l'équation (60) "prise"en v =Y.
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i + Résolution d e illiai
(A.5) Inversion du systéme

(62) A u" = C" dans HY(T)
(A.6)  CalculdeT", 8", R

Trouver T" dans H'(Q) solution de :

63) |\ J (@®T"v+DVT"Vv)dx=0, Vve H'((Q)
Q
™ lr = ].ln.

[ (@S"v+ KV S"Vv)dx= | C2T"V.vdx, V ve(Hy(Q))?

Trouver S"dans (H'o(Q))? solution de :
(64)
Q Q

Trouver R" dans H'y(Q) solution de :
[{(c2R"v + D V R Vv)dx = | C3(a. T" v- S". Vv dx, Yve H'4(),
Q ' Q

(65)

Faire n = n+1, retour 3 I'étape 2.
3.2.4. Calcul du_gradient

Le calcul du gradient de la fonctionnelle cout est obtenu en
cumulant les équations dérivées et les équations du sytéme adjoint. On
part de I'expression du cout donnée en (51) et on "dérive" par rapport & q

dans (H"2(I"))2. On a donc :

J (H2(D)2 >Rt
J(q) e L ((H"2(T))2.R), défini par :
N Nobs
(66) J@dg=X I {x5q(h"(x;)-(h"g);).8h"(x;)

n=1 i=1

+k2 XQK(an(Xi)‘(an,d)i)SQk"(xi)}
=1 in
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ou &h et 3Q sont les solutions du probléme linéarisé décrit en
(DD.1)-(DD.6). - . '
Soit Y", un relévement dans H‘(Q) de dq" et Y", un relévement dans

H'(Q) de 81" (81" solution de (DD.4)), alors :

8Q" - YN e (H14(Q))2,
(67)
8h" - Y e (H5(Q)) ;

Si on prend dans (58)-(59), (vy,v,) = 8Q" - Y74, et dans (60), v = §h"-Y", ,
et si on somme sur I'ensemble des pas de temps, en tenant compte de
l'appartenance & H'(Q) (resp. (H15(Q))2) de " (resp. s") et des équations
(56) et (57), il vient :

en notant : a, la forme bilinéaire symétrique :
a1 H10(Q)2 — R
(68) a; (u,v) = | (¢®uv + DVu Vu)dx,
Q
et a, la forme bilinéaire symétrique :
(69) a, (H'p(QP)2 >R
a, (u,v) =] (€ uv+KVu Vv)adx,
: N
J'(q)Bq =Y az(s", 5Qn_yqn)_ J‘ {a(s"”-S"*‘)(SQ"-an)-a(r"”-R"“).
n=1 Q | div(6Q"-Y")}dx
N
+3 a, (rn+1 ,8h“-Y"k)-I{a2(r"+‘ -R"+1)(Sh”-Y"L)-l-KOLV(r"”-R"” )
n=1 Q - -V(8hn-Y™, )}dx

- [{(C2aT™1 4+V)(8h"-Y, )+ (-C28M+W"). V(Sh"-YN, )}dix.
o)
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En regroupant les termes correspondants aux équations (56) et (57), et
en utilisant les valeurs de V" et w": , .

. N
J(@).5q = T a,(s",5Q")+/ (- s™15Q" dx+C? s".V8h"-g(h ,-h"s™ 1. VEh"
et +g Vh".s™1 §hn)dx

®

+3 a, (i",5h")+ | (+o m1div(5Qn)-a2r ! §hn-Kavr™*+1Vah"

=1 -g(h ~h"Vr*1V3ht+g ShVh"Vr™+1)dx
N |

+3 | (aS™'.5Q"-a R™1div(5Q")dx

N=1 Q

@ N

+ 3(PR™I5hN+KaVR™! V5h"-C2aT™15hn-gVhn, (VR™1-§™1)5hn

et +9(h -h")(VR™1-8™1). VahM)dix
N

+ X - a,(s", Yo+ | (a(s™1-8™ )Y n-or™+1-R™)div Y n)dx
Nt Q

+<C", 3\">,

ol dans le dernier terme, on a utilisé I'expresion de C" donnée en (61)
et le fait que Y™, est un relévement de 5\".

Maintenant, en remarquant que N+ = RN+! = 0, gN+1 = gN+1 = 0, TN+1 = 0
et 8Q° =0, 8h° = 0, et en utilisant les équations (56) et (57), les deux
premiers termes 1 s'annulent. '

Montrons maintenant que nous pouvons écrire les termes @ sous la
forme | :



(@ =-<8B™, u"™'> 4+ un terme dépendant seulement de Yo (ie. 3q").

Pour cela on prend les équations de I'étape (A.6) dans lesquelles on
choisit pour "fonction test" respectivement Sy ™1, 8Q 1 - Yn+1, 8Z n+1 qui

sont de trace nulle sur T"; il vient :
(70) a, (T, 5¢°n+1) =0
(71) a, (8™, 8Q,™1-Y 1) = [ G2 THIV. (8Q ™1 - Y n+1)dx,
(72) a, (Rn+1, 820n+1) =[] C2 (@ T+ SZO"”-S””.VSZO"“)dX. |
Prenons mainfenant Ieé,équations qui permettent de calculer le second

membre 8B"*' et pour lesquelles on choisit. pour "fonction test"
respectivement R™1, §n+1 gt Tn+1 . Y,™! de trace nulle sur I" ; on obtient :

(73) a,(R™1,6Z,71) = [ {a2Bh"R™ 1 +KaWSh"VR™-div(asQn

Q +9(h -h")V8h"-gBh"Vh"). R™ 1} o,
(74) -+ ay(8™1,3Q,™1)=] (-C2V3Z, "1 +a8Q+g(h,, -h")VEhn-gSh"Vhn)
e : SN+ dx,
(75) ay(T™1-Y, ™1, Sy m1)= [ C? (o 5Z,M1-a3h" + div (6Q,™1))
Q (T™1-Y, ™)dx.

Les différents termes intervenant dans la partie @ du gradient , se

retrouvent intégralement dans les seconds membres des équations
- (73)-(74)-(75), on a donc :

@ =a,(R™!, 82,71) + &, (S™1,8Q,M1)+ [ C2 V5Z 1.8 ok

Q - +a, (Tn+1 _Yun+1 , 5W°n+1 )
3 j c2 (a520n+1+ diV(5Q°”+1))(T””-Yu””)dx . f C2a5hn Yl»ln+1 dx
Q ‘ ’ o

En utilisant maintenant les équations (70), (71) et (72), il vient :
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B =2a,(R™, 8Z,™1) + a, (S™1,8Q,M1)+ [ C? V&Z,1+1.8™1 dx

Q +a, (Tn+1 '_Yun+1 ’8W0n+1 )
- [ 2 (a8Z ™1+ div(8QM+1)) (TM1-Y, ™ 1)dx - [ C2oSh" Y, ™1 dx
Q Q |

En utilisant maintenant les équations (70), (71) et (72), il vient :

@: -ay (Y p'n+1, SWoM1)+ | (C2(a5 Z°n+1_a5hn + div (SQO"”))Y“‘"“)dX
+ 82(5"”, YQ"'”) - J’C2 Tn+1 V.YQn+1 dx.

Nous utilisons alors 'équation (47) linéarisée en 8Z,m™1, 3Q 1, dy n+1

et 6z", qui donne :
@) =-<B™, W5 42, (™, V) [ CET™IV.Y M dx,
o
qui fournit, a son tour, 'expression du gradient sous la forme :

N
J'(0).5q = T - <8B™1, p™> 4 <C, A"
n=1

| N | ‘
(76) +3 {-ay(s", Yo™!)+ | (a(sn+1_sn+1)YQn+1-a(rn+1_Rn’+1)
=1 Q : div YgN)dx
+a, (8™, Yomtt) - [ozh LLalvA Yo+ dx}
Q

Maintenant, puisque 8h’ et 3Q° sont nuls, 38" est identiquement nul, de
méme, pN*! est identiquement nul ; on peut donc "décaler" lindice du
premier terme - <§ B™1, u™'> d'un-indice. Ecrivons maintenant la relation
entre 8B" et SA" d'une part et u" et C" d'autre part :

, 3B" = A 30",
(77)
Ch='A ",
qui impliquent :



-<8B", p"> =- <AL, US> =- <A A p> = - <GA", CN>,

qui annulent, & son tour le premier terme du gradient en (76).
Finalement, l'expression du gradient ne dépend bien que de Yo'

relévement de 64" dans Q. Ce qui achéve le calcul du gradient.

Bemarque?7 Par souci de simplicité, le systéme adjoint a été introduit
tel que, directement. Evidemment, I'expression des équations adjointes est
obtenue de maniére plus ou moins explicite. La principale difficulté, dans le
cas des conditions aux limites de Dirichlet, réside dans le fait que celles ci
n‘entrent pas de fagon naturelle dans la formulation variationnelle. On
montrera comment les équations adjointes se déduisent de fagon naturelle
dans le cas ou on recherche les conditions de type Neumann sur le débit,

“via la résolution du probléme de bord sur la hauteur d'eau pour les

conditions aux limites de type Neumann (voir Annexe 1).

3.3. Autres types de conditions aux limites

Nous avons établi au paragraphe 3.2, les équations du probléme direct
et du probleme adjoint dans le cas de conditions aux limites de type
Dirichlet sur la hauteur d'eau et le débit. C'est dans ce cas que les tests
numeriques, exposés au paragraphe 5, ont été effectusés. Lorsque les
conditions aux limites sont de type Neumann sur les deux inconnues h et
Q, on trouvera en Annexe 1 les équations adjointes et le calcul de gradient.
Pour d'autres conditions aux limites, conditions d'onde incidence,
conditions de paroi, conditions mixtes de Neumann-Dirichlet, conditions de
Neumann sur h et de Dirichlet sur Q, il suffit de reprendre les calculs faits
au paragaphe 3.2 et les modifier en fonction du type de conditions aux
limites envisagé. Chaque cas étant un cas particulier, on ne peut donner
de formulation générale des équations adjointes, en particulier de
Fexpression du second membre C" (cf (61)) du probléeme auxiliaire. (Voir -
par exemple la différence entre (61) et (A1.15)).

4. Approximation - Programmation

4.1. Approximation par éléments finis

Soit Q un domaine polygonal de %2, de frontiére T. Le cas des
frontieres courbes peut étre facilement traité & partir d'un domaine
polygonal ([18]) ou en utilisant des éléments finis isoparamétriques [19].
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Soit T,, une famille de triangles de Q, construit de maniere habituelle ([19])
telle que:

(78) U K=Q:
K eT,

Soit P, I'espace des polynémes de degré inférieur ou égal ai, on
introduit les espaces fonctionnels suivants :

(79) V,={v,e C°(Q) } Vi € P,(K),VKe T,} ‘
= ensemble des fonctions continues, linéaires par triangle.

(80) Von=VhN H16(Q)
= ensemble des fonctions de V, atrace nulle surI"
= ensemble des fonctions de V, qui s'annulent aux
noeuds situés sur I'.

(81) M, un espace complémentaire de Vo h dans V,,, définit par :
Mh th, Vh = Vo,h @ Mh.

En pratique, on prendra :

(82) M, ={v, e V,;v,(P)=0, VP noeudinterne de Q}.

Le probléme discret est alors obtenu en posant les différentes
équations dans les espaces V, ou (Vh)2 ; pour les conditions de type

Dirichlet, les fonctions tests seront choisies dans V,, ,, et (Vo)

Le passage du cas continu au cas discret, pour les conditions de
type Dirichlet est particulierement simplifié ici, puisque nous avons travaillé
au paragraphe 3, directement sur les formulations variationnelles et les
différentes intégrales qui interviennet sont calculées de maniére exacte.
Pour tout autre cas, il convient d'étre extrémement prudent lors du passage
du cas continu au cas direct, le systéme adjoint devant étre établi & partir
du systéme direct discrétisé.
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Dans la suite, nous noterons :

NDL le nombre de degrés de liberté total (interieur + frontiére)
sur un champ scalaire inconnu (typiquement, h ou une
composante du débit),

NF le nombre total de degrés de liberté frontiére,

N  le nombre de pas de temps : Tf = Temps de la derniére

observation
_ - Tf=Nat

Nobs le nombre de points de mesures

Not le nombre de mesures effectivement observés dans
lintervalle de temps [O,T] }

Nng le nombre d'inconnues du probléme inverse

(Dans le cas ou on recherche les conditions de Dirichlet sur toute Ia
frontiére, Nng = NF x N).

Nous aurons a considérer des cas ou les conditions aux limites ne
doivent étre identifiées que sur une partie T™* de la frontiére.
~ Dans ce cas on introduit I'espace fonctionnelle suivant :

Remarque 8 Les équations adjointes du paragraphe 3 ont été établies
en tenant compte du terme correctif g(h m-h") Vh". Dans tous les tests qui

suivent, nous n'avons pas tenu compte de ce terme, ceci dans un souci de
simplicité et pour les deux raisons suivantes :

a. En supprimant ce terme, le probléme direct qui associe aux
conditions aux limites sur G les observations de la solution {h{x;) Q(x;), i=1,

Nobs} est linéaire. Ce caractére linéaire pemet de considérer la
fonctionnelle cout en tant que fonctionnelle quadratique et donc d'utiliser la
procédure exposée a la remarque 6. _

b. En conservant le terme "non lindaire", les valeurs de la solution hn
interviennent dans les second membres du systéme adjoint. Ce qui revient
a dire que la résolution du systéme adjoint nécessite e stockage des
solutions (h", n=1,N), via la valeur de ces solutions en chaque degré de
liberté. Nous verrons que cela n'est pas nécessaire, dans le cas contraire.
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4.2. Organisation de la programmation
Etant donné les conditions du calcul (choix des coefficients

physiques, choix du pas de temps, donnée du type de conditions aux
limites, choix du domaine d'étude), on peut calculer une fois pour toutes les
matrices de résolution, a savoir : ‘

a. La matrice A, , associée a la forme bilinéaire a,

A;p =02 M+ DK + conditions aux limites
oli M matrice de masse M=/ w,w;dx,.
Q
K matrice de rigidité  K;; = [ Vw; Vw, dx
Q

b. La matrice A, , associée a la resolution d'un probléme pour une
composante du deébit :

Ay, =a M +KK +type de conditions aux limites

c. La matrice associée au probléme de bord A,

Ces trois matrices seront calculées, factorisées par une méthode de
Choleski (dans le cas symétrique) ou de Gauss et stockées pour une
utilisation ultérieure.

Pour ce qui est de la résolution effective du probléme, on utilise
l'algorithme de gradient conjugué décrit au paragraphe 2.3. Lorsqu'on
,f cherche effectivement les conditions aux limites sous la forme la plus
générale, le probléme est globalement linéaire et il est possible de tenir
compte de la remarque 6. L'articulation du programme de résolution est
donc le suivant :

Etape 1 Initialisation globale Nit=0

1.1 Entrée des caractéristiques du calcul
Triangulation, pas de temps, constantes physiques, matrices de



1.2

1.3

1.4

1.5
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résolution

Entrée de l'observation
Position des capteurs, état des capteurs en h, Q,, Q, (valeurs des

coefficients y* et xok ,k =1, 2), valeurs des observations au cours
i,n in

du temps pour les capteurs "allumés”

Entree de I'état initial
Donnee de la valeur au temps initial de la hauteur d'eau et du débit.

Initialisation du contréle
Donnée de la condition aux limites initiales, et des noeuds ou celle
ci doit étre identifiée (q°(i), i=1, Nnq)

Calcul du cout initial et initialisation du vecteur d'état
Pour n=1,N  Résolution du systéme direct
Calcul de la composante au temps nAt du vecteur
d'état
(get (i), i=1, Not)
calcul du cout initial J* = J (q°,)
(On caiculera la composante du vecteur d'état & chaque pas de

- temps a partir de la solution du probléme direct, on conservera

seulement cette composante)

Pour Nit 2 0, étant donnés les vecteurs N, get N et o cout JNt

Etape 2 Calcul du vecteur de descente

- 2.1

Résolution du probléme adjoint - Calcul du gradient
(gra N¥(i),i=1,Nnq) '
Initialisation de tous les vecteurs adjoints a 0

Pour n=N,1 2.1.1 Calcul des seconds membres des équations

adjointes & partir du vecteur getNt,
2.1.2 Résolution des équations adjointes au temps nAt.

2.1.3 Transfert dans le gradient de la composante



dNit.
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correspondante des seconds membres des
équations adjointes et du produit de s" par la
matrice A,.

2.1.4 Transfert dans le vecteur C" du second membre
de I'équation en. r" et du produit de r" par la
_ matrice A,.

2.1.5 Inversion du systéme adjoint de bord et calcul de
n .

TR

2.1.6 Resolution des équations auxilliaires et transfert
dans le gradient des termes correspondants.

2.2 Calcul du vecteur de descente (dNY(i), i=1, Nnq)

2.2.1 Calcul de YN

Wit=0 siNit=0
Nng ) ) )
> (gralt(i) - graNit-(i)). graNi(i)

i=1

Pt = i Nit 0.
Nng )
> (graNt(i)?

i=1

2.2.2 Evaluation du vecteur de descente dNt

dNt = graNt, si Nit=0,
dVit = graNit & Nt N1 gj Nit 2 0.

2.2.3 Calcul de la norme du gradient et du produit scalaire de graN" par
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Etape 3 Evaluation role & litération Ni

3.1 Calcul de la quantité qzet, (qzetN(i), i = 1, Nnq)
Resolution du probleme direct linéarisé avec pour conditions aux
limites le vecteur de descente dNit et condition initiale nulle.
Evaluation de la quantité qzetNt aux points d'observations.

3.2 Calcul du paramétre optimal pNit (cf Remarque 6)

Not _ . )
T qetNt().qzethti)  pNt+t

pNit+1 - T i=1 -
Not .
T (qzetNt(i))2 PN

=1
3.3 Calcul du controle et de ['état

qNit+1(i) = gNit(i) - pNit+1 gNity = 1, Nng,
qethit+1 () = qetN" pN+1_ qzetNi(i), i=1, Not
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3.4 Evaluation du cout JNi+1

Not
172 T (qetN+())2 (@)

JNit_ 172 (pnumNit+1)2 /p_Nit+1 don (D)

3.5 Test du gradient

Nng
On vérifie que J'(gNt+1).dNit! = pNtH! = 5 gra (i).d(i)
num =1

Remarque 9 Le schéma de résolution décrit ci dessus n'est valable que
pour le cas ou la relation condition aux limites — observation de la solution
est linéaire. Dans tout autre cas, il convient de modifier les étapes 3.2
(calcul de pN, 3.3 (calcul de qetNt+!), 3.4 (second version (b)) et le test du
gradient 3.5. Nous examinons le cas ou la relation est quadratique dans
les tests qui suivent.

4.3 Bilan des calculs - stockage
4.3.1 Place mémoire nécessaire

La place mémoire nécessaire dépend evidemment des caractéristiques
du maillage, du nombre de points & identifier, du nombre d'itérations en
temps. La gestion de cette place mémoire est faite de fagon dynamique a
l'aide des techniques mises au point par F.HECHT [18]. On peut donner
une estimation de la place mémoire nécessaire en fonction des quantités
NDL, NF, N, Nobs et Nnq définies au paragraphe 4.1.

Stockage de la triangulation P,. Coordonnées 2*NDL (R)

Liste des noeuds par triangle
3*NT ()

Numéro de référence par triangle
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6*NT (1)
Pointeur de bord NF (1)

Construction des matrices ~ Pointeur de matrice profil
de résolution NDL + 1 ()

Matrices profil 2 * NBPF (R)
Matrices morse 2* NBNZ  (R)

Pointeurs matrices morse
2 * (NDL+NBNZ) (1

Matrice de bord NF * NF ()

Vecteurs de controle (q, gra, gra™!,d) 4* Nng (R)
Etat Vecteurs d'état 3 * Not (R)
Pointeurs d'état (x; ) 4 * Nobs (R)

Vecteurs de travail 16 vecteurs réels de taille NDL 16 * NDL (R)
. 6 vecteurs réels de taille NDL. 6 * NF (R)
3 vecteurs entier de taille NF 3" NF (1

Ces qdantités seront évaluées pour chaque test particulier en fonction
du maillage et du cas & traiter. ‘

4.3.2 Bilan des opérations 4 effectuer

Outre la construction et la factorisation des matrices, qui seront effectués
pour chaque cas (Maillage + données des caractéristiques physiques) une
fois pour toute, on peut évaluer en terme de descente/remontée et calcul
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de second membre le nombre d'opérations a effectuer (les autres
opérations de type "scattering" sont négligeables), en fonction de N
nombre de pas de temps et Nit* nombre d'itérations nécessaire a la
convergence :

Calcul de Inversion syst. profil Inversion syst. bord

"second membre" type Choleski type Gauss
Nbre 7*N*(2*Nit+1)  7*N* (2 * Nit+1) N * (2 * Nit+1)
% du temps 40 % 50 % 7%

total *

* Références : CRAY recherche 1.S avec vectorisation.
5. Tests Numériques

Deux types de tests ont été effectués. D'une part, un test de type
analytique sur un carré ou la solution exacte est connue, et ou les
conditions aux limites ont été identifiées sur I'ensemble de la frontiére ;
d'autre part, un test plus physique sur une géométrie de type portuaire, ou
des conditions aux limites de type Dirichlet sont identifiées sur deux des
"morceaux” de frontiere maritime. Pour ce dernier test, on a effectué
plusieurs tests en cherchant les inconnues sous forme du produit d'une
fonction connue du temps par une fonction en espace, ou sous forme d'une
fonction connue d'espace par une composante temporelle inconnue. Pour
chacun de ces tests, on a fait varier le nombre de points observés et
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éventuellement ia position des capteurs.

5.1 Un test analytique

Dans ce premier test, le domaine Q est un carré unité, triangulé de
fagon uniforme en 72 triangles. Il y a 24 noeuds situés sur la frontiére. Le
maillage de ce carré est représenté a la figure 1. On a testé le probléme
linéaire en cherchant les conditions aux limites sous forme libre. On a
supprime tous les termes sources, de telle sorte que les quantités :

h = constante =10 m

y
03
X

sont solutions des équations continues :

oh/ot+divQ=0
(83)

3Q/3t-KAQ+gh Vh=0.

Les constantes physiques sont choisies de la fagon suivante :

K = coefficient de diffusion = 5 m%s,
h,,=h =10, qui fournit C2 = 90,

o =1/At =60, qui conduit 2 un nombre de courant :

C At/Ax ~1.
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Figure 1

Pour tous les tests effectués, on a calculé l'observatlon exacte etona
initialisé les conditions aux limites par :

q° =0.

On a observé les deux composantes du débit et la hauteur d'eau en 5
points du maillage. La position des capteurs est variable. Ces tests ont
permis de faire les remarques générales suivantes :

a. Variation d t au cour sitérai ns.

Le cout décroit rapidement au début du calcul et la convergence dewent
trés lente dés que le cout a été divisé par 100 environ. Une tentative de
réinitialisation du gradient conjugué par une étape de gradient a pas

optimal (YN = 0) toutes les 10 itérations a montré linefficacité de ce
procédé pour l'accélération de la convergence.

b. Variation de la position des capteurs.

Avec les mémes données que précédement, on a fait évoluer la position
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[ Y 1] [ ®
° ° ] [ ]
. L] ® .
[ ] [ ] L[] [ ]
. L] [ ] [}
test 1 test 2 test 3 test 4
25 itérations 26 itérations 52 itérations > 60 itérations

Ces résultats montrent lintérét d'une répartition "étalée" des capteurs
par rapport a une répartition alignée.

c. Influence du nombre de capteurs

On augmente progressivement le nombre de capteurs et on remarque
que lorsque le nombre de capteurs est petit, la convergence est rapide
mais la solution obtenue est trés différente de la solution exacte. Lorsque
le nombre de capteur augmente, on atteind une situation optimale, ot la
solution exacte est obtenue avec une convergence rapide. Lorque ce
nombre est dépassé, le nombre d'itérations & la convergence augmente
sans précision supplémentaire sur la solution. ‘ :

Evaluation de la convergence en fonction
du nombre de capteurs

Nombre de capteurs | Nombre d'itérations & convergence
1 6 itérations
2 20 itérations
-3 24 itérations
5 25 itérations

Une bonne approximation de la solution était déja obtenue avec deux
capteurs. -
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5.2 Simulation d'une baie avec et sans ouvrage.

Le domaine d'étude est, pour les tests qui suivent, un domaine
rectangulaire de 12800m de long sur 4800m de large, comportant une
frontiere terrestre et trois frontiéres maritimes. A partir de ce domaine, on a
simulé la présence d'ouvrages de type portuaire par deux jetées, une jetée
rectiligne et une jetée en arc de cercle. Les triangulations de ces deux
domaines sont représentées sur les figures 2 et 3. Elles ont été effectuées
par la bibliothéaue MODULEF.

0,4800
g,0 12800,0
Fiqure 2 )
Triangulation et position des capteurs
Cas du domaine sans ouvrage
12800,0
0,0

figure 3
Triangulation et position des capteurs (test 1)

Cas du domaine avec ouvrage
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Nous avons testé la méthode sur une période d'une marée (12 heures).
Les coefficients physiques ont été choisis de la fagon suivante :

K =5m%s,
h, =constant=15m.
At =120s puis At=1200s.

En supposant que I'écoulement se fait essentiellement dans la direction
horizontale, ces quantités conduisent & un nombre de courant de :

NC=C At=~11.62.120 ~ 3.28 pour At =120s.
AX 425
- ~32.8 pour At =1200s.

Sur la frontiere terrestre, les conditions aux limites de Dirichlet sont
nulles : : '

QJ =0,
I terr

Sur la frontiére maritime, on a pris dans un premier temps des
conditions de Dirichlet de type :

(84) Q| =Q, sin ( 2I1 (t - .72 x)).exp (- Ay), Q,=(25,0),
I'mar Tm :
ol T, est la période de la marée et ol on a simulé un
deplasage ¢ = .72x entre I'entrée et la sortie (frontiéres verticales).

Dans un premier temps, & partir des contraintes physiques, on a contruit
et factorisé les matrices de résolution. A partir d'un état initial donné, on a
calcule la solution correspondante aux conditions aux limites (84) et on a
deduit les valeurs des observations aux différents "capteurs" représentés
sur les figures 2 et 3.

5.2.1. Premier test : conditions de Dirichlet partout




39

Nous avons cherché a identifier les conditions de Dirichlet sur la
frontiére maritime verticale droite et pour la composante horizontale du
débit seulement (la composante verticale est supposée s'annulér le long
de cette frontiére). Avec un pas de temps de 120 s ceci conduit & : Nngq = 11
points * 360 iter en temps = 3960. L'identification est faite sous forme libre.
L'initialisation est linéaire entre les deux valeurs exactes sur les extrémités
des frontiéres horizontales. Les résultats sous mentionnés ci dessous.
Dans un second temps, on a cherché la composante temporelle des
conditions aux limites sur la méme partie de la frontiére sous la forme :

(85) Q=Q, exp (- Ay) . f(t),

ou f (t) inconnue, constant par morceau.

Pour ces tests, on a arreté les calculs au bout de 7 itérations.

Caractéristiques des différents tests

N°test  Triangulation. A Nore total* Nbre total  Initialisation  J°/ 7

d’observation d’inconnus

1 ss ouvrage 107° 3600 3960 0 77.2
2 " " 103 3600 3960 Linéaire 90
3 avec ouvrage 1073 3600 3960 Linéaire 628
4 " " 7.104 3600 3960 Linéaire 1310
5 . 7104 720 360 Heariside** 2030

* Pour les quatre premiers test, on a observé les deux composantes du
débit en chaque capteur. Pour le dernier test, les deux composantes du
débit ont été observées en un seul capteur.
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débit en chaque capteur. Pour le dernier test, les deux composantes du
débit ont été observées en un seul capteur. '

** Lorsque lidentification porte sur la composante temporelle seulement
(test 5), linitialisation est choisie de la fagon suivante :

f°(t) =+ 1 pour te ]0,6h[
= -1 pour te ]6h,12h], _ . 7

elle conserve la périodicité de la fonction exacte.

La condition aux limites (85) respecte la continuité & la frontiére terrestre
(Q =0poury =y,_ . =4800). On remarquera que lorsque la valeur de A
augmente, la pente de la solution au voisinage de y =y devient plus

raide ; la difficulté d'approximation due & cette "raideur" ralentit le procédé
de convergence (cf. comparaison du test 3 et 4).

Les figures 4, 5 et 6 montrent la forme de la solution (débit et hauteur
d'eau) respectivement a l'initialisation linéaire, au bout de 7 itérations pour
le cas du test 4 et & convergence compléte (solution exacte) dans le cas du
test 5. On remarquera la mauvaise approximation au voisinage de y = 0 sur
la figure 5 et son influence sur la solution globale. Ces figures représentent
les inconnues au temps t = 13 heures et 16 minutes, temps situé au milieu
de lintervalle d'étude.

Dans une seconde série de figures, on a représenté I'évolution du profil
au cours des itérations, le long de la frontiére x = x ., = 12800, pour les

tests 2, 3 et 4. On remarquera essentiellement la mauvaise approximation
du profil au voisinage de la frontiére terrestre ; ce défaut est visible sur la
figure 5(a), ol I'eau sort du domaine alors qu'il devrait y rentrer. '
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(

Figure 4(b) Initialisation lineaire

Figure 5(b) Aprés 7 itérations (test 4)

(

Figure 6(b) Solution exacte

Tracée des hauteurs d'eau au temps t = 13h 1lé6mn
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On remarque sur la figure 7, que la présence de l'ouvrage semble &tre
un frein & la convergence de la solution vers la solution attendue.

A la figure 9, on a représenté la variation du profil f(t) cherché, & I'état_
initial et au cours des itérations du gradient. Ceci montre une trés bonne
restitution du profil exact sinusoidal en quelques iterations.

Du point de vue du temps de calcul, ces tests ont été faits sur le Cray
Recherche 1.S. Chaque itération de gradient conjugué nécessite environ
90 s, dont 40 s pour la résolution du probléme direct et 35 s pour la
résolution du probléme adjoint.

5.2.2. eri . profil ic nditi
Neumann sur la frontiére maritime
Dans cette seconde serie de tests, nous avons tenté de résoudre le
probleme de fagon plus physique, en choisissant des conditions de type
Neumann pour les conditions aux limites & imposer sur la frontiére

maritime horizontale et en cherchant le profil sous forme parabolique. On
decompose la frontiére en quatre parties :

(86) r, = Frontiére terrestre sur laquelle on impose Q = 0.
={M(x,y) | y = 4800.}

(87) I,= Fr_ontiére maritime horizontale
={M(xy) ly=0}

surl’,,onimpose: Q, =0 (Q.n=0,impermeabilité)
dQ, / 9n = 0 (condition de Neumann)

(88) F=r"+ur,
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I™ *+ = {M(x,y) | x = 0}, (entrée)
™ = {M(xy) | x=x_,, = 12800.}, (sortie)

sur laquelle on cherche & identifier les conditions aux limites sur le
débit, sous forme "Dirichlet”.

Sur I™, le profil recherché est de la forme :

(89) Q1 = Qo (1- y2/y2m_),

pour respecter a la fois la continuité au raccord de I', (Q,(y,) = O)etla
continuité de la dérivée normale au raccord de I',.

Le changement de type de conditions aux limites sur I', impose un certain

nombre de modifications sur le programme initial.
a. Construction des matrices de résolution.
Chaque composante du débit est traitée par une matrice
différente.
Modification de la matrice de bord.
b. Modification des programmes de résolution des problémes
directs et adjoints.
~ Les équations du nouveau probléme (Matrice de bord, probléme
direct adjoint, gradient) sont établies de la méme fagon que dans le cas
précédent : il suffit pour cela de modifier la résolution des problemes en
"débit" en imposant pour la premiére composante de Q, une condition de
Neumann nulle et en conservant les mémes sous programmes pour la
seconde composante des débits (Q ou S). De méme, on remplacera les

termes de bord sur I" par des intégrales sur I'*. Il suffira par cela de
travailler dans les espaces suivants :

zZ,RTe V,
Q, Sy € V"' ={v e V, v, =0surl;,ov/on=0surl,}
02, 82 € VO,h




46

On trouvera le schéma de.résolution des problémes directs et adjoints
en annexe 2.

On identifie ici la composante horizontale du débit sur I'™* & partir des
observations en 7 capteurs indiqués sur la figure 10.

Z AV, I Y AYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV,
I RN SOOOOROOATENR
IS KEERREE Y SRR EISRERR KRR
SRR SR O A RS
IR H I SR p 4 \ ARSI
PR R OO0/ T BELRER
KKK RSENES WA YO YA U dVavavava¥le V%
PRI N GOS8 ) ST <>
POV O s A B AN 2 A AVAYAYAVAVAY g
R OSSR SRR
ISIERR) S A AV PAVAVAVAVA Nl pe
<> < AVAVLIAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY . &
h"‘? \/ thﬁg& VAV AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVARS ¢
Pa SV VAVAVANVaVAVAVAVAVAVAY,

Figure 10
Position des capteurs
A partir de ces données nous avons efffectué plusieurs séries de tests :
a. recherche de q, sous forme libre : recherche de gy (x,y ;1)

b. recherche de q, sous la forme a, = f(x,t) g(y) ot g(y) est imposée

et f(t) est inconnue ; le probléme reste ici lindaire et 1(t) est
recherchée constante par morceau.
c’recherche de la composante "spatiale” de a4 sous forme para-
métrique:

(9(y) =ay?+by +¢, ab,c, inconnus).
d. recherche simultanée des 3 constantes a,b,c et de la composante
temporelle de q, '
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Dans les trois premiers cas, la relation entre la variable de contréle et
I'observation est linéaire ; dans le dernier cas (d), elle est quadratique.
Pour ce dernier cas, nous ne pouvons utiliser la remarque 6. Néanmoins,
nous savons que, étant donné le vecteur de contrdle q et le vecteur de
descente d, la fonction définie par :

(90) P(p) =J(q-pd),

est un polynéme du quatrieme degré en p, et ces coefficients sont
obtenus en effectuant un développement de Taylor autour de zéro :

(91) P(p)=J(a)-p J'(@)d + p?/2 J"(q)(d,d)- p°/6 JC)(q).d°
+pt24 JA(q).d*.

Pour obtenir les coefficients de ce polynéme, il suffit donc de dériver

l'expression de la fonctionnelle cout par rapport aux inconnues.
Supposons qu'on recherche g sous la forme : :

q=1xg,

on aura .
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Not
Ja)=J{lg) =172 2 (qet M2,

ou qet est le vecteur d'état des observations, obtenu & partir de la
resolution du systéme direct, en prennant, pour conditions aux limites, q
sur le debit. Par dérivation, on obtient :

Not
Jya) dy= 3 qet(i). gzet (),
i=1
(92) Not
Jo(a)-dy = 3 qet(i).qzet .

i=1

ou qzet, et gzetg sont les observations obtenues en résolvant les

équations directes linéarisées avec pour conditions aux limites,
respectivement d;.g et d .f. On obtient ainsi le coefficient de degré 1 du
polyndme (91).

Si on agit de méme pour le terme du second degré il vient :

di d
J"(q).(d.d) =J"(f.g) ,
dg dg
Not
=X 2qet(i). qzzet(i) 4 + (qzet(i)f+qzet(i)é)2,
i=1
ol qzzet(i) est obtenu en résolvant les équations directes linéarisees

avec, pour conditions aux limites, 82q = dfd sur le débit.
De la méme fagon on obtiend :

F@ED) =3 6 qzzet(i);, (qzet(i)+qzet(i))
ot i=1



49

"
J@(q)(d@) = zm 12 (qzzet (i) 5).
i=1

Le calcul de ces coefficients nécessite donc la résolution de deux
systémes directs "linéarisés" avec, pour conditions aux limites sur le débit,
respectivement, df.g + f.dg et df.dg.

La recherche du parameétre optimal p équivaut a trouver la racine du
polynéme P(p) qui rend I'expression P(p) optimale.
Ce travail sera fait a l'aide du sous programme PAO3A de la

blibliothéque HARWELL. On trouvera le détail des calculs a effectuer
(actualisation du contrdle, calcul du gradient) a I'annexe 3.

Dans cette série de tests, on a choisi un pas de temps de 120 s,
conduisant & un nombre de courant supérieur a 30.

Résulats des tests cas a.

L'inconnue est la répartition des vitesses horizontales en entrée et en
sortie sous la forme générale q(x,y,t), pour laquelle deux types
d'initialisation ont été utilisés : D'une part une initialisation "linéaire” en
phase de la forme : : '

(l) a'(xy.t)=Hx1) g'(y)
ou f(x,t) est exacte, f(x,t) = sin 2n /T (t- .72x)

- et g°(y) est interpolé linéairement entre zéro sur la frontiére terrestre
et la valeur exacte sur la frontiere maritime horizontale,
d'autre part la solution identiquement nulle (1,). On a essentiellement fait

varier le nombre de capteurs allumés et les composantes (h, Q,, Q,) de la
solution, observées effectivement.

Le nombre d'inconnues de ce probléme vaut :

Nng=N*2"11 = 362" 11 =792 inconnues
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et le nombre d'observations varie entre 144 (cf test 4) et 468 (cf test 6).

On a noté le rapport entre le nombre d'observations et le nombre
d'inconnues. Le tableau ci dessous donne les caractéristiques des
différents tests avec la convergence (Nombre d'itérations nécessaires pour
que le rapport J" / J° des couts & la ni®™e jtération et & I'état initial atteigne

une précision inférieure a e = 10"4)

Ne© Type de Position des - R Nl?re . Cogver‘goence
test 1'initialisation | capteurs allumés Nobs/Nirq | d'itérations J /d
1 I, 1,3,5,7 s Q 0.182 y .295 10-4
| “4
2 12 1,2,3,5,6,7 sur Q1 0.273 5 312 10
' -4
3 I 1,2,3,5,6,7 sur Q 0.318 5 933 10
2 1 .
4 sur h
y I 1,2,3,5,6,7 sur Q 0.545 8 689 10
2 ot i
5 I idem 0.545 9 .855 10
6 12 1,2,3,5,6,7 sur Q 0.591 8 951 10
et Q2 et 4 sur lh '

TABLEAU 1

Il ressort donc, de maniére évidente, que la convergence est d'autant
plus rapide que le nombre d'observations est faible : ce que nous avions
déja observé dans les séries de tests précédents. D'autre part

Tlinitialisation I, qui semblait étre & priori meilleure donne des résultats

mediocres si on compare les tests 4 et 5, toutes choses égales par ailleurs.
Ce qui tente & prouver que la qualité de linitialisation influe peu sur la

- convergence, a moins qu'elle soit trés proche de la solution exacte, cas

que nous n'avons pas considére ici.

On a représenté sur la figure 11 les courbes de convergence
comparatives pour les tests 1 & 4 et 6, pour lesquels on avait choisi
d'initialiser les inconnues par zéro.
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Sur les figures 12, on a représenté les profils des vitesses horizontales
au cours des itérations de gradient pour les différents tests effectués au

méme instant et pour les deux frontiéres (Indice a sur I'** et Indice b sur

I'"-). On remarque que la différence entre la solution exacte et la solution a
convergence diminue (attention aux changements d'échelle) lorsque le
nombre d'observations augmente, et que l'introduction d'une observation
supplémentaire sur la hauteur d'eau (comparaison des tests 2 et 3 et des
tests 4 et 6) améliore la précision sans augmentation du nombre
d'itérations & convergence.

Les figures 14 représentent les solutions du probléme direct a
convergence et pour les differents tests effectués. On observera
essentiellement l'impact trés faible du profil de vitesses 2 la frontiére sur la
solution globale, en particulier au voisinage du port. Cette remarque nous
encourage a choisir des capteurs situés au voisinage des frontiéres a
traiter.

En outre, si seule la solution au centre du domaine importe, on peut
assurer une solution tres correcte a partir de quelques observations (test 1
ou 2), ce qui assure une convergence rapide.
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Débit au temps £t = 9 heures
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Résultat des tests cas b,

L'inconnue est alors la composante temporelle de la répartition des
vitesses horizontales en entrée et/ou en sortie ; les conditions aux limites
sur les frontiéres maritimes verticales sont de la forme :

f(x,1) g(y),

qix,y.t) =

. 01

ou f(x,t) est une fonction inconnue. On a cherché d'abord a identifier
cette fonction sur I'une des deux frontiéres (ceci conduit, apres
discrétisation en temps & N=36 inconnus discrétes), puis sur les deux
frontieres simultanément (2* N = 72 inconnues discrétes);

Dans le premier cas, une observation par pas de temps suffit & assurer
l'existence et I'unicité de la solution d'identification : dans le second cas, il
faut deux observations pour avoir cette propriété :

N©° /0 | Initialisation Position R Nbre Convergence
test des Nobs/ | d'itérations
capteurs Nnq : Jn / Jgo
-8
1 I Zéro* 4 sur Q 1 6 5.2 10
1 -6
2 I Zéro 4 sur h 1 10 5.5 10
-8
3 I =f (0,t* 4 sur Q 1 6 5.1 10
ex 1 _6
Yy I -f (0,t) 4 sur h 1 10 5.5 10
ex - -7
5 0 -f (x O 4 sur Q 1 6 6.1 10
6 /0 Zéro 4 sur Q 0.5 .6 5.2 10
1 T -5
7 /0 Zéro 4 sur Q et h 1 10 2.5 10
. 1 -9
8 /0 Zéro 2 et 6 sur Q 1 y 8.3 10
1 =7
9 o Zéro 4 sur h 0.5 10 2.6 10

* Initialisation de f par Ia fonction identiquement nulle

** Initialisation de f en opposition de phase.
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Test ! x = 0. La solution exacte et la solution convergée coincident

Figure 4.1
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