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SUR L' APPROXIMATION DES COQUES MINCES PAR DES METHODES
"B-SPLINES ET ELEMENTS FINIS"

iére Partie :
FORMULATION DU PROBLEME ET ESTIMATIONS D' ERREUR

Michel BERNADOU® et Bernard LALANNE

RESUME

Dans des travaux précédents, le premier Auteur a considéré
1' approximation de solutions de probldmes de coques minces par des
méthodes conformes d'éléments finis avec prise en compte de 1'intégration
numérique. Ces différents travaux supposent que la géométrie de la coque
est définie comme suit

V i) sa surface moyenne A est 1'image d'un -certain domaine borné Q

du plan par une application § régulidre donnée, i.e., /5= $(E1,22).
(51.5,2) e Q;

ii) son épaisseur e est une fonction réguliére des coordonnées
curvilignes (51,62) e Q.

En pratique, les applications $ et e ne sont pas toujours connues.
Il convient alors, & partir de la donnée des coordonnées d'un nombre fini
de points de la surface moyenne et de la donnée de 1'épaisseur de la
coque en ces points, de définir des approximations suffisamment

réguliéres 3@6 et ehA dg ces deux applications & et e.

Dans cette étude, noué analysons ces nouvelles approximations, de
nature géométrique, puis, en les combinant avec les approximations du
champ de déplacement, nous établissons la convergence de la méthode ainsi

que les estimations asymptotiques d'erreur.
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ABSTRACT

In previous works, the first Author has considered the
approximation of solutions of thin shell problems by using conforming
finite element methods and by taking into account the effect of numerical
integration. In these works, it is assumed that the geometry of the shell
is defined as follows :

i) its middle surface/& is the image of a bounded domain Q of the
plane by a given smooth application 3, i.e., AS = $(g1,£2); (51,52) €0

ii) its thickness e is a regular function of the curvilinear

coordinates (§1,£2) € Q.

" Practically, the applications $_and e are not always known. Then,
from the knowledge of the coordinates of a finite number of points of the
middle surface and of the value of the thickness at these points, we need
to define sufficiently smooth approximations $h/B and ehA of the

applications § and e.

In this study, we analyze these new geometrical approximations,
and then, by combining such approximations with these of the displacement
field, we prove the convergence of the method and we obtain the

asymptotic estimates of the error.

1 - INTRODUCTION

Dans BERNADOU [1978, 1980], nous avons étudié le probldéme de
l'approximation de solutions de problimes lindaires de coques minces par
des méthodes conformes d'éléments finis avec prise en compte de
1'intégration numérique. Ces résultats reposent sur la modélisation de
KOITER [1966, 1970] et Supposent que la surface moyenne est définie comme
1'image d'un domaine borné o du plan & 1'aide d'une carte 3 régulidre,
i.e. 3§ ¢ (%?2(9))3 dans le cas de coques peu profondes, 3 € (@?3(9))3

dans le cas de coques moyennement profondes.

Cependant, dans 1les problémes pratiques, la coque n'est pas
toujours définie sous forme analytique mais bien souvent par la donnée

des coordonnées d'un nombre fini de points de sa surface moyenne et de la

valeur de 1'épaisseur en ces points. C'est pourquoi dans ce travail

i
il




i) nous proposons au paragraphe 2 la définition ~d'une

approximation ¢}b& de 1'application § telle que (¥*) :

as% Qo ia% = as% ()

(6;2(9))3 dans le cas d'une éoque peu profonde,

$hb€ .
’ (6?3(9))3 dans le cas d'une coque générale.

Pour ce faire, nous utilisons des produits'tensoriels de fonctions
B-splines d'ordre k (entier 2 1) qui sont polynomiales par morceaux de’
degré k-1 et qui assurent des raccords de classe E?k-z. L'ordre k de la
méthode sera choisi en fonction de la théorie de coque utilisée (peu-
profonde ou généfale) et de la précision des autres approximations
.effectuées, notamment de celle des approximations du déplacement. Pour
une présentation détaiilée des fonctions B-splines, nous renvoyons & C.
de BOOR [1978] ;

ii) dans le paragraphe 3, nous donnons le résultat d'approximation

correspondant, i.e., pour tout element K du maillage
. t-r
|$ $hA'p’eo’K s Ché I$|t’m’K

pour t = 1,...,k et r =0,...,t ;

iii) nous considérons dans le paragraphe 4" 1'approximation de 1la
fonction d'épaisseur e, Ici encore on utilise des produits de fonctions
B-splines d'ordre & 2 1 ce qui conduit au résultat d'approximation

suivant : pour tout élément K du maillage
t-r
|e—e%|r’m,K S Chg Ielt,w,x

pour t = 1,...,8 et r =0,...,t ;

(*) Dans cette étude nous utilisons deux paramdtres de discrétisation. Le
premier, hA, caractérise le maillage utilisé pour construire les
fonctions splines (voir (2.3.8)), le second, h,_caractérise le maillage
utilisé pour définir les éléments finis.




Aiv) nous rappelons bridvement dans le p;ragraphe 5, 1'essentiel de
la formulation des problémes de coques minces ainsi que les résultats
d'existence et d'unicité des solutions, et cela pour des coques générales

et pour des coques peu profondes ;

v) dans le paragraphe 6, nous combinons les deux résultats
d'approximation de 1la géométrie‘de la coque (surface moyenne d'une part,
épaisseur d'autre part) avec ceux obtenus dans des travaux précédents
pour 1'approximation du champ de déplacement, afin d'en déduire les
propriétés de convergence des solutions approchées VN ‘(*) vers la
solution U du probldme continu ainsi que les estimations ;éymptotiques de
1'erreur correspondante. Cette étude est mende dans les deux cas

suivants : coques générales et coques peu profondes ;

vi) dans le paragraphe 7, nous illustrons ces différents résultats
par des exemples d'estimations d'erreurs obtenus pour différents choix
donnés de méthodes B-splines et de méthodes d'éléments finis. Les
combinaisons retenues sonf celles qui assurent la méilleure cohérence

possible entre les diverses composantes de 1l'erreur.

Dans un travail ultérieur, nous montrerons comment appliquer ces

méthodes 3 la modélisation de pales de turbine ou de compresseur axial.

Le plan de ce travail est le suivant :

1. Introduction

2. Définition des fonections B-splines & une variable et & deux variables.
2.1. Les fonctions de base B-~splines A une variable.

2.2. Approximation de fonctions d'une variable 3 1'aide de

. n+k
fonctions B-splines ; choix de la suite t = (ti)i=1'

2.3. Interpolation de la surface moyenne de la coque.

(¥) L'indice h = (qé »h) rappelle ici que les solutions approchées
dépendent de 1'approximation de la géométrie (Q& ), d'une part, et de

1'approximation du déplacement (h), d'autre part.




3. Estimation de l'erreur due & 1'interpolation de la surface moyenne,
4. Interpolation de 1'épaisseur et erreur associée.

5. Formulation variafionnelle des problémes de coques minces.
5.1. La surface moyenne de la coque.
5.2. Les inconnues du probléme.
5.3. Formulation variationnelle du probléme pour une coque générale.

’S.M. Formulation variationnelle du probléme pour une coque "peu

profonde",

6. Etude de 1'approximation globale (géométrie et déplacement) et

estimations d'erreur.

6.1. Description de chacune des approximations.
6.1.1. Approximations de la géométrie
6.1.2. Approximation du déplacement
6.1.3. Approximation liée & 1'utilisation de schémas

d' intégration numérique
6.2. Estimation abstraite de 1l'erreur.
6.3. Estimation de 1'erreur ”ﬁ-ah“ dans le cas de coques générales

+ >
6.4. Estimation de 1'erreur "us—uhS” dans le cas de coques peu
~

profondes.
7. Exemples d'estimations d'erreur.
Bibliographie,
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2 - DEFINITION DES FONCTIONS B~SPLINES A UNE VARIABLE ET A DEUX VARIABLES

Pour la commodité du lecteur nous réssemblons ici 1'essentiel des
résultats que nous utilisons concernant la définition et les propriétés
des fonctions B-splines & une et deuk variablés. Pour plus de détails,
nous renvoyons & de BOOR (1978, Chap. IX & XIII].

2.1. Les fonctions de base B-splines A une variable

‘Pour fixer les idées, soit A approcher une fonction g définie sur
1'intervalle [0,1] et supposée suffisamment régulidre. Nous souhaitons
que 1' interpolée ng de g

i) coincide avec g en un nombre fini de points - J=1,.00,n

3 ’
tels que
(2.1.1) 0 < T, < T, < eee TJ < Tj+1 < ees L 1,
i.e.,
(2.1.2) wg(rj) = g(TJ) v J = 1,..0,n ;

ii) soit polynomiale par morceaux de degré k-1, k entier 2 1,

Pour cela, nous Supposons que les entiers k et n sont fixés,
K S n, et nous introduisons la partition de 1'intervalle [0,1] 3 1'aide
d'une suite de points :

(2.1.3) t = {ti s 1 =1,...,n+k}

vérifiant

(2.1.4) t = ... ='tn+k = 1

t, < ti+k » ¥i = 1,...,n




La position de ces points vis & vis des points Tj y J o= 1,...,n
définis en (2.1.1) sera précisée dans la section 2.2. On construit alors
1' iriterpolée ng de telle sorte que

(2.1,5) ] € P (&)

“gl[ti,t. k=1

i+1

ol Pk_1(g) désigne 1'espace des polyndmes de degré inférieur ou égal 2
k=1

(2.1.6) ii1) soit de classe & “"2([0,11)

Par la suite, nous utilisons des interpolées qui sont au moins de
classe 2 ou 623, soit k au moins égal 3 4 ou 5. Suivant de BOOR
[1978], ces interpolées sont des combinaisons lindaires de fonctions de
base B-splines d'ordre k dont nous allons rappeler maintenant 1la

définition.

Les fonctions de base Bj,k,t sy J = 1,.0.,n : ces fonctions de base au
nombre ‘de n (paramétre introduit en (2.1.1)) dépendent du degré k-1
choisi (voir (2.1.5)) et de la suite de points t (voir (2.1.3) a
(2.1.5)). Elles sont définies itérativement par les relations (comparer

avec de BOOR [1978, page 131]) :

1 si tj £ E£XL tj+1 y J o= 1,e00,n=1
' - it, S¢S 3= ;
(2.1.7) Bj,T,t(g) 1 si tj £ tj+1 j=n (tn < tn+1)
0 autrement .
Ensuite, pour k 2 2, il vient :
E—tj B (&) tj+k-a B, (€)
—————— e . . +
tj+k—1-tj Jsk=1,t tj+k tj+1 J+1,k=-1,t
pour j = 1,...n"1 3;
(2.1.8) Bj,k’t(ﬁ) =
E-tj
——— B, ,_, () pour j = n,
tj+k—1 tj j.k=1,t
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Les modifications apportées & la définition des fonctions
Bj,k,tgg) pour j = n sont destinées & assurer que ces fonctions B-splines .
réalisent effectivement une partition de 1'unité sur 1'intervalle fermé
[0,1]. Pour cela, il convenait que

(2.1.9) B =1 (et non 0).

n,k,t(1)

Illustrons ces définitions en tracgant les graphes des fonctions de

base Bj k.t Pour J fixé, j = 1,...,net k = 1,2,3 et 4.

Graphe de B (E) y J =1,00en s

J!1't

Les fonctions de base B t(E.) ont été définies par la relation

Js1,
(2.1.7). D'ou les graphes

A

ty tJ+1 n 1=t

(J = 1,.e0.,n-1) (j = n)

Figure 2.1.1 : Graphe de B,

Jr1,t
Graphe de BJ,2,t(£) » J = 1,.00,n ¢
La relation (2.1.8) entraine
(¥) casou t, <t <t : dans ce cas j = 2,...,n-1

J J+1 J+2
(car t1 = t2 =0 et tn+1 = tn+2 = 1 d'aprés (2.1.4))




E-t, |
tJ+1mtj st tJ s €< tj+1 13 = 2peen=l
t. "t
(2.1.10 B, - 2 i} _
) 5,2,68) For o sLotyyy S8 <ty = 2
0 autrement
d'ol le graphe :
A
1 b—
T > £
By a1 a2
Figure 2.1.2 : Graphe de Bj,z,t y J =2,...,n=1 (cas ou tj < tj+1 < tj+2)
(%%) cas od b= by <ty dans ce cas j = 1,...,n-1 (car
.tn+1 N tn+2 = 1pour j=n):
t,."E
j+2 . . _
F———:'t———'s‘l t"j+1sg<t‘j+2|j 1,-..,!11
j+2 jH .

(2.1.11) By, () =

0 ailleurs

d' ot le graphe :

33+l ti42

Figure 2.1.3 : Graphe de Bj,2,t , J=1,...,n-1 (cas ol tj = tj+1 < tj+2)
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* 3 = . = ¢
(*%%) ca; ou tj { tj+1 tJ+2 ¢ dans ce cas j 2,¢00,N
(car pour j = 1, on a ty = t, = 0)
et '
—d sl ot SE <t , = 2pnl
t, .-t J J+1
J*1
Eﬂﬁ
ole B = ) t. ’ =
(2.1.12) 52,408 e Lty SE St
0 ailleurs,
d'ou le graphe :
I
EE——
t. t. = t. =
J J+l J+z tn l‘tm-l"tn+2 5

Figure 2.1.4 : Graphe de B, 5,2, t’j 2,...,n (cas ol tj < tj+1 = tj+2)

Graphe de BJ,3,t(s) sy J=1,...,n

Toujours A partir de la relation (2.1.8) il vient :

(*) Cas Oh tj < tj+1 <t j+2 < J+3 s J = 3,. n’2 :

(les valeurs prises par 1'indice j prennent en compte les relations
(2.1.4)). I1 vient
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(E_tj)z .
si t,sE<t
- - 1
(6,07t (E,omty) J 3¢
| (78 (E"ty) . (ty,378) (&=t )
(tira7ty40) (Ey407t5) YE}+3-tJ+,)(§J+2~tJ;]7
(2.1.13) Bj’3’t(i) = si tJ+J $EXL tJ+2
(tj+3-g)2
- si t, ,SE<¢t
(tj+3-tj+1)(tJ+3 tj+2) j+2 ) J+3
0 ailleurs
d'ol le graphe :
— -
2

Figure 2.1.5 : Graphe de B
8 rep 3,3t
(cas ol tJ < tj+1 < tj+2 < tj+3)
*¥ = t =
(¥%) cas ol tJ tj+1 < tj+2_< tj+3 y J = 25000

(les limitations sur les valeurs prises par 1l'indice j prennent en compte

les relations (2.1.4)). I1 vient :
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R b B 1)
tj+2—tj+1 t""j+2'._t\j+‘]- tj+2-tj+1 :

(

SL ti,, SECt

je2
2
(t, _-£)
(2.1:14) B (£) = J+3 si b, SEC¢
»3,t = =
3,3 (503785, (50578 500) j*2 J+3
0 ailleurs

d'ol le graphe :

tjztj+l tj+2 tj+3 3

Figure 2.1.6 : Graphe de B t(E) y J=2,...,n=2
?

3,3

(cas ol tj t:J.+1 < tj+2 tj+3)

De manidre analogue, on obtiendrait les différents autres cas pour

lesquels nous nous limitons au tracé du graphe :

= 3,c0.,n=2

*** i = 3
( ) cas o& tj < tj+1 tj+2 < tj+3 s J

1

| £
t. . 4=
3 tJ+1 tj+2 tj+3
Figure 2.1.7 : Graphe de B, ()  j = 3,.e.,n=2
J’3,t’
(cas ol tj <tj+1 = tj+2 < tj+3)
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* % % % cas a
( ) o tj < tj+1 <t

j+2 = tj+3 » j = 3,ooo,n-1

A

b, t

: Y 1Tt Y3
Figure 2.1.8 : Graphe de B, (E) » J = 3,004,n-1
Js3,t

(cas ol tj < tj+1 < tj+2 = tj+3)

* % % .

(%% ) cas ol tj = tj+1 = tj+2 < tj+3 y J = 1’f"’n_2
1 ,
— !-‘
- _ 1 § -
57 Y5417t 5e2 ties ¢
Figure 2.1.9 : Graphe de Bj 3 t(E) s J = 1,00.,n-2 '
(cas ou tj = tj+1 = tj+2 < tj+3)
%* %% . .
(xx%x) cas ol tj < tj+1 = tj+2 = tj+3 » J =3,...,n

Deux possibilités se présentent :

a) j = 3!o-o,n_1

A

t s -
j - bttty 8
Figure 2.1.10 : Graphe de Bj,3,t(5) s § = 3,...,n-1

(Cas ol t; < t = t = t )

J j+1 j+2 j+3
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b) j =n
1
A “__*
) tn 1= tn+1 = tn+2 = tn+3
Figure 2.1.11 : Graphe de B
g raphe de n,3,t(€)
Graphe de BJ,N,t(E) y J = 1,..4,n

Toujours & partir de la relation (2:1.8) il vient :

(*) cas ol tJ < tJ 1 < tj+2 < tj+3 < tj+u » J = U4,...,n"3

(les valeurs prises par 1'indice j prennent en compte les relations
(2.1, ‘4)), I1 vient :

f (E-tj)3 : _
: si t, s€E<t

= === = J +1
(tJ+1 tjf(tj+2 tJ)(Ej+3 537 J

2
t— - - -

1 g ( 3 £)(¢ t.) ) (tj+3 £)(g tJ+1)(E cJ)
o - it +

tJ+2 tj+1 (tJ+2 tj)(t ‘37 (tj+3 J+1)(’tJ+3 tJT*

: 2
(t,, ,~E)(g-t, )
J+4 g+ sit,  SE<t
Tt J+u J+1)(tj+3-—tj+1) J+1 j+2
(2.1.15) J
27y t - - -

| : ; (t.378)°(E ty) . (Cay 8 (g 378 (&t )
tye3 542 (tj+3-tj+15(tJ+3 t.) (tj+u-tj+1)(tJ+3 J;;T

2
(t -£) (-t )
J+4 j+2 sit, . SE<¢t.

2
(tyy” J+‘7(ta+u tier) j+ J+3

(ty,-8)3

- - sit. .S <
(tj+u t3+3)(t3+u tj+2)(tj+u-tj+1) j+3 SE <ty

0 ailleurs
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d'ou le graphe

A

& Eiil Ye2 Yies tia

Figure 2.1.12 : Graphe de BJ y t(.g) y J = 4,0..,n-3

(cas o t, <t, ., <t, <t )

3 e bie2 iz <ty

Ici encore, il y aurait lieu d'examiner les différents cas
tj+1 ’ L = 0,1,2,3,“ avece
. Cet examen conduirait i des tracés comparables 3

possibles d'égalité de certains des

naturellement tj < t3+u

ceux présentés sur les Figures 2.1.6 & 2.1.11.

Propriétés des fonctions de base Bj « t(F,)
’ ]

Les fonctions de Dbase (¢) ont un certain nombre de

B.
J’k9t
propriétés remarquables. Nous rappelons ci-aprés celles qui nous

intéressent le plus directement.

Théoréme 2.1.1 (de BOOR [1978, 8 IX]) : Les fonctions de base Bj K t(E)

vérifient les propriétés suivantes :

(2.1.16) i) () 20 , ¥E € R ;

B
Jik,t

ii) elles ont un support borné, i.e.,

(2.1.17) support (Bj,k,t(a)) = [tj’tj+k]

(2.1.18)  iii) ) B
J

représenter toute constante sur 1'intervalle fermé [0,1].

3.k t(5) = 1 pour tout £ € [0,1] ce qui permet de
] ]

m]
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2.2, Approxiﬁation de fonctions d'une variable & 1'aide bde

fonctions B-splines ; Choix de la suite t = (ti)?:T :

Nous allons approcher la fonction g dans l'espabe vectoriel $k t
’
généré par les fonctions de base BJ K t(E_‘,), i.e.,
’ ?

n
2. : = B ) € R} .
(2.2.1) $k.t { 351 By By (€ B }
Par la suite, nous désignerons par wg 1'approximation suivante de

la fonection g
n
(2.2.2) ng(g) = ng o Bj'k't(t*;) , ¥ e [0,1] .

o, naturellement dans 1la relation ci-dessus, 1les coefficients °J
dépendent de la fonction g considérée, i.e., a
cependant aj pour simplifier,

P = aj(g) ; nous noterons

J

I1 reste alors 2 déterminer 1la partition t = (ti)?:: et les
coefficients aj de telle sorte que les propriétés (2.1.2) (2.1.5) et
(2.1.6) soient vérifides, et naturellement, que mg constitue une "bonne"
approximation de g, i.e., il existe une constante C, indépendante de
pzs, telle que

t-r
(2:2.3)  lewwel, . 15,17 Cng lel¢,e, 0,13

pour r = 0,...,t et t = 1,...,k, avec (*)
ot
d
lglt ©,[0,1] = @95+ Sup l.-—g ()]
(2.2.4) Yok 0sgs1 dg

et h/a = max(‘ti+ -ri) pour i = 1,,.,,n-1

1

Nous indiquons ci-aprés une méthode de construction possible pour
la suite (t) ; 11 y en a d' autres !

(*¥) Iei, et par 1a - suite, 1la lettre t est utilisée avec deux
significations distinctes faciles 3 identifier : soit la suite t = (ti)'
soit 1'indice entier t.
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Choix de la_suite tyé.(ti)?:? : Nous allons utiliser-les résultats de
MICHELLI-RIVLIN et WINOGRAD [1976] qui, pour un enseémble de points donnés
Tj, J = i,...,n etipour une valeur de k donnée, permettent de déterminer
une suite de noeuds t = (ti)?:¥ telle que la constante C apparaissant en

(2.2.3)_sqit la plus petite possible. Pour cela on suppose que
(2.2.5) f1 =0 , 1, =1 (voir (2.1.1)).

La suite de points ti, i =1,.,.,n+tk vérifie alors

(2-2.6) a) t.] F eee

u
ct
n
(®)

-

(2.2.7) b) tn+1 = ses = tn+k =1

¢) les {(n-k) points tk+1""'tn sont dans 1'intervalle ]0,1[°

et sont les points de discontinuité de la fonction en escalier e :
le(g) =1 , ¥t € [0,11 , avec 8(0") =1 ;

(2.2.8) 8 auén plus (n-k) changements de signe sur [0,1] ;
[o £(x) 8(x) dx =0 , w¥r < bt

On vérifie en outre que la fonction & ainsi définie est unique.

a

Une approximation de la suite t = (ti)?:$ ainsi définie :

En pratique les (n-k) points t t- ne peuvent pas &tre

k+17°°°**"n
déterminés exactement. DE BOOR [1977 et 1978, page 219] propose deux

possibilités :

i) un sous-programme SPLOPT, basé sur une méthode de NEWTON, qui
approche les abcisses de ces points, Cet algorithme itératif utilise
comme valeurs initiales : ‘

(0) _

ket = (Tgaq ¥ oeee 2 T ) 4 (kS L 1= 1,00k

(2.2.9)  t (o1
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ii) étant donné que les valeurs initiales (2.2.9) sont souvent
trés proches de la suite t = (ti)ng » de BOOR propose aussi d'utiliser
directement les valeurs (2.2.9).

Par la suite, nous utiliserons 1'une de ces deux possibilités, I
reste alors & déterminer explicitement 1'interpolée mg d'une fonetion g,

Détermination explicite de 1' interpolée ng de la fonction g :

Etant donnée la fonction g, déterminer son interpolée g revient 2
trouver les coefficients aJ : = uj(g) qui apparaissent dans la relation
(2.2.2). Compte tenu de 1la relation (2.1.2), i,e., ng(tj) = g(tj)

J=1,...,n, on est ainsi conduit % résoudre le systéme linéaire

n ,
el s B T. = T, ’ = 1,.00,“ .
(2.2.10) JZ1 a J'k’t( J) g( J) J
Il reste & vérifier Que ce systeme est inversible. Suivant DE BOOR
(1978, 8§ 13], une condition nécessaire et suffisante d'inversibilité de
ce systime est que BJ K t(TJ) >0, J =1,...,n, ce qui &quivaut 2
< t

(2.2.11) tj < J=2,...,n1

J J+k ?

étant entendu que pour j = t ou § = n, on a respectivement 11 = t1 = o,
B1,k,t(0) = 0 et L tn+k =1, Bn,k,t(l) = 1.

La suite t = (ti)?:( définie par MICHELLI, RIVLIN et WINOGRAD
[1976] vérifie (2.2.11). Il en ira de méme de 1'approximation donnde par
le sous-programme SPLOPT 11 suffit pour cela d'itérer suffisamment.
Enfin, dans la majorité des cas, DE BOOR [1978, page 219] note que les
valeurs initiales (2.2.9) vérifient également la condition (2.2.11). oOn

utilisera donc 1'une des trois possibilités suivantes :

a) la suite t = (ti)?:$ proposée par MICHELLI, RIVLIN et WINOGRAD
[1976] ;

b) la suite approchée fournie par "SLOPT" ;

¢) la suite des valeurs initiales (2.2.9) sous réserve qu'elle
vérifie la condition (2.2.11),
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Ajoutons que dans tous les cas la matrice du systime (2.2.10) est

bande de largeur 2k-1.

Les différents résultats ci-dessus permettent de construire une
interpolée wg, de type B-splines, de toute fonction g réguliére, telle
que

'ﬂ'g(T = 8(Tj) , j = _1,.—..,n .

J)

Lorsque cette interpolée est construite a 1'aide de fonctions de
base B-splines d'ordre k, wg est polynomiale par morceaﬁx de degré k-1,
les raccordements s'effectuant aux noeuds (t ) et étant de classe
E?k 2. Mais, d'une manidre générale la donnée de la suite (1.) ’
jJ=1,...,n et des valeurs g(T ) ne suffit pas pour obtenir l'allure
générale de 1'1nterpolée g, Celle ci peut &tre obtenue pour des valeurs

"modérées" de k comme suit

" ATlure de 1'interpolée mg

Supposons wg connue, i.e., la suite (t )n k et les coefficients aj

sonit déterminés. Posons

M

[t =i_kmax ] (ti+1_ti)
Fhyeosy

et, pour k > 1,
: = + oee - j = .
t (¢, +tj+k_1) / (k=1) , J=1,..n
Alors, suivant DE BOOR [1978, page 159], il vient

* 2
a, =mg(t.) +o(t|”) , 3=1,...,n.
J J
ce qui montre que pour obtenir 1'allure générale de 1'1nterpolée Tg on
peut tracer la ligne brisée joignant la suite de. points (¢, ,aJ) s

J = 1seea,n.

Cette ligne brisée est appelée polygdne de contrdle ou polygdne de

Bézier. On en trouvera une illustation sur la Figure 2.2.1.
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noeud d'interpolation -———\\\\\
coefficient de la B-spline
g (interpolée)-—-——-s\\\\”—‘—‘

modélisation polygonale

Figure 2.2.1 : Modélisation polygonale de la fonction interpeolée

(une modification des coefficients de la B-spline entraine
une modification de 1'interpolée, d'ol la possibilité
d' apporter des corrections "par touches® :
voir C. DE BOOR [1978, page 124])
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Remarque 2.2.1 relative & 1'estimation d'erreur d' interpolation (2.2.3)

Ce résultat est &tabli dans de BOOR (1978, Théordme XII.3 page

176]. 11 repose essentiellement sur la propriété suivante

(2.2.12) mg = g, sur [tk,t }, ¥g ¢ Pk_1(£) ’

n+1

ol Pk-l(g) désigne 1'espace des polyndmes en la variable &, de degré
inférieur ou égal A k-1. Pour &tablir que 1'interpolée wg, construite
Plus haut, vérifie la propriété (2.2.12), on utilise le théordme de CURRY
et SCHOENBERG (voir de BOOR [1978, Théoréme IX.1, page 113] qui entraine,
avec les notations de de BOOR, que

=P sur [tk, ],

$k,t K,E,v n+1

d' ol, en particulier,

Peoq (B) = § sur [t ,t ] .

k,t kK’ n+1

%slm@,pwrtmmg'eP Q),mxaamc(221)

(g) .

n
(2.2.13) g(g) = 321 sj(g) Bj'k’t

D' autre part,avec (2.2.2)

(g) .

(2.2.14) ng(g) = Z o (g) 131 Kt

i=1

La condition (2.1.2), i.e., wg(r ) = g(r )y 3 = 1,...,n, reportée

" dans les développements ci-dessus entralne alors

o, (g) Bi K, ¢ J)

1 . 8, (&) Bi,k,t(rj) = E(TJ)

[ s ]
[ S ]

i 1

(2.2.15)

pour tout j = 1,...,n,
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Or,“noUs'avoné observé qué la construction de ng est telle que le
systéme (2.2.10) est inversible. Il s'ensuit que les deux systémes

linéaires (2.2.15) ont pour solution uni que
(2.2.16) ai(g) = Bi(g) s 1 =1,...,n,

d'oli immédiatement (2.2.12) en reportant dans les développements (2.2.13)
et (2.2.14).

Notons au péssage que 1'obtention de cette estimation d'erreur
d'interpolatiSn présente des points communs avec celles réalisées par
CIARLET [1978] dans le cas de méthodes d'é&l&ments finis. Cependant, 2
1'encontre de ces méthodes d'é1éments finis qui sont strictement locales,
les méthodes B-splines considérées ici sont globales (au sens de 1la
détermination des @ voir (2.2.10)) et nécessitent donc un traitement
spécifique. C'est pourquoi, conformément 2 de BOOR [1978, Lemma XIII.2],
la constante C apparaissant en (2.2.3), comporte un facteur du type
[Iof] = max ”Zf” ol g 6??*[0,1]. En pratique, il est difficile de borner ce
facteur. Certaines études du type de celles évoquées dans de BOOR {1978,
pages 214-215] permettent de penser que, sauf cas pathologiques (tels que
ceux pour lesquels Y est proche des bornes du support de B )

i,k,t
1'estimation (2.2.3) est valable.

2.3. Interpolation de la surface moyenne de la coque

Dans la modélisation des coques minces, il est commode de définir
la surface moyenne de 1a coque- comme 1'image d'un ouvert borné du plan

par une certaine application § régulidre (voir Figure 2.3.1.)
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4

: N
t

/» +> 9
Pk (A 1 =c\5\>

\

Figure 2.3.1 : Définition de la surface moyenne AS

‘Nous supposerons par la suite que les surfaces. moyennes
considérées sont 1les images d'un rectangle par une application $
régulidre, i.e., ’

@30 3 -t e e -

En général cette application $ n'est pas connue de maniére
explicite. On va donec 1'approcher A 1'aide d'un produit tensoriel de
fonctions 'B-splines. Plus précisément, .on approchera chacune des

i, 1 2 . x z
composantes x (£ ,€7) , 1 = 1,...,3 , conformément 3 la méthode décrite
dans DE BOOR [1978, Chapitre XVII].

Principales étapes de la construction d'une approximation par produit

tensoriel de fonctions B-splines :

i) la donnde du rectangle de référence [a1,b1] x [a?,sz

ii) les données des points qd'interpolation sur chacun des axes,
1 1.
i.ee, 7 = {1,, i = 1,...,n1} avec T} = a1 ! ! b1

i <ty < < in1 = , sur

1 2
l'axe £ , et 1 = {Tg, j = 1,...,n2} avec Tf = a2

g2. En désignant par w une fonction continue sur le rectangle, et par aw

2
,...,12 = b sur 1l'axe

son interpolée, on souhaite avoir
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| 1 1 2
(2.3-2) Ww(leTi) = W(Ti"r?) y 1 = 1y60a,n H 1seae,n o
" Notons que dans les sections précédentes nous avions rappelé 1la

définition des fonctions B-splines sur 1'intervalle [0,1] ; le passage 2
- un intervalle [a,b] est immédiay ;

iii) les donndes des degrés des polyndmes d'1nterpolation, i.e.,

—1 pour 1'interpolation en E et k2—1 pour 1'interpolation en g (ceci
car on utilise respectivement des méthodes B-splines d' ordres k1 et k2) :
iv) en utilisant 1la méthode décrite dans la section 2. 2, on
- obtient pour chaque couple (1 ,k ) d'une part, (rz,k ) d'autre part, une
1oy et t2 . (62,02 ),

nl+k! n2+x2
d'oll 1'on déduit, toujours en dimension 1, les fonctions de base

suite optimale de noeuds t = (t1,...,t

1
1,k1,t

1 1

51 € [a1.b1] + B 1(5 ) , 18t &n ,

(2.3.3)

2 2) 2

52 € [82.b2] + B y 1 8$j<n,

,kz,tz(g

v) alors, pour toute fonection w e 6;([31,b1] x {az,sz) y l.e,,

pour toute fonction continue sur le rectangle, son interpolée ww est
donnée par

1 2 n! n2 1, .2 2
2.3.4 L,ES) = ,(
(2.3.4) mw(E ,E) 121 321 a i k1 £) Bj,kZ,tZ(E )

ol les coefficients aij sont les coefficients de la matrice

1,01 12
(2.3.5) (a)nfan = (Bj’k1’t1(11))n1xn1.(w(ri,rj))n1xn2 (B L2 tZ(TJ))naxna

Cette construction suscite les remarques suivantes :

1) i1 y a existence et unicité de la solution en vertu de DE BOOR
(1978, Théor2me XVII.1, page 341] ;
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1i) le calcul des coefficients (a) repose sur la relation (2.3.5).
DE BOOR [1978, ©page 34T] propose un algorithme de calcul en- '
0((n1)3 + (n1)2n2 + n1(n2)2 +(n2)3) opérations élémentaires seulement,
Cette estimation est 2 rapprocher du nombre d'opérations. élémentaires
nécessité par une résolution directe du systime
nl n2 , :
11 ey L) 8 2 p2(Tg) = W)

iZq 4o 1) "{.kt. ¢t p
(2.3.6) §=t 3 e

p = 1,...,n1 7 Q= 1,...,n2

1n2)3) opérations €lémentaires.

qui conduirait & 0({(n

1ii) cette construction repose sur la définition d'un maillage de
type rectangulaire (voir Figure 2.3.2) ce qui introduit quelques limites
3 la généralité de cette approche. Observons cependant que la définition
de la surface moyenne 3 l'aide d'une carte $ permettra dans la plupart

des cas de se placer dans le cadre de cette &tude.

g
b2 n—
3
X
a2
1 x2
X
1 1 1 11,1 ’.l
a T, T3 14 Tg b &

Figure 2.3.2 : Le "maillage" du rectangle de référence

Par ailleurs, si le domaine Q n'est pas de manidre "naturelle" un
rectangle, on Eourra envisager dans la plupart des cas une extension de
1'application on K 3 un domaine rectangulaire @ contenant Q (2 ce sujet
voir LYCHE et SCHUMAKER [1975, § 81).
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Approximation de la surface moyenne de la coqgue par un produit tensoriel

de B-splines

En se reportant 3 la relation (2.3.1), on va approcher chacune des

composantes xi(£1,£2) & 1'aide de produits tensoriels ‘ds fonctions
' 1

B-splines, conformément 2 ce qui précéde. A la carte exacte o(E ,52), on

associe de la sorte la carte approchde

>
2
YSRGS ICE CLAL IR CLRTS
(2.3.7) R '
1 2 i, 1 .2, »
¢% (8,87) = Tl k2 X (€ ,€7) e,
ol
1 1 2. 2 2 .
hg = max({ri+1 Tyl =1,000,n -1}, {Tj+1'Tj ,y 1= 1""?” -1})
k1 = 1 + degré des polyndmes utilisés pour construire les
(2.3.8) ( fonctions de bases en 51
k2 = 1 + degré des polynbmes utilisés pour construire les
‘ fonctions de bases en g
et .od T

2 désigne 1' opérateur d' interpolation correspondant.
k&

3 - ESTIMATION DE L'ERREUR DUE A L' INTERPOLATION DE LA SURFACE MOYENNE

Pour 1'étude ultérieure des propriétés de convergence des
solutions approchées vers 1la solution du probléme continu, il convient
d'estimer 1'erreur due 2 l'lnterpolatlon de la surface moyenne ¢ par la

surface moyenne approchée ¢qb définie en (2.3.7), i.e., .

1 |
R RTINS
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52 A
b2
2
F3+1 77T
: /KiJ
t? ' 27 /fj
2
a
T T 7 1 >
0 a ty ti+1 b g
Les suites t1 = {t:',...,t11 } et t2 = {'(:2,...,t:2 }
n+k1 1 n2+k2

introduisent une partition du rectangle de référence sous la forme d'une

"pavage rectangulaire" ‘fh/'s(ﬁ = l% K). En utilisant la propriété
K KEi a .
(2.2.11), il est facile de vérifier q% le diamdtre maximal des pavés

. 4 . R N
Ke?fhb e ce maillage est de méme ordre que h/b

D&s lors, par analogie avec LYCHE et SCHUMAKER [1975, 88 8 & 10],
on déduirait .de 1'estimation monodimensionnelle (2.2.3), le résultat

d' estimation d'erreur suivant :

> k,oo c .
Pour tout ¢ ¢ W’ (@) et pour tout K ¢ ifh , on a .

A

> > ) . t-r,~
. |¢_¢h/3|r‘r°°vK = Ch/ﬁ Mlts‘”,K
(3‘1.2) .
pour t = 1,...,k = min(k',k2) et r = 0,00e,t,

ot h)'s a été défini en (2.3.8).
Signalons que des résultats d'interpolation similaires obtenus

dans des situations voisines par HALL [1973], de BOOR et FIX [1973],
SCHULTZ [1969] et MICCHELLI, RIVLIN et WINOGRAD [1976].
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4 - INTERPOLATION DE L'EPAISSEUR ET ERREUR ASSOCIEE

Dans ce qui précéde, nous nous sommes intéressds 3 1'approximation
de la surface moyenne d'une coque dont on connait les coordonnées d'un
certain nombre de points. Dans le méme esprit, pour compléter 1la
définition géométrique de 1la coque, il convient maintenant d'en
interpoler 1'épaisseur. Nous supposons - ce qui est raisonnable en
pratique - que 1l'on connait la valeur de l'épalsseur en ce méme ensemble
‘de points. Une approximation en tous p01nts analogue i celle de 1la
section 2.3 permet alors d' approcher la fonction d' épaisseur e par son

interpolée eh& 21,22 e.

De plus, par analogie avec les résultats du paragraphe 3 on
5w
obtiendrait pour tout e ¢ W () et pour tout K¢ 3{;

t..
(4.1) le-eh/s,r,w,l( s Ch,{) r ,elt’m’}(

pour t = 1,...,2=min(21,12) et r=0,...,t .

Remarque 4.1 :

Dans 1'approximation de 1'épaisseur nous avons noté 11.2 les
ordres des interpolations utilisdes au lieu de- kT,k2 dans le cas de
1" approximation de la surface moyenne, ceci pour bien marquer que ces
deux approximations sont tout 2 fait distinctes. En particulier nous
verrons que dans la formulation variationnelle du probldme de coques, il

apparait des coefficients qui sont fonection :

i) des dérivées partielles secondes (resp. troisidmes). des
coordonnées xl(F1,£2) dans le cas de coques peu profondes (resp.

moyennement profondes) ;

i1) de 1'épaisseur seulement (et non de ses dérivées).

Ceci 1incite & approcher l'épalsbeur de maniére beaucoup plus
grossiére que les coordonnées x (E ' ) Nous revenons sur ce point dans
“le paragraphe 6 ainsi que dans les exemples des Flgures 7.1 et 7.2 (voir

valeurs respectives de k = m1n(k1,k ) et 2 = min(g} ,2 )).




- 29 -

5 ~ FORMULATION VARIATIONNELLE DES PROBLEMES DE COQUES MINCES

Orientation
Dans ce paragraphe nous rappelons les principaux résultats

relatifs a la formulation variationnelle des probldmes de coques minces

que nous sommes amenés & utiliser par la suite.

5.1. La surface moyenne de la coque

Soit @ un sous-ensemble ouvert borné du plan euclidien %; de
frontlere r, suffisamment réguliére. Alors la surface moyenne /& de la
coque est 1'image de 1'ensemble 0 par une application ¢ : Qe @2 *%3.
ou %3 est 1'espace euclidien usuel '

(5.1.1) A = @), e=,E% ear.
Par la suite, nous supposerons que

> -_—
(5.1.2) 4 ¢ (83a@n3
- .
et que tous les points de /& = ¢(Q) sont réguliers, au sens que les deux

vecteurs

> >
(5.1.3) a =¢ =299 , o=1,2
sont linéairement indépendants.

Nous utiliserons des lettres grecques pour les indices prenant
leurs valeurs dans 1'ensemble {1,2} et nous emploierons des lettres
latines pour les indices prenant leur valeurs dans 1'ensemble {1,2,3}.
Pour ces indices, nous utiliserons la convention de sommation sur les
indices répétés. Enfin, les notations f , [ s s+, désigneront les
dérivées partielles of/at® , azf/ag“ags . o
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La premidre forme fondamentale (aaB) de la surface /& est donnée

par aaB = ga'gs'; le déterminant de la matrice (aaB) est noté a. A la

>
base covariante (aa) du plan tangent, nous associons 1la base
->
contravariante (3%) définie par les relations ga.aB = Gg (pas de
sommation si a = B), ol &% est le symbole de Kronecker. Nous introduisons

. > e s
également le vecteur unitaire normal 3 la surface ag = a1xa24a1xa2|.

La seconde forme fondamentale (baB) de la surface A est donnée

par
(5.1.4) ba =b =-3a.a = a_.a

d'oll 1'on déduit immédiatement la troisidme forme fondamentale (caB) de

la surface

'8 b .

s LA
» OU ba = a a8

' A
(5.1.5) caB = cBa = ba bAB

Les symboles de Christoffel (rgk) de la surface sont définis par

les relations

(5.1.6) T = a .a = a .a =T .

5.2, Les inconnues du probldme

Moyennant des hypothdses sur les lois de comportement de la coque
et sur 1la nature des déformations, il est possible d'approcher 1la
solution du probléme tridimensionnel 3 1'aide du seul champ de
déplacement u = 3(5) des points 3(5) de la surface moyenne (cf. KOITER

(1966]). Les inconnues du probléme sont alors les composantes covariantes
uy du déplacement :

- 3
(5.2.1) 3= ) u,.a .

3




- 31 .~

5.3. Formulation variationnelle du probléme pour une coque

"générale

La solution G minimise 1'énergie de la coque
(5.3.1)  J(¥) = 1 a@¥,v) - £(V)
2

sur un espace convenable v que 1'on définira plus loin. Dans la dernidre
expression, 1'énergie de dé&formation % a(v,v) est associée 3 la forme

bilinéaire suivante

@, = [ Z - g B - vt i
1=y o a 8
(5.3.2) 5

e —a,> _B, -a, _B + 1 2
- : . d
+ = {(1-v) pB(u) pa(v) + v pa(U) pB(V)}] va dg’ dg
ot e est 1'épaisseur de la coque, E son module de Young, v son
coefficient de Poisson. Les composantes mixtes (Y;) et (EZ) sont obtenues
a partir. des composantes doublement covariantes (YGB) et (Eae) des
tenseurs de déformation et de changement de courbure de la surface

moyenne AS » grice aux relations

a, >y oA > 7 S >
(5.3.3) YB(V) = a YAB(V) , pB(V) = a pXB(v) ,
ol aaA = ga.gx = aka. Les composantes YGB(;) et Bae(;) sont données par

>
= 1 -

(5-3.“) YGS(V) -é (VGIB + VB'G) bC!B V3 ’

- e A A _ A
(5.3.5) paB(v) " Y3e T %ap V3 + bJB v, * b VMB + by Yala

Dans ces expressions, nous utilisons les dérivées covariantes

A
» D i
VMB' VHGB dB qul sont données par
(5-3.6) VG-IB =V - ruB V)\ s

(5.3.7) Vgup = V3 45 = T
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AR AR MR M

(5.3.8) - baB a,B Bv “a aB v

Les relations de MAINARDI-CODAZZI et les relations de

S Paglx " Pails
riccI a®f, - 0 entrainent b, = b

ya. d'oll 1'on déduit la sym&trie des

composantes pas(z) définies en (5.3.5).

Enfin, dans 1'expression (5.3.1), le terme f(V) désigne 1'énergie

potentielle des forces extérieures qui peut s'écrire sous la forme
> > 1 2 i 1 2
(5.3.9) (W) = [opvvade 4" - [ plv, vaag! ag®

oll les fonctions pi sont les composantes contravariantes sur la base (;i)
de la densité réduite par unité de surface des forces extérieures

appliquées & la coque.

I1 reste a définir 1'espace v des déplacements admissibles.
Supposant que la coque est encastrée sur la partie de son bord associde 2
‘la paftie T de la frontidre I = 30 (Po est supposée de mesure non nulle)
et libre sur la partie complémentaire associée i P1 =T - Fo' 1' espace v

est défini par

V=1{v- v, al oV, € H1(Q) oV Hz(ﬂ) ;
(5.3.10)
’ v =0 ; 3V = 0]}
ilr n3r,

ol Hm(ﬂ), m € N, désigne les espaces de Sobolev usuels (ADAMS [1975] ou
LIONS-MAGENES [19681).

Alors, il est possible de vérifier que la forme bilinéaire a(.,.)
définie par la relation (5.3.2) est symétrique. Le problime de
minimisation (5.3.1) est ainsi équivalent au probldme variationnel

suivant :
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Probléme 5.3.1 :

- > >
Pour § ¢ ( €§3(ﬂ))3 » pour pe (LZ(Q))3.,_trouver Je Vtel que
> > > > >
(5.3.11) a(u,v) = f(v) , ¥weV ,

ol la forme bilindaire a(.,.) et la forme linéaire f(.) sont données.par‘

les relations (5.3.2) et (5.3.9)‘respectivemén£;

Dans BERNADOU~CIARLET [1976], on a démontré le résultat suivant :

Théoréme 5.3.1

4 » )
La forme bilinéaire (5.3.2) est V-elliptique, i.e., il existe une
constante a > 0 telle que

’ . -+
(5.3.12)  of[V|° s a(v, V) , WV

et le probléme 5.3.1 a une solution et une seule.

->
La norme sur 1'espace V est définie par
> 2 2 2 1/2
(5.3.93) [Nl = dlvylIf o+ IV o+ llvgllz o 7%

ou, pour tout entier m 2 O ,

1 .
(5.3.14) “V“m,rz =( 3 IQ»|3°V|2 de dgz)vz )

o|sm

Pour 1'étude de 1'approximation par des méthodes d'éléments finis
avec intégration numérique, il est intéressant d'utiliser la nouvelle

formulation suivante de la forme bilinéaire a(.,.)
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Théoréme 5.3.2 : (CIARLET [1976])

La forme bilinéaire (5.3.2) peut s'écrire

(5.3.15)  a@,® = [ "0 a0 voag' ag?

ou la matrice colonne V (et.de manidre analogue pour U) est donnée par

t

(5.3.16) = [v1 v

1,1 Y1,2 Y2 V2,1 V2,2 Y3 V3,1 V3,2 V3,11 V3,12 V3,22)
En outre, en notant par ¢1 les composantes de 1'application 3 = ¢i ei sur
le repére orthonormé fixe (O, e ,e ,e3) de €é3, nous avons pour chaque
(r,J) , 1 £1,J £12

(5.3.17) A;J(E) = 814 (¢i,a(€) , ¢1'GB(E) , ¢i,aBA(£) y ),

ol la fonction gIJ est le quotient d'un polynome en ses arguments et d'un

dénominateur qui est une puissance enti2re de 1' expression

3 3 3
~ - 2 2, _ 2,172
(5.3.18)  va = /det(a_,) ((121(¢1,1) ) (151(¢1,2’ ) <1Z1(¢i,, ¢y.2)7)

Remarque 5.3.1
Les hypothéses (5.1.2) et (5.1.3) entratnent que AIJ 6? °@).

Cette propriété permet 1'utilisation de schémas d' intégration numérique.
o

Remarque 5.3.2 :

Le calcul explicite des coefficients AIJ(E) est fait dans BERNADOU
[1978] ou dans BERNADOU-BOISSERIE [1982].

Par analogie avec le Théordme 5.3.2, on obtient




T

Théoréme 5.3.3 :

La forme linéaire (5.3.9) peut s'écrire

(5.3.19) £V = [ PFvag’ ag?

Q
avec

o ) ,
(5.3.20) “F=val[p 00p 00p>00000] ,

ol V est donné par la relation (5.3.16).

>5.H. Formulation variationnelle du probléme pour une cogue

"peu profonde"

Comme son nom 1'indique une coque peu profonde est une coque dont
la surféce moyenne a sa courbure ‘et les dérivées de sa courbure
"petites". Cette particularité géométrique permet de simplifier quelque
peu certaines expressions de la section 5.3. Dans ce qui suit, nous
indiquons seulement les modifications & apporter pour pfendre en compte

cette hypothése de faible profondeur, tout le reste étant inchangé.

Ainsi, 1la principale modification concerne 1'expression (5.3.5)

qui devient

(5.4.1) 5a8<3> * Vilas

Il convient ensuite d'adapter la démonstration du Théordme 5.3.1
au cas ou les composantes du tenseur de changement de courbure Bae sont
données par la relation (5.4.1). Cette adaptation n'est pas immédiate car
la démonstratioﬁ du Théoréme 5.3.1 donnée dans BERNADOU-CIARLET [1976]
repose essentiellement sur un lemme de mouvement rigide (voir
BERNADOU-CIARLET [1976, Théordme 5.1.11), i.e.,
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(1) = Be(M = 0 dans L2(a)

Ve (" an? « #(q)

(5.4.2)
>
v=4+Bx¢

e—

>
ot R et B sont deux vecteurs constants.

La démonstration de ce lemme ne semble pas directement

transposable au cas ol p o8 est donnée par (5.4.1). C'est pourquoi dans le
théoréme suivant nous reprenons 1'approche de. BERNADOU~ODEN [1981] dans

le contexte d'une théorie linéaire.

Par analogie avec 1!'expression (5.3.2), posons

C{(1-v) Y () Yo (V) + v Y () ¥ (V)}

as(ﬁ,;) = f
(5.14.3) ) |
. ;5 ((1-v) B 52(3> + v A a§(3>13 va de| ag?

“ T=v

ol cette fois-ci les expressions Yg et 5: sont données par les relations
(5.3.3) (5.3.4) et (5.4.1) (au lieu de (5.3.5)). L'indice S dans ag (.y.)
rappelle qu'il s'agit 13 de 1a forme bilindaire associéde aux coques peu

profondes ("Shallow" en anglais).

Dans ce cas, 1'énoncé du probléme 5.3.1 devient :

Probléme 5.4.1

Pour $ e ( €?2<5))3, goun“s € (LZ(Q))3’ trouver GSG V tel que
> > > > >
(5.4.4) aS(uS,v) =f(v) , ¥weyvy |,

oll la forme bilindaire a (.,.) et la forme lindaire r(.) sont données par

les relatlons (5.4.3) et (5 3.9), respectivement.

On montre alors que
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Théoreme 5.4.1

Pour toute coque "suffisamment peu profonde” de forme quelconque,

la forme bilinéaire (5.4.3) est %—elliptiqgg, i.e., il existe une

constante B > 0 telle que
(5.4.5) s||\7||2sas(?/,x7) , We V.

‘Démonstration :

On édapte ici au cas linéaire la démonstration de BERNADOU-ODEN

- [1981, Théoréme 3.2.1] relative au cas non linéaire.

Etape 1 : Autre formulation du probldéme 5.4.1 (pour simplifier, on note 3

~au lieu de GS)

Observons tout d'abord que la formulation variationnelle (5.4.4)

>
peut s'écrire : Trouver u e v tel que

(5.4.6) ffg(g.z) + b(u3,1) = fn p” o vz ag' ag? ¥V € (\11(9))2
(5.4.7) cﬂ?(u3,v3) + c(g,v3) = fﬂ p3 V3 va d£1 daz » ¥vg e v,(a) ,
ol 1l'on a noté
(5.4.8)  u=(u,u) , v-= (V]’VZ)
(5.4.9) ga(u v) =1 f eEaBAr(u +.u ) (v + v, ) Vg d£1 dgz
< == T glg AT 7 Tta” Vo T Bla
' . __1 aBAT 1 2
(5.4.10)  blug,y) = = 3 [ eE bag Uz [Vyp * VyyJ /A g a
. ' 2
L _ aBAT e 1.2
(5.4.11) ‘ cﬂb(u3,v3) = fﬂ eE .{baB byp uz V3 * 73 uﬂaB vﬂxr} v/a dE dE
N aBAT ' 12
(5.4.12)  clu,vy) = - 3 [ eE o [ug * Uga) V3 78 dE dE
(5.4.13) V(@) = {ve H(D) , v, =0
e}
ov

(5.4.14)  V.(R)

(ve B(2) , v, - -0} .
¢}

ir
(o]
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Etape 2 : Quelques estimations relatives aux formes 83 , b, J& et ¢

C'ést iei qu'intervient la notion de coque "suffisamment peu
profonde". Cette notion a été explicitée dans BERNADOU-ODEN [1981,

definition 2.1.2] & 1'aide d'un paramdtre ~ : pour un e > 0 assez petit

donné, on définit une classe de coques peu profondes U e pour laquelle
B B <
(5.4.15)  Jo] , lbahl Se

On a alors établi dans BERNADOU-ODEN [1981, Théoréme 3.2.1] qu'il
existe -~ > O et deux constantes c1 > 0 et 02 > 0, indépe'ndantes de €,

telles que

Rww 2o 2 we w@?,
(5.4.16) '

pour toute coque € ‘je

. 2
c]t(v3,v3) 2 ¢, ”V3”H2 » Bvge V() ,
(5.4.17)

pour toute coque € Ue

Par ailleurs, les définitions (5.4.10) et (5.4.12) jointes aux

inégalités  (5.4.15), entratnent 1'existence d'une constante Cgo
indépendante de ¢, telle que

2 2 . 2 ‘
(5.4.18) Ib(u3,1)| S B s(”u3”L2 + ”!”H1) y ¥V € (V‘I(Q)), » Yug e V,(Q)

3

€ Vz(ﬂ)

‘ 2 2 a2
(5.4.19) [c(g,vg)l S g »:(Ily_HH1 + ”V3”L2) » Fue (Vo(a), ¥,

Etape 3 : Propriété de V—ellipticité de la forme as(.,.)
Notons tout d'abord que
> 2 -
ag(v,v) = B(y,y) + blvy,u) + dt(v3,v3)' + c(x,v3)

d'olu avec les estimations (5.4.16) & (5.4.19)

2>

_ > > _ 2 2
(5.4.20)  a3(v,¥) 2z (e, 2035)“2“H1 + (e, - 2035)”v3”L2 . ¥We V.
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Dés lors, il suffit de supposer que la coque est "suffisamment"
peu profonde de telle sorte que le paramdtre e introduit en (5.4, 15),
satisfasse par exemple v

(5.4,21) e < _l_ min(é1,02) .

303
Alors, la propriété (5.4.5) est vérifide avec B = % min(c1’°2)'.
]

~ Cette propriété (5.4.5) de V-ellipticité de la forme aS(.;.)
jointe aux propriétés de continuité de la forme aS(-.-) elle-méme et des

seconds membres entrailne immédiatement :

Théoréme 5.4,2 :

Pour toute coque "suffisamment peu profonde" de forme quelcongue,

le grobléme 5.4,1 admet une solution unique.

Par analogie avec le Théoréme 5.3.2 on établirait :

Théoréme 5.4.3 :

La forme bilinéaire (5.4,3) peut s'écrire
> > t 1 2
(5.4.22)  aglu,v) = fg U A,V dE dE”

ou la matrice colonne V (et de maniére analogue pour U) est donnée par

(5.3.16) tandis que d'une manidre analogue 3 (5.3.17)

(g) = gIJs(¢i,a(g) y ¢ o‘B(E) , e) .

(5.4.23) Aiss i,

Le calcul explicite des coefficients AIJS(E) s'effectuerait par
analogie avec BERNADOU [1978] ou BERNADOU-BOISSERIE [1982, 8 1.6].
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Remarque 5.4,1

La différence €ssentielle entre Jles applications gIJ et 81 s
définies par les relations (5.3.17) et (5.4.23), est 1'absence de

dérivées partielles troisiémes des composantes¢i dans 81yg

6 - ETUDE DE _L'APPROXIMATION GLOBALE _(GEOMETRIE ET DEPLACEMENT) ET
ESTIMATIONS D' ERREUR

Orientation :
——=xctlion

Dans ce paragraphe nous allons combiner les diverses
approximations effectudes pPour obtenir 1a solution discréte u, du

~

probléme de coque considéré, i.e.,

i) les approximations de 1a géométrie,
* surface moyenne ($ > $@& )
¥ épaisseur (e » &z ) i
)
ii) 1les approximations dy champ de déplacement qui consistent §

rechercher des solutions Sh dans 1le Sous-espace de dimension finie
ﬁh(: ﬁ, v étant 1" espace des déplacements admissibles ;

iii) 1les approximations 1lides 3 1'utilisation de schémas

d' intégration numérique.

Pour ces deux derniédres approximations, nous  proposons des
critéres A observer afin que les erreurs correspondantes soient (autant
. ~ 3 . # _—-»
que possible) dy meme ordre que 1'erreur d'lnterpolatlon[v-nhﬂ+ , ol m

est ici 1'opérateur de ?h—interpolation appliqué 3 toute fonection 3 de ?.
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6.1. Description.de‘chacune des approximations

6.1.1. Appfoximations de la géométrie

_ Nous supposerons. que la surface moyenne de la coque et son
épaisseur sont définies o a 1'aide d' une application
$ (51,52) € g+ A - $(£1,§2) et d'une application

e (&1,52) € Q -+ e(ET,gz) > 0 suffisamment régulidres mais inconnues de
1'utilisateur. Par contre, nous admettrons que 1l'utilisateur a acceés i
autant de relevés de coordonnées 'qﬁ'il peut ' souhaiter. Alors,' en
utilisant les méthodes décrites dans les paragraphes 2 & 4, il est
possible d'approcher les applications'$ et e par des produits tensoriels

>
de fonctions B-splines ce qui conduit & des applications ¢h/5 et ehj,

vérifiant les estimations (3.1.2) et (4.1), i.e.,pour tout ¢ € W (Q),
pour tout ee-ndl’m(n) et pour tout Ke 95%28 on a

t-r
l¢ ¢h/b Ir,=,x 5 CPA oy, e,
(6.1.1)

L1 .2
pour t = 1,...,min(k ,k ) et r =0,...,t
-r
- <
R N lel¢ 0,0
(6.1.2) '
. 1 2
pour t. = 1,...,min(2 ,% ) et r = 0,...,t

ol les entiers k1,k2 (resp. 21,22) désignent les ordres des fonctions
B-splines utilisées pour approcher les composantes ¢.(E1,£ ) de
1'application 5 (resp. e) pour chacune des directions 51 et £ . Rappelons
que les degrés des polynOmes correspondants sont alors k1—1, k -1, 21—1,

22-1, respectivement.

L'utilisation des interpolées gh et eh des ‘applications % et e
- *
conduit & approcher la forme bilindaire a(.,.) (resp. as(‘,.)) *)

définie en (5.3.2) (resﬁ. (5.4,3)), et la forme linéaire f(.), définie en

(5.3.9), par les formes approchées éh (.5.) (resp. Eh S(-,-)) et
EQ& (.) définies ci-apré&s (comparer avec (5.3.15) (5.3.19) notamment)

(6.1.3) 5&5 (u,

f~24

v) - [, " by 1vag' qg? |

IJQ&

. ;
(*) Rappelons que 1'indice 8 rappelle qu'il s'agit de coques peu

profondeé, "Shallow" en anglais.
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(6.1.4)

(resp. a (q, v) = ty
hj s f IJh)ssJ v aglae®)
ou le maillage ?2;5 a été défini dans le paragraphe 3 et ol

(6.1.6) (resp. AIJh/SS(g) gIJS(d’ih/S £) , ¢ih/6,a8(g) , ehA))
est défini par analogie avec (5.3.17) (resp. (5.4.23)), U, V sont définis
en (5.3.16), Q,v e ¥ - ’ .
et ol
(6.1.7)  Tng ¥ - PERACYICIL N EY
avec
; 2 ( )°
: va, = (( ) (¢, ) ( (¢, )
h/)s 1o1 1hA,1 o1 Jh§,2
(6.1.8) 3
- A 12,172
i ih)b,T lhA,Z(
Alors,

une étude analogue

by

a celle de CIARLET [1976] permettrait
d'établir les estimations suivantes (résultats de consistance)
Théoréme 6.1.1

(cas de coques générales)

Pour toutes les approximations oh
approximations e,

de ¢ et pour toutes les
de e construites selon les méthodes décrites dans les
aragraphes 2 a 4 et vérifiant les estimations (3.1.5) et (4.1), il
existe des constantes'C, indépendantes de Qé y telles q
- >
(6.1.9)  |a(@,% - & 1,7 s 2 S T T I A A
A .
> > >
(6.1.10) £(v) - (V)] s c P [Iv ¥ve V
Ieh = By Dl s ol Bl o I
oli
(6.1.11) k =

. 12 ’
min{k ,k") et g = min(21,£2) .
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Dans le cas de coques peu profondes il viendrait

Théordme 6.1.2 : (cas de coques peu profondes)

Le Théordme 6.1.1 reste valable mais grfce & la remarque 5.4.1 il

est possible d'améliorer 1'estimation (6.1.9), i.e.,

(6.1.12)  |a(®,¥) - &, (8,7 s cn";bi““"?'“ufm W, w7 eV .

ah/SS

[m}

Si 1'on se limitait & 1'approximation de la géométrie décrite dans
la section 6.1.1, on pourrait définir le premier probleme approché

(Phj31) comme suit

Probléme (Ph 1) correspondant & 1l'approximation de la géométrie

seulement pour une coque générale :

Trouver 3@6 e ¥ tel que
(6.1.13)

éhé (ah}é s V) =th(v) , ¥wvelV.

En s'appuyant sur le Théordme 5.3.1 et en utilisant des propriétés
de consistance, il est facile de montrer que, pour }56 suffisamment

petit, ce probléme (6.1.13) admet une solution et une seule.
De méme, pour une coque peu profonde on aurait

Probléme (Ph S1> correspondant & 1'approximation de  la géométrie

seulement pour une coque peu profonde :

> >
Trouver uh/&S € V tel que
(6.1.14)

3 (Eh',$)=f V) , ¥WelV.
ATy~ fp
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L'existence et l'unicité d'une solution pour le probléme (6.1.14)
résulte cette fois-ci des Théordmes 5.4.1, 5.4.2 et des propriétés de
consistance (6.1.10) et (6.1.12).

A ce stade, le probléeme (6.1.13) (resp. (6.1.14)) peut &tre
entiérement assimilé a un probléme continu "claésique" qui serait formulé
non plus sur une surface moyenne /& avec une épaisseur e, mais sur une
surface moyenne /&h avec une épaisseur eh . Ce point de vue est
commode car il permet de "découpler" cette approximation de la géométrie

de la coque des autres approximations, i.e.,

: > >
¥ approximation du déplacement (V » Vh)

* approximation liée & 1'utilisation de schémas d'intégration

numérique,

que nous avons analysées en détail dans BERNADOU [1980] notamment. Cette
remarque simplifiera notablement 1'étude de 1'approximation globale ainsi

que 1'obtention des estimations d'erreur.

6.1.2. Approximation du déplacement

Avec 1les notations de BERNADOU [1980] ou de BERNADOU-BOISSERIE
[1982], supposons que nous ayons construit un sous-espace de dimension
> >
finie VhCZ V, ceci & 1'aide de méthodes d'éléments finis conformes. Ce

faisant, nous supposerons que la construction de 1' espace ﬁh s'effectue a
partir d'un maillage %f% du domaine  qui peut 8&tre totalement déeouplé
du maillage Qf% introduit dans le paragraphe 3. C'est pourquoi, pour
préserver la généralité de cette &tude, nous utilisons les deux

paramétres h et E& .

Alors, le second probléme discret (P ,) pour une coque générale

est défini par :




Probléme (th) correspondant & 1'approximation de la géométrie et du

déplacement (mais avec intégration exacte) :

2 >
Trouver %Ee Vh tel que

(6.1.15)
5 B vy =, () . ¥ e T
ah/b \,1!3',v1,1 h}a Vi , Ve Vo
o
De méme, pour une coque peu profonde
Probléme (ﬁﬂsz)
2z >
Trouver ﬁhs € Vh tel gue
(6.1.16) ~
- 2z > > > >
= - T
ah/SS(u};l‘S’vh) fh/s(vh) , Vvhe h
o

L'existence et 1l'unicité de solutions pour ces probldmes (6.1.15)
et (6.1.16) se déduit d'une part, des propriétés analogues satisfaites
pour les problémes (6.1.13) et (6.1.14), respectivement, et, d'autre

> >
part, de 1'inclusion VhC: V.

Dans la trés grande majorité des cas il n'est pas pessible
d' intégrer exactement ce qui conduit naturellement _é utiliser 1les

techniques d'intégration numérique.

6.1.3. Approximation lide & 1'utilisation de schémas d'intégration

numérique

ici encore nous renvoyons & BERNADOU [1980] ou BERNADOU-BOISSERIE
[1982] pour les définitions et les résultats concernant cette derniére
approximation. En rajoutant cette nouvelle approximation 3 1'énoncé du
probléme (ﬁgz) (resp. ?252), on obtient 1'énoncé du probldme final (3Q3>
(resp. Phs3) qui combine 1'ensemble des approximations :
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“Probléme (P 3) correspondant ¥ 1'ensemble des approximations, géométrie,

déplaeement et _intégration numérique, pour une coque générale :

> >
Trouver‘uh € Vh tel que

¢

(6.1.17)
> > - > >
ah(%g’vh) = f (Vh) , Vvh €V

n h h
ol
(6.1.18) w.v) = 7 ] t K1 a0y )
-1 2 (W) = Lok Wa(bg ) IJ%
~ f=1
Ke g
h
. L
= ] V b
(6.1.19) ﬁn(vh) ) ) vy k %& o Uy .K)
Kquh
(6.1.20) wg ¥ et b2 g " poids et noeuds des schémas d'intégration
’ )
numérique.
o
De méme, dans le cas d'une coque peu profonde
Probléme (5353)
-> +
Trouver %QS € Vh tel que
(6.1.21)
(& ov,) = £ (v) ¥Woe i
®hs'ns' '’ T Tptn! o Wy e Wy
ol
L t
(6f1'22) hS(wh,vh) 5 ) 6y k wh(bz,x) [AL S(bl’K)] Vh(bl’K)
I=1 A
Ke'z;

fh(\7h) étant défini en (6.1.19).

~
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6.2. Estimation abstraite de 1'erreur

. N .

Nous allons estimer 1'erreur entre la solution u du probléme

continu de coque générale (5.3.11) (resp. GS de coque peu profonde
> >

(5.4.4)) et la solution U du probléme discret (6.1.17) (resp. uhs) du

probléme (6.1.21)). Cette étude présente deux intérdts : ~

1) elle établit la convergence de ces méthodes d'approximation ;

ii) elle fournit des critéres précieux sur les corrélations entre

ces diverses approximations.

.

Les théordmes suivants nous guideront dans cette étude :

Théoréme 6.2.1 : (Estimation "abstraite" de 1l'erreur pour une coque

générale)

n € ﬁh les solutions respectives des problémes

continus (5.3.11) et discret (6.1.17). On suppocse que la forme bilindaire

> > >
Soit ue V et u

5
approchée ah(.,.) est Vh-elliptique et continue, uniformément par rapport

~

g h, i.e.fVil existe deux constantes @ > 0 et ﬁ, indépendantes de h,

telles que, pour tout h assez petit

(6.2.1)  FV P s a, (Vv o W T,
> ~ > > > >
(6.2.2) Iah(whsvh)i M Hwh“ thﬂ , Wu V€ Vo

Alors, il existe une constante C, indépendante de h, telle gue

oy > 2 a5, = 2, ()
uull s ¢ § ing fflu-v | ¢ sup S 2y
S R het A
(6.2.3)
> >
R
w eV llw, |
h 'h h
Démonstration :

Cf. BERNADOU-BOISSERIE [1982, Théoréme 2.4.2]7.




Nous vérifierons que 1les hypothdses (6.2.1) et (6.2.2) sont
vérifides d&s que les approximations faites satisfont des critéres que

nous préciserons ultérieurement.

Nous utilisons 1l'estimation abstraite ci-dessus comme suit : on
> —_— N .
écrit qu'elle est en particulier valable pour vh = whu ou ?;. désigne

1' opérateur de Vh—interpolation. Dés lors

la(r_u,w) (rd,w )|
a "hu’wh éﬁ whu,wh

lG-0 || < ¢ { flu-mul] + sup -
4 s [Iw, I
Hth h

S (6.2.4)

+

]f‘(wh) - fh(wh)l 5

sup T
wel ”wh“

I1 reste alors a estimer chacun des termes ci-dessus. C'est ce que

nous faisons dans la section suivante.

Dans le cas d'une coque peu profonde, il vient par analogie

' Théordme 6.2.2 : (Estimation "abstraite" de 1'erreur pour une coque peu

profonde)

>

<>
Soit GSG V et u ¢ Vh les solutions respectives des problémes

hS
continu (5.4.4) et discret (6.1.21). On Suppose que la forme bilindaire

<>
approchée ahs(.,.) est V-elliptique et continue, uniformément par rapport

é E, i.e., i1 existe deux constantes ES >0 et Eg, indépendantes de h,

telles que, pour tout h assez petit

~ 1P 2 > > > >

(6.2.5) aS”Vh” S ahﬁ(vh,vh) A
> 3 ~ -> > > > >
(6.2.6) légs(wh’vh)' s Mg [lw | vl Vayy € ¥

Alors, il existe une constante C, indépendante de‘g, telle que

lav, ) - sV i)l

~

E . > >
”us—unsn scC ,inf {”us—vh” + sup

v. eV W eﬁ ”;’) ”
h'h n°'n h
(6.2.7) - N
. [£04) - 1)
> Y
Gel T
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6.3. Estimation de 1'erreur ”E-Jh” dans le cas de coques générales

Au vu des approximations faites, il convient d'estimer chacun des
termes de 1'estimation abstraite (6.2.4). On se place désormais dans 1le
cadre des hypoth&ses du Théoréme 2.4.6 de BERNADOU-BOISSERIE [1982]
relatives a 1'approximation du déplacement et & la prise en compte de

1" intégration numérique. D'ol 1'énoncé suivant

Théorédme 6.3.1

1) Soit %gh le maillage du domaine Q associé aux interpolations

de la géométrie de la coque par produit tensoriel de fonctions B-splines.

On_suppose que ces fonctions B-splines sont telles que les résultats

d' interpolation (3.1.5) et (u.1) soient vérifids avec
@6 = max (diam K).
Ke??

Gt

2). Soit CZ;h une famille régulidre de maillages du domaine @

satisfaisant les propriétés usuelles, i.e., ¥K ¢ %7?; s hK/pK $ o0, oh
hK = diam(K) et Py = Sup fdiam(S), S est une boule contenue dans K}, et,
en outre, h = max hK pour tout K 5'%5% tend vers 0. Soit (X, PK1’ ZKT)’

(K, PK2' ZKZ) deux familles affines, ou presque affines, d'éléments finis

et soit Vh v deux espaces d'éléments finis associds vérifiant

1’ "'nh2
1
(6.3.1) Vm = {vh € Xm A 0 sur Fo} . Xh1C: H (9) ,
avh 0 r} X CH2()
(6.3.2) Vh2 = {vh € Xh2 v, = - =0 sur I , b Q) .

Supposons _qu'il existe des entiers mes My Ny 1, tels gque pour

tout K ¢ ?5;, on ait les inclusions

(6.3.3) PmT(K) TP, C Pn1(K) , 1smosn
(6.3.4) sz(x) C Pch Pnz(K) , 2 £ m,, < n2 s
6.3.5) H "k o ghax) , & =1,2, m=-tenin(n ,m1)

ol ’&a désigne le plus grand ordre des dérivées partielles apparaissant

dans la définition de l'ensemble des degrés de liberté zKa ,» @ o= 1,2,
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En outre, supposons que le schéma d'intégration numérique sur

1' é1ément de référence K satisfasse les conditions suivantes

A

(6.3.6) i) les noeuds d'intégration'glﬁ K , &=1,...,L;

. A A L AA
(6.3.7) ii) ¥o € P-2+2max(n1,n2—1)(K) , E(®) =0 ,

oll % est la fonctionnelle d'erreur d'intégration usuelle.

Alors, si la carte 3 € (wm+u’m(n))3 et si 1'é8paisseur

m+, > 3 N :
e € W (@), si 1la solution ue€ V du probléme continu (5.3.11)
+2 2 + +
appartient 3 1'espace (H" <(2))° x H" 3(Q) » Si pi e W 1'q(ﬂ), i=1,2,3

pour un certain nombre q > 2/m+1 avec q 2 2, et si m+1 $ min(k-3,2) ou k

et & sont les paramdtres caractérisant les interpolations B-gsplines

définies en (3.1.4) et (4.1), alors il existe des constantes C > 0 et

h, > 0, indépendantes de‘g, telles que, pour tout’E <‘E1

~1

N in(k=3,4%) k=1
‘ ”;—uh” scC {h%n 3 ”‘j” + h}) “S”(LZ(Q)).?o
(6.3.8) 2

1 2 2 1/2
S O B Y Y

Démonstration (en 5 étapes, & partir de 1'estimation (6.2.4))

Afin d'utiliser 1'estimation "abstraite" de 1'erreur &tablie dans
le Théoréme 6.2.1, il convient de vérifier que les hypothdses (6.2.1)
d'uniforme v—ellipticité et (6.2.2) de continuité sont satisfaites. La
vérification de (6.2.2) est immédiate. Nous vérifions dans 1'étape 1 de

la démonstration que l'hypothdse (6.2.1) est effectivement satisfaite.

N
Etape 1 : Vérification de la condition (6.2.1) d'uniforme V-ellipticité

Soit & établir 1'existence d'une constante o, indépendante de h,

telle que

> 42 > >
(6.3.9) s v
v, %Q(vh’vh) ¥V € Vh .




" On écrit

> > > > > > >
. a,Q(vh’vh) = a(V ’Vh) + ahA _(vh’vh) - a(vh.vh)
(6.3.10)

+ (-> > ) - (-> 4 )
a}g‘ Vh’vh ah/S vh,Vh

ol 3¢ (+,.) est défini par 1la relation (6.1.3). Il est loisible
d'utiliser (6.1.9), i.e.,

. - > > i - 2
(6.3.11) lah/S ($h,3h) - alv,,v)| 8 ChE;n(# 3,%) ﬂzdl .

Ensuite, par analogie avec les Théordmes 2.4,3 et 2.4.5 de
BERNADQU-BOISSERIE [1982], on établirait que

<>

- > > +
lahA (Vhovh) aﬂ(vh’vh)l

12
$ch (3§ )
J

K€‘€1A I,

Mais, d'une manidre générale, pour tout m entier 2 0, pour tout

>
€ Vh.

’ > 2 >
1 “AIJhAIH,w,K)”VJI r ¥y

> m+4,» 3 +1,o
o e (W (2))°, pour tout e € W' (@), on a ”AIJE&IhWT'”’K S

1AL fme ok * ”AIJ'AIJhASnm¥1,m,K .

"Par analogie avec CIARLET [1976, page 119] on montrerait que pour
tout r = 0,...,m+1
o o
|a_ -A < c} ) 3 ¢.-9 ¢,
IJ IJh r,o,K i ihg |r,»,K
A“ ’ 0 i,lal=1 ! 6, s
+ le

-ehAIP,”,K .

Etant donné que m+1 < min(k-3,%), on a grice a (3.1.2) et (4.1)

> .
oy S Sl * Nellpey o v 7 = Oreeame,

15 Idng|r,=,K

ou C est une constante indépendante de Qé . Finalement,

»
(6.3.12) uAIJh}5"m+1,w,x . C{“¢”m+u,w,x * ”e”m+1,°,K}




I1 s'ensuit, en particulier (m = 0) que

> 2 >
Iah/é(;;h’;h) -a3, vl sen R F . W€ T

On conclue alors, par analogie avec 1le Théordme 2.4.5 de
BERNADOU-BOISSERIE [1982] : 1'inégalité (6.3.9) est satisfaite pour tout
h inférieur ou égal 3 un certaintg1 > 0 suffisamment petit.

Etape 2 : Estimation de |u- i

C'est 1l'erreur d'interpolation habituelle qui apparait lorsqu'on
->
approche une fonetion quelconque 3 € V par son interpolée dans 1le
-+
sous—-espace de dimension finie Vh. Compte tenu des hypothdses faites, on

obtient

m+1 2 172
( '“a|m+2,9 * I“3'm+3,sz) ‘

Q
[ < I \V]

> —
(6.3.13)  [lu-m vl s cn

|a<?;6,§h> - a (n u, w )|
Etape 3 : Estimation de *sue ”; ”
"¢ 'h

En utilisant la définition (6.1.3), on écrit

Calm u,u) (T_u,w. )
a(nhu.wh ah nhu w

(6.3.14)
—— - (—-> > ) + 5 (———-» > ) (-——-» -+ )
= a(nhu,wh) ah/‘} “hu'wh ah/') Trhu,wh an 1rhu,wh
ce qui permet de séparer les erreurs dues i 1'approximation de 1la
géométrie de celles dues & 1'utilisation de schémas d'intégration

numér ique.

Tout d'abord, par analogie avec le Thépréme 6.1.1, il vient :

—_— in(k-3,2 — >
la(r b, %) - g ()] s eng 03D g )

: —>
Mais grdce aux propriétés d'interpolation de 1'opérateur L%

_
mpull s [l + J8-7 3 s iy, wae @
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de telle sorte que
= ' in(k-3,
(6.3.15)  [a(mi,u) - g (i)l s ens n(k=3,2) o il -

Par ailleurs, les Théor&mes 2.4.3 et 2.4.6 de BERNADOU-BOISSERIE
£1982] donnent :

Ién& (;;G,;h) - a (u u,w W)l
L2

172 2
[l

L Mang fe, =0 I davz,a gz, I

I,Jd=1

- d'ol finalement, avec (6.3.12) :

15% (T u,w,) - a (}r_;):,;h)l
(6.3.16)
2 1/2
" E Jlu IIm+2 g luglieg 77 el

En reportant (6.3.15) et (6.3.16) dans (6.3.14), il vient en
définitive

\ |a(?;ﬁ,;h) a, (n U,w ]

Lsup
wﬁEGh “wh”
(603.17)
o [InS D S R g
/5 4 a=1 a'm+2, Q 3'm+3,Q :

leGe,) - AR

Etape 4 : Estimation de sup ¥
S et [l |
thVh h

Par analogie avec la décomposition (6.3.14), on va séparer les
erreurs dues 23 -l‘appfoximation de la géométrie de celles dues 2
1'utilisation de schémas d'intégration numérique. En utilisant la
définition (6.1.7), il vient :

(6.3.18) f(wh) - fn(wh) = f‘(wh) - f‘h/S (wh) + th(wh) - fh(wh) .

~
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Gréce au Théorgme 6.1.1, on obtient tout d'abord :

> - > k=1 ‘ >
(6.3.19)  |r(w) Fg (ap)| s cng ||ﬂ|(L_2(m)3 flw

- Par ailleurs, avec les notations de BERNADOU-BOISSERIE [1982,
8§ 2.4] et avec la relation (5.3.19) :

- > > t
- <
If% (W) fl‘,(wh)l' ) |E, CF W)
Keﬁf
h
La seule différence avec BERNADOU-BOISSERIE [1982, page 61] est la
t

présence du terme Fh au lieu de tF, ce qui revient 3 remplacer pivi par

i¢5 . De ce fait, dans les estimations, il apparait maintenant :

i i
llp \/5% I 1,q,x 24 2teu e lp lavt, g

(noter que dans BERNADOU-BOISSERIE [1982] 1le terme v& avait é&té

volontairement omis et intégré dans la constante C). On écrira ici

= piﬁi + pi(/E

i

P /5% hA ")
soit

Itz =

m& m+1,q,K
(6.3.20) ’ m+1
i i
< C{”p /5”m+1'q,K + FZO ”p ”m+1-l",q,K lfahA - fa-'lr-’eo'!(}

Mais par analogie avec CIARLET [1976], on obtient pour

r = O,...,m+1

3
/a| sc i 3 |a°‘q>i - 3%

=, K
o [of=1 1=1

/‘" -
I ahé ihlslr‘,“,K

soit comme m+1 S k-1 et en utilisant (3.1.5) :

>
Ivs}vs - ¢E1r.w.K s C”‘»”m+2,m,K )
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En reportant ce résultat dans (6.3.20), on obtient alors

i fo— i :
”p hA”mq-]’q’K s C”p ”m+‘1’q’K *

La suite de la démonstration est alors en tous points arialogue 2
celle dée BERNADOU-BOISSERIE [1982, page 61] de telle sorte que

z 3 01 1
(6.3.21) | -1 G s Chm+1(i§:1 o 1 RANTAP

(a ) +1
Qé h m+1,q,Q
En combinant alors les estimations (6.3.19) et (6.3.21) il vient
finalement :

£ Cw ) - £, (0l

h k=1
n s ci{h +
,5uB ] A ”p“(LZ(n))3
(6.3.22) { "€V n
3
m+1 iq 1/q
T B

Etape 5 : Estimation finale (6.3.8)

I1 suffit alors de reporter les estimations (6.3.13), (6.3.17) et
(6.3.22) dans 1'estimation (6.2.4) pour obtenir 1'estimation finale
(6.3.8) cherchée. 4

Remarque 6.3.1

Dans ce travail, nous avons couplé une approximation de 1la
géométrie de la coque par fonctions B-splines avec une approximation du
champ de déplacement par des méthodes d'éléments finis. Naturellement, on
pourrait utiliser les fonctions B-splines pour approcher 3 la fois 1la
géométrie de la coque et le champ de.déplacement. Dans cette direction,
pour une coque cylindrique non-circulaire, peu profonde et encastrée,
BHATTACHARYYA et SURESH [& paraftre]l ont é&tudié 1'approximation du
champ de déplacement par une méthode B-splines, sans approximation de 1la

géométirie.
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6.4, Estimation de 1'erreur ”ES‘EhJI dans le cas de coques peu

profondes
Dans ce cas on obtient le théoréme suivant

Théoréme 6.4.1

Sous les hypothéses du Théordme 6.3.1, & 1'exception de

l'hypothése m+1 s min(k-3,2) qu'il convient de remplacer par

m+1 £ min(k-2,%), il existe des constantes C > 0 33431 > 0, indépendantes

de h, telles que, pour tout h < '}\1‘1

> > min(k-2,2),~ k=1
ooyl < ¢ty R I LR ICIE
(6.4.1) ,
1T 2 2 1/2
e ™ el aa* 21"ua”m+ 2 *luglls, s 17T
» Y a= ’ ’
Démonstration :

La démonstration du Théordme 6.4.1 est trds proche de celle du

Théoréme 6.3.1. Les deux différences fondamentales sont les suivantes :

i) dans 1'approximation de 1la géométrie de la surface moyenne les
termes en k-3 sont & remplacer par des termes en k-2. Ceci tient au fait
qué la formulation du probldme de coque peu profonde n'utilise que des
dérivées partielles d'ordre 2 (au plus) de la carte, au lieu de 1l'ordre 3

précédemment ;

ii) dans la partie approximation du déplacement telle qu'elle a
été abordée dans BERNADOU-BOISSERIE [1982], il convient maintenant
d'utiliser la formulation variationnelle des coques peu profondes. Le
lecteur pourra vérifier que 1'ensemble de 1'd&tude développée dans le cas
de coques générales s'adapte sans changement au cas de coques peu
profondes.
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7 - EXEMPLES D'ESTIMATIONS D'ERREUR

Le résultat d'estimation d'erreur (6.3.8) est trds général. Il est
intéressant - notamment pour les lecteurs plus directement concernds par
les applications - de donner quelques exemples. d' approximations

utilisables par 1'ingénieur numéricien.

Le résultat (6.3.8) (resp. (6.4.1)) fait intervenir divers
paramétres, en particulier k qui prend en compte 1'approximation de la
surface moyenné, £ qui prend en compte l'approximation de'l'épaisseub et
m qui prend en compte 1'approximation des composantes du déplacement. Les
choix de ces paramétres peuvent &tre faits de manidre relativement
ihdépendante, sous réserve naturellement que m+!1 S min(k-3,8) (resp.
m+1 € min(k=-2,4%)). Cependant dans un souci d'efficacité et d'é&conomie, on
choisira chacun de ces paramdtres de telle sorte que les éstimétions
d' erreurs attachdes 3 chacune des approximations soient de mé&me ordre ou,
au- moins, d'ordres assez voisins : par exemple, il n'est point besoin
d'approcher trés précisément 1'épaisseur de la coque si par ailleurs les
approximations de la surface moyenne ou des composantes du déplacement

sont grossidres |

Dans les exemples qui suivent, nous adoptons comme paramétre
principal m, i.e. nous nous placons dans le cas d'une approximation du
déplacement donnée. Puis, pour chaque exemple nous considérons 4 types
d' approches possibles pour 1la géométrie correspondant aux situations

suivantes
i) cas d'une coque générale (i.e., de forme quelconque) ;

ii) cas d'une coque peu profonde
Ces deux possibilités sont combindes avec les deux suivantes ce

qui fournit les 4 types d'approches annoncées :

i) le maillage 95; varie asymptotiquement comme le maillage GE;,
npon A
l.e., X ;

ii) le maillage %? est beaucoup plus fin que le malllage 75% ;

hé 5

on supposera dans les exehples que Qb varie asymptotiquement comme h",
ng -h2 ’
i.e., .
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On verra dans les exemples d'estimations d'erreur que cette
dernidre possibilité s'avére intéressante dans le cas d'apbroximations du
déplacement a 1'aide d'éléments finis de haut degré (degré 5 pour les
éléments finis d' ARGYRIS). Elle permet de ne pas trop "monter" en degré
pour les fonctions B-splines ; par contre lorsque h devient petit, elle
augmente considérablement le nombre de poihts de mesure et le temps de
calcul des coefficients (2.3.5). En pratique, on n'utilisera donc cette
possibilité que pour des approximations du déplacement de haut degré
(éléments finis d' ARGYRIS) sur des maillages assez grossiers... en
supposant que les conclusions de 1'étude "asymptotique" (h *'g) demeurent

valables dans le cas de maillages .grossiers.

Pour plus de clarté, nous avons regroupé les résultats sur les
Figures 7.1 & 7.3 correspondant a -1'utilisation des é&léments finis
suivants : H.C.T. réduit et complet (voir CLOUGH-TOCHER [1965]), ARGYRIS
(voir ARGYRIS-FRIED et SCHARPF [1968]), ceci pour 1'approximation de la
composante normale u3 du déplacement. Sur chacune de ces figures, nous

indiquons dans éhaque cas

1) la valeur du paramdtre m lide au choix de 1'approximation du

déplacement ;

ii) les choix optimaux de k (approximation de la surface moyenne)
et & (approximation de 1'épaisseur). Rappelons que k (resp. %) désigne
1'ordre des fonctions B-splines utilisées (on supposera pour simplifier
que k1 = k2 = K, 21 = 12 = %) ; le dggré des polyndmes utilisés est élors
k-1, 1les fonctions approchées étant: de classe E?k—z. Au  vu de

1l'estimation (6.3.8) les choix "optimaux" de k et % sont alors

coque générale : k = m+ld , & = m+1
¥ cas @é .h {
- coque peu profonde : k = m+3 , 2 = m+1
2 coque générale : k = U+p , & = p+l-et m = 2p ou 2p+1
* cas rvg . h {

Notons que dans tous les cas il convient d'avoir k 2 5 pour une
coque générale (resp. k 2 4 pour une coque peu profonde), ceci de fagon &

ce que la surface moyenne approchée éh soit de classe @3(9) (resp.

€2).

coque peu profonde : k = 3+p , L = p+1 et m = 2p ou 2p+1
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iii) le résultat d'estimation d'erreur correspondant ”ﬁ—ﬁdl sous
la forme 0(h™'y |
iv) 1'hypoth&se sur ‘le schéma d'intégration numérique adéquat.
Nous'donnons quelques exemples de schémas appropriés dans les Figures 7.4
et 7.7. Ces schémas sont extraits de LAURSEN et GELLERT [1978] ou LYNESS

et JESPERSEN [1975].

> >
v) les hypothéses sur la solution u, sur 1l'application ¢, sur

. i >
1' épaisseur e et sur les composantes pl de la charge p.

Tous les exemples considérés sont relatifs & des éléments finis
triangulaires. L'utilisation du Théordme 6.3.1 permettrait &galement de
considérer le cas d'approximations réalisées 3 1'aide d'éléments finis
rectangulaires (i.e. BOGNER~FOX~SCHMIT [1965]) ou quadrilatéraux (FRAEIJS
de VEUBEKE [1965] et SANDER [19691). | |

Ce faisant, ces 'exemples illustrent 1la grande richesse des
résultats contenus dans les Théorémes 6.3.1 et 6.4.1 qui, au-deld de
1'analyse mathématique de ces problémes d'approximations, fournissent &
1' ingénieur numéricien des critéres objectifs lui permettant de choisir
des méthodes d'approximations cohérentes et bien adaptées au probldme

traité.

Dans la seconde partie de ce travalil, nous indiquerons comment
appliquer ces méthodes & la modélisation de pales de turbines ou de

compresseur axial.
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by ) 5 1)
H.C.T. réduit H.C.T. réduit H.C.T. réduit H.C.T, réduit
Vho
Vhi
m,= m2=2 m2=2
H.C.T. réduit . m=—l+min(m, ,m,~1)=0 . m=0 \
. k= 4+k-5 pqur assurer . k—B*k—éE;our assurer
)3 (823
. "u—uh”*O(h)
. Schema integ. exact >
pour les polyndmes de idem idem
'd® 4 sur K; (Schéma idem
aeo noeuds}
. Te(u2)?xy3
- et (@) 3;plentsq, }
q>2
Triangle de type 1 . m=0 .om=0
. k—¢+k—5 pour a surer . k=A-+k=4 pour assurer
| 3@ Ay c(B2@)
I ﬁ-—uhll =0(h)
. Schéma integ. exact
pour les polyndmes de}’ idem idem

d® 2 sur Ky (Schéma
3 3 noeuds)

. ue(B?)%xg3

e ()3 plewt 9,
q>2

idem

FIGURE 7.1

: Illustrations des résultats des théordmes 6 3.1 et 6.4.1 lorsque la flexion est approchée

-

4 1'aide du triangle

H.T.C.~réduit et pour hA ~h ou h/b ~ h
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COQUE PEU PROFONDE (Thm 6.4.1)

hg ~h

h/é) ~h2

@6 ~h

hg ~ h?

h2

Vit

H.T.C., complet

H.T.C. complet

H.T.C. complet

H.T.C. complet
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m2=3 m253
H.C.T. complet . m=—1+min(m1,m2-1)=l . m=1 . m=1 . m=l ,
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. ||K—-\:h"=0(h2) Ah/&s(% M)~ ;e=1 est suffisant;4=2 hke(@ ())7;2=1
. Schéma integ. exact ‘
pour les polyndmes de
o & a .
d® 4 sur K; (Schéma a idem idem idem
6 noeuds)
ey Lt
m,=n, =3 . $€(W5’m))3;Pi€W2’q:
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q=2
Triangle de type 2 . m=1 . m=1 . m=1 . m=l
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. Schéma integ. exact
pour les polyndmes de
d® 2 sur Ky (Schéma a idem 1dem

.3 noeuds)
. Be3)2xut

. S 3pten®
q22 .

idem

Figure 7.2 : Illustrations des résultats des théorémes 6.3.1 et 6.4.1 lorsque la flexion est approchée & l'aide.du

2
triangle de H.C.T.-complet et pour hzs ~h ou Ibb ~h" .
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COQUE PEU PROFONDE (Thm 6.4.1)

hg ~h hp ~ h2 hg ~h g ~ n?
v ARGYRIS ARGYRIS ARGYRIS ARGYRIS
h2 :
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Vhl :
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ARGYRIS . m=—1+m1n(m1,m2—l)=3 . m= . m=3 . m=3
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. Schéma integ. exact
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. Schéma integ. exact
pour- les polyndmes de
d°. 6 idem idem idem

Figure 7.3 :

Illustrations des résultats des théorémes 6.3.1 et 6.4.1

lorsque la flexion est approchée 3 1'aide du

triangle d'ARGYRIS et pour hA ~h ou hA ~ h

2
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3 noeuds
Coordonnées barycentriques (cl,gz,l—gl,cz) mgiiiglgzité - Poids
1 1 ' s

Figure 7.4 : Schéma d'intégration exact pour les polyndmes de degré 2

(S = aire du triangle)

-6 noeuds

Ordre de

Coordonnées barycentriques (7,,Z.,1- ) Do

00 . y q G155y L1259 multiplicité Poids
8.168475729804585Q-01 9.157621350977073Q-02 3 (1.099517436553218Q-01) S}’
1.081030181680702Q-01 4.4594849091596490-01 3 -(2.233815896780115Q)01)S

Figure 7.5 : Schéma d'intégration numérique exact pour les polyndmes

de degré 4 (S = aire du triangle)




12 noeuds

Coordonnées barycentriques des Multipli- Poids
noeuds (g,=1l-g.-C.) cité

3 1 72
c1=5.0142650965813420-01 £,=2.492867451709329Q-01 | 3 (0,1167862757263407)5s
c1=8.738219710169965Q~01 C2=6.308901449150177Q—02 3 (0,0508449063702055)s
cl=6.365024991213939Q*01 c2=5.314504984483216Q-02 6 (0,0828510756183929)5s

Figure 7.6 : Schéma d'intégration numérique exact pour les polyndmes

de degré 6 (S = aire du triangle)

16 noeuds

Coordonnées barycentriqués Ordre de Poids
(CI’CZ’I_EI-EZ) v multiplicité

13.333333333333333Q-01 3.333333333333333Q~01 1 (1.443156076777862Q~01)S
8.141482341455413Q-02 4.592925882927229Q-01 3 (9.509163426728500-02)S
8.989055433659379Q-01 5.054722831703103Q~02 3 (3.245849762319813Q-02)S
6.588613844964797Q-01 1.705693077517601Q-01 3 (1.032173705347184Q-01)S
8.394777409957211Q-03 7.284923929554041Q-01 6 (2.72303141744349Q-02)S

Figure 7.7

: Schéma d'intégration numérique exact pour les polyndmes

de degré 8 (S = aire du triangle)
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