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UNE METHODE A METRIQUE VARIABLE REDUITE EN

OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES D'EGALITE NON LINEAIRES

Jean Charles GILBERT

Résumé: En optimisation dans &" avec m contraintes d'égalité non linéaires, on
propose une modification de la méthode séquentielle quadratique de Han ou il ne
faut mettre & jour qu'une matrice d'ordre n-m, plutdt que d'ordre n. La conver-
gence est Q-superlinéaire (en un pas). On introduit une méthode globalisant
ltalgorithme local consistant a déterminer un pas sur un arc de courbe de
maniére & faire décroitre une fonctionnelle pénalisée exacte. Asymptotiquement
le pas vaut un. On traite également de la mise & jour de la matrice réduite en

considérant le schéma BFGS dans le cadre de la méthode globale.

Abstract: In optimization in ﬂn with m nonlinear equality constraints, a
modification of the sequential quadratic method of Han is proposed in which a
matrix of order n-m instead of order n is updated. The convergence is
O-superlinear (in one step). We introduce a method globalizing the local
algorithm whién consists in determining a step on an arc in order to decrease an
exact penalty function. Asymptoticaly, the step is equél to one. We also deal
with the matrix update by considering the BFGS formula within the framework of

the global method.
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I - INTRODUCTION

Soient  un ouvert ge ﬁn, f et c deux applications définies sur Q a valeurs déns
R et & (m < n) respectivement. On considére le probléme d'optimisation avec
contraintes d'égalité suivant: .
min { £(x) txefl, c(x)=0} : (1.1)

Soit x" un point satisfaisant aux .conditions nécessaires d'optimalité'du'pre-
mier ordre de (1.1). On s'intéf%sée a un algorithme & métrique variable pour ce
probléme. C'est-a~-dire que 1l'on cherche a construire une suite de points xk
convergeant vers x* et une suite de matrices définissant des métrigues
V&%iables qui sont éensées converger, dans un certain‘sens, vers une matrice
dont le calcul ferait intervenir les dérivées secondes de f et c au point opti-
mal x*, information. supposée non accessible. Ces méthodes sont
particuliérement intéressantes du fait qu'en général leur ordre de convergence
est Q-superlinéaire.
Un algorithme de ce type consisterait a utiliser une méthode de quasi-Newton
pour résoudre le systéme d'optimalité du premier ordre de (1.1):

£(x") + o (xHT A" = 0

c(x") = 0 -2
dans lequel Y e‘ﬁm est le multiplicateur de Lagrange associé aux contraintes en
_x*a Cela conduirait & la mise a joﬁr d'une matrice d'ordre (n+m), approximation
"de la jacobienne du éystéme (1.2) au point optimal (x*,k*). Par exemple, 1'al-
gorithme'de Garcia, Mangasarian (1976) met a jour une matrice ayant cette

'propriété.

La méthode séquentielle quadratique (MSQ) proposée par Han (1976) améliore la
méthode précédente en ce qui concerne la taille de la matrice a mettre a jour.
Elle consiste en la résolution d'une suite de problémes quadratiques avec
contraintes linéaires. Etant donné x , on calcule x comme solution du

Kk k+1
probléme:
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min { f'(xk).(x-xk) + % Mk.(x-Js{)2 }
® ' (1.3)
c(xk) + c'(xk).(x-xk) =0

-~ . -

PR . . x
A chaque itération, Mk' qui est d'ordre n, est mise a jour afin d*approcher L ,

le hessien du lagrangien 1 au point optimal.

1(x,2) = £(x) + c(x)T A " (1.4)
L(x,A) 2= 3, 1(x,2) . (1.5)
L* = L(x",A%) . ' (1.6)

Dans ce travail, on propose une méthode Q—superllnealrement convergeante en un
pas (c'est-a-dire ”xk+1 X ||/| |x -x"|| converge vers 0)_dans" laquelle on ne
met & jour qu'une matrlce d'ordrg (n-m). Cette méthode est alors bien adaptée
aux problémes oll n est grand et (n-m) petit. Dans cette classe se situent par
exemple les problémes d'identification paramétrique dans les équations aux
dérivées partielles. Si on adopte une discrétisation des équations d'état (1les
contraintes) par une méthode d'éléments finis, m est grand, disons de 1'ordre de
1000. Tandis que le nombre (n-m) de paramétres identifiables est faible: 2 ou 3
dans l'exemple de Blum, Gilbert, Thooris (1985). Dans cet exemple, la méthode
présentée est utilisable alors que la MSQ ne 1'était pas.

Plusieurs travaux dans cette direction ont déja été réalisés. Powell ( 1978) a
montré gque 1la suite (Xk) générée par la MSQ était indépendante d'une
sous-matrice d'ordre m de Mk. I1 obtenait également une condition suffisante de
convergence Q-superlinéaire en deux pas pour la MSQ (c'est-a-dire
| Ix, +1-x*| |/7] lxk_ l—x*l | converge vers 0) portant sur une sous-matrice d'ordre
(n-m) de Mk' Toutefois, il ne donne pas de méthode pour mettre & jour cette "pe-
tite" sous-matrice. Dans la section I1I, nous donnons une condition nécessaire
et suffisante de convergence Q-superlinéaire pour la MSQ qui s'apparente a la
condition de Dennis, Moré (1974) pour les méthodes a métriques variables en
optimisation sans contrainte. Cette condition et le contre-exemple qui suit
montrent qu'en général il n'est pas possible d'obtenir 1la convergence
O-superlinéaire (en un pas) de la MSQ en ne mettant a jour qu'une matrice

"réduite" (d'ordre n-m plutét que d'ordre n).
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Cette remarque nous a conduit a modifier la MSQ afin qu'avec la mise a jour d'une

matrice réduite, notée G_, on garde la convergence Q-superlinéaire (section

IV). Une itération de la kMSQ peut se décomposer en deux phases: une phase de
restauration des contraintes et une phase de minimisation du critére f. Dans
l'algorithme proposé, la phase de minimisation ne demande que le calcul &'un
gradient reduit. Ce calcul se fait en linéarisant les contraintes aprés la pha-
se de restauration. Ce point est essentiel. En effet, deux autres algorithmes
ne mettant a jour que des matrices réduites on été proposés. Dans la méthode de
Gabay (1982,b), la linéarisation des contraintes et le calcul du gradient

réduit se font avant la restauration et ia convergence du procédé est

Q-superlinéaire mais en deux pas. Dans la méthode proposée par Coleman, Conn
(1982,a), la restauration suit la phase de minimisation: la convergence est

O-superlinéaire en deux pas.

La méthode présentée sépare clairement les deux problémes posés par (1.1).
D'abord, en un point X, on cherche a satisfaire aux contraintes , c(x*) =0, par
"une phase de restauration qui s'apparente a une itération de Newton: 1la
linéarisation des contraintes se faisant aprés la phase de restauration, on ne
dispose pas de la jacobienne en x mais d'un opérateur proche de celle-ci, par
exemple, la jacobienne calculée a l'itération précédente. Ensuite, étant passeé
de X &4 y par la phase de restauration des contraintes, on cherche a minimiser f
par une méthode de quasi-Newton réduite par le plan tangent a la variéte
c—l(c(y)). C'est cette réduction qui permet de ne mettre & jour qu'une matrice
d'ordre n-m, exactement comme si on cherchait a minimiser f en présence de m

contraintes d'égalité linéaires.

On peut aussi voir la méthode présentée comme faisant le lien entre la MSQ et la
‘méthode de Gradiént Réduit Généralisée (GRG). En effet, elle est issue de la
MSQ par modification de son déplacement. Elle peut également étre vue comme une
méthode de GRG ol la phase de restauration ne comprend qu'un seul pas et la phase

de minimisation se fait dans le plan tangent 4 une variété "paralléle™ a c-l(o) .

En ce qui concerne la globalisation de la méthode (section V), on s'y prend de

maniére classique, par pénalisation exacte du critére f:

ep(x) = f(x) + p ||c(x)||JL o | (1.7)



ol p est un réel positif. Si onchoisit p assez grand, les points stationnaires
de (1.1) sont des points stationnaires de ep et peuvent alors étre recherchés
par minimisation de ep. Comme dans la MSQ, on cherche les directions de descen-
te de ep en un point par les déplacements fournis par l'algorithme décrit. Soit

le point obtenu & partir de X, apreés la phase de restauration des

Ypr K

contraintes. Du fait gue la restauration se fait en x_ et que la linéarisation

k

des contraintes se fai'{. ‘en yk, on ne peut en général pas dire si (xk+ 1—xk) ou

yk) sont des directions de descente de ep en X, ouy, respectivement.

(Yyiq™ K
Toutefois, e S est une direction de descente en Yy si et seulement si q

est non nul. Dés lors, on définit en yk un arc parabolique de descente de Gp:

2 :
vele) =y +e (x =y )+ (v ,-%x ) - (1.8)

On montre qu'on fait décroitre Gp si on prend p assez petit. La recherche
parabolique se fera donc & partir de Yy et non de Xy - Un critére (C) joint & une
régle de type Armijo permet de determiner Pk a chaque itération. Ceci conduit a
un théoréme de convergence globale. De plus, asymptotiquement, le pas unité
(pk=1) est admissible pour le critére (C). Dés lors, la recherche parabolique‘
(1.8) n'empéche pas la convergence Q-superlinéaire locale: on a un bon recol-

lement des méthodes utilisées loin du point optimal et proche de celui-ci.

I1 reste a {:raiter le probléme de la mise & jour de la matrice réduite Gk (sec~
tion VI). L'étude se fera dans le cadre de la méthode globale introduite a la
section V, c'est-a-dire que l'on ne supposera pas Px égal a 1. Localement, la
*
matrice Gk apparait comme une approximation de G , réduction au plan tangent aux
contraintes du hessien du lagrangien pris au point optimal (1.6). Pour 1l'algo-
rithme qu'il étudie, Gabay (1982,b) propose une équation de quasi-Newton par
analogie avec celle obtenue dans les méthodes de type gradient-restauration
(Gapay (1982,a)), mais n'en montre pas la validité dans son nouveau cadre.
Nocedal, Overton (1985) étudient la mise a jour de la matrice réduite de 1'algo-
rithme de Gabay (1982,b) dans un cadre local. Coleman, Conn (1984) proposent
pour leur algorithme une équation de gquasi-Newton nécessitant deux
linéarisations des contraintes par itération. D'une part, nous reprenons la
méthode de Coleman-Conn en simplifiant leur équation de quasi~Newton (algorith-
me ALGl), et d'autre part, nous proposons une méthode ne nécessitant qu'une

seule linéarisation des contraintes par itération (algorithme ALG2). Dans cet-
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te derniére méthode, un critére décide a chaque itération de 1'opportunité
d'une mise a jour de Gk' Pour ces deux algorithmes, on obtient la convergence

O-superlinéaire en un pas.



II ~ NOTATIONS ET HYPOTHESES

II.1 - Définitions et notations.

Soient @ un ouvert de f" et
f: Q- K
c: QN — ﬂm, m < n.
On considére le probléme d'optimisation
min { £(x) : X e Q, c(x) =0} (2.1)

On définit le lagrangien 1 sur @ x Rm par

1(x,A) = £(x) + c(x)° 2 (2.2)

et on désigne par L(X,A) son hessien:

L(x,A) = axx 1(x,A) = £''(x) + X o c''(X) (2.3)
m

Aoc''(x) := I J\i ci'(x), une matrice d'ordre n. (2.4)
i=1

On notera indifféremment par ||.|| les normes euclidiennes de &, &" ©, &" et &"

ainsi que les normes matricielles subordonnées a ces normes vectorielles.

Soient (xk) une suite de points de @, ¢ et ¢ deux applications définies sur Q a
. + .

valeurs dans un espace normé (par ||.||) et & respectivement. On notera 9o(x,)

= o(¢(xk)) (grand 0) s'il existe une constante positive C telle que pour tout

indice k on ait:

Hetxl1 < ¢ ¥ix,)

on notera q)(xk)_ = o(xp(xk)) (petit o) si quelque soit ¢ > 0, il existe un indice

ke tel que pour tout indice k plus grand que k€ on ait:
<
Hex )11 s e )

On dira qu'une suite de matrices carrées (Mk) est uniformément non sinquliére

s'il existe une constante positive C telle que 1'on ait:

Huvilzel vl



pour tout indice k et tout vecteur v. On dira que la suite (Hk) est uniformément
définie positive s'il existe une constante positive C telle que 1'on ait:

v, v 2 |lv|®

pour tout indice k et tout vecteur v.

II.2 - Changement de coordonnées. -

.On se place dans le cadre défini par Gabay (1982,a). Soient x ¢ Q et A :=c! (x)
qui est une matrice m X n. Supposons que Ax soit surjective. Alors, on peut
choisir, de fagon non unique, un inverse & droite A; de Ax:

A_A. =1 : : (2.5)

X X m

N(A) A R ) = {o} (2.6)

La relation (2.6) se déduit de (2.5). D'apreés (2.6), ie noyau de Ax, N(Ax), et
1'image de Ax' R(Ax) » Sont des sous—espaces complémentaires non nécessairement
orthogonaux, de dimension (n-m) et m respectivement. Ax est injective. On peut
également choisir, de fagon non unique, une matrice Zx de dimension (n-m) x n, '

telle que:

_ x |- . . _ _
S, = 2, non singuliére <=> N(Ax? A }‘:(-Zx)- = {o}. o (2.7)
N(ZX) = R(Ax) (2.8)

En effet, i1 suffit que 1les (n-m) lignes de Zx forment une base du
complémentaire orthogonal de R(A;)'. Alors on a (2.8), puis (2.7) griace a (2.6).
‘D'apres (2.7), Zx est surjective et la relation (2.8) montre que 1'on a:

Z_ A =0 (2.9)
X X .

Pour ces choix de Ax et Zx’ il existe une unique matrice Zx' de dimension n x

(n-m), vérifiant

ZX Z =1 (2.10)




N(Ax) = R(Zx) ’ . (2.11)

En effet, soit Mx une matrice de dimension n x (n-m) dont les colonnes forment
une base de N(AX). Alors, on a R(Mx) = N(Ax) et d'aprés (2.7), N(Zx) A R(Hx) =

{o}. ceci montre que Z M, est non singuliére. Alors, Z; =M (ZXMX)-l vérifie

2
Jouant le rdle de Z dans (2. 10) et (2.11), on a col(Z ) € N(Zx) A N(Ax)'

(2.10) et (2.11). L'un1c1te de Z vient de ce que si Z et Z. sont deux matrices

Dtaprés (2.7), cela montre que Z1 Z;. D'aprés (2. ;0), Z; est un inverse a

droite de Zx et d'aprés (2.11) on a:

A2 =0 (2.12)

s, =12, z] (2.13)
L'identité I =S T S s'écrit:
. n X X
n

I =A A +2 2 (2.14)
X X X °x ,

D'apreés (2.13) eﬁ la régularité de S;l, on voit que &" peut se décomposer en deux

sous—espaces complémentaires mais non nécessairement orthogonaux: R(A;) et

R(Z;) . La relation (2.14) permet de décomposer un vecteur { de &" en ses compo-
=R(Z. =R(A_):

santes dans N(A ) = R(Z) et N(2 ) = R(A )

= B + 3
¢ Ax Ax £ Zx Zx ¢
sz sont les coordonnées de ¢ dans N(Zx) et ZXE les coordonnées de ¢ dans N(Ax) .

Pour fixer les idées, considérons deux exmples. Dans le cadre des problémes de

contrdle, on partitionne AX en:
A = [B D ] (2.15)
X X X _ .

avec BX d'ordre m, non singuliére et Dx de dimension m x (n-m). On prend pour

A;, l'inverse & droite partitionné de B:



A = ‘ (2.16)

Et pour Zx' on choisit la matrice (n-m) X n:
zZ. = [ 0o I ] (2.17)
X n-m 4

Alors, Z; est déterminé et s'écrit:

Z, = (2.18)

- .7 T.-1 .
A := AX (AX Ax) (2.19)

Alors, on a les relations

1 _ T, _ - )
N(Ax) = R(Ax) = R(AX) (2.20)

- 4 -
On prend pour lignes de Zx une base de R(Ax) = N(Ax) . Alors ZX est déterminé et
s'écrit (on prend Mx = Z}T( dans le raisonnement qui suit (2.11)):

- _ T T, -1 '
Zx = Zx (ZX Zx) (2.21)
C'est donc le pseudo-inverse de Penrose de Zx' On a les relations:

= R(ZY) = -
N(Ax) = R(Zx) = R(ZX) (2.22)

I1.3 - H'mthéses générales.
II.3.1 - Hypothése o

On suppose que f et ¢ sont deux fois continiment différentiables (CZ) sur Q et
que leurs dérivées secondes f'' et c'' sont bornées sur f). On suppose également
que c est une submersion sur . C'est-a-dire que pour tout x dans Q, la matrice

mxXn

A(x) == c'(xX)
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est surjective. La surjectivité de c' en x est une hypothése de qualification
des contraintes (Ciarlet (1982)). Par continuité, elle implique 1la
sufjectivité de c' dans un voisinage de x‘. Dans le cadre d'une étude locale, il

* .
suffit donc de supposer A(X ) surjective et f assez petit.
- - ; x x - ® x -
On noterad, A , 2,2 les opérateurs &A(x ), A(x ) ,2(x ), 2(x ) .
I1.3.2 - Hypothése Hl: conditions 4'optimalité.
3 !

* x
On suppose qu'il existe un couple (X ,A ) dans Q x & vérifiant les conditions

nécessaires d'optimalité du premier ordre de (2.1):

£1(x") +at A" =0
* (2.23)
c(x)=0

x" est aussi appelé point de Kuhn-Tucker.

En multipliant la premiére équation de (2.23) par Z_T et par A—T et en tenant

compte de (2.12) et de (2.5), on obtient les relations:

2T £ (x") = 0 (2.24)

A= -2t Eexh) (2.25)

L'équation (2.24) exprime que le gradient de f en x* est orthogonal au plan

tangent aux contraintes en x* : N(&) = R(Z ).

II.3.3 - Hypothése HZ: non sinqularité du hessien réduit.

on note L := L(x*,k*). On suppose que L* restreinte au plan tangent aux

: * . Y -~ - 3
contraintes en ¥ est non singuliére, c'est-a-dire que la matrice d'ordre (n-m)

* -T _=*x -

G =2 "L 2 (2.26)

x
est non singuliére. Remarquons qu'on ne demande pas la définie positivité de L
dans le plan tangent, hypothése souvent faite et qui fait partie des conditions

s . 0 . * 0 Y
suffisantes d'optimalité du second ordre. Supposer G seulement non singuliére
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permet de prendre en compte les problémes de recherche de points stationnaires

du probléme (1.1). On note l'inverse de ¢ par:

(2.27)

/11.3.4 - Hypothése H..

Si c est de classe C° (e 2 2) sur 2, on suppose que 1'on choisit 1'application

X — (Ax, Ax, Zx, Zx)

de classe ca—1' a dérivées t-iéme (0 < t S ¢-1) bornées sur @ (on restreint Q si
- T
b4
suppose qu'on a les propriétés d'uniforme injectivité suivantes. Il existe une

. . . T - - A . .
nécessaire). Les matrices A}'{' Ax' z, Zx étant injectives et continues en x, on

constante positive C telle que pour tout X dans £2, pour tout v dans & et pour

tout w dans & " on ait:
T -
[1ag vl 2 ¢ |lvil. |2, vl 2 ¢ ||v]],

T " -
Hz, wll 2 ¢ [wll, [z, wl] 2 c]]w]].

II.4 - Le gradient réduit.

N

Soient x eQ et VX = c_l(_c(x) ). Si c est une submersion de classe C2, Vx est une
variété différentiable de classe 02 (Milnor (1965)). On munit Vx d'une structu-
re riemannienne en définissant sur son plan tangent Tx = R(Z;) en x un produit

scalaire:

T (Z2,n,2 9g)=(h,g )a"'m (2.28)

ou Z; h et Z; g sont dans Tx' On peut alors calculer le gradient de f sur vx’

noteé fo, et défini par:
fo € R(ZX)
- . - n-m
Ty ( fo r 2,9 ) = £ (x).(Zx g) pour tout g £ R

ou, f'(x) est la dérivée de f en x dans a". Avec (2.28), on trouve:
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- -7 _, n
fo—Zxe f'(x) ¢ &

On dira que

n-m

g :=g(x) =32 £f'(X) e & (2.29)

-T
X X

est le gradient réduit de f en x sur Vx. La condition d'optimalité (2.24) expri-

me que le gradient réduit est nul au point optimal x*.

On dira que 1la matrice G*, définie en (2.26), est le hessien réduit du
lagrangien au point optimal x* .

Le gradient réduit g(x), donné par (2.29), va jouer ici le rdle du gradient en

optimisation sans contrainte. Sous les hypothéses (HO) et (H3), 1'application
-T
x — g(x) = z, £'(x) : (2.30)

est c1 sur . On calcule aisément la dérivée du gradient réduit au point optimal
x" comme suit (voir Nocedal, Overton (1985) qui donnent en référence des travaux

de Goodman et de Stoer):
gr(x") = (z;{T (£'(x) + A;I; A" (x*) =z T Lt (2.31)

ol on a tenu compte de (2.12) et de premiére équation de (2.23).
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III - UNE CNS DE CONVERGENCE SUPERLINEAIRE POUR LA M.S.0.

IIl.1 - La méthode séquentielle guadratique.

ITI:1.1 - Définition.

On utilise 1'indice k pour les grandeurs évaluées en xk e Q2

Ak:

A(x ) = c'(x)

ck s c(xk), etc ...

La méthode séquentielle quadratique (MSQ) consiste a générer la suite (xk) a

partir de xO e Q comme suit:

X =x +4d (3.1)

ou dk’ le déplacement, est solution du probléme quadratique:

i

min { f'(xk).d +3

N .a° }
a k
: (3.2)
ck + Ak d=20

La matrice Mk' d'ordre n, est mise a jour & chaque itération sur base d'une

équation de quasi-Newton. Localement, on cherche a obtenir Mk aussi proche que

possible du hessien L* (voir Han (1976), Gabay (1982,b)).

I1I.1.2 - Hypothéses sur Mk §H4_)_.

On suppdse :

- M symétrique ' . (3.3)
(H4) . (Mk) bornée . (3.4)
. Mk uniformément non singuliére dans le plan N(Ak) (3.5)

On note Gk' la réduction de Mk

au plan N(Ak) , tangent a c_l(ck) en x :

G =2 " M Zk ' (3.8)
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L'hypothése (3.5) signifie que G, est uniformément non singuliére. Dans ce cas

k

Hk := G;l est bien définie et la suite (Hk) est bornée. Remarquons que 1'on ne
4

demande pas que Mk soit non singuliére comme dans Powell (1978) ou Boggs, Tolle,

Wang (1982), ni méme que Gk soit définie positive comme dans les articles

précédents et dans Gabay (1982,b).

III.1.3 - Lemme.

SI . c est différentiable en x
- Ay := c'(x) est surjective
- M une matrice d'ordre n telle que sa réduction
N -T - . . . s
a NEAx)' Zx Mx Zx' soit non singuliére
( Zx choisie comme en II.2 )
ALORS 1la matrice
M AT
X X
A 0

X
est non singuliére. .

Preuve.

Soit (y,A) eﬁnxﬁm tel que

f
o

T
M, ¥y + A A (3.7)

Ax y =0 (3.8)

I1 suffit de montrer que (y,A) est nul. D'aprés (3.8), v e N(Ax) = R(Z;). Soit

alors h ¢ . tel que

Z MXth=O

T

La non singularité de Z_ Mx z; montre que h est nul; et donc aussi y. Alors

(3.7) et 1'injectivité de Ax montrent que A est nul. o0
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I11.1.4 - Le déplacement.

Les équations d'optimalité du premier ordre de (3.2) s'écrivent

T
' =
f (xk) + Mk 4+ A K+l 0]

+ =
. ck Ak dk 0

(3.9)

Les nypdtnéses (HO) et (H 4) et le lemme III.1.3 montrent que l'on peut résoudre

(3.9) en (dk,kkﬂ). Comme dans Gabay (1982,b), on trouve:

- - o _ 5T -
dk = Ak C zk Hk [ 9 zk nk Ak Cy ] » (3.10)

Ce qui s'écrit également:

- - _T -
dk = - zk H 9 ~ [ 1 zk Hk zk Mk ] Ak C (3.11)

Dans (3.10), (-A;ck) € N(Zk) peut étre vu comme une phase de restauration des
contraintes (une itération de Newton) et le second terme du second membre, qui
est dans N(Ak), comme une phase de minimisation du critére f. On y distingue le
gradient réduit de f en X9 = Z;Tf' (xk) . Mentionons que le déplacement de la
méthode de Gabay (1982,b) se déduit de (3.10) en négligeant une partie du

déplacement tangent:

4 = -2 ¢ ~-Z H g

k k 'k k 'k (3.12)

k

Ssi dk est nul, (3.10) multipliée par A et par Z montre que ck=0 et que gk-=0.

C'est-a-dire que x  vérifie les conditions d'optimalité dQu premier ordre

(2.23). D'aprés 1'h};pothése (Hz) et le lemme III1.1.3, la jacobienne de (2.23)
est non singuliére. x est donc¢ solution unique de (2.23) dans un voisinage de
x . Dans le cadre d'une étude locale, on peut supposer que £ est contenu dans ce
voisinage. Dés lors, dk=0 implique xk=x*. On supposera que cette situation ne
se présente pas (arrét de l'algorithme). C'est-a-dire que pour tout indice k on

aura:
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III.2 - CNS de convergence QO-superlinéaire.

III.2.1 - Théoreme.

ST . (Hj), (H;), (H)) et (Hy)
. (xk) C Q générée par la MSQ avec (H4;
%
. X, — X
k
¢
ALORS 1les clauses suivantes sont équivalentes

%
(1) la convergence de xk vers X est Q-superlinéaire.

(11) z 7 (M - L") (x, - x) = o(||x, - x"|]) (3.13)
o (aid) 277 o - L) a = o] |x - x"|D : (3.14)
e gx, ) = oy - x7|D (3.15)

7

Ce théoréme est a rapprocher de théoréme 2.2 de Dennis, Moré (1974), établi pour
les méthodes de quasi-Newton sans contrainte. Boggs, Tolle, Wang (1982) ont
montré 1'équivalence entre (i) et (iii) mais en supposant Mk non singuliére et
uniformément définie positive dans le plan N(Ak), alors que nous ne supposons

que la non singularité de M. dans ce méme plan (hypothése H 4). De plus, ils sup-

Kk
posaient la convergence linéaire de xk vers x*. Leur CNS de convergence
s'écrit: ‘ .
T (M -L") a =of||x - x| (3.16)
k k k

oll P est le projecteur sur N(A) parrallélement a N(Z):

P =I-2A A =2 2

lorsqu'on choisit pour A 1le pseudo-inverse de Penrose (2.19). Du fait de
1'injectivité de Z , (3.16) est équivalent & (3.14) pour ce choix particulier de
A . Nocedal, Overton (1985) ont montré de fagon élégante 1'équivalence entre
(1) et (ii).

Sous les hypothéses du théoréme et notamment l'uniforme non singularité de Hk

(obtenue gréace a (3.4) et (H3 )), on peut montrer que
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% . B ..

Ha dl ~ 1=, - =] (3.17)

oll le signe ~ signifie qu'il existe deux constantes positives c1 et C2
indépendantes de k telles que: ' )

; %
¢, la Il < Ilx - x"[I s c, |la|

Pour voir cela, on consultera Powell (1978) ou Gabay (,198’2 D). On pourra
également utiliser 1'argument présenté ultérieurement pour démontrer (3.17)
dans le cadre de la nouvelle méthode. L'équivalence (3.17) est aussi une
conséquence directe de la convergence Q~-superlinéaire de (xk). Dés lors, dans

(3.13), (3.14) et (3.15), on pourra remplacer o(||xk-x*| |) par o] la 1)

Le sujet ayant été abondamment traité, nous ne donnerons pas de preuve du

théoréme. Celle-ci peut se trouver dans Gilbert (?). On peut également s'inspi-

rer de la preuve de la CNS de convergence Q-superlinéaire donnée pour la méthode
)

présentée a la section IV.

III.3 - Un contre-exgl_lgle_.

Les clauses (ii) et (iii) du théoréme précédent indiquent que pour obtenir la
convergence Q-superlinéaire, il faudra en général que la mise & jour de Mk soit

telle que la partie Z;TMk de Mk approche bien Z-TL* qui est une matrice (n-m) x

n. Par conséquent, sauf cas exeptionnel, la seule mise a jour de la réduction Gk

de Mk au.plan tangent N (Ak) » qui est d'ordre n-m, ne suffira pas pour

..T -
=2 M2
obtenir la convergence Q-superlinéaire.

Récemment, Byrd (1985) et Yuan (1985) ont chacun donné un contre—exemple dans
lequel la suite (xk) générée par la MSQ ne converge pas Q-superlinéairement en
un pas bien que le hessien réduit G soit parfaitement approché par la partie

correspondante de M, . Nous donnons ci-aprés, un autre contre-exemple qui met en

k
évidence un comportement "génant" de la MSQ:

vx=[x1 %7 e’az

2
y

H
—~
LI
~

I

1
=3 llx

(x*-1) (x1+3)

Q
—~
»
~
]
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On calcule
1
A =c(x)=[2(x+1) o]

Si on suppose que %t # -1 , On peut prendre

A;T = 1/2(x*+1) 0]

z, = fo 1]
_T _
z, = [o 1]
Le point optimal x = [ 1 0 ]T et A" = -1/4. Hessien et hessien réduit dau

lagrangien au point optimal s'écrivent:

~ _[1/2 0 *
ce[ 0] e

Soit ¢ > 0. On choisit
_ | /2 e
Mk - [ € 1 ]

C'est-a-dire que le hessien réduit ¢ aqu lagrangien 1" est parfaitement

approché par la matrice réduite G_ de Mk puisque 1'ona G = G pour tout indice

Kk
k. Le déplacement est donné par (3.11) et s'écrit:

k

a@ =-[o x>1" 1T

k (3.18)

1 1 1
+ (xk-l)(xk+3)/2(xk+1) [ -1 ¢

e
xk+l X = (X

xRN

-1)/2(541) [ (x-1)  e(xi43) 1T (3.19)

D'aprés le théoréme de convergence local de la MSQ (voir par exemple Han
(1976)), on sait qu'il existe deux constantes positives €, et §, telles que si
| IMk-LfH < e, pour tout indice k et ||x0—x*|| < 8,, alors (x, ) converge vers x"
Q-linéairement. Choisissons e tel que 0 < g < (2)“1/2
lmeL"l] s @2

* 2 . . ] . » *
| Ixo—x || <8, on obtiendra une suite (x,) convergeant Q-linéairement vers x .

€, €t 6 <min(1,8,). Ona

*
||Mk—L ”1 < €. Dés lors, en choisissant x, tel que

Montrons que la convergence de (xk) vers x~ n'est pas Q-superlinéaire bien que

pour tout indice k on ait un choix localement optimal pour la matrice réduite

Gk.
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Comme x, converge Q-linéairement vers x , on a lxi—ll < & et donc 1-8 < lxil <

1+8 pour tout indice k. D'aprés (3.19) et comme 8 <1, on a pour tout indice k
supérieur a 1v ’

|x2] < e(4+8)/2(2-8) |x5-1] < 5e(4-8)/2(2+8) Ix;—ll | . (3.20)

Dés lors, en tehant compte de (3.19), 1-§ < |xi| < 1+ et (3.20), on obtient:

2 . 1
Nz =% 1] 2 x| 2 e(a-8)/2(2+8) |x, -1
2 €(4-8)/4(2+8) |x}-1| + 1/10 %7
*
2 ¢ ||x-x"]
ou C= min(f:(4—15)/4(2_+8),:L/J.O)(Z)-l/2 est une constante positive indépendante

de k. Ceci montre que la convergence n'est pas Q-superlinéaire. Bien siir, sie =

0, ona Mk = L* » C=0et (5.19) montre que la convergence est quadratique.

Ce contre-exemple met en évidence un effet génant de la MSQ. En effet, supposons
que xcz) soit nul. Dans ce cas, il suffirait de faire une suite de restaurations
de la contrainte (itérations de Newton, x2

k
quadratiquement vers x". Le déplacement (3.18) montre que ceci ne se produit

= 0 pour tout k) pour converger

pas avec la méthode séquentielle quadratique (dz #0). Ilyauneffet déviateur
du fait que ¢ est non nul. Dans ce contre-exemple, c'est cet effet qui empéche
v d'obtenir la convergence O-superlinéaire. On le supprime en prenant € = 0 ou en
prenant le déplacement (3.12) de la méthode de Gabay ‘( 1982,b) au lieu de (3.10).
Mais comme cela apparaitra par la suite, en général ce déplacement n'apporte pas

» s s - A
la convergence g-superlinéaire, méme avec Hk correctement choisi.
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IV - UNE METHODE A METRIQUE VARIABLE REDUITE

IV.1 - Remarques préliminaires.,

De facon formelle, supposons que la matrice Mk dans la MSQ soit 1l'évaluation
en x d'une application différentiable (x — M(x)=Mx). De plus, supposons que

1'on connaisse exactement le hessien réduit du lagrangien au point optimal

6 =2 T L g

et que Mx soit t;elle que

pour tout X dans . C'est-a-dire que la réduction de Mx au plan N(Ax) est
localement la meilleure possible. Cherchons alors & déterminer les modifica-

tions a apporter & la MSQ afin de remédier aux deux inconvénients suivants:

- effet déviateur du contre~exemple I1II1.3

- absence de convergence Q-superlinéaire.

Soit ¢ l'application de point fixe de la MSQ, c'est-a-dire l'application telle

quex ., =¢ (xk) pour tout k2 0. (3.10) montre que 1'on a

K+
p(x) = X ¢, Ay c(x) Zx H g(x) + #o z H Zx Mx A, c(x) (4.1)

ou u l=1 et y2=1 sont des marqueurs permettant de suivre dans le calcul l'effet
de leur facteur. Le facteur de Hy est responsable de l'effet déviateur. Pour

. étudier le comportement local de la MSQ, il suffit d'étudier le spectre de
:=¢p'(x*). Par exemple, on sait que 1l'on aura un algorithme a convergence
quadratique si T=0 (Ortega-Rheinboldt,1970). En s'aidant de la relation
(2.31), on obtient:

T T by 2 H z T Ma A

I- g A A-2 HZ

T T

(-u) A A+2 2-2 HZ L 2 2+2 HZ (yZM-L*) A" a

(1~g,) A Aa+z mz T (yZM-L*) A A . (4.2)
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Supposons que g 1 = 1. Alors, on montre, en considérant AT et ZT, que le spectre
de T est réduit a {0}. Mais en général T n'est pas nul (il n'est pas
symétrique). Par contre, on a T2=0 (car AZ =0). Ceci montre la convergence
quadratique en deux pas quelque soit Hoe Remarquons également qu'il ne suffit
pas de supprimer 1l'effet déviateur (p2=0) pour avpir la convergence
x
quadratique. Si Mx converge vers L et p1=1, il est méme essentiel de prendre
#,=1 pour avoir la convergence quadratique. L'algorithme correspondant a g 1=1
et #,=0 a été étudié par Gabay (1982,b). Il en a montré la convergence

Q—-superlinéaire en deux pas.

Soient ¢ 1l'application de point fixe d'une restauration des contraintes en x et
Re={* (x"). on a:

$(x) = x - A; c(x) - (4.3)

R=1-AA=22 _ (4.4)

Quelque soient_ CH et H, on a TR=0. Dés lors, on obtiendra un processus a conver-
gence quadratique si on fait précéder le pas de la MSQ d'un pas de restauration.

Et on supprimera 1l'effet déviateur en prenant y2=0. Soit donc:
y(x) = x - A; c(x) (4.5)
t=y-u. B c(y) -2 H 4.
E(y) Y- R (y) v a(y) (4.6)

X(x) = E(y(x))

On calcule,

y ==y(x)=x

.x'(x*) =g (x).y'(x) =(1-p A A-Z H zT Lz z=0 (4.7)
quelque soit g 1 Siu 1 est nul, 1l'algorithme s'écrit simplement:

y =x-A_ c(x) © (4.8)

x(x) = x - AX c(x) - Zy H g(y) (4.9)
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En comparant (4.9) et (4.1), on voit que 1'on a supprimé l'effet déviateur
(y2=0) et que l'on a calculé le gradient réduit g en y plutét qu'en x,
c'est-a-dire aprés la restauration. Une itération se décompose donc en une pha-
se de restauration des contraintes (-A;c(x)) suivie d'une phase de minimisation
du critére sur base du calcul de son gradient sur la variéteé c-l(c(y)),
paralléle a c-l(o) , et munie de la métrique riemannienne:
7. (Zon,2 9)=(H'n,g)
y y Y y Rn—m
ol on a supposé HY symétrique. En effet, comme en I1I.4, le gradient de f sur
c-l(c(y)) pour la métrique précédente s'écrit:
Z_ H_Z.© £'(y) = Z_ H_ g(y) . ..
Yy vy VY Yy v
Avec l'application x définie en (4.9), on peut générer une suite (xk) par x, .. =
x(xk) . On génére en méme temps la suite (yk) définie a partir de (xk) par (4.8).
L'application de point fixe qui définit (yk) s'écrit:

8(y) =y - Zy H g(y) - Ay cly - ZyHg(y))

Au point optimal, on a y* =x" et on obtient:

gy ) =(I-a A (I-2 HZ L)Y =-2 HZ L a a

En général cet opérateur n'est pas nul, mais on a (;'(y*)2 = 0 (car AZ = 0). Dés
lors, dans 1l'algorithme (4.8)-(4.9), la suite (xk) convergera Q-linéairement et
O-superlinéairement en un pas tandis que la suite (yk) ne convergera pas
nécessairement Q-linéairement mais convergera Q-superlinéairement en deux pas.
Ce résultat de convergence de la suite (yk) a été remarqué par Coleman, Conn
(1982,a) 1lorsque l'on prend pour Ax le pseudo-inverse de Penrose (2.19).
Recemment, Byrd (1985) a donné un exemple dans lequel la suite (yk) ne conver-

geait pas Q-superlinéairement en un pas.
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IV.2 - L'algorithme modéle local.
IV.2.1 - Définition. "

L'algorithme défini par (4.9) présente un inconvénient: il nécessite deux
linéarisations des contraintes par itération. D'abord en x pour le calcul de A;
puis en y pour obtenir Z;. Si on regarde 1le calcul (4.7), on voit que la
linéarisation en y est essentielle: on ne peut pas remplacer g(y) par g(x) dans
(4.9). Par contre, on peut se convaincre facilement que si én remplace A; par un
opérateur Rx’ proche de A;, ou convergeant vers 'Y lorsque X converge vers X,
on gardera la convergence O-superlinéaire. Cette modification consiste a faire

une restauration du type quasi-Newton plutdt que qu type Newton.

Ces remarques conduisent a la définition de 1'algorithme modéle local. (4.10)

1. choix de xos Q, Ro, HO

k =0
2. lineéarisation des contraintes en xo
3. restauration des contraintes:

ro = - RO c0

t= x_ +
Yo =% ¥ To

4, linéarisation des contraintes en yo

’.—_.
5. minimisation:
— - —T ]
q, := Z(Yk) H z(yk) f (yk) (4.11)
:= + .
Ryr1 Y * 9 (4.12)
6. calcul de R,
7. restauration des contraintes:
Dot 55 7 Reyg Sk (4.13)
:= + .
Yier *7 Fgar T Tye (4.14)

8. linéarisation des contraintes en yk+l
9. mise a jour de Hk: Hk+1
10. k := k+1

aller en 5.
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On définit les déplacements:

k

1'1k = g

a := rk

k

+q (4.15)

+ r

K1 (4.16)

ou r est donné en (4.13) et g, en (4.11). Alors les suites (xk) et (yk) s¢

construisent par:

xk+l H

Yper F

X +4d

k k

Ay + h

k k

Partant d'un point xk, on obtient le point yk par une phase de restauration des

contraintes (déplacement rk) puis on pasée au point xk +1 par une phase de mini-

misation du critére f (déplacement qk dans le plan tangent en yk a la variéteé

¢ Hety, -

Iv.2.2 - La phase de restauration, hypothése (l-li)_.

On suppose que la restauration des contraintes se fait au moyen d'un opérateur

Rk € L(Rm ,Rn) appliqué a C = c(xk). On fera sur (Rk) les hypothéses suivantes:

(H_)

' (4.18) implique que R

. (Rk) est bornée (4.17)

. ARk

il existe un indice K et une constante positive C

est uniformément injective pour k grand: (4.18)

tels que pour tout k 2 K et pour tout v ¢ & on ait
llarvl] 2 ¢ |[v]|

k est uniformément injective et que N(R&) A R(Rk) = {o},

pour tout k plus grand que K. Comme opérateur Rk' on pourra prendre:

exemple 1:
exemple 2:

exemple 3:

Si on montre

vérifie (H5 ).

R =A(x) )

R =Aly,_,)

Ry si R vérifie (H5) et w, est pris dans un compact de
(0,+=).

qu'avec de tels R

" la suite (xk) converge vers x*, alors (Rk)
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1V.2.3 - La phase de minimisation, hypothése {115)_.

Le pas de minimisation est donné par (4.11) ol les matrices Hk d'ordre n-m
satisfont aux hypothéses:

. (H ) bornée = ' " (4.19)
|4 .
(Hs)
. Hk non singuliére (4.20)
On pose
I §
Gk = Hk . (4.21)

On ne supposera pas l'uniforme non singularité de AI-Ik ni sa définie positiviteé.

Remarquons due, lorsque Hk est symétrique, le pas de minimisation qk peut s'ob-

tenir comme solution du probléme quadratique:

min { £1(y,).q + 3 6, -(2(y D }
q (4.22)
Aly,) 9=0

En pratique, q, ne sera pas calculé en résolvant (4.22) mais en appliquant
directement (4.11). Regardons le coilit de cette opération lorsque 1'on peut uti-
liser la technique de réduction de variables (par exemple dans les problémes de
contrdle). Dans ce cas, on prend pour A(yk)' 1'inverse a droite partitionné de

A(yk) (voir (2.15)-(2.18)). Si on partitionne les vecteurs ¢ e &" comme suit:
1 2
E =g ] (4.23)
ol £l e R et 52 € “n-m' on calcule le multiplicateur A(yk) = —A(yk)-Tf' (yk) par:
By, ) Aly,) = - (£'(y, ))* | (4.24)
Yk Yk = Yk ‘ .

Ce calcul nécessite la résolution d'un systéme linéaire d'ordre m. Le gradient
réduit en Yy g(yk) = Z(yk)_Tf '(yk), se calcule & partir du multiplicateur
My, ):

aly,) = Dly)" My + (£1(y % (4.25)
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Ensuite vient la multiplication de g(yk) par Hk = G-l. Enfin, comme la formule

k
(2.18) le montre, l'application de Z(yk) nécessite la résolution d'un systéme

linéaire a'ordre m:

Bly,) qi = - D(y,) qi ' (4.26)

qi = H g(yk) (4.27)

Notons que, mise a part la multiplication par la matrice Hk’ le calcul du pas de
minimisation qk correspond a la premiére itération d'un algorithme de gradient
conjugué réduit pour résoudre (4.22). Comme ce dernier peut nécessiter (n-m)
itérations (ou plus si on tient compte Ges imprécisions numériques), il'y a un
gain appréciable par rapport a la MSQ dont le déplacement se calcule en
résolvant (3.2), probléme dont le coiit de résolution est du méme ordre que celui
de (4.22).

IV.3 - Estimations.

IV.3.1 -~ Proposition.

SI . c est C2 sur Q

. %X ¢Q tel que c(x*) =0

ALORS pour toute suite (xk) dans Q on a

, * * 12
(1) ¢ = A (x,-x") + of Hx -x[15) (4.28)
s * * ), 2 '
(11) cly,) =2 (y-x) + O(H-yk-x H) (4.29)
Preuve.
On utilise le développement de ¢ autour de x . oo

IV.3.2 - Proposition.

SI . (HO), (H3), x" & Q avec c(x*) =0
. (Rk) bornée
. (xk) générée par l'algorithme (4.10) telle que

x
xkaﬂetxk—»x
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ALORS

(1) r, = - RA(X-X) +_o(||xk-x*||2)

(ii) Y

(111) A(x, -x") = - AR -A)ARXD) + of||x,~x"||)

=" = z_z(xk—x*) - (Rk-A_)A(xk-x') + 0(||xk-x*||2)

Preuve.

(4.30)
(4.31)

(4.32)

(i) s'obtient & partir de (4.13) et (4.28). Comme yk-x* = xk-x* + Tyr (ii) se

déduit de (i) en tenant compte de (2.14). D'aprés (ii), Yk—x* = 0(||Xk-x*||)-

Alors (4.11) donne en tenant compte de (2.12):

A(

")
A1

Ay,) (xk+l-x*) + o(lek-x'II)

Ay,) (v,x") + o] |x ~=x"|])

a (yk-x*) + o(||xk-x*||)

. .d'olu (iii), en utilisant (ii) et AZ =0.

IV.3.3 - Proposition.

SI . (HO), (H3) et x ¢ Q avec g(x*) =0
. (Hk) bornée
. (Xk) générée par l'algorithme (4.10) telle que

x
X eflet x —Xx

k k
ALORS
. - =T = * *
(1) g =-ZHZ'L(y-x) + o(||yk-x I
< s _ - * _ *) .12
(11) ¢, = Aly,~x) + 0(||yk x ||%)

AP * *
(ii1) %, -x = 0(||yk-x I

(iv) r =

x x 2
ker T T Reagd0m )+ o |y [

- _T*
(V) no=- (R A+ ZHZ L)(y,~x") + o] ]y -x"|])

Preuve.

(4.33)
(4.34)
(4.35)
(4.36)

(4.37)

En utilisant la dérivation du gradient réduit (2.31) sur (4.11) et en tenant

compte de (2.24), on obtient:



- 28 -

- -T ® * k]
q =-32(y) H 2L (y-x) +o(]ly-x I

d'ol on déduit (i) puisque d'aprés (4.31) et la convergence de (xk) y, converge
vers x . En remarquant que c' (yk) q, = 0, le developpement de Cray donne:

2
Cpay = S(¥y) + OCLla 119

On en déduit (ii) grace a (4.29) et (i). (iii) se déduit de ce que X1~V 9, et

de (i). Pour (iv), on utilise la définition (4.13) de r et (ii) Enfin (v)

k+1

s'obtient en remarquant que hk=qk+rk+1 et en utilisant (i) et (iv).

Iv.3.4 -~ S t. o

SI . (Ho), (Hl) et (Ha)
. (Hk) bornée
. (Rk) bornée
. (xk) générée par l'algorithme (4.10) telle que

Q et - x"
xke e Xk X

ALORS hk=Zde-(Rk—A)Ad
+ (R

k

sy ~RJ)A(R -27)A (x, - x") (4.38).

+ o(||xk—x*||)

Preuve.
D*aprés (4.13) et (4.28), ona
- v o _* _*2
Yy =% “R A (x -x)+ 0(||xk x ||%) (4.39)

Comme (4.35) et (4.31) montrent que X, -x = 0(||xk-x*||), on a en faisant la

k+1
différence de (4.39) prise avec 1'indice k+1 et 1'indice k:

4 _ _ _* _*2
n, =4 -R A4 - (R, -R)A(x,  -X)+ o(||xk x |1

On conclut en utilisant (4.32). ‘ oo
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Les équivalences suivantes demandent sur la suite (Hk) une hypothése un peu plus

forte que (4.20) a savoir son uniforme non singularité.

IV.3.5 - Proposition.

SI . (Ho), (Hl), (Hz) et (H3)
. (xk) générée par l'algorithme (4.10) avec (HS)'
x
(Hs) telle que X € Q et Xy — X

. (Hk) uniformément non singuliére

aors' 1) |la || ~ ||x, - x[| (4.40)
2) |Ingl ~ 1y, - "] (4.41)
Preuve. ‘
1) Comme 4 =r, +q. (4.30), (4.33) et (4.31) donnent:
- -T *x [ 3 * .
4 = - [RA+2ZHZ L (I-RA)] (x -x) + o(||xk-x [ | (4.42)

(4.40) se déduira alors de l'uniforme non singularité de 1'opérateur entre cro-
chets qui est d'ordre n. Pour montrer cela, il suffit de montrer qu'il existe
une constante positive C et un entier Kl tels dque pour tout § ¢ ﬁn et pour tout

indice k supérieur a Kl, on ait:
[l [ raA+ zfnkz"TL* (1-R2) J & || 2c || &[] (4.43)

Soit K donné par 1'hypothése (Hs). Si (4.43) n'est pas vérifiée, il existe une

sous-suite d'indices {ki: i 2 0} et une suite {zi: i 2 0} dans /", telles que:
ki 2 K pour tout i 20

||£i||=1 pour tout i 2 0
[ R, A+ Z H, 2T L (- R_A) ] g, =0 (4.44)
i i i

lorsque i tend vers 1'infini. En multipliant (4.44) par A, on obtient:

ARkiAEi—*O

D'aprés ( H5) » AR est uniformément injective pour k 2 K. Dés lors,

k
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BE 0 . : (4.45)

Comme §, = A A £+ A A §;+ (4.44) et (4.45) donnent:

- T 2 2 = o0
Z Hki b4 £i

L'injectivité de z , 1'uniforme injectivité de Hk et la non singularité de G

implique que

—
Z£i 0

Ce qui joint a (4.45) montre que § j converge vers 0, en contradiction avec
e, l1=1.

2) De la méme maniére, on obtient (4.41) & partir de (4.37) et en montrant 1'uni-

forme non singularité de

AP Z_T-L*
e T
o

pour k assez grand. 00

IV.4 - Convergence locale.

Le théoréme suivant étudie un pas de l'algorithme (4.10) lorsque (xk, Rk, Gk)

est choisi proche e (x’t , B, G ).

IV.4.1 - Théoréme.

SI . (Hy), (H ), (K)) et (K.)
. I un réel positif
ALORS 11 existe des réels positifs e, § et 8 tels que si

xk e Q, Rk et G, vérifient

k
lx=x"H-< e | | (a.46)
|IR -2"|| <8 (4.47)
I[Gk—G*II <s | (4.48)

on a
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(i) G est non singuliére et l-lk—Gk lest majorée en norme

par une constante C=C(G +8) indépendante de r, ¢ et §.

(ii) ||xk+l-x*|| Sr ||xk—x*|| ol kk+1 est calculé & partir

de X, par 1'algorithme (4.10).

[

Preuve. '
1) Soit r > 0. On fixe ¢, et f, deux constantes positives. On choisira e S ¢, et 8

< B,. Soit 1, > 0 tel que

TR R : | | (4.49)

On fixe 8, < 1/q, et on choisira § S 8.. Des lors, (4.49) et ||G -G || <8< 1/%

 impliquent que G, est inversible et H —G 1 verifie:

K X
B S/ (1/10-8) , ' (4.5,)

Ceci montre (i).

2) On désigne par C une constante positive "générique" dépendant de e,, f, et &,

et indépendante der, e, f et 8. e, B et & seront ajustés ultérieurement. De

1'identité
C = A (xk—x*) + Jcl) [ c'(k*+t(xk—x*)) - c'.(x*) ].(xk—x*) dat

on déduit,
||ck|| <c ||xk-x*|| _ (4.51)
lle, = & (x=x") || s ¢ |[x-="||? (4.52)
Ny, - 5 01 = e dl s ¢ [lx-x"]] (4.53)
Iy, - =11 < ¢ [x=]] (4.54)

3) Grédce a 1'identité

= Aly,)” A(y,) + 2(v,)7 B G 2(v,)

et & 1'expression du déplacement dk' on obtient:

Xk+l—x* =[ A(yk)-A(yk)(xk~x*) - R.c,]

(4.55)
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+ 2y, ) B [ 6,2(5,)(x,=%") = g(y,) ]
Le premier terme du second membre de (4.55) s'écrit:
A(yk)_ [ Ay -3 (xk-x*) + A(yk)- [a (xk-x*) -c )
+ [.A(yk)' -2 Je +1 A - R 1c,
Grace aux estimations (4.54), (4.52) et (4.51), ce terme est majoré par
c |lx-x"11% +c 8 ||x-x"]] (4.56)

D*autre part, en développant g(yk) autour de x & 1l'aide de la relation (2.31)

*
et en tenant compte de ce que g(x )=0, on obtient:

Il 6, z(y,) (xk-x*) - a(y,) ||

* -T
< |l 6 2(y,) (x-x7) - 2

T

*
L™ (7)) ||+ (o) |y, =]
* - * * -T _x *
slle z(x-x)-2 "L (x-x') +2 L R A(x-x) ||
+ n(e) ||xk-x*|| +C ka-x*||2 ' (4.57)
ou, grace a (4.54), n(e) converge vers 0 lorsque e tend vers 0. Avec (4.56) et
(4.57), (4.55) devient
||xk+l-x*|| SC(e+mle) +p+8) ||xk-x*||

C'est-a-dire (ii) en choisissant ¢, § et § assez petit. Ll

Le corollaire suivant donne la convergence (Q-linéaire locale de 1'algorithme
(4.10).

IV.4.2 - Corollaire.

SI . (Ho). (Hl). (H2) et (H3)
« I € ]Orl[

ALORS 11 existe des réels positifs £, § et 8§ tels que

si x ) Verifi
i o€ Q Rk’ Gk érifient

||xo‘x*|| <e (4.58)
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IIRK—A'|| < §, pour tout indice k _ (4.59)
I|Gk-G*|| < 8, pour tout indice k (4.60)
on a ¢

(1) Gk est non singuliérg pour tout indice k

(i) (G) et (H ) sont burnées, (H := G;l )

(iii) 9a suite (xk) générée par l'algorithme (4.10) est
bien définie et converge Q-linéairement vers X'
pour tout indice k, on a

* x
g, 11 S © |1z x"]]

Remarque.

Cn ne sSupPpcse pas les hyoothéses (H ) et (H6) sur Rk et H , mais comme le mon-

v k'
trenct (i) et (ii), une partie @e (HS) est contenue dans (4.59) et (HG) est conte-

nu dans (4.60).

Preuve.

Soit r > 0. Soient ¢,, B, & donnés par le théoréme IV.4.1. On choisit ¢ S ¢, tel
qus B(x*,e) C Q. Le résultat s'obtient par récurrence en utilisant le théoréme
IvV.4.1. ) ose

Le corollaire suivant donne une condition suffisante de convergence

O-superlinéaire.

Iv.4.3 - Corollaire.

sI . (Ho), (Hl), (Hz) et (H3)
. Rk - A*
. Gk - G

ALORS il existe des réels positifs e, § et & tels que
six ¢, R+ G vérifient (4.58), (4.59) et (4.60)

0
alors la suite (xk) générée par l'algorithme (4.10) est

’ s v . ’ Iy ®
bien définie et converge Q-superlinéairement vers x .

Preuve.
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D'aprés 1le corollaire IV.4.2, la suite (xk) est bien définie et converge
x

O-linéairement vers X si onchoisit ¢, f et § assez petits. Soit r >0 et € ﬂr

et Sr donnés par le corollaire IV.4.2. De la convergence des suitesA(xk), (Rk)

et (Gk)' on déduit 1'existence 4'un indice Kr tel que:
*x
llx, ~x"1] < e,
r -
||Rk-A RS B, pour tout indice k 2 K_
x .l .
||Gk-G [l < 8., pour tout indice k 2 K_
Des lors, d'aprés le corollaire IV.4.2, ona

xS 1 []x x|

pour tout indice k 2 Kr’ Comme ceci est vrai pour tout choix de r, le corollaire

est déemontré. eo0

IV.5 - CNS de convergence Q-superlinéaire.

IV.5.1 - Théoréme.

SI . on a (HO). (Hl)' (Hz) et (H3)
. (xk) générée par l'algorithme (4.10) avec (Hs) et.
x
(Hs) telle que X, € Q et X X,
. ZRk — 0 (4.61)

ALORS 1les clauses suivantes sont équivalentes

s * » v .
(i) la convergence de X, vers X est QO-superlinéaire

(11) a'a (x=x") + r, = of||x %"|]) (4.62)
22 (x,-x") + q_= of||x,~x"[]) - (4.63)
(i11) (R-27) & (x,=x") = o(] % ~x"||) (4.64)
(Gk-G*) VA (xk—x*) = o(||xk-x*||) (4.65)
(iv) (R-A) A g = o(||xk—x*|!) (4.66)
(6,-6") z g, = ol|lx-x"||) ' (4.67)
(V) e, = o(llxk—g*Il) (4.65)
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9(¥y,,) = ol lx x| (4.69)

Remarques.
Le théoréme ne traite que de 1'itération k et mis a part (4:69) ne fait interve-

nir que des grandeurs calculées pour passer de xk ax . Dés lors le résultat

k+1
se généralise aisément a des sous-suites de (xk). Par exemple, si (ki) est une

sous-suite d'indices, on a équivalence entre

— 0 quand i & «

et les deux clauses suivantes:

H(Rk.—A ) A (x, -x )

T *IT — 0 quand i — =
[, - x
Ky
x *
ll(s, =67 z (xki—x )| |
= — 0 quang i1 — e
lx, - %7l
i

Si en plus de (H6), on suppose l'uniforme non singularité des Hk alors
1'équivalence (4.40) entre ”dk” et | |xk—x*|| montre que 1'on peut remplacer
o(] lxk—x*l |) par o(| la,[]) gans (4.62) & (4.69).

On utilisera dans la démonstration,- l'estimation

Ha lscllx -x |

qui peut s'obtenir & partir de (4.42).

Preuve.

1) En utilisant (4.61), on voit que 1'on a:

2 (R-B) A (x-x) =2ZR A (x-x)=o(|x-x"|]) (4.70)
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2) On montre les équivalences: (4.62) <=> (4.64) <=> (4.66) <=> (4.68).

® (4.62) est équivalente a (4.64) car d'aprés (4.30) on a

r, + A A (xk—x*) = - (Rk-A-) A (xk-xf) + o(||xk-x*||) (4.71)

® D'apres (4.42),

*
Ba =-AR A(XX)+o (||xk—x*||)

(R-2) A d, =~ (RARA - AARA) (x.-x") + of| |x ~x"||) (4.72)

mais, grace a (4.6;) ona

A AR A(x-x)=(RA+ZZ)R B (x-x") + of ||z ~x"| )

R, A A a (xk—x*) + o(| |xk-x*| 1)
puisque AR =I. (4.72) devient:

(R-3) A q ==-R A (R-A) A (x-x) +o||x-x"|])
Comme (Rk) est bornée et uniformément in.jective, on a 1'équivalence

(4.66) <=> A (R-A") B (x -X") = o(| % ~x"[1) (4.73)

On obtient alors 1'équivalence entre (4.64) et (4.66) en utilisant (4.70).

® D'aprés (4.34) et (4.31), ona

- x *
Chpy =~ A (R-A) A (x—x) + o(||xk—x [

= - (R-2) B (x,%") + o] = ~x"| D (4.74)

ou on a utilisé (4.70). Cette derniére relation montre 1'équivalence entre
(4.74) et (4.67).

3)(ii) <= (iiji). En utilisant (4.33) et (4.31) et puis (4.64), on obtient:

— * - x x
+ -~ = - -
qQ *tZ Z (xk X ) =2 Hk (Gk G) 2 (xk X )
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o+ 2 H z 7Lt (R-27) A (x-x") + of| [z =x"||)  (4.75)

- *x ® x
=2 H (6-6) Z.(x-x) +o||x-x"|])

On obtient alors (ii), grace a (4.65).

i o= ii). = = 3 = i H
4)(i) <=> (ii) COmmexk+l xk+rk+qketA A+2Z Z=1, onobtient
*=r +ABA(x-X)+q +2Z2(x-x) (4.76)
xk+l X = rk xk X qk xk X ) .

(4.76) montre 1'implication (ii) =>(i). Sion suppose que 1'on a (i), en multi-

pliant (4.76) par Z Z et en tenant compte de (4.71) et (4.70), on obtient:
zz[q +22 (x-x)]1=0(]|x~x"|])
9 X, "X =0 X X

Ce qui, d'aprés (4.75), implique (4.63). Alors (i) et (4.63) injectés dans
(4.76) implique (4.62).

5)(iv) <=> (v). D'aprés l'expression du déplacement, on obtient:

x . x
- (G =G Z d - G Zy d + G d
(k ) k (k) Kk z

+ o] 51

k k

x *
G, Z(yk) R C, + g(yk) +G za + o(||xk—x [

Avec (4.61), on obtient:

x * x
(6-G) za =gly)+6 za +ofl|x-x|]

1, T
g(yk+l) - IO g (yk+thk).hk dt + G 2 4
T

o+ ollnx )

- *
L (272 g -n) +olllx-x|]

* -
L (Rk‘-A )ad

9(¥, ) * 2

- -T
=9y ) *2

k
-T * - * . x
~2 L (R,,"R)A(R-A)A(x-x)+ o(llxk—x D (4.77)

ol on a utilisé (4.38). Si (iv) ou (v) est vérifiée alors selon la deuxiéme

étape, (4.64) et (4.66) sont vérifiées. (4.77) s'écrit alors:

- (Gk—G*) za =aqly, )" o(||xk-x*||)

k+1

relation qui montre 1'équivalence entre (iv) et (v).
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6)(v) <=> (ji). Comme (i) est équivalente & (ii), si (i) ou (v) est vérifiée, on
a (4.64). Dés lors, (4.32) montre que 1'on a

a(x,, - x)=ollx-x"|] ' (4.78)

k+1
En utilisant (2.31), (4.31) et (4.78), on obtient:

-T = *
9(¥y,y) =2 L (v, %) + o] |x =" | )
~T

2 L2z (%, ~x) +o(][xx"|]) (4.79)

Si (i) est vérifiée, on a (4.68) grace aux étapes 4 et 2, et ona (4.69) grace a
(4.79). Inversément, si (v) est vérifiée, (4.79) et la non singularité de
2Tz montre que 1'on a:

Z2(x .. -x) =o(||xk-x*||)

k+1

ce qui, joint & (4.78) donne la convergence Q-superlinéaire de (xk) .

7)(4ii) <=> (jv). D'aprés les implications précédentes, si (iii) ou (iv) est

*
vérifiée, la suite (xk) converge Q-superlinéairement vers x . Alors, on a

) *
a = - (x-x) + o(llxk—x*”)

Cette équation suffit pour montrer 1l'équivalence entre (iii) et (iv).

8)Conclusion. On a montré les implications (i) <=> (ii) <= (iii) <=> (iv) <=>
(v) <=> (i). Ce qui suffit. Yy



- 3G -~

V - GLOBALISATION DE LA METHODE

V.1 - Hypothése supplémentaire.

Rappelons que les hypothéses (HO), (Hl), (Hz) et (H3) ont été introduites a la
section II et les hypotheéses (Hs) et (HG) a la section IV. On supposera parfois
Plus de régularité sur f et c par 1'hypothése suivante: ' '

On suppose que (HO) est vérifiée et que

(Hb) 3
f et c sont de classe C” sur Q

2

Cette régularité permet de choisir Ax' A;, Zx' Z; fonctions C” de x sur & (sous

1'hypothése (H3)). En particulier, 1'application
' -T
Xxefll — g'(x) := (Zx fr(x))’

sera lipschitzienne.

On supposera dans cette section que Q = &".

V.2 - Obtention de 1'algorithme modéle global.

V.2.1 - Introduction.

Comme on le verra & la section VI, il est possible de construire des algorithmes
a partir de l'algorithme modéle (4.10) ayant un bon comportement local: si on
choisit le couple (xo, GO) suffisamment proche de (x*, G*), la suite générée
(xk) convergera Q-superlinéairement vers x'. En pratique, (xo, Go) n'est pas
nécessairement proche de (x*, G*) et le comportement des algorithmes n'est pas
prévisible. Il est donc important pour la viabilité de la méthode de montrer
qu'il est possible de la "globaliser", c'est-a-dire de rendre la convergence
des suites générées indépendante du choix du couple initial (xo, Go) et cela,
sous des conditions raisonnables. C'est ce dont nous nous occuperons dans cette

section.

Un autre point important est le raccord entre la méthode globale (celle assurant

la convergence globale) et la méthode locale (celle de la section IV). Pour que
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la convergence Q-superlinéaire soit assurée il faut, lorsque x_ est proche de

o ,‘ que le déplacement calculé par la méthode globale soit le dé];Iacement dk de
l'algorithme (4.10). On sait que ceci n'est pas vérifié dans la globalisation
de la MSQ proposée par Han (1977): c'est ce qu'on appelle l'effet Maratos
(Maratos (1978), Chamberlain, Powell, Lemarechal, Pedersen (1982)). Dans la
globalisation présentée ci-aprés, cet effet n'apparait pas 4 condition que G
soit, dans un certain sens, bien approchée par Gk' Cette propriété dépend donc

de la méthode de mise a jour utilisée.

V.2.2 - Obtentjon de 1'algorithme.

La méthode proposée par Han (1977) pour globaliser la MSQ est basée sur la
pénalisation exacte du critére f. Soit p un réel positif. On note ep la fonc-

tionnelle pénalisée exacte de f définie par:

Gp(x) = f(x) + p ||c(x)||l (5.1)

ou | | ||, aésigne 1a 1-norme ge &". on dit que la pénalisation est exacte parce
que si le paramétre de pénalisation p est pris assez grand (supérieur a
12" |), tout point stationnaire de (1.1) est point stationnaire de 6, et tout
point vérifiant les conditions suffisantes d'optimalité du second ordre de
(1.1) est minimum local strict de ep (Fletcher (1981)). Dans ce dernier cas, on
*
peut chercher x en minimisant ep. Pour la MSQ, le point essentiel est de
constater que si p est assez grand et Mk définie positive, le déplacement dk
calculé en X, par la MsQ (c.f.r. (3.10)) est une direction de descente de ep en
X, On peut donc obtenir les directions de descente successives de cette
maniére sans avoir & dériver ep qui n'est pas différentiable. A chaque
itération, on fait ensuite sur ep une recherche linéaire en X, dans la direction
a,- Ceci détermine le pas Py St 1'itéré suivant Kpepy S Xt e 4,
procéder a un autrg avantage: si le pas déterminé par la recherche linéaire

Cette facon de

s'avére asymptotiquement étre 1le pas unité, alors xk+1 = xk + dk et le

‘déplacement étant donné par dk' la convergence a gquelque chance d'étre

Q-superlinéaire (il faut également que des conditions d'approximation de L* par

Mk soient vérifiées ).
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- Dans notre cas, la globalisation s'obtiendra également en cherchant & minimiser
Sp, mais il y a une difficulteé supplémentaire. En effet, on p.eut_"décider si une
direction est de descente pour GP en un point X si elle n'pf.ilise dans sa
définition que des grandeurs calculées en x: c'est une propriété locale en X.
Par exemple, le déplacement dk =r <+ qk donné par l'algoritmhe modéle (4.10)

k

est une direction issue de Ry mais comme 9 donné par (4.11) est défini avec des

grandeurs calculées en yk, il n'est pas possible de dire si, en x

;, ©, décroit

: : . ~ = + . . .
dans la direction dk De méme pour hk qk rk+1 qul est 1ssue dg yk Cette

. fois c'est rk +1 donné par (4.13) qui fait intervenir le point xk +1 plutét que le

point yk. On ne peut donc pas non plus' dire si h_ est une direction de descente

k

de ep en yk. En ce qui concerne r_, cela dépend du choix de 1'opérateur Rk' si

R = A(xk)_, r, #0etp> | |7«(x'k) ||_ alors on peut montrer que r, est une direc-
tion de descente de Gp en x (c.f.r. les preuves ci~aprés). Tandis que si Rk =
A(yk_ l) , On ne peut pas se prononcer. Enfin qk est une direction de descente de
GE en y, si et seulement si 9 est non nul. Si qk est nul, x

A -

k

ki1 - Vg St Ty =7

our.,, ==Aly) c, sont identiques; si de plus p > ||A(y, )]

k+1 Ck+1 K+1 K+1

alors rk+ 1 est une direction de descente de ep en yk. Ces considérations nous

conduisent & définir en yk un arc de descente ge ep, tangent a q, en yk:

- 2 ' , ‘
vele) s=y, +pq +p r ., 0<pS1 ' (5.2)
olq etr, . sontdéfinis comme précédemment:
g :=-2(y)" H 2(y.) T £1(y,) (5.3)
K k' Hg 4%y X .
Teer 7 7 Reyy clxpyy) ‘ ' (5.4)

On dgéfinit Yis1 4 partir de yk par un choix particulier de p:

Ypey 7 yk(ek) v (5.5)
hk 3= q + L (5.6)
Ve =Y (5.7)

k+1 ~ Yk

On définit également x 5 & partir de yk:

k+

Rpet 7 ¥ ¥ 9y (5.8)

dk =y

a

+.q (5.9)

k




u := Xewr ~ X, _ (5.10)

Lorsque Pr-1 est différent de 1, dk # u_et on ne peut plus définir xk +1 a partir

k
du seul point xk. L*étude de la suite (xk) n'est donc pas aisée et dans cette
section, on s'attachera plutét a la suite (yk). Dans (5.5), Py est déterminé de
telle sorte que le passage de yk a yk + fasse décroitre ep. Pour cela, on utilise

une régle du type Armijo (1966):.

g ¢ Jo,1[ (5.11)

1
Pr 2= i k : (5.12)

ou 1k est le plus petit entier naturel tel que

1 1
ep(yk(ﬁ )) < Gp(yk) - a( H g(yk) ’ g(yk) )
21,
-8 “aCp- Ayl Hetypll,

(5.13)

Dans (5.13), « est un réel qui sera choisi dans ]0,1/2[ pour des raisons qui
apparaitront & la fin de cette section. La régle @'Armijo (5.11)-(5.12) a
1'avantage de donner a Pk la valeur 1 si cela est possible pour le critére (5.13)
(la premiére valeur essayée dans (5.13) est lk=0, pk=1) et donc de ne pas

empécher une convergence Q-superlinéaire éventuelle pour la suite ( Xk) .

L'objet du théoréme suivant est de donner des conditions d'une part pour que
l'arc défini par (5.2) soit bien un arc de descente de ep en yk et d'autre part

pour qu'il existe un entier naturel 1k tel que (5.13) soit vérifiée. On note:

Ax) = - A(x)"T £1(x) (5.14)

V.2.3 - Théoréme.

SI . (H
I.( 0)
.0<a<1
- p > [[aypll, (5.15)
. Hk définie positive
. Rk+1 = A(yk) si xk_‘r1 =¥, (5.16)
ALORS y, n'est pas un point stationnaire de (1.1) SSI
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il existe un réel positif F tel que pour tout p dans
10,p] on ait:
ep(yk(p)) < ep(yk) - e (Haly ).9(y))

5 (5.17)
- e e (- [l Hewll,

Preuve.

Si Yy est un point stationnaire de (1.1), é(yk) =0 et g(yk) = 0. Dés lors, on a
qk =0, Trey = 0 et yk(p) =Y, quelque soit p. Ceci montre que 1'on a égalité dans
» (5.17). Inversément, supposons qu'il existe une suite (pi) de réels positifs

tels que p, — 0 et que pour tout indice ionait 0<p, €1 et
e 51

ep(zi) 2 ep(yk) -y (Hkg(Yk),g(Yk))

> (5.18)
- ey @ (p- IIA(yk)IIQ) ety )11,
ol on a posé zi 1= yk(pi). On a
2. 2
8,(z;) = £ly,) + ¢y £'(y).q + O(p}) + P llety,) + et 1,
2
< Gp(yk) -y (Hkg(yk),g(yk)) + O(pi) (5.19)

ou on a utilisé le fait que c'(yk).qk = 0 puis '(4.11) et (2.29). Si on injecte
(5.19) dans (5.18) et qu'on passe & la limite en i aprés avoir divisé par Py ON ;

trouve:
(1-a) (Hkg(yk),g(yk)) £0

Comme (1-a&) > 0 et Hk est définie positive, cela implique successivement que

g(yk) =0, q =0, x =y (5.20)

k+1 k

D'aprés (5.16) et (5.20), Tty =~ A(yk) c(yk). On développe a nouveau ep(zi)

1
en tenant compte de (5.20):

2 _, ' 4
f(yk) * ey f (gk).rk+l + 0(91)

2 4
+p |l ety +p] cryer,, +06) 1],

ep(zi)

£(y,) + 62 (My,)sc(y,)) + O(p})

+p || (1—9?) cly,) + O(p;}) ”l




- 44 -

2 4
S 6.(v,) - e} (e~ A1) HetyH, + ole)) (5.21)

On a également utilisé le fait que 0 < P € 1. Sion injecte (5.21) dans (5.18)
en tenant compte de (5.20) et qu'on passe 4 1la limite en i aprés avoir divisé par

p? , on obtient:
1 L}

(1-a) (p - [[ay |l [lety]], s 0 (5.22)

Comme (1-&) > 0 et (p-| Ik(yk)l |,) >0, (5.22) montre que c(y, )=0. Ce qui joint &
(5.20) montre que yk est point stationnaire de (1.1). [T

V.2.4 - Choix du paramétre de pénalisation.

L'inégalité (5.15) montre qu'il faudra adapter p & certaines itérations. On
notera P, le paraméetre de pénalisation utilisé a l'itération k. On supposera
dans la suite que la régle d'adaptation de pk satisfait aux trois conditions

suivantes:

*
1) p, 2 ||)\(yk)| | + P, pour tout indice k (5.23)

2) il existe un indice K' tel que pour tout indice k 2 K',

(p,_, 2 Ayl  + B » (p =p,_,) (5.24)

3) (Pk) est bornée SSI Py est modifié un nombre fini de fois (5.25)

Dans (5.23) et (5.24), 13 est une constante positive fixée. (5.24) signifie
qu'asymptotiquement (k 2 K'), on ne modifie pk—l que si (5.23) n'est pas
vérifiée. Il s'en suit qu'au dela de K', (pk) est croissante. Par exemple, on

pourra prendre le schéma suivant, inspiré de Mayne, Polak (1982):
si p_,2 H?\(yk)Hm +p alors p, :=Pp,_, (5.26)
sinon p, :=max ( 8 p _ ||7\(Yk)||¢D +p) (5.27)
Dans (5.27), & est une constante fixée strictement supérieure & 1, afin de

satisfaire a la condition (5.25).

L'hypothése (5.16) sera vérifiée si on prend Rk k= A(xk)- et

c'est ce qui sera fait dans les algorithmes concrets de la section VI. Avec ces

= A(yk_l) ou R
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opérateurs R , on obtient une propriété que n'impliquent pas ceux qui vérifient

k
(Hs) et qui est donnée dans le lemme suivant.

V.2.5 - Lemme.

S1 Rk converge vers un opérateur injectif R . (5.28)

aLors | |r || < ||c(xk)|| pour k grand

Preuve.
D'aprés (5.28), (R, ) est bornée. Comme r, = - R _c(x ), onar, = o(flex ) ]])-
Inversément, (5.28) montre que 1'on a

r,=-R c(xk) + o(|IC(xk)J|)

Ce qui, avec 1'injectivité de R, montre que c(x, ) =0(||r,|]) pour k grana. eee

V.2.6 - L'algorithme global.
On peut a présent définir 1'algorithme modéle global: ‘ (5.29)

1. choix de x0 e O et HO définie positive

k :=0 .
2. linéarisation des contraintes en x
3. restauration des contraintes:

Yo = X5 A(xo) c(xo) _
4. linéarisation des contraintes en yo:

A(yo) par (5.14)

5. minimisation:
q, par (5.3), x par (5.8)

6. calcul de Rk+l

7. restauration des contraintes:

T4y PAT (5.4)
8. adaptation de p:

k+1

P, vérifiant (5.23)-(5.25)
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9. recherche sur ep en Yy suivant 1l'arc (5.2):
P, Par 13 régle X (5.11)-(5.13)
Yk+1 par (5.5)

10. linéarisation des contraintes en y
A(yk+l) par (5.14)

11. mise a jour de H

k+1®

k:
éfinie sitive
Hk+1 définie posit
12. k := k+1

allér en 5.

_—

A 1l'étape 11, la définie positivité de H 1 demande 1l'utilisation d'un schéma de

k+
mise & jour concervant cette propriété. Ce schéma peut aussi mettre a jour la

matrice Gk et obtenir Hk+1 par inversion de Gk+1 supposée non singuliére.

V.3 - Convergence globale.

V.3.1 - Théoréme.

SI . f et ¢ vérifient (Ho) et (H3)
.'(xk) cQ, (yk) cCQet (Hk) générées par l'algorithme (5.29)

avec R = A(xk) ouR = A(yk—l) et 0<a<1

(Hk) bornée et uniforﬁément définie positive
ALORS (i) si (pk) n'est pas bornée, la suite (yk: P # pk-l)
n'a pas de valeur d'adhérence.

(ii) si (pk) est bornée, toute valeur d'adné;ence de la
suite (yk) est valeur d'adhérence de la suite (xk)
et vérifie les conditions d'optimalité du premier
ordre de (1.1)

Preuve.

1) Supposons que (pk) ne soit pas bornée. Alors, l'ensemble {k: k 2 XK', P, #
. , . - .

pk_l} est non borné. C'est une suite, notons la (k;);5, Grace a (5.23),

(5.24), onapour i 21:

P <p . <My )| +p
i KR i e
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Comme

pk ~— @ guand i — o,
i

on a

Haty, ), — = quand i — =
i

A étant une fonction continue de y, cela montre que la suite considérée en (i) ne

peut avoir de valeur d‘'adghérence.

2) Supposons que (pk) soit bornée. Alors, d'aprés (5.25), il existe un indice Kl

et un réel positif p tels que

P, = P pour tout k 2 Kl

Soit y une valeur d'adhérence de (yk) . Comme (pk) et (Hk) sont bornées, il exis-

te des sous-suites (indicées par ki) telles que lorsque i tend vers 1'infini:

Ye, Y
l -

P, — P
l -

H o §
1l

On en déduit successivement les convergences suivantes:
9(y, ) — g = 9(¥)
i
Aly, ) — Aly)
i

q —da:=-2(y) Hg

i
xki+1 —Yy*tq (5.30)
Rki+1 — R (5.31)
Ty 41 ~— r := - R c(y+q)

i - o= oo
yki+l-—+y+pq+p r

pans (5.31), R = A(y) ou A(y+q) selon le choix de Rk' Pour ’ki 2 Kl, le

paramétre de'pénalisation est constant et donc, par construction, la suite (y]'{)

fait décroitre @p (théoréme V.2.3). On a
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) £ ep(yki+l)

e (y
P ki
< ep(yk4) - Pki « (Hki g(yki) ’ g(yki) )
5 - : (5.32)
AR AR I INTE AR
1 1 1

En passant & la limite dans (5.32) lorsque i tend vers l'infini et en tenant

compte‘de la définie positivité des Hk et de (5.23), on trouve:

) =0 ' . (5.33)

Hg,
(y) (5.34)

! ol
o wal

11 s'agit de montrer que 5 =0 et c(§) = 0. On désignera par C une constante
"générique" indépendante de i et on notera k au lieu de ki’ Soit 0 < p<1. On
cherche a majorer Gp(yk +p q * 92 re +1) par des termes semblables & ceux du
membre de droite de (5.13). Puisque c' (yk).qk =0, on a:

c(x,, ) = cly,) + o([[a, [1% (5.35)
Et quelque soit le choix de Rk’ on obtient en utilisant (5.35):
ey )ery = -z )+ ol |all [lr ., 1D
= - cty) + o(llq 1% + ol e, | ety )ID (5.36)
£y ),y = - £ (v )ty ) ez ) + ol e ] Hetx 01D
= (M) ety + ol g 1% + odlla, |l letw)l)  (5.37)
Grace a (5.37), on trouve:
fly, + o qt 3 Tiey)
S £y, - p (Baly) ey ) + o2 [, el (5.38)
v ce® [l l1® +c6® ladl Hetypll, +c ¢’

Pour le second terme de ep, on calcule, en utilisant (5.36):

3 2
c(y, +pq+pe r ) .
k k k+1
3 (5.39)

2 i 2 2 2 '
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ol ¢’ désigne la j-iéme composante de c. En utilisant (5.38), (5.39), 1'unifor-
me définie positivité de (H ) et qull <c Hg(yk)H, on trouve finalement,

quelque scit p dans JO,1[:

6 (v, +pq+ 92 r...)

P Yk K k+1

2
$e.(v) - p (1-Cip) (Haly ),aly,)) - ¢ (e-| [ay11) ||c(yk)||l
2 3
+ S0 Hall lety ), +cye (5.40)

On exploite (5.33), (5.34) et (5.40) pour montrer que g et c(y) sont nuis et donc
que § est point stationnaire de (1.1). Montrons d'abord que § est nul. Si ce

n'est pas 'le cas, (5.33) et la définie positivité de H montrent que F est nul.

D'autre part, comme (Hk) est uniformément définie positive, il existe une

constante positive & et un indice K2 tels que pour tout .indice k supérieur a !(2,
‘on aits
2
(B 9(y,) »aly) ) 2c |lay)]]| 28 (5.41)

alors, grace a (5.40), on obtient:
Bptyy * P gy p* e
< 6,(v,) - ¢ (1 - Cpp = Cp/8) (Ha(y,),a(y,)) | (5.42)
-2 (- Al el

ou on a tenu compte de (5.41), de (5.23), de @ < 1 et de ce qu'il existe une

constante C 4 indépendante de k telle que ~

2 : 3 2
C, ¢ Hagll [ety ), +cye” sc e

Soit L un entier naturel tel que

L l -«
g~ S ——F
cl + c4/8
Alors on a
L L
1 - Clﬁ - C4B /8 2 « (5.43)
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et en prenant p = ﬁL dans (5.42), (5.43) montre que (5.13) est vérifiée avec p =

5L, gés que Kk est supérieur a K Dés lors, la régle de calcul du pas

o°
(5.11)-(5.13) donnera pour tout indice k supérieur a K2:

L
P =P

Ceci contredit le fait que Py converge vers 0. Donc g est nul. Supposons a
présent que c(y) ne soit pas nul. Alors d'aprés (5.34), F = 0. De plus, il exis-

te une constante positive 8 et un indice K, tels que pour tout indice k supérieur

3
éKB, on ait: )
ety )], 2 8 (5.44)
p (1-a) ‘
a1l s 2c, (5.45)

(5.45) vient de la convergence de qk vers 0 que nous venons de démontrer. Utili-

sons (5.44), (5.45) et (5.23) pour récrire (5.40):

2
ep(yk tepqte T )

K+1 . .
< ep(yk) -p (1-Cp) (Hkq(yk),g(yk)) (5.46)
2 -
- " (p - Ay ll,) (1 - cye/(p8) - (1-@)/2) ety )1,

Soit L un entier naturel tel que

-« (1-a) p &
Cl 2 C3

ﬁLSmin(l

)

Alors, on a

1 - ClﬁL 2 a (5.47)

1-cY(8) - (1ra)/22 @ (5.48)

En prenant p = ﬁL dans (5.46), (5.47) et (5.48) montrent que (5.13) est vérifiée

L . . . . .
avec p = f, dés que k est supérieur a K_. Dés lors, la régle de calcul du pas

3

(5.11)-(5.13) donnera pour tout indice k supérieur a K3:

L
P 2B
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Ce qui contredit la convergence de vers 0. Donc c(y) = 0 et § est point sta-
Px

tionnaire de (1.1).

Pour clore la démonstration, il reste & montrer que § est valeur d'adhérence de

la suite (xk). Cela se voit sur (5.30) puisque q = 0. - e08

- Admissibilité asymptotique du pas unité.

Soient (xk) c Q, (yk) C Q et (Hk) générées par l'élgorithme modéle global

(5.29). Gk = H;l. Soit (ki) une sous-suite d'indices. On considérera dans le

théoréme qui suit des sous—-suites avec 1l'une des quatre propriétés suivantes:

(P):q = O(IIrk.+1||) quand i — « (5.49)
i i :
* :
(P): (6, -6) zq = o(]|qk'||) quand i — (5.50)
i i i
(P3): il existe une constante t indépendante de i telle que
. : (5.51)
||Gk - G || £t pour tout indice i.
i
(P,): p =1, 0<p <1 pour tout indice i et
4 k.-1 k.
i~ i (5.52)

q = o(||dk‘||) quand i — ® .
i i
(Pz) est une propriété d'approximation de G := Z-TL*Z- par'Gk et rappelle la
condition (4.67) du théoréme de convergence Q-superlinéaire IV.5.1. En fait,
lorsque Pr-y = 1,'(P2) est une propriété plus forte que (4.67) et sera vérifiée
pour des sous-suites d'indices dans les algorithmes de la section VI. Le
théoréme suivant montre que pour les sous—-suites (ki) vérifiant 1'une des
propriétés (Pl)’ (Pz) ou (P3), la régle de détermination de Pk (5.11)-(5.13)
donnera un pas unité aprés un nombre fini d'itérations. Lorsque la propriété
(P4) est vérifiée, on ne peut pas conclure dans le méme sens dans le cadre de
l'algorithme modéle global (5.29). Mais pour les algorithmes concrets de la
section VI, le résultat obtenu ci-dessous avec (P4) permettra de montrer gque
1'on a également un pas uniteé apfés un nombre fini d'itérations. Avoir un pas Pk
= 1 aprés un nombre fini d'itérations est une propriété importante puisque cela

raméne asymptotiquement l'algorithme global (5.29) & 1'algorithme local de la
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*
section IV. Dans ces conditions une bonne approximation de G par Gk conduira a -

la convergence Q-superlinéaire de la suite (xk) .

V.4.1 - Theoreme.

ST . (H2), (H), (H)) et (H)
. (xk) cQ, (yk) cQet (Hk) générées par l'algorithme
modéle global (5.29) avec R
et 0 <@ < 1/2

. = Blx ) ou R, =Aly,_,)
. (Hk) bornée, uniformément définie positive
*
. —
Y X
. (ki) une sous-suite d'indices
BALORS (i) si (Pl) ou (P2) est vérifiée, il existe un indice i

tel que = 1 pour tout indice i supérieur a i
Pk 0
i

(ii) i1 existe une constante positive & telle que si (P3)
est vérifiée avec t £ 8§ alors il existe un indice i

tel que P = 1 pour tout indice i supérieur a io
i

(iii) si (P,) est vérifiée, alors rki+1 = o(”hki” Hdkill)

quand i = o

Preuve.
L'uniforme non singularité de (H ) permet d'utiliser 1'équivalence ”th ~

||yk-x*|| obtenue en IV.3.5. R _converge vers A qui est injectif. Dés lors,

k
d'aprés le lemme V.2.5:

llrk+l|| ~ Ilc(xk+l)ll (5-53)
Quelque soit le choix de Rk’ on obtient alors (c.f.r. (5.37))
£1(7,)ry,, = Ay ez ) + o la || [l ID
Et en développant c(xk+l) ,ona
f'(yk)-hk = - (Hkg(yk).g(yk)) + (R(Yk),C(Yk))
1 2 2
+ 3 e ) -ad) + ol 1% + oclla Il e, I

On a aussi:
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2 2
£y en = £y g+ o n ] []e 1D
D'ou f'iné;ement

£(yey) = £(v,) - (Baly)ielv)) + Ay,)ely,)

1 . 2 (5.54)
D'autre part, en remarquant que t;'(yk).qk = 0 et en notant s; =y, + tqk, on
obtient comme en (5.36) et quelque soit le choix de Rk:
. - _ _1(r _, t 2
c (yk).hk = C(yk) > Io c '(Sk).qk ac + 0(||qk|| |lrk+1||)
Ce qui permet d'obtenir, en notant z; =yt tnk:
- l & Tt t -t ? t 2 LN ] t 3
cly ) =[5 3 [err(zp)-crr(s)))a + et (zh) (g ), , )
1 ovegty g2
+ 5C (Zk)'rkﬂ at
2, A '
cly,+h ) = o(]|qk|| ) + O(Hhk” Hrk+1||) (5.55)

D'aprés le théoréme V.3.1, l'existence d'une valeur d'adhérence pour (yk) et
(5.24) impliquent que Py est modifié un nombre fini de fois. On supposera que Py

= p, pour tout indice k. On notera
¥, == (Haly).aly,) - (e[ [ay ) eyl

xk := ep(yk+nk) - ep(yk) -« Yk

Yk S 0. Il s'agit de voir dans quel cas Xk est négatif. Gracea (5.54) et (5.55) ’

on obtient:

X, S (G0 ¥, - 3 (Baly).ey,)) + 3 (Lq.q)

. 2
+ otllg 1% + ol n ]] Ilr,, 1D

comme g(y, ) =G, 2 q + o(quH) etq = Z 2 9, +o(||qk||), on obtient
' 1 1 *
X, S (Fm@) ¥, - 5 ((G, -G )Zq,,2q,)

5 (5.56)
+o(llg 113 + ot In ]| Ilr,,, 1D

On exploite cette inégalité pour obtenir les résultats recherchés. Supposons

qu'il existe une sous-suite L d'indices 1 pour lesquels pl <1, c'est-a-dire que
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1'on a )gl 2 0. En tenant compte de ce que « < 1/2, de 1'uniforme définie

positivité de (Hk) et de (5.23), (5.56) donne:

* 2 )
||q1||2 S - ¢, ((6-6)2q,,2q,) + o[l |[*) + o(]|n, || [})(5.57)

ey,

. 2
ety || £ - ¢ ((6~6")zq,,2q,) + of|]q || + o(lIn Il [try,, I (5.58)

1+1

1) Pour prouver (i), il suffit de montrer que 1'on ne peut avoir ni (Pl)-ni‘ (Pz)
pour la sous-suite L. Supposons que (P 1) soit vérifiée avec ki=1, lel. Grace
a (5.58), on obtient:

eIl sc llry, 1l (5.59)

2
lewpll sc ey, ||

Or, d'aprés (5.35) et 1'équivalence (5.53), ona

. 2
Tpsy = O(IIC(yk)I|+Iqu|| ) (5.60)

On obtient alors, quelque soit 1 € L:
2

-ce qui est impossible, puisque lorsque 1 — =, Figq O

Supposons a présent que .( Pz) soit vérifiée avec ki=l, leLl. (5.57) donne:
2 2 2
Hag 112 s my Hay 1%+ ¢ Hagll ey, 11+ ¢ llep, 1|

ou M, converge vers 0 lorsque l tend vers 1'infini. En utilisant 1'inégalité ge
Young (ab € a%/2 + b%/2) sur le produit (||ql| ) (c| |rl+1

o[ ]ry, 1| D) pour 1 assez grana. comme précédemment, cela conduit a une contra-

[]), on voit que q, =

diction.

2) Soit & < (CJ.I |z] |2)-l, C, . donnée en (5.57), étant une constante indépendante
de k donc de 1 ¢ L. Pour prouver (ii), il suffit de montrer que la sous-suite L
ne peut pas vérifier (P3) avec t £ 6. Supposons que (P3) soit vérifiée avec t £ §
et k,=1, 1 ¢ L. Alors (5.57) donne: ?

2 2 2 | 2
Hayl1 < e e Nzl g 12+ g a1 + o a1, ]
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Comme t S §, on déduit de cette inégalité, l'existance de constantes C2 et c3

indépendantes de 1 telles que pour 1 assez grand on ait:

2 2
Hay 112 € ¢, Hayll Hrpyy 01+ ¢y Ty, ||

L'utilisation de 1'inégalité de Young pour le premier terme du second membre

montre que l'on a encore ql = 0 I lr pour 1 assez grand. Ceci, comme dans

1alD
le premier cas, conduit a une contradiction.

3) Afin de prouver (iii), supposons que (P4) soit vérifiée avec ki=1, 1lel.
Comme 1y =1, 0na, d'aprés les estimations (4.36) et (4.31) et 1'équivalence
(4.40):

P

e = oUla D (5.61)

De (94),(5.57),(5.58) et (5.61), on obtient:
Ha, 12 <, [In|] |l ]
1 , 1 1 1
el s 1] |la,]l

ol n, converge vers 0 lorsque 1 tend vers 1'infini. Ces inégalités et (5.60)

conduisent au résultat (iii). LYY
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VI - MISE A JOUR DE LA MATRICE REDUITE

VI.1 - Introduction et hypothése supplémentaire.

On va étudier dans cette section la convergence d'algorithmes concrets calqués
sur l'algorithme modéle global (5.29) en ce sens que 1'on se fixe les matrices
Rk et Hk afin que sous des conditions raisonnables, on obtienne la convergence
Q-superlinéaire.

En ce qui concerne l'opérateur R

on prendra soit R = A(xk)-, soit R =

k' k k
A(yk 1)-' Dés lors, si on suppose la convergence de Y, vers x*,_point station-
naire de (1.1), on a

R, — A quand k — e (6.1)

Ceci regle le probléme de l'approximation de A-, c'est-a-dire que les clauses
(4.64) et (4.66) du théoréme de convergence Q-superlinéaire IV.5.1 sont
verifiées, ainsi que les conditions sur R_ utilisées dans les théorémes de la

k
section V.

D'autre part, on cherche a ce que Gk soit proche de G* dans le sens des condi-
tions (4.65) et (4.67) du théoréme IV.5.1, ou mieux, dans le sens de la condi-
tion (5.50) du théoréme V.4.1. Selon ces théorémes, avoir Gk proche de G est
intéressant pour obtenir 1la convergence Q-superlinéaire de la suite (xk)
(théoréme IV.5.1). Mais pour cela, il faut que Pk soit égal a 1. C'est encore
* 4

Gk proche de G qui permettra d'avoir un pas unité aprés un nombre fini
d'itérations (théoréme V.4.1). On voit donc qu'il est nécessaire de mettre a
jour la matrice Gk méme lorsque P différe de 1 et par conséquent d'étudier cet-
te mise & jour dans le cadre de la méthode globale (5.29). C'est ce que nous
allons faire. Les notations de cette section seront celles de la section V
(c.f.r. (5.3)=(5.10)).

Pour la mise & Jjour de Gk' on utilisera une méthode de quasi-Newton.

C'est-a-dire que l'on va construire G a partir de G, en imposant & G de

k+1 k k+1

vérifier une équation dite de quasi-Newton ou de la sécante:
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Tk = k41 %% _ . (6.2)

ou, et o sont des vecteurs de & . on impose a G de vérifier (6.2) parce

Tk k+1 O,
gue 1l'on va s'arranger pour que T soit assez proche de G O (voir plus loin).

- x
K+l aura sur ak un effet assez semblable a celui de G .
Toutefois, les (n-m) équatfons de (6.2) ne suffisent pas pour déterminer G

Dés lors, avec (6.2), G
_ k+1
qui est d'ordre (n-m), méme si elle est symétrique. On doit donc s'imposer des
conditions supplémentaires. Celles-ci conduisent en général a faire intevenir

Gk dans le calcul de G Si on suppose que la formule de mise & jour de Gk por-

k+1°
te sur son inverse Hk, on peut de fagon assez générale formaliser ce calcul par:

Hk+l = U (Hk, Tyr ak) (6.3)

Enfin, il est apparu clairement dans la section V que le caractére défini posi-
tif de Hk (ou de Gk) est essentiel & 1'obtention de la convergence globale et a
1'admissibilité asymptotique dQu_ pas unité. On supposera donc que Ho est .
symétrique, définie positive et on prendra dans (6.3) une formule de mise & jour
de Hk qui transmet ces deux propriétés a Hk+ e
Dans cette section, on fera systématiquement 1'hypothése suivante:

(Hy) G" est @éfinie positive

qui est plus forte que (HZ)' 'L'ensemble des hypothéses (Hl) et (Hé) constitue
des conditions suffisantes pour que x* soit un minimum local strict pour 1le

probléme (1.1).

VI.2 - Formule de mise a jour.

Vi.2.1 - Formule BFGS.

Les schémas de mise a jour de matrices sous la forme (6.3) et sur base de
1'équation de la sécante (6.2) ont été introduits pour les méthodes a métrique
variable en optimisation sans contrainte (voir la revue de Dennis, Moreé
(1977)). Les théorémes de convergence locale et Q-superlinéaire que nous
établirons le seront pour une formule de mise a jour (6.3) particuliére & savoir
la formule BFGS (Broyden (1969), Fletcher (1970), Goldfarb (1970), Shanno

(1970)) qui construit H, , par addition & H'k‘ de deux matrices de rang 1:
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T T
(o -Ben oy + o (o -Bim ) (1o -Biv)
H := H + - 0.0 (6.4)
k+1 k ( ) ( o )2 kK'k .
T %k k%
Succinctemment, on représentera cette formule par
Ho, = BFGS (Hk' T ak) (6.5)
La formule BFGS est bien définie dés que (Tk,ak) est non nul. Hk+1 sera
symétrique si Hk l'est. Si Hk est symétrique définie positive, Hk+1 sera

définie positive si et seulement si (1k,ak) est positif (Dennis, Moré (1977)).

Dés lors on gardera la définie positivité de H, si la mise a jour ne se fait que

Kk
si (Tk,ak) est positif.

on désignera par ||.||;, la norme matricielle de Frobenius définie sur L(&"™)

par:

/2

0 e L&™ — |lolly = (@ )t

Si M est une matrice d'ordre n-m non singuliére, on définit sur L(ﬂn-m) la norme
matricielle ||].||| par

n-m

oeL(@® ) — |]lof]] == ||mom|| (6.6)

VIi.2.2 - Lemme.

SI . M matrice d'ordre n-m, symétrique, non singuliére
. T et o sont des vecteurs de & teis que
(1.0) 20 et |[Mo-utq]] s % Hut ol (6.7)
. H et A deux matrices d'ordre n-m, symétriques
. H := BFGS (H, 7, 0) '

-1
Mo-M
ALORS Hﬁ-AH|su-02+%|| =) T”)Hm-Am
e ] (6.8)
o e =l
t2 (1 + 2 ||| ———
[ ]
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> @2 | 4] .
0 := m t siH=#.A (6.9)
His-af|] a1l
O sinon

Ce lemme se déduit aisément du lemme 5.2 de Broyden, Dennis, Moré (1973) en pre-

1/2 < l‘—02. Par la

suite, on prendra M-z :=A :=H . On voit alors dans (6.8) que 1'approximation

- nant dans celui-ci § = 1/3 et en utilisant 1'inégaliteé (1-202)

de H* par H est contrdlée par 1'écart entre I—I"k et H et par la maniére dont y et o

sont choisis par rapport a H.
Le lemme suivant est un résultat de Powell (1971) (théoréme 3) donnant des
conditions sur Tx et o, pour que les suites (Hk) et (H;l) soient bornées lorsque

(Hk) est générée par la formule BFGS (6.4).

VI.2.3 - Lemme.

SI . A une matrice d'ordre n—m, symétrique, définie positive

. (1k) et (ok) deux suites de & "

. (Tk’ak) > 0 pour tout indice k (6.10)
oy, - & [l
. (—k——L—) sommable (6.11)
v, 11

. HO une matrice d'ordre n-m, symétrique, définie positive

ALORS la formule BFGS génére a partir de HO, une suite de
matrices symétriques (Hk), bornée et uniformément définie

positive

Preuve.

On peut récrire la formule (6.4) comme suit:

o T | GT o UT
k 'k Tx %% x 7x

Bt P G | % | Y- G (y,.0. ) (6.12)
Tx % Tr %% T %%

Comme (1k,ak) est positif, H est non singuliére et son inverse G est donné

k+1 k+1
par la formule ‘

.
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T
6 —o - % %% % S e Ty
k+1 k (ak,Gkok) (1k,ak)

1/2

I1 s'agit de montrer que (Hk) et (Gk) sont bornées. Soit A la racine carrée

définie positive de A et

~ ‘ A1./2 T 1: 1/2 A-—l/2 ak ak A-l/2
Q =1~ (By, »7.) * (1,,0.)
k' 'k k'k

Comme A est définie positive et (Tk’ak) >0, Qk est définie positive. On définit

alors z. Jk et Rk par:
_1/2 1/2 _=1/2 -1/2
k T% B =G R %
_ . 1/2 1/2 1/2 _1/2
Jk = Qk A Gk A Qk
T
e e - Iy % % %k ﬁ
k k (szk’zk)
Ce qui permet d'écrire
T
1/2 _1/2 1/2 _1/2 Ze Zx
= + —_—
Qk A Gk+l A Qk Rk Ilz ||2

Comme R z =0 et | IRkI |2 < |Jk| |2, cette égalité donne

k k
19,2 212 6, 8% g}2 ||, < max (1,119, 1,
ou encore, en notant m,_:= max(l,lIQ;lI IZ) max(1,||le |2)
R%: 6., B 1/2II < max (1, |IA1/2HkA1/2||

De maniere analogue, on obtient & partir de (6.12)

-1/2 -1/2
/ H l/”

-1/2
ket S PY

A <m max (1,]]a7?

Dés lors, il suffit de montrer que Ii mk < + «, Pour cela, on cherche une majo-

ration de | |g, ||, et ||g |, on écrit

272, ) OT a /2 /2 T, (”k'ATk)T a"1/2
9 -1= +
k (kaa ) (Tkrak)
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(Bryemy) = (ve00) 4 pp T _1/2

+ A 1. A
(Tk'ak) (A';k,'rk) k 'k

Soit Cg, la plus petite valeur propre de A. D'aprés (6.10) et (6.11), il existe

des constantes positives C et C, telles que (Tk'ak) b3 c, “Tkl |2 et ||o || < c,
. _ . 2 1/
||1k||. En notant e := Hak A'rkll/l |1’k|| et C; :=C,/CiC, + |12} |2 /c,C, +

1/c 1 la derniére équation donne

[o-1ll, S ¢y e : (6.13)

Soit c4 > c3. Pour k assez grand, disons k 2 Kl, onac

grace a (6.13)-

3ek_s 1-C3/C4. Alors, on a
||Qk||2 S1+Cye

||Q;J'||2 $1+C,e pour k2K

Ces deux inégalités et (6.11) permettent de montrer que Il mk <+, (L]

\

VIi.2.4 - Lemme.

SI . Cl, C., et C3 trois constantes non négatives

2
. (Bk). (Ok) et (Xk) trois suites de réels non négatifs

telles que pour tout indice k on ait:

< -
FJ £(1-¢C + C xk) ak +C

1 | ok 5 pd ' (6.14)

37k

@

. Z X, <+ (6.15)
k=0

ALORS :
(i) Bk — § quand k — «

(i1) si ¢, >0 ‘alors soit & = 0 soit 6, — 0

Ce lemme se déduit aisément du lemme 3.3 de Dennis, Moré (1974).



VI.3 - Deux algorithmes.
VI.3.1 - Choix des vecteurs v, eto.

Les formules (6.3) et (6.4) montrent que, étant donné 'Hk, la "qualité® ge Hk+1

dépendra du choix des vecteurs Ty et ¢ . On l'a vu, un bon choix consisterait a

k
prendre des couples (1k. ok) vérifiant la relation:

=5 (6.16)
Uk = '[k .

et & engendrer i par les vecteurs L En pratique, (6.16) n'est pas

vérifiée, mais 1'étude des méthodes de quasi-Newton montre qu'il est essentiel

qu'elle le soit au premier ordre, c'est-a-dire que 1'on ait:

o = H 1, * o171 : (6.17)

/

La condition (6.17) apparait en effet en (6.7) (avec M = (H*)—l 2), en (6.8) et

en (6.11) (avec A = B ). H" étant non singuliére, cette relation montre que 1'on

allr Il ~1le ||. pes.lors, (6.17) est équivalente &

Ty = G o, o(||ok||) (6.18)

T

ol G est 1'inverse de H . Comme G~ = 2~ L*Z_, les relations (6.18) et (2.31)

nous renseignent sur la maniére de choisir Ty et o, . Ty doit étre la différence

k

de deux gradients réduits g calculés en des points, disons bk et a _, tels que

k
(bk—ak)/ ||bk-ak|| appartienne asymptotiquement & l'image de 2 . On choisit

alors oy de la forme Z(bk—ak). |

VIi.3.2 - L'algorithme ALGl.

Supposons que (yk) converge vers x* . Un premiér choix de T et o est immédiat.

Etant donné que q =X 1T Yy est dans 1l'image de Z(yk)_ (voir formule (5.3)),

K+
on choisit:
(xk+l) - g(yk) (6.19)

X Xer1) I (6.20)



Dans (6.19), le calcul du gradient réduit en Rps1 nécessite la linéarisation des
contraintes en ce point. Alors Z(Xk+1) est disponible et on le choisit de
préférence a Z(yk) dans (6.20) parce qu'il est sensé étre plus proche de 2 :=
Z(x*). Mais ce n'est pas fondammental. On obtient alors, grace a l'identité

(2.31) et & 1'hypothése de régulariteé (Hé) (voir paragraphe V.1):

T, = 7z T L q +o(|]q. | (6.21)

D'autre part, d'aprés la définition (5.3) de q,, on voit que 1'on a ||qk|| ~

l1zq,[|. Dés lors, o, aéfinien (6.20) vérifie o ] ~ lla, ], et on a:

k

q, = 2(y)" 2(v) q =2 o +ollle ] (6.22)

(6.21) et (6.22) montrent que (6.18) est vérifiée.

Le choix (6.19)-(6.20) de Tk et o constitue une simplification de ce qu'ont

k
proposé Coleman, Conn (1984). Il présente toutefois un inconvénient. Dans

l'algorithme modéle (5.29), le gradient réduit g de f n'est connu qu'en yk et

pas en x, . . Dés lors, l'utilisation de (6.19) nécessite une relinéarisation
des contraintes en xk+1‘ Cette linéarisation supplémentaire peut apparaitre
comme le coit de la réduction de n & n-m de la taille de 1la matrice a mettre a
jour.

Algorithme ALG1: (6.23)

1. choix de Xx_ ¢ Q et H_ symétrique définie positive

0 0
k =0
2. linéarisation des contraintes en XO
3. restauration des contraintes:
Yo T X5 A(xo) C(xo) | (6.24)

4. linéarisation des contraintes en yk:
R(yk),par (5.14), g(yk) par (2.29)
5. minimisation:

q, par (5.3), par (5.8)

X
k+1
6. linéarisation des contraintes en x :

) k+1
g(xk+l) par (2.29)
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Teep =7 A(xk+l) c(xk+1) (6.25)

7. mise a jour de Hk:
T, Par (6.19), ¢, par (6.20)
si (1k,ak) >0 alors H ., = BFGS (Hk, Ty r °k)

sinon Hk+1 = Hk

8. adaptation de p:
Py vérifiant (5.23)-(5.25)

X suivant 1l'arc (5.2):

9. recherche sur Gp eny
par la régle k (5.11)~(5.13) avec 0 < ¢ < 1/2

Px
Y4y PAT (5.5)

10. k := k+1

aller en 4.

On voit en (6.25) que l'on a pris R = A(X )" . Ceci est possible car les

k+1 k+1
. . — s
contraintes sont linéarisées en xk+l (A(xk+1) c (xk+1))' Celles-ci le sont

donc deux fois (en Yy et x .’ étapes 4 et 6) par itération (étapes 4 a 10). La

K+
matrice Hk n'est remise a jour que si (Tk’ak) est positif, ce qui garantit la

définie positivité de Hk+1'

X

Le fait de devoir relinéariser les contraintes en xk+l peut dans certain cas
constituer un surcoiit important: d'abord pour le calcul des éléments consti-
tuant A(xk+l) et ensuite pour celui de 1l'inverse a droite A(xk+l)—. Par
exemple, dans l'application traitée dans Blum, Gilbert, Thooris (1985) ol il
s'agit d'identifier des paramétres (les n-m variables de contréle) dans une
équation aux dérivées partielles (les m contraintes), le temps de calcul pour
linéariser les contraintes est environ 10 fois plus élevé que le temps de calcul
d'une itération interne (qui correspond ici au calcul du pas de minimisation
qk). Il est donc important de voir s'il est possible de se passer de cette
linéarisation supplémentaire en n'utilisant que 1'information disponible dans
l'algorithme modéle global, & savoir les gradients réduits de f en yk et en

y . Cette fois, on choisit:

k+1

) - g(yk) (6.26)

Ty =9
Z ) v (6.27)

(
oy = (
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2 *

o, vk := yk 41" Yk = Py c;,t + px.rk +1° Si on suppose la convergence de yk vers x ,
on a, grace a (2.31):

7, =271 v+ of||v. | ) - (6.28)

k k k

Mais (6.27) montre qu'en général, il n'existe pas de constante C, indépendante
de k, telle que llka sc ||ok|| (2(y,,,) n'est pas injectif). Deés lors, (6.28)
ne conduira en général pas & (6.18). Le lemme suivant permet de dégager des
situations dans lesquelles cela se produit. ' -

Vi.3.4 - Lemme.

SI . (Ho). (Hl). (Hz) et (H3)
. (xk) ca, (yk) cCQet (Hk) générées par l'algorithme
modéle global (5.29) avec (6.1)
. (Hk) bornée et uniformément Aaéfinie positive

_.a
.Yk X

ALORS les clauses suivantes sont équivalentes:

(1) ey clv) = ol lea, 1) (5.29)
(ii) pi ey = Olle q D) (6.30)
(i11) v, =27 2 v, + o(||pq|]) (6.31)

DE PLUS ces clauses impliquent:

@) lvdl ~ Hzv ]| ~ 1leg, I

Ereuve.

Comme (Hk) est bornée et uniformément non singuliére, on utilisera
systématiquement 1l'équivalence (4.41). Les relations (6.1) et (4.36) d'une
part et (4.29) d'autre part donnent:

A cly) +r,, = o(llhklj) (6.32)

Si (1) est vérifiée, (6.32) montre que Peliay = O(qu”) + pko(llhkl |). comme
0<ep, S 1, on en déduit (ii). Inversément, si (ii) est vérifiée, (6.32) montre



_66 -

que pkA_c(yk) = o(| qu' |). on en @éduit (i), grace & 1'injectivité de A . En

multipliant (6.32) par Z, on trouve:

Zr = o(llnkll) ' (6.33)

D'aprés (4.11), q, = z"zqk +o(| |qk| |) et donc, avec (6.33), on obtient:
- ' o 2 | o
- 2 2
v =2 z2v +e r,+e olllg ) + e otflr, 1)

Cette derniére relation permet de montrer l'équivalence entre (ii) et (iii).

Montrons a présent que (i)-(iii) implique (iv). La relation (ii) montre que v

. , ‘ e Yy
=p,q *+ 0l | qul |) et donc | |vk| | ~ | Iqukl |. Alors (iii) donne v =22V, +
o([ v, 1) ce qui grace a 1° injectivité de Z montre que | |vk| | ~| |zv [|.  ooe

VI.3.5 - L'algorithme ALG2.

Supposons que les clauses (i)-(iv) du lemme VI.3.4 soient vérifiées. Alors o

donné par (6.27) s'écrits

o, =2V, *+ o(||ka||)

D'ou 1'on déduit

Ho T ~ Tzv T ~ Tl ]~ Tlega | | (6.35)

o, =2V, +o(||ak||) ‘ (6.36)

Et en utilisant (6.28), (6.31), (6.35) et (6.36), on obtient (6.18). Cette

relation (6.18) sera donc vérifiée si on a par .exemple:

Py Trry = o(llqkll) N N (6.37)

Dans le cas contraire, rk+ 5 reste grand devant qk et on peut espérer que le fait
de mettre a jour Hk ou pas ne soit pas trop important pour la convergence de
l'algorithme. Ces remarques nous conduisent & la définition d'algorithmes ou
la mise a jour de Hk' ne se faisant pas & chaque itération, est conditionnée a 1la
réalisation d'un critére basé sur'(6.37). C'est-a-dire que la matrice réduite

Hk sera mise & jour a 1'itération k, si ona
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er e, 11 S g gl  (5.30)

olt (yl'c) est une suite convergeant vers 0. Le probléme revient a cho;‘._sir._
adéquatement cette suite (p]'{), si possible en fonction de 1'information di;po—'
nible & 1'itération courante de telle sorte que pour les indices k ol le critére
n‘est pas vérifié, on ‘ait quand méme la relation de convergence

O-superlinéaire: x . -x =of| |xk-x*| R

k+1
Récemment Nocedal, Overton (1985) ont étudié la mise a jour de la matrice
réduite de-la méthode de Gabay (1982,b). Ils utilisent également un critére de
mise & jour semblable a (6.38) mais ol la suite ("l't) est donnée a priori: Be =
v/ (1+k)l+". Les suites générées convergent alors Q—superlinéairgment en 2 pas
(on sait, c.f.r. 1l'exemple de Byrd (1985), qu'en gél}éral on ne peut pas obtenir
un meilleur résultat pour l'algorithme de Gabay). Toutefois leur choix de p]’(
semble souffrir de deux inconvénients. D'abord, leur étude étant locale
((xO,Ho) est supposé proche de (x*,H*)), la suite générée (xk) converge
O-linéairement (en 2 pas) et c'est ce fait qui permet de prendre une loi a priori
pour (y]'{). Nos théorémes de convergence Q-superlinéaire supposent une
hypothése légérement plus faible que la convergence Q-linéaire. Ensuite, si »
peut étre choisi arbitrairement; il n'en va pas de méme pour v qui doit étre
choisi assez petit afin d'assurer la convergence Q-linéaire. Mais si v est pris
trop petit, la.matrice réduite est rarement mise a Jour et la convergence est
lente. Ici, la suite (“l'c) ne sera pas donnée a priori mais calculée en fonction .
de 1l'information disponible a 1'itération courante et 1la convergence

O-superlinéaire de (xk) ne dépendra pas d'un choix de constante.

On désignera par K, l'ensemble des indices k pour lesquels il y a mise a jour de
}-Ik en utilisant (6.4) et par K® son complémentaire. Par exemple pour 1l'algo-

rithme ALGl, on aura

K={keN:(1k,ak)>0}

Pour tout indice k, on définit (kx-) par

k- =0 si ieK » i2k
(6.39)
k- :=max { i e K: i.<k } sinon
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C'est donc le dernier indice précédent k pour lequel il y a eu mise & jour de H

par (6.4). On notera également:

(k--) := (k-)-

Algorit G2

1. choix de x_. ¢ , H

o o symétrique définie positive et #q >0
k =0

2. 1inéarisation des contraintes en x
3. restauration des contraintes:

yo =Xy - A(xo) c(xo)
4. linéarisation des contraintes en yoz

A(yo) par (5.14), g(yo) par (2.29)

5. minimisation:
q, par (5.3), Xy, Par (5.8)
6. restauration des contraintes:
ey 5=~ A(Yk) c(xk+ )
7. adaptation de p:

p, vérifiant (5.23)-(5.25)

1

8. recherche sur ep en y, suivant 1'arc (5.2):

p, Par la régle k (5.11)-(5.13) avec 0 < ¢ < 1/2

Ypsy PAT (5.5)

9. linéarisation des contraintes en yk+1=

R(yk+l) par (5.14), g(yk+1) par (2.29)
10. mise & jour de Hk:

Ty Par (6.26), o, par (6.27)

si ((y0) >0 et

alors H ., := BFGS (Hk’ Ty ak)

sinon Hk+1 :=

11. adaptation de By ?
i <
si ((y.,0) %0 33 o, #0 et (6.42) )

alors ., = K, / 2
sinon @ .. &=y
12. k := k+1

k

(6.40)

(5!41)

(6.42)



- 69 -

| aller ernr 5.

L'algorithme ALG2 ne nécessite la linéarisation des contraintes qu'une fois (en

Y41

en x  se fait avec l'opérateur Rk+1 = A(yk)- (c.f.r. (6.41)), sauf initialement

(c.f.r. (6.40)). On voit & 1l'étape 10 que la matrice H

, étape 9) par itération (étapes 5 & 12). La restauration des contraintes.

X n'est pas mise a jour a
chaque itération. Il faut pour cela d'une part que (Tk"’k) soit positif, ce qui
permet de conserver la définie positivité des Hk' et d'autre part que le criteére
(6.42) soit vérifié. Ce critére est inspiré de la relation (6.38) ol on a posé
ty = bl In __|l. comme on le verra au cours des démonstrations, 1'indice (k~-)
dans (6.42) provient de ce que (k--)+1 S k-1 et que k-1 est 1'indice intervenant

dans 1'opérateur de restaurationenx : A(yk_ 1)-' A 1l'étape 11, 1'adaptation de

|4
Hy sert a ce que, aprés un nombre fini d‘*itérations, on ait soit (Tk’ak) >0,
soit o = 0 lorsque le critére (6.42) est vérifié. On montrera que (yk) est
bornée inférieurement par une constante positive.

Pour l'algorithme ALG2, on désignera par KO, 1l'ensemble des indices pour les-

quels le critére (6.42) est vérifié:

Ko s= {x e N s gy g I S 1imy 11 gyl 3 (6.43)

AlorsK=K0A{keN= (1k,ak)>o}.

V1.4 - Convergence locale.

Le lemme suivant s'attache ‘a montrer, en s'aidant du lemme VI.2.2, qu'une
inégalité du type (6.12) est vérifiée pour les deux algorithmes ALGl et ALG2
lorsque 1'on pose § 3= |[|8, - &°|]], ou ||]-]]] est 1a norme matricielle
définie en (6.6) avec M := (G') / 2. Pour un indice k, on notera, en fonction de

1'algorithme considéré:

K pour ALG1 _
p(k) 3=
k-~ pour ALG2

On a toujours p(k) 2 0.
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ST . (Hé),
.t>0

et (Yi

. k un indice

ALORS il existe des constantes positives Wy Wyy Wap @ et e

dépendant de § telles que si les points (xi: 0 £1i < k+1)

mes ALG1l ou ALG2 avec yp(k)' X
dans B(x*,e), alors

(Hl)r (Hé) ft (H3)
tel que B(x ,%) c Q

L]

2" "3 4

: 0 £1i<Kk)ont été générés par 1'un des algorith-

*
p(k)+1 dans B(x ,%) et yk,

X+l
||1k -G o ll s @ X ||ak|| pour k ¢ K, (6.44)
. k '
si de plus, yp(k) et xp(k)+1 sont dans B(x ,e) alors on a
x
o, - ® 7,1l < oy X |7, || pour k ¢ K, (6.45)
2 -
8k+1 < (1 - L ok oy T xk) Bk tw, T, X (6.46)
ol on a noté
. *
8, = |||Hk -H ||| (6.47)
‘e = 1 sikekK (6.48)
kK .
| 0 sinon
/2 [fE-E) g ]
(3) - k* k i T % 0. H_# q*
ok = 4 IlH H ||Hk-H || II1RI| (6-49)
| 0 sinon
e [ ||yk-x*||+||xk+l-x*|| pour ALGL 6.50)
k .= .
il I 1 1+, [+] x| | pour ave

Dans (6.44) et (6.
(6.46) et (6.49),

45), KO = N pour ALGl et est donné par (6.43) pour ALG2. Dans

T et o sont donnés par (6.19)-(6.20) ou (6.26)-(6.27) selon

1l'algorithme considéré. La relation (6.46) découle de (6.45) et du lemme

VI.2.2. Larelation (6.45) se déduit de (6.44) lorsque X est assez petit. Tan-

dis que (6.44) provient des arguments utilisés au paragraphe VI.3 que 1'on

. » » *
reprend ici mais sans supposer la convergence de (yk) vers X .
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Preuve.

c . . . . _ -
Si kx ¢ K7, il n'y a pas de mise a jour de Hk' Hk+1 = Hk, T 0 et (6.46) est

trivialement veérifiée. I1 suffit donc de considérer les cas ol k ¢ Ko. On

désigne par C, cl’ c2

, s+ toutes constantes dépendant de { et de . mais non des
points X, ouy, dans Q. ' '

1) Comme q, = Z(yk)-Z(yk)qk, on a pour 1'algorithme ALG1:
- x * .
||qk -2 °k” sc, (| ka-x ||+|lxk+l-x 1D ||qk|| (6.51)

Si on prend ¢ < (2c1)'1, on obtient:
Ha = 11Z71] llogll 7 (1 - 2ec)) S cte) []o|] (6.52)

ol C(e) décroit avec e. D'autre part, en utilisant (2.31) sur (6.19) et en

notant que g' est lipschitzienne sur Q@ (hypothése (Hc')) ), on obtient

=T

v, - 27 1" a ]l s ¢ (ly Iz, =21 Tal|

D'olu 1'on déduit, en tenant compte de (6.51) et (6.52):

1

x *x
v, - G ol s c te) (Jly =" ||+[lx == |]) llo,]] (6.53)

ou cz(e) dépend de ¥ et décroit avec e. Cette relation démontre (6.44) pour

ALGL. En diminuant e pour que 2eC,(e)] |5"|| <1, on obtient:
oy = 511 S 5000 (U 141111 1yl (6.0

ot C (e) = C,(e)] {u" | |2(1-2ec2(e) 18" ). ce qui aémontre (6.45) pour ALGL.

2) Pour k ¢ Ko, le critére (6.42) de 1'algorithme ALG2 est vérifié, c'est-a-dire

que 1l'on a
e e 1l S e dIn__I1 Hall (6.55)
Comme y, .. =¥, +.pp (xk+1-yk) - pi A(yk)- C(xk+1) et 0<p, <1, on peut écrire:

Moy -l sclly =1L+ Hxgy -1 (6.59)

Comme p q, = Z(yk) Z(Yk)vk et o = Z(yk+1)vk' on obtient avec (6.56)
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= x
”Pk qk -2 ak” sc (Ilyk-X*||+||xk+1_x Il) ||vkll (6.57)
* ' 2
Comme y, __ et X(,__,,, sont dans B(x ,%), ona ||hk__|| SCp v =e G t e
L1 et avec (6.55), puis (6.57) et (6.56), on obtient

ol 5 ey e ol
* *
< ¢ Hlogll * S (x|l =11 1%
En diminuant ¢ de telle sorte que ¢ < 1/ (2C;), on obtient
||vk|| < cg ||ak|| / (1 - 2eC) < C(e) Hokll (6.58)

ou, C(e) décroit avec ¢. En utilisant (2.31), le caractére lipschitzien de g'
sur Q et (6.56), (6.26) donne

=T

* *
v =27 1" v ll s Uy 1Hx 71D vl

Finalement, en utilisant v

2
K= P e TP Tugt (6.5"7), (6.55) et (6.58), cette

inégalité devient:

x x
v = 6" o1 < cpte) Gl In_ 11+l 1y, =" 1+ 1%, 71D o]l (6.59)

ou c7(s.) décroit avec e. Cette inégalité démontre (6.44) pour ALG2. Si Yyoo et
* : s

R (g-—)4y SOt dans B(x,e), il existe une constante Cg telle que | In,__Il= eCq-

On obtient, comme pour passer de (6.53) a (6.54), en prenant ¢ assez petit tel

que (24 Cg) | |17 ||ec, (e) < 1:
oy, = 8" a dl S cgte) o lin i+ ly =1+ 1x,, == 1D [lr, ]| (6.60)
Cette inégalité démontre (6.45) pour ALG2.

/2

3) Pour démontrer (6.46), on utilise le lemme VI.2.2 avec M :=‘(G*)l , laraci-
ne carrée définie positive de G* et A := H*. Si ¢ est assez petit pour que
wzxk||G*|| < 1/3, on voit que (6.7) est vérifiée. BAlors 1l'inégalité (6.8)
conduit a (6.46) avec w, := 4]|6"| |02. et w, := 2 (1+2(n-n)*/?) ||(G*)1/2| lF

| I(G*)l/2| | w, . o0

Le théoréme suivant montre que les méthodes de mise & jour de Hk dans les algo-

rithmes ALGl et ALG2 permettent d‘*obtenir des suites (xk) convergeant
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O-linéairement vers x sile couple initial (xo, Ho) est choisi suffisamment
pfoche de (x*, H*') (théoréme local). On sﬁpposera dans ce théoréme que Pk = 1
pour tout indice k. On sait en effet que lorsque le pas P différe de 1, X+l

n'est plus défini & partir du seul point x_ et cela complique singuliérement

1'analyse. Toutefois, cette hypothése sur fe pas n'est pas 1'hypothése la plus
contraignante. Ce qui est contraignant, c'est de demander que |18, - H'|| et
||x04x*|| soient petits. En effet, il devrait étre clair, d'aprés le résultat
(i1) Au théoréme V.4.1, que le pas vaut 1 si ||xo—x*|| et ||HO-H*|| sont pris
assez petits. Quant a la suite (yk) , on sait qu_'elle ne converge en général pas
O-linéairement méme si P = let Hk =g (c.f.r. 1'exemple de Byrd (1985)).

VI.4.2 - Ihéoreéme.

SI . (Hc')). (Hl)' (Hé) et (H3)
. 0<r <1, un réel

. s et t deux réels positifs
ALORS il existe des constantes positives ¢ et 8§ telles que

si Xy € Q et H, vérifient

1%y - x"|] <«  |te.62)
|8, - ®|| <8 ~ |te.63)

alors, les algorithmes ALG1l ou ALG2 avec le pas uniteée
(ek = 1 pour tout k) générent des suites ‘(xk) ce, (Rk) et
(Hk) telles que ‘

(1) (Gk) et (Hk) sont bornées

(i) |Ir, - A || < s pour tout indice k
(iii) HHk - H'|| <t pour tout indice k
(iv) x, converge O-linéairement vers x s

”Xk;l - X*” Sr ||Xk = X*II pour tout indice k

Dans 1'énoncé du théoréme, R = A(xk)— ou A(yk-l)- selon l'algorithme utilisé.
L'idée de la démonstration est celle utilisée pour démontrer le théoréme de

détérioration bornée pour les méthodes & métrique variable en optimisation sans
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contrainte. On montre que 1'écart | |H -H| | ne se détériore pas trop au cours
des itérations et qu'il est borné par une constante contrélable par 1'écart ini~
tial ||H°-H |-

Preuve.
soit ||].]|| 1a norme matricielle introduite en (6.6), avec M := (62, soit
7 une constante f)ositive telle que pour tout Q dans L(Rrl -m) , On ait:

5 el s~|‘|._g|| S |l . (6.64)

Soient r ¢ }J0,1[, s >0, t > 0 et €y (r), ﬂ (r), 8 (r) donnés par le théoreéme
IV.4.1. On fJ.xeB>0te1 que

8 < min (s,ﬂo)
Soient § > 0 tel que

B(x,7) ca

||a(z)” - a7|| £ B pour tout z dans B(x",?) (6.65)

Soient wl(§), w2(§), w3(§), w4(§) et el(;) donnés par le lemme VI.4.2. On peut
supposer e, £%. On fixe € > 0 tel que

* - ®
X e B(x .ez) 2 X - A, c(x) ¢ B(x ,el) (6.66)

quelque soit z dans B(x*,g) AveC un pas uniteé, (x 0 Sic<k#l) CB(x N ) et
(yl 0sis<k)c B(x ey ). on peut récrire l'lnegallte (6.46) comme suit:

Sy SO+ Cy 1 (038, + )

(6.67)
(| =

% [+ x| [+ =, == 1)

*x
p(x) ¥ I|+|1xp(k)+1 K+1

ol C_ dépend de ¢, et Sk, T sont donnés en (6.47), (6.48). Onn'y a pas repris

2 1
le terme négatif & droite dans (6.46). On fixe § > 0, puis ¢ > 0 tels que

2 nz 8 <min (t, ||5"]] H (6.68)
297 8 |I6"[] (I8 - 247 7 < 8, (6.69)
e < min (ao, € 82) _ (6.70)
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4eCy(2mbuy+ 04’? (3-2r)/(1-r)sq 8 . T (6.71)

Supposons que (xo, Ho) vérifie (6.62) et (6.63) et montrons par récurrence que

pour tout indice k, on a:

16, - 511l S2n8 | | (6.72)
IR, -2 ]l <8 (6.73)
lx,,, - %11 st |l - x| (6.74)
8y S8 v4C, 1 (2 by +a) ||xp(k) - x| (6.75)

Remarquons que lorsque (6.72) est vérifiée, on a, d'aprés (6.64) et (6.68),
* * =1 . . -1

||HR—H [| < ||#"|]"" et donc H_est non singuliére avec ”Gk” s\l -

21128)_1 . En utlisant cette inégalité et (6.69), on voit que (6.72) implique que

o, - &"I1 s 11e™H ley I} 118, - &[] < 8 (6.76)

Ce qui permet @'utiliser le théoréme IV.4.1.

Montrons (6.72)-(6.75) pour k=0. D'aprés (6.63) et (6.64), (6.72)0 est
vérifiée. Comme RO = A(xo)- et x
(6.76)0, (6.73)0 et X,

donne (6.74)0. Quant a (6.75)0, il suffit d'utiliser (6.74)0, (6.72)0 et la

0 © B(x",%), (6.65) montre que 1'on a (6.73)0.

€ B(x"r ,eo) permettent d'appliquer le théoréme IV.4.1 qui

.conclusion (6.67) du lemme VI.4.2 puisque Xy Yo et x, sont dans B(x*,el).

1
Supposons a présent que (6'72)k' (6.73)k, (6.74)k, et (6.75)k soient vérifiées
pour k=0,...,m~1 et montrons qu'elles le sont pour k=m. En sommant les
inégalités (6.75)k pour k=0,...,m-1 et en tenant compte de (6.63), puis de
(6.74) et de (6.62), et enfin de (6.71), on obtient: '

C : m-1
* x
g = 51 S sy = 811+ a0, Grgagroy) 3 5y gy = <
m=-1 .
Sys+4c, (2mdw_+w,) (kfo ka -x || +2 e‘)
' 1
S d+4ac, (mbojtw,) (7 +2)e

£2170
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On a donc (6'72)m“ D'aprés (6.74), xm-l et R € B(x*,e) et d'aprés (6.66), Y1
et A B(x*,el). Alors (6.65) montre que l'on a (6.73)m. On peut appliquer le
;héoréme IV.4.1 puisque 1l'on a (6.76)m, (6.73)m et X € B(x*,eo). On obtient
(6.74)m. On est également dans les conditions requises pour appliquer le lemme
VI.4.2, ce qui donne (6.67) avec k = m. Cette inégalité et (6.74) montrent que

l'ona (6.75)m.

Avec (6.72)-(6.74), on a montré (ii)-(iv). Quant au résultat (i), il s'obtient
grice a (6.72) et (6.76). LYY

Sous les conditions du théoréme précédent, on peut obtenir des suites (xk) et
(Hk) telles que (xk) converge Q-linéairement vers x" et (Hk) soit bornée. Alors

(yk) converge vers x et il existe deux constantes C, et C_ indépendantes de k

1 2
telles que
* L
lly,,, - =11 S ¢, |lx,, - ="l
x
lx,, - %1 S 7 |k, - 'l

x *
[0y = %11 S €y Dy, = 2|
Dés lors,
x Ny
ey - %11 S ¢ 6,1 LIy, - %7

Si on peut s'arranger pour que r < (CJ_C:Z)-l (Cl et CQ dépenden£ de r), la suite
(yk) convergera Q—linéairgment en deux pas. C'est 1l'objet du corollaire sui-
vant.

VIi.4.3 - Corollaire.

SI . (Ho)r (Hl)l (Hz) et (HB)
. 0<r <1, un réel

. S et t deux réels positifs

ALORS il existe des constantes positives ¢ et § telles que
si (xO,Ho) vérifie (6.62) et (6.63) alors les algorithmes
ALGl ou ALGZ avec du pas unité générent des suites (Rk)
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et (Hk) avec les conditions (i) a (iii) du théoréme
Vi.4.2 et une suite (yk) convergeant Q-linéairement en 2

x
pas vers X , c'est-a-dire que pour tout indice k, on a

® ®
Ny o - x 1l st llyy - x|

Preuve.
Soient r ¢ JO,1[, t > 0et s> 0. Soit { >0 tel que B(x*,l;) C Q. Soient cl' C2 et
03 des constantes telles que pour tout x dans B(x*, {), on ait
lle'x) || s ¢, ‘ (6.77)
[lg'x)|] < c, (6.78)
[1z(x)7|| s ¢ ‘ ' (6.79)
Soit r0 > 0 tel que
[+ (a8 el [1+ (e[l +&)c, el s (6.80)

Soient enfin eo(,ro,s,t) et so(ro,s,t) donnés par le théoréme VI.4.2. On choisit

e <min (e, ¢ ;/[1+(||A-||+S)C1]) (6.81)

6=60

Supposons que (xo,Ho) vérifie les inégalités (6.62) et (6.63). Alors, d'aprés

le théoréme VI.4.2, on a pour tout indice k:

x, € B(x ,e) _ (6.82)
|Ir, - a || <s (6.83)
|l - B[] <t ‘ (6.84)

- x|l srg |x - x| (6.85)

RS X

On a aussi (yk) o B(x*,g‘) . puisque, en développant c(xk) autour de X" et en uti-
lisant (6.83), (6.82) et (6.77); puis (6.82) et (6.81), on trouve:

y, - =11 = 1% - 2 - &_clx)]]

A

[+ (A7) 1 [1x, - "1

<t
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On calcule, en utilisant (6.83), (6.82) et (6.77); puis (6.79), (6.76) (grace a
(6.84)), le caractére lipschitzien de g' et (6.78):

x|

x| s+ (a7 + 9 el flx,, - %71 (6.86)

il S AT+ 9 ¢ Hxg,, -

sz |
Ha ll scg (HE ] + ) e, |y, - %[
gy, = %1 S s (IE]] + ) ¢y 0y, - <7 (6.87)

Finalement (6.86), (6.85), (6.87) et (6.80) conduisent au résultat. oo

VI.5 - Convergence Q-superlinéaire.

Le théoréme suivant donne des conditions assurant 1la convergence

Q-superlinéaire de (xk) généreée par ALGL.

VI.5.1 - Théoréme.

SI . (Hé). (Hl)’ (Hé) et (H3)
. (xk) cQ, (Yk) cQet (Hk) générées par l'algorithme ALGl

@ x
z lek -x || <+e (6.88)
k=0
bt L]
o ly,-x|l<+= (6.89)
k=0

ALORS (i) (Hk) est bornée et uniformément définie positive
.. *
(i1) (6, -G ) o = o(||0k||) pour k ¢ K
(iii) Py = 1 pour k assez grand

*
(iv) X — X O-superlinéairement

(v) y, — x" QO-superlinéairement en 2 pas

k

Remarques.
Lorsque P = 1, les relations (6.88) et'(6.89) sont équivalentes. En effet,

dans ce cas Y, =X - A(xk)-c(xk) et si (xk) converge vers x*, on voit que yk-x*

k
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=of | ka-x"l |). Dés lors, (6.88) implique (6.89). Inversément, si (x ) conver-

+ o(| qul |) et si. (v,) converge vers X, on
® *x

% =oUly x| [+]In | D). comme

Hindl s [y, =% 11+ IIy =[] (p, = 1), on voit que (6.89) implique (6. 6e).

L'hypothése (6.88) est verJ.fJ.ee lorsque (x ) converge Q-linéairement vers x ’

=q
k k
en déquit que q = o] |n, I) et donc que x

' -
ge vers X , on a Z(yk) Z(yk)h

ce qui est assuré sous les conditions du tneoreme VI.4.2. L'hypothése (6.88)
est vérifiée si (y ) converge Q—l.mealrement vers x' (une situation rare), ou si
la convergence est Q-linéaire en deux pas, puisqu'alors, on a

«© ‘ -] °

2 |ly, - %= = vy - =1+ vy, - %D

k=0 k=0

1 ' * *
s dly, - =1+ 11y, - <D

ou, 0 <r < 1. La convergence Q-linéaire en 2 pas de (yk) est assurée sous les

conditions du corollaire VI.4.3.

La preuve du théoréme se déroule comme suit. La clause (i) provient du théoréme
de Powell (VI.2.3). Pour (ii), on utilise la technique de Broyden, Dennis, Moré
(1973). Le théoréme V.4.1 et (ii) permettent de montrer que le pas vaut 1 apreés
un nombre fini d'itérations. RAlors, asymptotiquement, on se retrouve dans le -
cadre de 1'algorithme modéle local de la section IV. Puisque (xk) converge vers
x*, Rk — A et (HS) est vérifiée. '(H6) est également vérifiée gracea (i). On
peut alors utiliser la caractérisation de la convergence Q-superlinéaire donnée
au théoreme IV.5.1 qui dit que (Xk) convergera Q-superlinéairement vers x* SsI
(c.f.r. (4.67))

. de
(6, -G ) —/———— — o quand k — & (6.90)

k *
I, - <1

Pour k ¢ K, cette condition est plus faible que ce que la mise a jour de Hk don-
nera: (ii). Mais le résultat (ii) aura aussi donné plus que la convergence
Q-superlinéaire puisque c'est gréce a lui que le pas P vaudra 1 aprés un nombre
fini d'itérations (pour k ¢ K). Enfin, (v) est une conséquence immédiate de

(iv).

Preuve.
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1) on prouve (i) et (ii). Soit § > 0 tel que B(x*,g) soit contenue dans Q.
Soient 01(5). wz(t), w3(§), 04(§) et ¢(%) donnés par le lemme VI.4.1. On peut

. *
supposer ¢ £ {. Comme (xk) et (yk) converge vers X , il existe un indice K, tel

que pour k supérieur a Kl on ait
lx, - %"|] < e
Iy, - x|l <e

Ce qui permet d'appliquer le lemme VI.4.1 dés que k 2K 1 Des inégalités (6.45)
et (6.46), on obtient:

o, - 8 4,01 S oy x |17l (6.91)
80 S -1, oi toy T ox) 8 Yw, T X ' (6.92)
x =y, = %711+ |z, - x|l
ou sk, “I:k, et ok sont donnés en (6.47)-(6.49). D'aprés (6.88) et (6.89), (xk)
est sommable. Comme H =H sike Kc, 1'inégalité (6.91) et le fait que

k+1 k
(Tk’ak) > 0 pour k ¢ K permettent d'appliquer le lemme VI.2.3, ce qui conduit a

(i). La suite ('rkxk) est également sommable. RAlors, l'inégalité (6.92) et le
lemme VI.2.4 montre que (Sk) converge, disons vers §, et que soit & = 0, soit

‘tkok converge vers 0. Dans chaque cas, ona (ii).

2) On prouve (iii). D'aprés (6.91), o, = H*-;k +o( [}y, |]) et donc Ty = G*ak +

o(| |ak| |). comme G" est aéfinie positive (hypothese (H})), i1 existe un indice

K2 2 Kl et une constante Cl tels que pour tout k 2 K_, on ait

2

2

Dés lors, pour k 2 Kz, soit ¢ # 0, soit k ¢ K. Pour ALGl, ona o _ = 2(x

K K x+1) %

zq, + o] qul ). (6,) étant bornée, la propriété (P,) du théoréme V.4.1 est
vérifiée pour les indices k tels que o, = 0. Dés lors, ce théoréme montre qu‘*il

existe un indice K3 2 K_ tel que Py = 1 si k2K eto =0. D'autre part, si on

2 3 k

injecte la relation o, = 2q, +o(||q, ||) dans (1), on voit que 1a propriété (P,)

du theéoréme V.4.1 est & nouveau vérifiée, ce qui conduit encore a 1'existence

d'un indi 2
indice K 4 K2

=1 pour tout indicek 2K

au dela duquel P =1 si k ¢ K. Avec K_ := max (K3, K4), on a

5

Px 5
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3) Oon prouve (iv). On suppose k 2 K5. Comme alors Pk- 4= 1, on peut utiliser les’
résultats de la section IV, notamment q = O(| |x -x"|]) et a =of] |xk-x* .
Lorsque p,_, =1, on a aussi o, =2d,_+ of | |d |l). De cette relation, de o) = 29,
+o(| ]qkl |) et ge (i1), on dedult-

. x
za = o(||xk-x |]) pour o, =0 (6.93)

x *
(6, -6)2za = o(||xk-x I} pour x e K : (6.94)

Comme pour k 2 Ks, soit o

est vérifiée. Par conséquent, la suite (xk) converge Q-superlinéairement vers

*
D

= 0, soit k ¢ K, (6.93) et (6.94) montrent que (6.90)

4) Oon prouve (v). Le pas vaut 1 pour k 2 K5 et (Hk) est bornée. Alors il existe

deux constantes positives c2 et c3 telles que pour tout k 2 K5 on ait

- x| $c2.||x

x
¥ysz xe2 " %

., - <S¢ [y, - 511

Comme | ‘xk+2 -<"| /] |xk+l-x*| | converge vers 0, on voit que )
[y, = %1
lly, - ="
Ce qui montre la convergence Q-superlinéaire en 2 pas de la su;’.te (yk) . (L1

Le théoreme suivant donne des conditions pour que la suite (xk) converge

Q-superlinéairent lorsqu'elle est générée par ALG2.

VI.5.2 - Ihéoréme.

SI . (H(')). (Hl), (Hé) et (H3)
. (xk) ceQ, (Yk) CQet (Hk) générées par l'algorithme ALG2
. (6.88) et (6.89)

v, - x|
. C, :=sup sup k+l < <+ @ - |(&.95)
k20 120 ||yk -x ||
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ALORS (i) (l&) bornée et uniformément définie positive
28 *
(11) (6, - 6) ak=o(||ok||) pour k ¢ K
s 22 * x
(1ii) v, - % = o(||yk-x ||) pour k ¢ K

(iv) = 1 pour k assez grand

Px
(v) xk - %" O-superlinéairement

(vi) yk — x* O-superlinéairement en 2 pas

Remarques.
Par rapport aux hypothéses du théoréme VI.5.1, on a rajouté (6.95). Cette

nypothése vient de ce qu'on a besoin de comparer | ka-x*| bally, ~x"]| et que

(k-(k--)) n'est pas nécessairement bornée. (6.95) est vérifi]:'ee par exemple
sous les conditions du corollaire VI.4.3. En effet, dans ce cas, (Hk) etant
bornée, il existe une constante C, indépendante de k, telle que pour tout indice
k on ait

* x
Hygey = 11 s €y, - x|

Alors quelque soit k et 1, la convergence Q-linéaire en 2 pas de (yk) montre que

l'on a

x x
Hye,, - x Ml sclly, - x|

Et par conséquent (6.95) est vérifiée. Dans (ii), e
(6.27).

X est donné cette fois par

Preuve.

1) On prouve (i) et (ji). Soit § > 0 tel que B(x*,c) soit contenue dans (.

Soient wl(g), wz(;), w3(§), w4(§) et ¢(§) donnés par le lemme VI.4.1l. On peut
supposer ¢ £ §. Comme (xk) et (‘yk) convergent vers x*, il existe un indice Kl

tel que X, et Yy © B(x*,s) pour k 2 Kl' L'application du lemme VI.4.1 donne:

k
*
H‘l'k -G ak||-$ W, X ||ak|| pour k e K, k 2 K, (6.96)

* x
x o= 1n |1+ [y, - €1 + |z, - 1] (6.97)
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Si K est borné, (i) 'est clairement vérifiée et pour (ii) il n'y a rien a
démontrer_. Si K n'est pas borné, on peut trouver un indice K2 2 Kl tel que (k--)
2 Kl sike K2. L'application dqu lemme VI.4.1 pour k Z_ K2 donne:

||ak -8 1-k|| S0, X, ||1k|| pour k e K, (K non borné) (6.98)

2 ‘ R
8k+1 < (1 - L ok + Wy Ty xk) Sk + W, Ty xk (K non borné) 3 (6.99)

ol 6k, T, et ok sont donnés en (6.47)~(6.49). Comme (Rk) est bornée, il existe
une constante C, telle que | |rk . 1| | < c2| |xk+l-x*| |. On en déduit que pour tout
indice k, on a:

lIn ll s+ [Ix,, =%t + |ly, - %" (6.100)

Alors, on peut majorer xk par

X S (1+Cz)#k||x(k--)+1'x'|| + “k||yk__-x*|| * ||Yk-X'|| * lek+1-x*||

Grace a cette inégalité, (6.88) et (6.89), on voit que (thk) est sommable. En
effet, (u, ) est bornée par u, et, par exemple, (tk||yk___-x*| |) est sommable
grice & (6.89) et au fait que parmi les éléments non nuls de cette suite, chaque
écart | |yi-x*| |, i>1 apparait au plus uhe fois. Pour la sous-suite d'indices
K, c'est-a-dire chaque fois que 1l'on modifie Hk' (6.98) montre que 1'on a
(6.11). On a également (6.10) pour k e K. Dés lors, d'aprés le lemme VI.2.3,
(i) est vérifiée. Grace & 1'inégalité (6.99), on peut appliquer le lemme VI.2.4
qui montre que (Sk) converge, disons vers 6, et que soit 8§ = 0, soit ‘tkok conver-

ge vers 0. Dans chaque cas, on a (ii).

2) Deux inégalités lorsque Qk_l _=1. On désignera par C une constante positive
"générique" indépendante de k et par (nk) une suite "générique" de réels posi-
tifs convergeant vers O lorsque k tend vers 1'infini. Soit k un indice tel que
Pk— 4 = 1. Dans ce cas on peut utiliser certaines inégalités de la section IV.
Comme on a (6.1), de (4.62) (équivalent & (4.64)) et de (4.76), on obtient:

* - x ' * —_
Hxeey -2 1 =27 2 (= - x) +q ]|+ ||x, - x| {6.101)

Comme (Hk) est bornée, les relations (4.33) et (4.31) donnent:

— * * x
9 =-2 H G Z(x -x)+ o(||xk -x | (6.102)
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Grice a 1'uniforme non singularite de (Hk) , on en déduit

lz (x, - D11 << llgll +n |lx - "|| (6.103)
On a également en utilisant (6.102): .

- x - x x ®x

Z 2(x, -%x)+q =12 Hk‘(Gk -6z (x ~x) +o]|x-x|])(6.104)

_ Alors, la relation (6.101) devient, en tenant compte de (6.104), (Hk) bornée et
(6.103):

ey, = % 11 S ¢y s, = 61| eIl +n, 1%, - %" (6.105)

D'autre part, d'aprés (4.36) et (4.31), ona

- - - *x, 4,2
Ty = A B (Aly,_)) -A)A(xk-x*)+0(||xk-x|[ )
x x
Comme x, -~ = o | ka_l-xA 1) (fy_, = 1), on obtient:
. x *x
e, s e, Ha, - =11 1x - <] (6.106)
3) Pas unjté u asse and dans K. De la définition (6.27) de o, ou de

(6.57), on obtient

o = f 29 + e ollla D (6.107)/

7 = o o la ] |)
Ces estimations, (Gk) bornée et (ii) donnent:
(6, - G") z q, = o(||qk||) pour k ¢ K (6.108)

C'est la propriéteé (PZ) du théoréme V.4.1 qui montre que Px = 1 aprés un nombre

fini 4'itérations, disons K3.

-

4) On prouve (iii). Si K est borné, il n'y a rien a démontrer. On suppose donc
que K n'est pas borné. Pour k e Ket k 2 K3, le critér‘e' (6.42) est satisfait.

Comme Pk =1, on trouve:
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ey = oUlglD arou [Hapf| ~ |In|] (6.109)

Comme (H ) est bornée, xk_'_l—x* = of |'|yk-xf||). Alors, (4.30) en k+1, (6.1),

(6.109), 1'équivalence (4.41) et 1'injectivité de A  donnent:

A (x

TR o(f|n |1 | ‘ (6.110)

D'autre part, comme on a obtenu (4.77), on peut obtenir

. x *
- (6, -G) z2q =9(y)+6 qu+°(||qk||)

=g(x )+ o(lla, I _ (6.111)
En développant g(xk+l) autour de x en tenant compte de (2.31), Xy +l—x* =
o(||yk—x*||) et (6.110), on a
( =6 2z ( ")+ o(]|n | (6.112)
g xk+1) = xk_,_1 X o K ' .11

avec (6.108), (6.111) et (6.112), on voit que 2 (xk+l-x*) = o(||hk||). Ce qui,
joint & (6.110), (4.40) et le fait que p = lmontre qued, , = o(||hk| [). avec
(6.109), on a q ., = o(||hk||). Avec (6.1) et p, =1, on voit quer, . =

o(| Idkl |). Finalement, on trouve:

Mpyy = o(||nk||) _ (6.113)

C'est & dire (iii).

5) On montre qu'il existe un indice K4 2 K3 tel que si k e KQ et k2 K4. alors soit
> i = 0. i =iy >0. . L
'(1& ‘2&! 0, soit o, 0. Donc lim i m 0. Supposons k € Ko Lorsque K est

- - - %
non borné, x, — 0 et d'aprés (6.96), 7, =G o, + ol o, | |). Dés 1ors, il existe

une constante positive C_ indépendante de k et un indice K

5 5 Fels que

2 ' ‘ _
(7,,00,) 2 Cg ]|ak|| pour k 2 K_ et k e K (K non porné) (6:114)

Cette inégalité prouve 1'affirmation lorsque K est borné. Supposons a present

que K soit borné. On note:

D:

max ( max (||xk- x||) , max (.||yk-x*||) )
k S 4

Bi=((2+C) Day |1*|] )™t
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D'aprés (6.100), on a | Ihkl | < (2+C,)D. Comme la plus petite valeur propre de G
est | |4 |71, on obtient en utilisant (6.96), puis (6.97):
(Tk,ak) = (G*ak,ak) + (Tk - G*ak,ak)
- 2
QIE ™ = 0, %) (o]

v

1\

-1 2
QIET™ =0, 6 @+ c)p-a) [lo]]

.

G HEID™ G- - ol (6.115)

ou (qk) et ('q]'() sont des suites de réels positifs convergeant vers 0. Si l'af-
firmation était fausse, il existerait une infinité d'indices k e .KO, k 2 Kl,

pour lesquels on aurait (Tk,ak) £ 0et o # 0. De plus, par construction de Hyr

k
on aurait #e 0. En prenant k assez grand dans (6.115), on obtiendrait o, = 0.

Cette contradiction (0 = oy # 0) démontre l'affirmation.

6) On prouve (iv). On a déja montré que si k ¢ Ket k 2 K3, alors Py = 1.

Considérons les indices k ¢ KO \ K, k2K On a montré a 1'étape 5 que pour ces

4
indices k, o, =0. D'aprés (6.107) et 1'équivalence Ha ll ~1lzq, ], on a alors

q, = o(||hk| |). clest-a-dire que la propriété (P ) ou (P,) du théoréme V.4.1
est vérifiée. Cela montre que Pk = 1 pour k assez grand dans KO \ K, disons

supérieur a K6 2 K,. I1 reste & examiner les indices k & Kg. Si K est borné, k--

4
est un indice constant dés que k est assez grand. Le critére (6.42) n'étant pas

vérifié et g 2 u_> 0 (étape 5), on aalors q, = o(|]r ). Ceci montre que la

geel|
sous-suite d'indices considérée vérifie la proprieté (Pl) du théoréme V.4.1 et

par conséquent il existe un indice K,7 2 K6 tel que Pr = 1sik2K_,ke Kg. Sup-

6
posons A présent que K ne soit pas borné et que 1'on n'ait pas P = 1 aprés un
nombre fini d'itérations pour les indices k ¢ Kg. Comme KO n'est pas borné (car
K ne 1l'est pas) et que e = 1 pour k ¢ KO, k2 K6’ on peut trouver une sous-suite

d'indices (ki) telle que:

* 1, =letking

Px. Pk, -1
i i
On montre que cela conduit a une contradiction. Pour ces indices ki, le critére
(6.42)_ n'étant pas vérifié, on a successivement, en utilisant (6.106) et
1'équivalence (4.41) (d'ou provient la constante C6), puis (6.95) (car (ki——)+1

<xk.-1):
—ki 1):



| . llrki+il|
£= —— 6.11
IquiII rENTRET (6.116)
K, —
x
- c,C Iy, . - =1l .
< Hx, - x|l
Eolly, -5 R
K, ——
1
1y x ||
c,c.C (k.,——)+1
S Iz, - x|
¢ Hy, - - %7l !
ki——

Comme (ki-—) e K qui est non borné, on a alors grace a (iii) et a 1'équivalence
(4.40): '

q. =ollla_ |ID : _ _ (6.117)
1 1

La relation (6.117) et les hypothéses sur la sous-suite (ki) montrent que *

celle-ci vérifie la propriéte (P4) du théoreme V.4.1. Dés lors,
T 41 = °(||hk.|| ||dk.||) ~ ' (6.118)
is i i
Le pas d'indice ki-l valant 1, on a grace a (6.95):

X R *
Ha, 11 sc, lly, o, - 511 =€, ¢, ly, ._ - "1l
i i i

L'utilisation de cette inégalité et de (6.118) & la place de (6.106) en (6.116)

conduit a:

9 = °(||hk_||)
1 1

C'est-a-dire la propriété (P 1) du théoréme V.4.1. Il y a alors contradiction
entre la conclusion de ce théoréme et le fait que le pas de la sous-suite
considérée différe de 1. En conclusion, on a montré l'existence d'un indice K

8
tel que

=1 pour tout k 2 K

Py 8
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7) On prouve (v). On supposera k >Kg de sorte que Pk-1 = P = 1. Considérons en
premier lieu les indices k e K (supposé non borné). r. = o(| |d []) et arapres

k+1
(6.113), q ,, =-r,, +o(||h||)-o(||d||) Déslors,

Ay = o(HdkH) pour k ¢ K o (6.119)

Considérons a présent les indices k ¢ K \ K. D'aprés l'étape 5, on a o = 0.

Comme e, _, =1, on a o= 2q +o(||a ||) Avec g, =0 et 1'équivalence ||q LI~
|12q, ||, cela donne qk—o(||d |]) et grace a (6. 105), on obtient:’

* * .
Kepg ~ X =o(||xk-x||) pourksKO\K (6.120)

Considérons enfin les indices k ¢ Kg. Lorsque K est borné, (6.42) (non
vérifiée) montre que l'on a q, = o(||rk+1||) (p, 2 @, > 0) et les inégalités
(6.106) et (6.105) conduisent a '
X -x" = o(||x, - x"||) pour k ¢ K¢ (K borné) (6.121)
k+1 k 0 -

Lorsque K n'est pas borné, on a vu en (6.117) que g, = of| Idkl [). ce qui, avec
(6.105), donne

X . -x = o(||xk - x'||) pour k ¢ Kg (K non borné) Y (6.122)

(6.119), (6.120), (6.121) et (6.122) forment le résultat (v).

8) On prouve (vi). Voir 1'étape 4 de la preuve du théoréme VI.5.2. oo



CONCLUSION.

Nous avons étudié en détails (étude locale, étude globale et mise & jour de la
matrice réduite dans le cadre de la méthode globale) deux algorithmes a métrique
variable réduite pour le probléme (1.1): ALGl et ALG2. Ces algorithmes générent
une suite (xk) ;onvergeant O~-superlinéairement vers x’t satisfaisant les condi-
tions suffisantes d'optimalité du probléme (1.1) et une suite (Hk) de matrices
d'ordre ‘(n-m) symétriques, définies positives. Celles-ci sont générées par la
formule de mise & jour BFGS sur base d'une équation de quasi-Newton. Les deux
algorithmes se distinguent par la technique de mise a jour de Hk' Avec ALG1, il
est neécessaire de linéariser deux fois les contraintes par itération tandis
qu'une seule linéarisation est nécessaire avec ALG2. Avec ALGlL, la matrice
réduite est mise a jour a chaque itération tandis qu'avec ALG2, la mise & jour de
Hk est conditionnée a la réalisation d'un critére formulé en terme de 1'infor-

mation disponible & 1'itération courante.
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