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RESUME

Dans ce rapport nous développons et étudions une famille de conditions
aux limites artificielles pour I'équation de diffusion. Ces conditions ont la
propriété d'&tre locales en temps et non locales en espace. Nous décrivons le
principe d'approximation, montrons que les problemes approchés obtenus sont
mathématiquement bien posés et donnons des résultats de convergence, ains que

des estimations d'erreur, de la solution approchée vers la solution exacte.

ABSTRACT

In this report, we introduce and study a family of artificial boundary
conditions for the diffusion equation. These conditions are local in time and non
local in space. We describe the principle of the approximation, show that the
corresponding approximate problems are mathematically well-posed and give
convergence results, as well as error estimates, of the approximate solution to

the exact one.
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I - POSITION DU PROBLEME - PRINCIPE HEURISTIQUE DE LA

METHODE ET CADRE FONCTIONNEL

Dans ce paragraphe nous situons 1le probléme que nous proposons
dtétudier dans son contexte le plus général} Nous décrivons de fagon plus
précise son application au domaine de la prospection géophysique par méthodes
8lectromagnétiques ce qui permet de situer cetﬁe étude dans laAcontinuité de
précédents travaux sur ce sujet ([2], [5], (6]1).

Nous décrivons ensuite le principe heuristique de construction de la
condition aux 1limites '"pseudo-transparente". Il s'agit essentiellement de
résumer en quelques pages les idées qui sont & la base du choix adopté.

La derniére partie de ce paragraphe est une introduction & 1'analyse
mathématique rigoureuse de 1la méthode proposée. On introduit 1le cadre
théorique adapté et l'on donne les quélques résultats d'analyse fonctionnelle

qui sont utiles pour la suite,

I.1 - PRESENTATION DU PROBLEME

Le probléme des conditions aux limites "transparentes™ ou "absorbantes"
se pose inévitablement d&s que 1'on s'intéresse & la résolution numérique
d' équations aux dérivées' partielles dans un domaine infini, par exemple
d' &quations d'évolution posées dans 1'espace entier. On est amené, pour la
résolution numérique & ne s'intéresser qu'd la restriction de la solution
recherchée dans un domaine borné de 1l'espace @ qui délimite la région
d' intérdt du probléme, ce qui impose 1'introduction de conditions aux limites
artificielles sur le bord T du domaine de calcul, ces conditions aux limites
dtant censées simuler la réponse de 1'extérieur du domaine Q.

Ce probléme se pose de fagon essentielle lorsqu'on s'intéresse aux
équations hyperboliques qui représentent en général des phénomdnes de
propagation. Un choix non judicieux des conditions aux limites artificielles
provoque alors des réflexions parasites non négligeables par le bord
artificiel (I') ce qui induit de fortes perturbations de 1a solution A

'l'intérieur du domaine Q.
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Pour les équations paraboliques qui modélisent essentiellement les
phénoménes de diffusionh, le probldme des conditions transparentes se pose de
fagon moins cruciale, 1'influence de la condition artificielle sur la solution
étant beaucoup moins importante que dans le cas des é&quations hyperboliques,
Néanmoins plus on s'intéresse & des temps d' intégration longs (par rapport aux
constantes de temps caractéristiques du probléme), moins la perturbation due
aux bords devient négligeable. C'est le cas notamment lorsque 1' on s'interesse
a la simulation numérique de la propagation d'un champ électromagnétique dans
un sous sol conducteur, champ produit par 1'injection d'un courant électrique
a la surface du sol. Une telle expérience intervient par exemple en
prospection pétroliére par méthodes é&lectromagnétiques ol 1'on cherche &
retrouver les caractéristiques du comportement électromagnétique des
hétérogénéités du sous sol. En dimension 2, le probldme se raméne au calcul de

la seule composante non nulle du champ électrique qui est solution de :
(1.1) 07 ~—bdu=0 (x,y) e R* t 20
ol la conductivité o(x,y) satisfait :

« o(x,y) =0 pour y >0 (dans 1'air)
+ o(x,y) >0 pour y <0 (dans le sous-sol)

Les mesures du champ électromagnétique étant effectudes en surface,

1'effet des‘hétérogénéités profondes du sous-sol n'est sensible qu' aux temps
longs. Cet effet est en outre infinitesimal vis-d-vis du champ primaire (champ
qui  existerait en 1'absence de telles hétérogénéités). Il est done
indispensable pour un tel probléme de minimiser 1'effet des bords absorbants.

L'idéal consisterait & mettre sur le bord artificiel une condition aux
limites telle que la solution du probldme alors défini dans le domaine Q soit-
la restriction i  de la solution du problédme initial : une telle condition
est une condition transparente.

Dans le cas de 1'équation de la chaleur que nous étudierons ici, il est
toujours possible de construire, au moins d'un point de vue théorique, une

telle condition. En outre dans certains cas de géométrie simple (lorsque @
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est un demi-espace par exemple) on sait construire une représentation
analytique explicite de cette condition dés que 1'on fait les hypothéses
adéquates sur les coefficients de 1'équation A 1'extérieur de Q. Dans tous les
cas, cette condition aux limites est non locale en temps et en espace et fait
intervenir un opérateur intégral sur le bord espace-temps r«[0,T], ce qui la
rend pratiquement impossible & traiter numériquement.

Le principe des conditions aux limites absorbantes consiste, dans de
nombreux cas, 4 approcher cette condition par une condition transparente
approchée dont le traitement numérique est plus facile, en pratique une
condition de type local comme c'est le cas pour 1'équation des ondes
(ef.[31,04],081).

Dans le cas de 1'équation de la chaleur (1.1), dont le caractére
"propagation & vitesse infinie" est bien connu, il paralt illusoire de pouvoir
construire une condition pseudo-transparente qui soit 3 la fois locale en
espace et en temps, surtout si 1'on s'intéresse aux petites valeurs de o ou
encore, ce qui revient au méme, 3 la solution aux temps longs. En revanche, i1l
est possible de construire une condition approchée, locale en temps dont on
conserverait le caractére non local en espace. C'est ce que nous nous
proposons de faire 1ici en nous intéressant au probléme, apparemment
académique, de la réduction au demi-espace du probléme de la chaleur posé dans
tout 1'espace lorsque 1'autre demi-espace (dans lequel on ne calculera pas la
solution) est supposé homogéne. L' intérdt de cette étude est d'abord d'ordre
théorique; il réside dans le principe de base qui régit la construction de la
condition approchée, dans la forme de cette condition et dans le type de
résultat d'approximation que 1'on peut obtenir,

Cette dtude présente également un intérdt pratique dans la mesure ol
nous nous sommes attachés 3 montrer que le probléme approché &tait "facile" a
résoudre numériquement en en donnant une formulation variationnelle en espace
sur laquelle on peut appliquer une méthode standard d'éléments finis. Nous
donnerons de plus amples détails sur une méthode de résolution numérique dans
prochain rapport [7].

Si on s'intéresse en revanche aux grandes valeurs de la conductivité o
(ou, ce q&i revient au méme, aux temps courts) le caractére non local en
espace de la condition transparente est moins marqué et on peut donc espérer
approcher cette condition par une nouvelle condition qui soit locale d la fois

en temps et en espace. C'est ce que nous décrirons dans un prochain travail.
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Il semble en outre que, dans ce dernier cas, la généralisation de 1'approche
au cas d'une frontiére non plane soit plus accessible que pour 1'approche que

nous traitons ici.

Décrivons bridvement une application de notre méthode qui semble
particulidrement intéressante, Elle concerne la propagation du champ
électrique dans un sous-sol conducteur bidimensionnel : il est courant de
supposer le sous-sol stratifié ou méme homogeéne a partir d'une certaine
profondeur ce qui revient a faire sur la fonction o(x,y) les hypothdses

suivantes

o(x,y) = 0 pour y > 0
o(x,y) =0 pour -L £ y £ 0
o(x,y) =9 >0 pour y < -L

Il est alors naturel de chercher & réduire le domaine des calculs numériques ‘2

la bande du plan :

o
748
<

A
[

L'interface air-sous-sol (y=0) peut se traiter en utilisant la condition
transparente exacte qui fait simplement appel 4 un opérateur de convolution en
espace. Ce prbbléme a été résolu dans [6].

Le traitement de 1'interface y=L nous raméne bien entendu & notre
probléme modéle du demi-espace. L'idée consistera 3 approcher la condition
transparente par une condition locale en temps, non locale en espace qui
coincidera avec la condition exacte (c'est-a-dire avec celle utilisée pour
1'interface air-sous-sol) lorsque g=0. _

C'est cette idée que nous allons développer maintenant aprés avoir

introduit quelques notations.



NOTATIONS
Nous travaillerons dans l'espace & N+1 dimensions :

AR L
. : . N+1

- (x,y) = (x1,x2,...,xN,y) désignera le point courant de R .
<t désignera la variable temps

N+1 N+1
- R, = {(x,y) e R , y>0}

N+1 N+1
* R_ = {(X!y) ¢ R ’ y<0}

Nous allons nous intéresser A 1'équation de la chaleur :

(1.2)

ot u(x,y,t) est la fonction inconnue et ol o¢(x,y) sera supposée vérifide :

1

C e,y (R

(1.3) « o(x,¥) 20, >0 p.p. (X,¥) € IRH+1
« o(x,y) =0 P.p. (xX,¥) € mrj”

N A
(le demi espace ]R++1 est donc supposé homogene).

Pour simplifier 1'exposé nous nous intéresserons au probl2me de Cauchy

pur :
Trouver u(x,y,t) : ]RN+1xm+->]R
ou
(1.4) o 5r " du=0 (x,7,t) € B em”

u(x,y,0) = ug (x,¥) (x,y) ¢ R
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ol 1'on fait sur la donnée initiale Uys 1'hypothése :

N+1

Bien sur tous les résultats que nous énoncerons resteront vrais pour le cas de
1' équation avec second membre, pourvu que celui-ei soit & support dans 1le
demi~-espace ]REI”.
Nous poserons en outre : \
N+ + N
(1.6) r =R = 3R = {(x,00, x ¢ B,

+

En pratique T sera souvent identifié A :mN. Le probléme moddle que nous

proposons donc de résoudre consiste 3 se ramener i la résolution d'un probléme
+

dans le seul demi-espace hétérogéne ]RY 1 ce qul améne & construire une

condition transparente approchée sur le bord (r).

I.2 - CONSTRUCTION HEURISTIQUE DE LA CONDITION APPROCHEE

Rappelons tout d'abord le traitement de la condition transparente lors

que 0=0

Rappel sur le cas ¢=0 (Voir [5], [6] pour les détails).

La condition transparente s'écrit alors :

ou
(1.7) ™ lT + To(u r) = 0

ol TO est 1'opérateur pseudo~différentiel défini par :
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L ) -4
T : HT([) —> H *(T)

(1.8) o (x)

> (To¢)(x) , telle que

S )
(T $) (k) = |k| ¢(k)

N

(f(k) désignant la transformée de Fourier dans IR de f(x), xe€ T = H@h

L
On montre alors que la forme bilinéaire bo(-,o) définie sur (H?*(I))?

par :
b (¢,9) = < T ¢, ¥ > | ¥ (¢,9) € (le-(I‘))2
0 * o "’ T !
L -1
(ol <vye> désigne la dualité HZ2(T)-H 2(r))

est symétrique et positive, et a pour expreasion, lorsque ¢ et ¢ sont

suffisamment régulidres, & savoir :
1 1
(4)"1’) € HC(F) x Hc(l")

Hé(r) = {¢e HY(T)/ suppd compact }

_1 1 de A
N=1 bo(¢,w) =5 {i Log lx_y | P (x) o (y) dx dy
N22 bolos0) = = ] To(x)-T(Y) do(x) doly)
N~-1
NOIT O | x-y |

(do désigne la mésure superficielle sur T).

ol Sy est 1l'aire de la sphére unité dans m (£51, [6]1). En particulier,

en dimension 3 (N=2) nous avons :
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b (o) = 20 ] I(X) Vl 9 4o(x) oy
r X=y i

La formulation variationnelle du probléme 3 résoudre s'écrit alors :

g% (plu(t), v)) + alu(t), v) + bo(Yo u(t), Yo v) =0

N+1

¥veH (R )

ol 1l'on a posé :

+1
¥ (u,v) ¢ H’Cmg ) plu,v) = f o uv dxdy
N+1
]R- .
¥+ (u,v) € H‘Cm§+]) a(u,v) = f Vu « Vv dxdy
N+1
m-
Traitement du cas ¢>0
Nous revenons maintenant au cas ou 6>0. Nous introduisons, u

désignant la solution du probldme dans tout 1'espace (1.4), les fonctions :

[ =4
[]

R

+

=
]

R

Rappelons que nous désirons caractériser le probldme dont u est solution. Au
moins formellement on a 1'équivalence

u est solution du probldme (1.4)



+

ou + N+1 +
0 a3t Au =0 dans ]R+ x IR
g su_ Aw =0 ' dans IlflNH x ]R+

at '
u'(x,y,0) =0 dans ]Rry1

(1.19) -

u (x,y,0) = uy(x,y) dans ]Rb_l+1
+ - +
ul =u dans TxR

r Iy

* u_ +
su_ = & dans TxIR
oy |r oy Ir

Nous introduisons alors 1'opérateur défini formellement sur le bord T
{(ou plus exactement sur un certain espace H1(I‘) de fonctions définies sur le

bord T & valeurs dans un espace HZ(I‘) de méme nature, H, et H, restant a

préciser).

T : H1(I‘) —_ H2(1‘)
p{x,t) —> P(x,t) =T ¢(x,t)

ou Y(x,t) est définie par
(1.10) w(xt)=~-a—v-(x0t)
. ’ ay ’ H

ot v(x,y,t) est 1l'unique solution de

A _ N+1 +
Y Av = 0 dans}]ﬂ+ x R .
(1.11) v(x,y,0) =0 dans ]R':IH
~ N +
v = ¢(x,t) (x,t) €e R x IR
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+
Il est alors clair que les traces de u+ et . u sur T sont reliés

oy
par :
(duyl = -T W)
oy ‘Ir . © T
Par conséquent, utilisant les conditions de transmission, i1l vient
immédiatement :
o~ a =0 dans RV xR
ot -
(1.12) Bu| + T (u|)=0 sur xR
* e oy I ° r
- .N.‘.
u (x,y,0) = uy(x,y) dans R_ !
LLa condition transparente exacte pour 1'équation (1.4) s'&crit donc :
3 -
1.1 + T(u | )=0
( 3) 55—1? 5 Ir

L' opérateur TO est un opérateur non local en temps et en espace dont
on peut tras facilement calculer le symbole en utilisant la transformation de

Fourier dans 1'espace (x,t)
£(x,t) = (&r)kw) = Flk,v)
définie pour toute fonction réguliére par

N+1

+o
¥ (o) € RxR Fkw) = (=) 2 [ [ fex,tye 1Kt o
N

21
_w]R
Utilisons cette transformation pour résoudre le probléme (1.11). Nous
désignons par v(k,z,w) la transformée de Fourier de 1la Ffonction

(x,t£)» v(x,z,t). Pour chagque (k,w), la fonction z > Q(k,z,m) est solution de

7t

(Dv

Anatinn A
e ACA v LS ~“



25 -
-9 L (k|2 + we) ¥ =0
dz2
(1.14)

v(k,0,0) = ¢(k,u)

od § est la transformée de Fourier de ¢. L'unique solution physiquement
acceptable de (1.14) est celle qui décroit exponentiellement 4 1'infini. Elle

est donnée par :

| . . " Y
(1.15) Tk zow) = (kyw)e K HIwa) Y2 2

ol la raciﬁe (l'kl2 + iwg)Y? est déterminée par :
(1.16) He((|x]|? + 1wa)V?) > 0
Par sulte nous avons, par définition :
To(k,w) = - %% (k,O;m) = (lkl*fiqq)“/z a(k,w)
Le symbole de 1'opérateur "pseudo-differentiel" T est donc donné par :
(1.17) | T(k,w) = (|k|**+iwg)¥?

Comme il ne s'agit pas d'une fraction rationnelle en (k,w), ce symbole ne
correspond. pas & un opérateur différentiel. Notre but est maintenant
d' approcher le symbole %(k,w) par un symbole correspondant & un opérateur
local en temps, en pratique une.fraction rationnelle par rapport a w.

Pour cela nous &crivons que T. est une perturbation du symbole ib(k,w) = |k |

correspondant 4 1'opérateur To apparaissant pour ¢=0.

T(kyw) = |k | (141 =22 V2

T
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(Cela équivaut & écrire que T est le composé de 1'opérateur TO et de

1' opérateur P(o) dont le symbole est la fonction (1+i —32—-)‘/2)

|k |2

Nous approchons maintenant la fonction

(1.18) P(0) (Kyw) = (1+1 MIZ ) V2

|

par une fonction s'écrivant sous la forme

n Sﬁ(iwo)
(1.19) P (a)(kw) =1 + ] -
k=1 (iwo) n+|k|z

K
n

ou les coefficients Bi et o sont réels et positifs. Cela revient &

approcher dans le plan complexe la fonction :
(1.20) f(z) = (1+2) V2

par la fonction

(1.21) f(z)=1+2
n k=1 1+aﬁz

L'indice n représentant 1'ordre de l'approximation. Ce type d'approximation
a déjad été appliqué sur des probl2mes de nature différente (voir [2], [8]).

Remarquons que par cohstruction nous avons choisi
(1.22) £.(0) = £(0) = 1 ¥ n.
Cette approximation étant réalisée nous remplajons le symbole %(k,m) par

T (k,u) = |k]| P (o) (k,w)

(1.22) i
\ e 2 2/ K .
Bn (iwa)

=lk|(1 + §
k=1 o [1wo]+|k]?
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Remarquons que, lorsque o0=0, % (k,m) coIncide avec ib(k). L' opérateur
T associé est alors 1'opérateur exact T '
Soit alors Tn 1' opérateur formel dont le symbole est donné par T n’'

nous remplagons la condition transparente (1,13) par la condition approcée

Ju -
(1.24) Sy Ir * Tale ] -

Par transformation de Fourier en (x,t), cetté condition s'écrit :

k ‘
an- n 8, (1wo) -
(1.25) T (k0.0 + k] (1+ % = ) u"(k,0,u) = 0

k=1 kl’*—ia‘;’ wo

Nous pouvons la réinterpreter différemment en introduisant n
fonetions auxiliaires, fﬁ(x,t) définies sur le bord T par leur transformations

de Fourier en posant :
f (k W) = u (k,?:w)
lk|2+1a wo
auquel cas 1'équation (1.25) est équivalente au systéme :

N
(k 0,u) + |k| u”(k,0,0) + |k] I (iwo) ?ﬁ(k,w) =0

(1.26) k=1
(iaX wo + [k]?) X (kyw) = U (k,0,w)
n n ' , 1 Hw

systéme que 1'on peut réinterpréter dans le domaine (x,t) par :

K
We0,t) + T ( u(x,0,8) + § K Efﬂ (x,t) ) =
y 7' o ¢ U tKb, ket Bh 9 3t %o =0
ST I o |
(1.27) 0 o, ==—— =) = (x,t) = u"(x;0,¢t)
n ot 9X
J=1 J
K
_ fn(xso)’ =

systdme de type intégro-différentiel (la partle intégrale étant contenue dans

1' opérateur TO et portant uniquement sur la variable x) qui est rigoureusement
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équivalent A& la condition approchée (1.24)., Cette condition apparaft done

comme une condition non locale en espace du type de cell?( apparaissant dans le

n of
cas ¢=0 couplée, par 1l'intermédiaire du terme z 3: o T:- , & n équations de
k=1 :

la chaleur en dimension N sur le bord I, L! approximation numérique d'une telle
condition aux limites est donc (assez) simple.
Finalement 1'idée consiste A approcher la solution exacte u du

probléme (1.12) par la. solution u;l_ du nouveau probléme.

ou

n— - =
9 3¢ Aun 0
Z)ur-l -
(1.28) —W!r + T (u"lr) =0
u;l(x,y,O) = uy(x,y)

dont la résolution est équivalente 2

Trouver : u;(x,y,t) : ]ﬁy+1*m+ —> R
f'z(x,t) : B xR' —> R 1 £k $n
aur_1 - N+1 +
o 5T T Aun' =0 (x,y,t) ¢ R_ xR
Bu_ _ X affl
(1.29) 5y (%:0,0) + Ty u (x,0,t) + ak§1 B, 5 (x,t) ] = 0
oAtk ow K )
(ap ¢ = - ) 377 ) (6t) = u (x,0,t) 1 £k s$n.

J=1 J

u;(x,y,o) = uo(x,y)

fz(X,O) =0 1

in
x
N
=
.
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Nous nous proposons maintenant d'étudier mathématiquement en détails la
méthode ci-dessus proposée. Notre &tude va comporter essentiellement 3 phases

qui valideront A nos yeux, au moins sur le plan théorique, cette méthode.

- Nous montrons que le probléme approché (1.29) est mathématiquement
bien posé.

- Nous donnons une formulation variationnelle en espace de ce probléme.
Cette formulation sera la base pour une approximation du probléme approché par
la méthode‘des éléments finis,

- Nous terminerons en énongant un résultat de convergence en démontrant
qu'il est possible de construire une suite ' fn (c'est-3-dire une suite de
n-uplets (aﬁ, Bg)) telle que la solution u; du probléme approché (1.29)

converge, quand n»+« vers la solution u  du probléme "exact" (1.12)

L'analyse mathématique rigoureuse du probldme nécessite un cadre

fonctionnel bien adapté que nous nous proposons de décrire maintenant.

I.3 - LE CADRE FONCTIONNEL

Nous reprenons ici certaines définitions et quelques résultats exposés
en détails dans LIONS-MAGENES (Tome II) (t9]).

Lorsque (r,s) désignent deux réels quelconques, I un intervalle de
R, ¢ un ouvert réguliér de :mN+1 (en pratique Q sera soit 1l'espace

entier soit un demi espace pour le propos qui nous intéresse), on pose :
r,s s
H*S(axI) = H(I; L2()) n L2(I:H (2))

espace de Hilbert pour la norme

Wall? o g = Mullzs

S 8,9 H(I;L2(Q))

iz

L2(1;H(Q))

.
On montre ([9]) que H (gxI) est 1l'espace des restrictions 3 x]J0,T[ de .



1' espace :
' +
RO SRR = #S(®Lt (R o L mETE))
dont la norme se définit de fagon - trés simple par transformation de Fourier :

| ull? =0 1 aswn® s efkren)" | latk,E,0 |2 dk dE dw
r,s,Q R nl]RN
ou f(k,g,w) désigne la transformée de Fourier en (x,y,t) de la fonction
u(x,y,t).
En outre on montre que la norme || «|| o est équivalente & la norme
r
définie par :
u—> inf ( IIGII )
ueSP(u) S
1

ol é?(u) désigne 1'ensemble des prolongements @ de u A :mN+ qui sont dans

+
1S (®  m).

Rappelons maintenant un théoréme de traces dans le cas ol Q désigne un

demi-espace (la frontiére T de Q@ est alors identifiable i ]RN et 1les

espaces H’’%(TxI) ont bien un sens):

- Y désigne 1'application "trace" usuelle u —> u

0 Ir
- Y1 désigne 1'application "trace de la dérivée normale" u —> %%IF

(v désigne la normale extérieure & I).

Nous avons alors les résultats :

- r>1§ Y e L axlo, TD); WO E SR ) 0y

2,3
En particulier : o € GL(H2s 1 (axI); HE ' (rxI))

P
YO € %(H“‘(QXI); H%' 2(rxI))

»s/r({r—%)
F p>s Y, € Z B ax); arE YT )

' P S W .
En particulier : v, e Z(H2 1 (axI) ; HZ'¥ (rx1))
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Rappelons que si nous posons :
1 1 2
H'(A30) = { ue H (2)/8u € L2(Q) }

espace de Hilbert muni de la norme

Il ull 2 = |l uff? + | auf?
HY(A;9Q) HY(Q) L*(@)

Alors on a :

L
2

v, e L0 L20,mH (430) 5 L2O,T3H 2 (1))

Les espaces Hp’O(PxI) ne seront pas suffisants pour mener notre

analyse qui nous conduira & introduire un espace particulier pour le cas :

-1
¢ =3
= Jo,T{

H ©
i

Nous définissons donc 1'espace :

i, L
2 2

2 2 (rx[0,T[) = H® ([0,T[ 5 L2(r)) n L2(0,T;HE (1))
00 00

—

2

oﬁ_l'espace HOO(FX[O,T[) est défini par :

5 b T
B (Tx[0,T[) = {¢ € H"(0,T;L3(T)) / |
00 A

loCOIE2 gy
€

dt <o |
(Cet espace peut encore se définir par interpolation).

Remarquons que nous faisons jouer ici un rdle privilégié A la borne {O}
de 1'intervalle 1]0,T[ (ce qui justifie la notation [0,T[).
bk
Bien entendu HOO (r=[0,T[) est un espace de Hilbert d&s qu'on le munit

de la norme :



2
ol ol
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T } ”q)(t)“tzf(r)
- £) 112 dt dt 2
o ey, ave] : ol o, mnreny)

1
'5!?

On a bien entendu la stricte inclusion avec injection continue :

y L
2
0

(rx{o,T[) c-H (rxJo,T[)

[ g
(]l

L
HO

0

(Mgl

(rx[0,T[) est la suivante :

: L
La propriété fondamentale de HB

Nous désignons par P 1l'opérateur de prolongement par 0 défini par

exemple sur L?*(I'x]0,T)

P: L2(rx]0,T[) » L2(Ix[-=,T[)

u  » U= Pu
V(x,t) = ulx,t) ¥ (x,t)erx]O,T[
W(x,t) =0 ¥ (x,t) € 'x]-=,0[

(P est une isométrie de L2(rx]0,T[) dans L2(r'x]-»,T[).

Nous avons alors le résultat suivant (qui est une variante légére du

théorgme 11.7 de LIONS-MAGENES (Tome I)).

smewe THEOREME 1.1

L,L
L'application P applique continuement 1'espace H- *(rx[0,T]) dans
00
Py Pt
H (I'xJ-e,T[). Plus précisément une fonction u de H (rxJjo,TD)

est dans l'espace Hgoz(rx[O,T])_si et seulement si son prolongement
- , L,L
Pu est dans H- °(J-«,T[xT).

i,L

Ce théor&me fournit donc une caractérisation ‘"pratique" de 1'espace

2
Hooz(Fx[O,T[). On en déduit en particulier le :



COROLLAIRE 1.1

1,L
Soit u une fonction de Hzoz(rx[O,T[) et soit GP(u) 1'espace
lL,L
des fonctions v de H® *(I'xR) qui prolongent u et sont nulles sur

r'x]-=,0[, alors il existe une constante C (independante de u) telle

que :

s ¢ ( inf

Il ull
0 1?,%,1‘ Vet

v )
N

Pour terminer donnons deux résultats, un théordme de densité et un

théordme de traces, qui nous seront utiles pour la suite de 1'étude.

Pour le premier résultat introduisons 1'espace :

A1
V=1 ¢ € H(0,T;HZ(T)) / ¢(0)=0 }

bl
(V est un sous espace fermé de H!(0,T;H2(TI)) ):

s=== THEOREME 1.2

Nous avons alors le :

: L,L
L.'espace V est dense dans HZOZ(FxEO,T[) et 1'injection

L,L
canonique de V dans HZOZ(PXEO,T[) est continue.

Démonstration du théoréme :

.L,.L
00

(i) Montrons que V cH2 * (rx[0,T])

dans

Il suffit en fait de montrer que si ¢ €V alors la fonection %%;l est

L2(0,T;L2(T)) et que :.
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1
= 120 |
Jdnemlz,, o s ol

H*(0,T; H’(r))

or comme ¢(0) = O nous avons

t

o(t) = |
0

(s) ds

O.lCL
e

Par conséquent,

1o,y ] 2 @ a5 T 18 @1z, oot
Done,
AT PR
t L’(r)
Donc aprés intégration en temps :
Fecer|i®

(ii) Le résultat de densité s'établit de fagon tout & fait cla331que en
procédant par troncature et régularisation,
o
Introduisons maintenant, Q désignant toujours un demi-~espace,
1' espace : .

’; (2x]0,T[) = { v e H'»*(axJ0,T[) / v(0) € Hy(2) |
(v(0) désignant la fonction (x,y) —> v(x,y,0))

Nous avons alors le théor&me de traces :

- THEOREME 1.3

L'opérateur Y. applique continuement 1'espace H!»1!(Qx10,T[)
11 v o,r
dans H (rx[o T[




Démonstration du théoréme

On peut toujours se ramener au cas ou v(0)=0., En effet si v désigne la

fonction définie par :
V(t) = v(t) - v(0) ¥t e [0,T]
On alors, comme v(0) est dans Hé(n)

v e H}(Qx]0,TL)

A

10 4 g S c lvlly g

YOV =Y0V

l,L
Supposons donc que v(0)=0. Nous savons déja que YO v est dans H' 2(I‘x]O,T[)

d' aprés le théoréme de traces usuel.

Soit alors v la fonction définie sur J-«,T[xQ par :

v(x,y,t) pour t

A%

{ vix,t)
v(x,y,t)

[}

0 pour t < O

Comme v(x,y,0) = 0, il vient immédiatement :

sV e B (Qme,td) I vl o = vl g
. AN ] L A
* Y= P(YOV)

Mais, grace au théoréme de traces classique :

N~

. e

Yov € H ()=, T]IxT)
Donc, ' L
- ’

P(Y V) € H 2 (J-»,T[xT)

(e
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—

y

z

£ z :
ce qui prouve, d'aprés la caractérisation de HOO (r<[0,T[) fournie par le

théoréme 1.1, que :

1
s

L
2
Y. Vv € HOO

0 (rx[o0,T[)

En outre on a la succession d'inégalités :

ol ‘YOVH1 o scC “I-';(YOV)H1 r (théorzme 1.1)
550 T3
sclv.v ((1.30))
17,
SclVil 4 g
sc v ((1.30))
1,1,8 .
ce qui ach®ve la démonstration du théoréme a

Les notations qui seront utilisées dans toute la suite

désignera toujours une norme L2?, Cette norme L? ne sera

précisée que lorsqu'il y aura ambiguité,

YO désignera toujours 1l'opérateur de trace usuel sur le bord T
N+1 N+1

d'un demi espace Q = IR+ ou R

indépendamment les deux notations You = ul

. On pourra utiliser

T

désignera 1'opérateur : u —> g!{ (qui est la dérivée normale
sortante lorsque Q = IRIEH. r



II - LA CONDITION TRANSPARENTE EXACTE

Dans ce chapitre nous définissons et étudions deux opérateurs
pseudo-différentiels T et T et montrons que la condition transparente exacte

: . N+1 :
pour le probl2me dans le demi espace R_ , s'écrit

du

(2f1) Bvlr

+ T (uf) =0 (5= = 32)

N+1

+
résoudre 1'équation de la chaleur dans:mg T avec (2.1) comme condition aux
N+1

Nous montrons que 1le probléme dans le demi espace R consistant a

limites sur T = oR est bien posé et caractérise la restriction au demi
espacejm§+1 de la solution du probléme dans tout 1'espace,

Nous avons mis 1'accent sur :

- les espaces fonctionnels sur lesquels opérent les applications T et T
et le lien entre T et T

- les propridétés de positivité de l'opérateur T (dont on établira les
propriétés analogues pqur le probl2me approché Tn) qui permettent d'assurer
que le probléme dans le demi-espace jmf+1 avec la condition (2.1) est bien
posé (théordmes 2.7 et 2.8).

IT.1 - L'OPERATEUR T. DEFINITION ET PROPRIETES

Nous pouvons définir T comme opérateur non borné sur 1'espace

({r,s) ¢ R?)

L2 (BSR) = [a0k,0) @ BB > €5 ()™ 0,0+ [k[9)720) € L2(R'm)?)
par :

(D = { Qe Lzr,s(]RNx]R)/( lk]2+iwe) V2 0 € Lzr’s(mem)}

¥ 0 € D(T)  (TQ)(k,w) = T(k,w) O(K,w)

T(k,w) = (|k|2+ iwg)V?
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Par transformation de Fourier 5%; ¢ On peut alors définir 1'opérateur T comme

opérateur non borné sur Hp's(erR) par

D(F) = { G(x,t) € H*3(rxR)/ @

x,t% € D(D }

¥YueDnt T

e
1]
R
i)
O
[ R
o
Y

Ll
e
jo)

ce qui correspond au diagramme :

. : T :
D(T) ¢ H*S(rxR) —> H 'S(rxRm)

éz%,t 52;,t

~

A N n
2 mm— 2
D(T) ¢ Lr,’S(IR xIR) > L2 s(m xIR)

Utilisant les inégalités
/2 2 2. 2
2l ol o s [ k]2 | s (k]2 + Ja] R

I1 est facile de remarquer que 1l'on a la propriété suivante (qui est celle que
nous utiliserons dans la suite).
bk ¥

(R xR); L2(R; H ~(T)))

(2.2) T eZL(u

Remargue :

On noteraLen fait que si 1'on considére T comme opérateur non borné

sur L*(IR; H 2(r)) alors son domaine D(T) est en fait un peu plus grand
.,
N

22
que H (R xR). Plus précisément on vérifie que
- L L ~L
D(T) = L3(IR; H2(T)) N HZ (WR;H 2 (T))

auquel cas il suffit de remarquer que
i, L

H® ®(r«m) c D(T)

(avec injection continue lorsque, de fagon classique, on munit D(T) de la

norme du graphe).
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De fagon heuristique, (2.2) exprime que f fait perdre un cran de
régularité en espace et un demi cran de régularité en temps. T est un
opérateur pseudo differentiel non local en espace et en temps. Il s'agit d'un

opérateur de convolution :

__ THEOREME 2.3

L'opérateur T est.défini par ;
(Tu)(x,t) = ff G(x-£, t-1) u(g,t) dg drt
od la fonction G(x,t) est définie par :
G(x,t) = ¥t >0

(2.3) N+l g x|?2

G(x,t) () 2 e it

1
o

1
t

Démonstration du théor&me

Il suffit en fait de calculer le noyau de convolution.G qui n'est autre
que la transformée de Fourier inverse de la fonction T.
Pour cela, soit E 1la solution élémentaire; nulle pour t<0, de

1' équation de la chaleur dans ]RN+1

-5 |x[2+y?

1 ST
. E(x,y,t) = ——_tl\l—j e
o(4m E) 2
qui satisfait donc '
3
o —% - AE = §(x,y,t)

Soit E(k,y,w) la transformée de Fourier partielle de E(x,y,t) dans les

directions x et t nous avons

d2E
dy?

+ (|k]2+iwo) E = 8(y)



_.26 -

Nous avons choisi, pour la démonstration de ce théoreme la transformée de

Fourier définie pour les fonctions réguliéres par :

N

(éZﬁ)(k,w) = f f o(x,t) e-i(k°X+wt)dxdt
R R}

pour laquelle on a :

o By = Flo*y) et Fs = 1.

L'unique solution de cette équation différentielle est :

1 o~k [2iwa) V2 y

(2.4) E(k, y,u0) =
2(] k| 2+iwg) V2

D' ol 1'on déduit aisément 1'identité

3%E

(2-5) G(X,t) = - 2 ayz (X,O,t)
Or
’ 3E __ Yo
a—y (X’th) = 2t E(X’y1t>
32E y3o? g
ayz (X,y,t) = It 2 E(X:Y9t) E_t' E(XDYIt)
92E 0
Done ~2 372 (x,0,t) = T E(x,0,t)
oit : + [x]?
° Y NZ1 I ;1
G(x,t) = ¢ () .
ce qui démontre le théorame - o
Remarquons que T est un opérateur causal; on a :
u1 = u2 pour t s T ===> Tu1 = 'l'u2 pour t£=&T
Lorsque u est une fonction & support dans {0,T]xI' on a la formule, pour tout t
dans [0,T]

T

(fa)(x,t) = é f G(x-E,t-1) ﬁ(g,r) dg dr
I‘ .
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Remarques :

. Contrairement 3 ce qui se passe lorsque l'on s'intéresse a 1'équation
des ondes le»noyau de convolution est une fonction réguliére de 1'espace et du
temps. L'expression de T ne rfait donc pas apparaltre de termes en parties

finies.

+ On peut se demander comment, sur la formule (2.3) on peut retrouver
le fait que T redonne 1'opérateur T0 lorsque ¢ tend vers 0. Pour répondre a
cette question il suffit d'écrire la forme bilindaire (pour ¢ et § fonctions

réguliéres).

It

by (8,¥3t) IN Foly,t) v(,t) dy

R

Soit encore en posant G-—-GU

[}

b (6,9,t) [y [y 8,0ys t=0) 8(x,7) w(y,7) dr) dxdy
R R

ce que nous pouvons aussi écrire :

b0(¢,w,t) = lim f f (f GU(X'Y t-1) ¢(x,1) w(y,1)dr) dxdy
820 |x~y[>8

Or, (x,y) étant fixés, nous pouvons remarquer que :

« ¥ 1t =t lim Go(x—y, t-1) = 0

g+0
+ - 2
N+1 -5 Ix yl

_ _ _ g, 2 e 4t
. J GO'(X y, t 1) dt = g+{(5=) f N+3 dt

£ 2

Soit en faisant le changement de variable
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t =0 lx~y|2 0 ==> dt

o |x-y]|? de

R
' 1., 2 e de 1
[ 6 Gy, tv) at = (g © ([ S—=52) LT
0 2 y
Par conséquent en posant
1
N+1 - =
—_— ke
12 e de
ay = ) (I N+3 )

Nous avons démontré que, (x,y) étant fixés

[t » G, (x-y, t-1)}

§(t~1)
> ay N+1
[x-y |
Donc :

dans @'

lim G_(x-y, t=1) ¢(x,1) Wy, ) dt - a
g>0

$(x,t) v(y,t)
N

N+1 .
|-y | -
Par suite, aprés avoir vérifié que 1'inversion des limites est licite, nous
obtenons :

: a ¢ (x,t)y(x,y)
. : N

lim b (6,9,t) = 1im [ [
g>0 .

820  |x~y|o

N dxdy
|x-y |

On peut alors traiter de fagon classique la partie finie intevenant au membre
de droite de cette égalité (cf. [1] par exemple) et ainsi obtenir

lim b0(¢,w,t) = bo(¢(-,t), p(e,t))
g0

On retrouve bien la forme bilindaire associée 3 1'opérateur T

0"
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II.2 - L'OPERATEUR T — DEFINITION, PROPRIETES

Nous rappelons tout d'abord un résultat classique

THEOREME 2.3

Soit ¢ une constante positive et ¢ une fonction de H! (0, T;HY2(r))
satisfaisant ¢(0) = 0 (soit ¢ € V), alors le probléme :

o %% ~ Av = 0 , dansierj+1 ; [O,Ti
F2.6) vlr = ¢ - sur I'x[0,T]
v(x,y,0) =0 dans]RT-1
admet une solution et gne seule
c Ve L”(O,T;H*(mf”)) n Hl(o;T;Lz(m’j”) ‘
© Ave L2(0,TiLA(R 1))
et on a les»estimations :
| V”L°°(0,T;H‘(JRI:LM) el MIH‘(O,T;H‘/Z(I‘)‘)
|| av]] ne1. S S el -
L?(0,T; L2 (R, )) | H'(0,T;HY2(T))

Démonstration du théoréme

Rappelons le principe d'obtention des estimations a priori (les calculs
sont formels).

<:> On multiplie 1'équation par v et on intégre en espace :

Lo
L2 vl ® + v = < 2L e), o(e) >,




) On multiplie 1'équation par %% et on intégre en espace
1 d v 200
53¢ (Vv 2] « favie) |2 = < 55 (8), 0 5(8) >,

Nous utilisons alors 1'inégalité classique dans 1'espace

Yy s v e @ /v e @)

H(A; TR,
1Y, vy, s c (Iv(t)IIHI(]RI:M) + | avie) ] )

D' ot nous déduisons

Nia

2 (vl e Deloveolzs elloll, oo UV [l ot <l av(o])

+

I1 suffit alors d'utiliser 1'inégalité de Young et un lemme de Gronwall pour

obtenir les estimations. x|

Remarquons que, v désignant la solution du probléme (2.6), alors la

]
fonctionyp = Y, Vv = E%IT satisfait

1

ey € LZ(O,T;H_%(I‘))

Nl -5y 5 D el

L2(0,TsH 2(1)) 41 (0,T;H 2(r))

Soit alors T 1'opérateur linéaire défini par

T: v —> L2(0,T;H £(r))
(2.7) ¢ —> Vv =T¢
- ol Y = Y,V
v étant 1'unique solution du problédme (2.6)

Nous pouvons énoncer le

THEOREME 2.4
—e——— =1
I 1 e &Z(v; L2(o, 1,0 7 (),



Remarque

En toute rigueur 1'opérateur T dépend de 1l'intervalle de temps {0,T]
considéré il devrait donc &tre note T(0,T). Nous omettrons cette notation
qui se justifie par la propriété suivante :

- Soit T,>T, et ¢ une fonction de V(O,Tz)(oﬁ v(0,T) =

L
[v e H'(0,T;HZ(T))/v(0) = 0 }) alors on a bien entendu

¢
|[0’T13 € V(0,T,)

T }lEO.T1] P lefro,nl
Cette propriété exprime en fait la causalité de 1'opérateur T : les

valeurs de T¢'dans 1'intervalle [0,t] ne dépendent que des valeurs de ¢
dans ce méme intervalle :

¢? = ¢2 pour t € [0,T] ==> T¢1 = T¢2 pour t € [0,1]

L'opérateur T est relié 2 1'opérateur T par-le :

THEOREME 2.5 Soit ¢ une fonction de V et 5 un prolongement de ¢ sur TI'xR

tel que :

i

< 9(x,t) =0 ¥ts0
co(xyt) = 6(x,t) ¥ t e [0,T]
- % e HY2(R;HY2(T))

Alors on a 1'identité

To = To
® = T 0,1

Démonstration du-théoréme

Le résultat est une. conséquence immédiate de la définition de

1' opérateur T et des propriétés de causalité des opérateurs T et T, goit en
effet v la solution de :



~

o - a7 =0 dans R 'xR"

~ ~ . ' +
(2.8) v = ¢ sur T x R

It

vix,t) =0 pour t £ 0
On a bien entendu

vV =y

[[0,T]

ol v désigne la solution du probléme (2.6).

La résolution du probléme (2.8) par transformation de Fourier en x et t
fournit :
IS A - k2+i g 1/2
*+y20 vik,y,w) = ¢(k,w) e ( we )2y
ol ;(k,z,w) (resp. @(k,w)) désigne la transformée de Fourier en x et t de
vi(x,z,t) (resp. 4(x,t)). . '
v

Par conséquent si y = Y1§ = 55|r et si @ désigne sa transformée de Fourier

(x,t) nous avons :

V(k,w) = (K2+iwo) Y2 $(k,w)
Soit, en d'autrés termes :

R
Mais d'autre part

v o= > T =y =

v — v
Ito, 1] to, 13
ce qui achéve la démonstration a

Grace au théor@me nous obtenons (pour tout ¢ dans V)

IT0llz o, 202 (ryy 5 I #llo, 4

L,

L .
sClldll, L (ear T e L(H® “(RxI);L2(0,T:H T(1)))
2 2 -

Ceci étant vrai pour tout prolongement ¢ nous en déduisons 1'estimation
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Du théoréme 2.5, découle donc le :

THEOREME 2.6 ¢
. N '
L' opérateur T défini de V dans L2(0,T;H 2(I)) se prolonge de maniére

unique en un opérateur linéaire continu, toujours noté T, vérifiant :

s L

P
2" 2
T ¢ 525(}100

—_
(rx[0,T[) ; L2(0,T;H 2(r))

Remarque
i,L
~ On notera que la norme de T en tant qu'élément de 52&}{2 2(rx[0,T1);
Lz(O,T;H—%(F)) est uniformément bornée par rapport a T.
- Par densité, il est facile d'établir la propriété suivante
1' opérateur T :

i, L

- Soit ¢ e H- °
[e]

o (rx[0,T[) et soit ¢ un prolongement de ¢ tel que :

- 4
+ ¢ € H " (I'xIR)

N

* g(X,t) =

I
o

¥t =0

- ¢(x,t)

o(x,t) ¥te[0,T]

(de tels prolongements existent en vertu du théoreéme 2.1). Alors

To = T ¢
¢ =T lto,m

Pour terminer, énongons une propriété de positivité de 1'opérateur T.
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THEOREME 2.7

R Y G
L' opérateur T est positif sur Hzoz(rx[O,T[) au sens
suivant :
bk T
¥ ¢ e H *(rx10,TD) [ < Te(t), o(t) >, dt 2 0
0

Démonstration du théoréme

Il suffit de montrer la positivité pour ¢ dans V puis raisonner par
densité et continuité.

Introduisons v la solution de :

' N+1
o %% - Av =20 dans R~ «x (0, T]
YO V=9 dans T'x [0,T]
v(x,y,0) = 0 dans R

+

+
Multiplions 1'équation par v et intégrons sur IRT ! (ce qui est justifié car
v e H ' (axJ0,T0))

% é% QIV(t)”Z) +”Vv(t)”2 - <Y1V(t), Yov(t) >F

Intégrons maintenant entre O et T

T T
g
é < To(t), o(t) > dt = S[vie)]2 + £||vV<t>n2 at
d'ol 1l'on déduit le résultat annoncé. a

Etablissons également le

THEOREME 2.8

Pour tout ¢ dans 1'espace V, on a 1'inégalité :

T
39
(f) <To(t), FE(L) >, dt 20




Démonstration du théoréme

Nous considérons toujours la solution du probléme

!
>
<

1
o

dans m§+1x[O,T]

<
<
i

o

sur I'x[0,T]

N+1
+

i
o

v(x,y,0) dans TR

v e
Nous multiplions 1'équation par %E et intégrons sur JR§+1.

d ov 3
s wvof2 « o flgg O 1P = < vy vie), gp (V) (e)>,

1
2 1

Intégrons sur [0,T], nous obtenons :

p 3
[ <Tott), g2 (6) >, at -

T
v
J : | vve) |2 + o (j) 55 () ]]* a

AN
2
d'od 1'on déduit le résultat annoncé o

Comme conséquence de ces deux propriétés nous pouvons énoncer un résultat

d'existence et d'unicité relatif au probléme suivant dans le demi espace]RIj+1

qui caractérisera, comme on le verra plus loin, la restriction a ]RN+1 du pro-

bléme dans tout 1l'espace :

Trouver u(x,y,t) : m§+1x[o,rj + R

)
o 5% - Au =0 dansjm§+1x[0,T]
(2.9)
: N+1
u(x,y,0) = u (x,y) dans R x[0,T]

Y1u + T(You) = 0 sur I'x[0,T].
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Nous appellerons solution faible de ce probl2me toute fonetion u

satisfaisant :
«u € L*(0,T;H*(Q)) n H*(0,T;L3*(Q))
(2.10)

1
T

«Au € L%(0,T;L2(R)), Y. ue€H o

. (rx[0,T0)

o N

auquel cas on peut donner un sens aux trois égalités de (2.9). Nous avons
alors le :

THEOREME 2.9
Avec. les hypothéses

1

. N+
1
ug € Ho(]R_ )

«o(x,y) 2 o, >0 pb. (x,y) € JRIE”.

Le probldme (2.9) admet une solution faible et une seule

telle que :

- u € L0, T;HY(Q) n HY(0,T;L2(Q))
-Au € L%2(0,T;L%(Q))

et on a les estimations a priori

+ |l vl $Cllu

’ ”u“L“’(o,T;LZ) L2(0,T;L?)

ou
.” Vu“Lw(O,T;LZ) * “-B-E“LZ(O,T;LZ) 2

Remarque
Par solution faible nous entendons toute solution possédant 1la
régularité (2.10) et satisfaisant :

N+1) d

¥ veH (R T ( INH o(x,y) u(x,y,t,) v(x,y) dx dy)
R_

* {RNH Vu(x,y,t) - Vv(x,y) dx dy

+ < T(YO u)(t), Yo V >p =0

1' égalité ayant lieu dans P/)'(0,T)



On voit alors que la notion de solution faible peut donc se généraliser
L

» d
3 des solutions moins réguliéres : il suffit d'avoir YO u € HZOZ([O,T[xP)).

Démonstration du théordme

(i) Existence d'une solution

Cette partie sera en fait une conséquence du théoréme 2.1. L'existence
s' obtient simplement en tronquant au demi espace ]RT*1 la solution d'un

probléme posé dans tout 1'espace !
(ii) Estimation a priori et unicité

L'unicité est bien entendu, en raison de la linéarité du probléme, une

conséquence des estimations a priori.

Ces estimations a priori sont elles des conséquences des théorémes 2.7
et 2.8. Elles s'obtiennent en multipliant 1'équation d'une part par u d'autre
part par %% puis en intégrant les égalités obtenues sur ]RIE+1 en espace et
entre 0 et T en temps. Les calculs sont justifids par la régularité

(suffisante) de.la solution faible. Les deux égalités obtenues sont :

T T
1
> Il u(e) |2+ g [l vuce) || at + cf) < TYGW(E), Youle) > de = || uou;
. T, au p  du 1
3 I vuCe) |2+ éll E(t)”; dt + g < T (), (Yz2)(8) > dt =3 [ Vuon2
ou l'on a noté, pour tout v dans L?2
IIV“§ = j g(x,y) |vix,y)|? dxdy ' a

]RN+1

II.3 - EXPRESSION DE LA CONDITION TRANSPARENTE EXACTE A L®'AIDE
DE L'OPERATEUR T

Nous revenons maintenant au probléme modéle :
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o % - Au =0 dans IRN»+1 x IR+
(2.10)
u(x,y,0) = uo(x,y) (x,y) e:lRIj+1

pour lequel nous faisons les hypothéses suivantes :

" Uy € H’(]RN”)
N+1
» supp u, ¢ R i
(2.11) 0 N+1
« g(x,y) 20 >0 p.p. (x,y) e R
* N+1
+ o(x,y) =0>0 ¥ (x,y) € R

auquel cas on a le résultat classique :

THEOREME 2.10

Avec les hypotheses (2.11), ‘le probldme (2.10) admet une

unique solution faible :

u € H'(0,T; L2(RYT1)) n L2(0,T;H2 (RN 1)) = H2: (R 'xJ0,T[)

En particulier la solution u de (2.10) vérifie :

1y 3
ueHy (rx1}o,T{) x L2%*(0,T; H 2(T))

d' ol nous déduisons, gréce notamment au théorgme 1.3 :

%

) 1
(You, Y1u) € HOO (rxJ0,T[)xL2(0,T; H2(I))

Remarque : On peut noter que 1'on a en fait

23
. You eH?'*(r=xJo,TL) et You (x,0) = 0

P U 5
- Yu €H?’* (rx]O,T[)




Trouver

(2.13)

ut(x,y,t): IRI;I+1 « R —> R
u—(x,y,t) : IRIEJr‘I % ]R+ —> R
P} + + N+1 +
u
T Au =0 (x,y,t) € R, x R
- - + +
oaalt-Au = 0 (x,y,t) €ml_\_l,1 x R
u+(x,y,0) =0 {(x,y) €IR§+1
oy LR
You = Y sur T x
+ ~ +
Y1u = Y1u sur T x R

En procédant comme dans [6] par exemple, il est trés facile d'établir un

résultat d'équivalence entre les problémes (2.10) et (2.13).

THEOREME 2.11

Avec les hypothéses (2.11)

(i) Le probldme de transmission (2.13) admet une solution
unique :
1

(W, uT) e mz (R x30,T0) x B2t () 10, TD)

(ii) u € H2+'x]J0O,T[ est solution de (2.11) si et seulement si

R

+ -
le couple (u = u l N+1 5 u = uf N+l } est solution du
ion (2.13). -

probléme de transmis

Remarquons maintenant que, avec 1' hypothése supplémentaire

u. € HZ(RN+1

0 )



on a en particulier le résultat de régularité : —

N+1
+

) x H'(0,T; R

(', u7) € HI(O,T; R
-Par conséquent il est facile de voir que

Y ou =Y,u dans V
Donc, en utilisant la définition méme de T dans V :
u)

Y1 u = —T( 0

En raisonnant par densité et continuité sur la .donnée

établissons aisément le :

THEOREME 2.12

1'espace (2.11) est caractérisée par :

(i)u =u ]Rzi

YoV = You sur T x R"

)

initiale uo

est 1'unique solution du probléme

o %% - av =0 (x,7,t) € B x m"
N+
v(x,y,0) = ug(x,y)  (x,y) € R_ 1
. +
Y1v+T(Yov) =0 sur TxIR
+
(ii) u =u , est 1'unique solution de :
+
v N+1 +
o5g ~Av=0 (x,y,t) ¢ R,  x R
v(x,y,0) = 0 (x,y) € ]RILH1

nous

La solution u € Hz'l(]RT+1 x 10,T[) du probléme dans tout
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III -~ LA CONDITION TRANSPARENTE "APPROCHEE"™ - ANALYSE

ET FORMULATION DU PROBLEME APPROCHE - APPROXIMATION

NUMERIQUE DU PROBLEME

Dans ce chapitre nous introduisons, suivant la démarche heuristique
exposée au chapitre 1, les deux opérateurs approchés Tn et Tn dont nous
mettons en évidence les propriétés de continuité.

Nous établissons sur 1'opérateur Tn des propriétés de positivité
(Théorémes 3.1 et 3.2) qui sont les équivalentes des propriétés de 1'opérateur
T données aux théorémes 2.7 et 2.8.

Nous introduisons 1le probléme approché dans le demi espace en
remplagant la condition transparente exacte (2.1) par la condition :

Ju

(3.1) v .

; + T, (u{ ) =0

Utilisant les propriétés de 1'opérateur Tn’ nous montrons que le
probléme approché ainsi défini est bien posé.
Finalement nous donnons, en vue d'une discrétisation par &léments

finis, une formulation variationnelle en espace de ce probléme.

IIT.1 - L'OPERATEUR ?n

Nous désignons par Tn 1'opérateur linéaire défini sur Hr’s(rxHU par :

L2 (rxR) —8— 12
r

r,s

-1 ,S(I‘XIR)



o

N,

ou ih désigne 1'opérateur défini par :

. N oA _ N ’
¥ O(k,w) € LZP’S(IR xIR) (Tnu)(k,w) = Tn(k,m) 0(k,w)
avec ih(k,w) = k| £, T%%a)
8K (1uo)

n
£ (i Tﬂ%a) =1+ 3
n k k=1 afl(imo)+|k|2
On vérifie aisément que
T e %(Hr’s(mem); H S (R<R))

in fait perdre un cran de régularité en espace et conserve la régularité en

-~

temps. Tn est donc "régularisant en temps" par rapport a T. En particulier
- L -1
Te BlLam; KI(RY), L(R; HA(R)))

En fait %n apparait comme la composition de 1'opérateur pseudo différentiel
io dont le symbole est égal A ]k], par l'opérateur local §n dont le symbole

, - . wo ot , P
est égal 3 fn(l TETE-). Tn est donc un opérateur local en temps.

IIT.2 - L"OPERATEUR Tn - DEFINITION ET PROPRIETES

Nous utiliserons le résultat préliminaire classique suivant : *

Lemme 3.1

Soit o un nombre positif et ¢ une fonction de 1'espace
Lz(O,T;HS(F)), alors le probléme

N 2
wdE -y 2Ly dans W' x [0,T]
ot o1 8xj

f(x,0) = 0 dans RN




admet une solution unique vérifiant :

£ e co(o,T;E%T(r)) n L2(0,T3HSTR (D))

ar

= € L3(0,T;H(T))

> f est linéaire continue et on a les

L'application ¢

estimations a priori

Ilf“im(O,T;HS) * 553,|¢”£“(0,T;HS)
llVf”E”(o,T;Hs)vg 5% "¢”E”(0,T,Hs)
IIAfniz(o,T;Hs) g”d)”xz,z(o,T;Hs)

II%%“EZ(O,T;HS) : E;EEII¢”E2(O,T;HS)

Pémonstration du lemme

Etablissons simplement les estimations a priori. Nous utilisons la

transformation de Fourier en espace. Il vient :

d ~ ~ ~
ag E f(k,t)*lklz ik, t) = ¢(kyt)

‘Nous multiplions par %(k,t) et prenons la partie réelle du résultat

'%?é% [FGae) |2+ [k]? 1E0,) |2 = FReldik,t) £k, )

Aprés intégration en temps nous obtenons

~ N t ~ t "~ -~
Zlroae) 2+ (k]2 [ [Fk,9) |2 as s | [3k,s) || Fk,9) |ds|
0 0

Nous obtenons déjd en particulier :
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|#(k,9) |2 as)'/? 5 ( )12

(3.1) k]2 ( |3k, 8) |* ds

O et
Ot

De méme, nous avons :
(3.2) |Bc,t) ]2 s = | [8(k,9) [[F(k,s) [as
0

En utilisant une version généralisée du lemme de Gronwall, nous obtenons

(o

t .
a p 1 ~ t -~
(3.3) |B(k, 0|2 S 5= (g |d>(k,s)|ds)f s EZE{) |3(k,8) | ds

Mais de (3.2) nous tirons également :

172

O ==t

t
k| [Fk,e) |2 s = (] [30k,9) [2a8) '/ 2(] [ie|* |E G, 9) ] 2as)
' 0

D'ou finalement

t
~ / -
(3.4) k| |fk, )| s (a—zcﬂ 2([ 13tk ]2 as)?
0
——
. . daf
Nous multiplions maintenant par oF (k,t) et prenons la partie réelle du

résultat il vient, apr&s intégration en temps entre 0 et t :

t A t -
Kk 2 - df ~ af
‘J?L |f_(k,t)]f + aoé |-5€(k,s)|zds s(J; |¢(k,s)||a—€(k,s)| ds

D' ol nous tirons

1/2
)

| & sy )2as) 2 s L

(3.5) ( s |$(k,s)|? ds

Ot
O St

Nous réécrivons maintenant les estimations (3.1), (3.2), (3.3) et (3.5) sous

la forme :



G+ k|32 | Rk, 0) |2 < % (Z (1+|1<|2)“°’/2l<7>(1<,s)|2 ds)
(1+ k|92 k| Bk, 1) |2 < (a—i) (Z (1f|k|2)8/2|$(k,s)|2 ds)
Z| k|2 ?v(k,s)|2(1+|k|2)8/2ds < (Z (1+]k]2)%2 |3 (k,5) |2 ds)
c}) (1+ [k|2)5/2 -g—f’(k,s) |2 das s aJUZ (Z (1+]K|2)5/2 [#(k,s) |2 ds)

I1 ne reste plus alors qu'a intégrer ces inégalités par rapport 3 k dans.mN

pour obtenir les estimations annoncées dans 1'énoncé du lemme.

- Application & la définition de 1'opérateur T,

Etant donné ¢ dans L2(0,T;HS(P)), pour chaque k, la fonction fi

solution unique (cf. lemme précédent) de :

S X

K of

%n o ot

Kk
n—

J

e~z
QQ
=
™
]
©

1

y .
fn(x,O) =0

vérifie en particulier :

ek

n 2 . uS
- ¢ L (0,T;HT(T))

Rappelons que 1'opérateur To applique H%(r) dans HS‘1(F) done LZ(O,T;HS(F))
dans LZ(O,T;HS-1(F))

x

of
) est dans LZ(O,T;HS—1(F))

QJ'
s

. n K
Done v, = To (¢+0 ) B
3 . R k=1

Par conséquent, 1'opérateur :
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T L2(0,T;H3(T)) —> L2(0,T;H7 ()
® — ¥
n K 3f§
b, =T (6 + 6 Y B, 3t ) ol
k=1
(3.6) " ‘
: 2
T . w2 - 9
J=1 J
fﬁ (x,0) =0

est linédaire et continu et

I Tell 5-1 ) el
n

L2(0;T;H L (0,T;H2())

L

En particulier

T e %(LZ(O,T;H%(I‘)); L2(0,T:H £(r)))
et )

s (1+

T | -
“ n”%(LZ(O,T;H%); LZ(O,T;H .12_)) K

13

1

- Propriétés de 1'opérateur 'I‘n

THEOREME 3.1

L'opérateur T
L2(0,T;H 2(r))
définie sur L?(0,T;H? (F)) par :

T
bn(¢, y) = g < Tn¢(t), w(t) >, dt
L
(ol <-,o>r désigne la dualité H? -

aire symétrique et positive.

Q | w™
S NS X
—

1
est un opérateur positif de L?*(0,T;H2(r)) dans

Plus pre01sement la forme bilinéaire b (¢ P)

-1
H 2) est une forme biliné-



Démonstration du théordme

Soit ¢ une fonction trés régulidre, Calculons bn(¢,¢). Y o= Tn¢ étant

n
réguliére on a simplement :
n K 8f§ -
(H.7) < T (E), o(t) > = < T a(t), ¢(t) >, + o k§1 B < Ty 3 (E)s 6(8) >,
Or nous avons :
arK azr K
k g =8 - n__ o
%n ot o 3x.?
J J
afﬁ
Nous multiplions alors par TO T (4 gauche)
y afi afﬁ Bfg aZfﬁ afﬁ
oy © < To at ’ 3t >F - % < To FI 3sz >P =< TO‘EE-’¢ >T
Or nous avons :
ark  a2rk ; afi ark
=< To ot 8xJ.E >F =< axj (To 3t J’ 5;3 >P

Nous utilisons. alors le fait que 1'opérateur To commute avec 1'opérateur 5%—

J
Done,
afg aZfﬁ 220K ar
=< To ot '’ axj! >r =< To ijat ’ 5?3 >r

Soit, par définition de b(¢, P) = < T, ¢ ¥ >

Bfk 82fk asz 3fk
< T -2 LN ( o n )
o ot '’ asz T axjat ’ 93X,

La forme bilindaire b(¢,y) étant symétrique, on a



ark a2k otk aek
8 R T F A e
(3.8) ot I r T2 & %, ' Bx
J J J
Donc finalement,
ar'r‘] , arfl af‘:1 L T aff1 af’:1
CTo gt ¢ g Bl (Mg (D) e <15 (0, g (0 a0
Or,
T n K T Bfﬁ
b (6, ¥) = (f) < T 6(t), o(t)>, dt + okz1 8" (f) < T, =g (0, e(t)> dt
Par conséquent :
T no, T afﬁ arﬁ
= 2 rv— —
bn(¢.¢) = g < To ¢(t), o(t) >1w dt + ¢ kz1 o sng <To 5T’ 3L 7 dt
5 n K n afﬁ afﬁ
+ 3 1 8y (0 b5 (M, 2 (D))
k=1 J=1 J J
Soit encore, pour toute fonction ¢ réguliére, 1'identité :
T noo, T 8f‘i afﬁ
- 2 e —
b (4,6) = g bo(8(t), 9(e)) dt + 02 T a8l [ b2 (), =2 (£)) at
k=1 0
(3.9 ,on L on afl;l 3fﬁ
+3 L8, (I olzm (M, 55 (D))
k=1 k=1 j j

En fait, par continuité, on vérifie que cette identité est valable pour
L
toute fonction ¢ dans 1'espace L?*(0,T;H2?(T)) ! La positivité de bn est
4alors ne cénséquence directe de la positivitéd de b et des coefficients ak
k
1
et Bn .
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Pour calculer b(¢, ¢) il faut introduire les fonctions gﬁ définies par :

K . K
Kk %8, o%e,

% 9 3t Z 9X.2 v
J J

On obtient alors 1'égalité :

T n T ark agk
b (4,0) = [ blat), wit)), dav+o® I  of 85 [ v (=2 (t), =2 (1)) at
nv’ ’ T n n ot > ot
0 k=1 0
(3.10) , K K
n n of 9g
£ 2T 85T ut m, 22 )
. , X,
k=1 j=1 J J
ce qui prouve la symétrie de bn o

THEOREME 3.2
R i
Soit ¢ € H}(O,T;H?(TI)) tq ¢(0) = ¢0, on a alors 1l'identité
3¢y _ 1 -
o, (6, =) = 5 { b(o(T), ¢(T)) - blsy, o) |
k K
n of of
1 K K ., n n
T2 k§1 ay By 0F bl (T, = (T)
; D .k n T azfi akan
v T _n —
3 ) Bn (L f b (ax.at (€, 8x.8t(t)) dt)
k=1 j=1 0 J J

Démonstration

Lorsque ¢ est régulidre on a :

n 'afk of
of - 3¢ K _n =
< T 0(t), 5= (8) > = plelt), =X (£)) + o kz1 B, < T, ¢ (8) 5 (8) >
. no Bfi af_
="§ 'd—f: (o(o(t), o(t))) + Ukz1 Sn < TO TS (), =t (t) >I'
Or on a : '
a2rk 5cK
K no_ z n__ 2%
%y 9 Toce § aszgt 3t
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Des calculs identiques & ceux menés pour le précédent théordme donnent donc

ar arﬁ e, ars ar |
< T, ¢ = (1), =t () >r -5 3% (v (3¢ V), = (B )
rEx (X azrn | aka )
+ ) b (t), (t)
=1 ax 3t 9%, ot Jat

Par conséquent

2% 1 d o Tk ok oy o1,
- T e — . 2 u __n
Tolt), (e =35 5 {b(aCt), (1) + I a 8 o2 blg (£), = (1))
= k=1
~n . n a%fz aka
+al 8, (1 bz (0, e (t)))
k=1 =1 :
Par conséquent comme
a, T 2
b4y 5E); =v£ <T o), 5 (1) >F‘dt
par intégration de (4.12) ehtfe b et T, il vient ;
b (¢ 39)'= 10 ble(my, o(T) - b(e(0), $(0)) |
n'"' 3t 2 ’ ‘ : ’
K K
n of of
1 k .k n 'n
© g Loty ot pl g™ 5 (™)
o : E } : p2rk a2ek )
+ o 1 B, b [z (1), = (8)
k=1 n =1 0 . axjat 3% .ot

1
1' expression reste vraie pour ¢ dans H‘(O,T;H"(P)) en raisonnant par continui-
té o



Corollaire 3.1

i
Pour toute fonction ¢ dans H'(0,T;HZ? (T)) avec
L
$(0) = 6g € H? (Ir'), on peut écrire :

3y L1 B
bn(¢i at) - 2 b(¢o! ¢0) * bn(¢l¢)
avec

b (8, ) 20 ¥ ¢ € H'(0,T;H (I)

L' opérateur T est relié i 1'opérateur Tn par le

THEOREME 3.3 | 1
Soit ¢ un élément de L2(0,T;HZ (I')) et soit ¢ un prolongement
de ¢ satisfaisant

-~ L
% & € L2(IR: H?2(I))
o(x,t) =0 pour t < 0

Alors on a 1'égalité

T ¢=T ¢
n® " %oy

Démonstration du théor2me

Soit fﬁ la fonction, nulle pour t<0, définie pour t>0 par

af ¥ n p2fK
Ko =2 -3 LI
“ 7 5t .o, 9x3 ¢
Kk
£ (0) =0
Il est bien clair que :
fk=f"k
n nlo,T]

Si nous résolvons (P) par transformation de Fourier en x et t nous obtenons
aisément.



~k
af
jﬁ?(k,w) = = 1w ¢ (k,w)
a (iwo)+|k|?
Yo

(Nous savons, d'aprés le lemme 3.1, que la fonction TE? appartient a

L2(R:HE(T)).

.

Par suite en posant :

) ) . afi‘1
Y = To (¢ +0 ) Bn —7;)
Nous savons que :
Y= Tn $
- ST
£o,T] n
le théordme est donc démontré o

On a donc le méme lien entre les opérateurs Tn et Tn gu' entre les

opérateurs' T et T.

III.3 - ETUDE DU PROBLEME APPROCHE

Nous pouvons maintenant, & 1'aide de 1' opérateur Tn’ formuler 1le

probl2me approché qui consiste & :

N+1

Trouver un(x,y,t) : R_ —> 1R tgq
3u

n_ _ N-+1 +

o 3T Aun =0 - (x,y,t) € R. xR
(3.13)
Y + T (Y. u) =0 (x,t) € R xR’
1 Yn n‘'o Yn’ T x,0) € xR
~ N+1

un(X.y,O) = uo(x,y) (x,y) € R_

Ce probléme a effectivement un sens via wune formulation faible. Plus
précisément, nous appellerons solution faible de (3.13) toute fonction telle

que :



1

e o0, T; L2 (R 1)) n L2 (0, TsHY(RY ! )

« ¥V H‘(IR§+1 ) on a dans @' (0,T)
EdE UN+1 o(x,y) u (x,y,t) v(x,y) dx dy)
(3.14) R_
* f Vu (x,y,t) « Vv(x,y) dx dy
mN+1 n

+

< 'rn(Y0 un)(t). YO N >r =0

un(x,y,o) = uo(x,y)

Nous pouvons alors énoncer un théor2me d'existence et d'uncité relatif au
probléme (3.13)

THEOREME 3.4
Avec 1'hypothése :

u.e L2(R

0 )

le probléme (3.13) admet une solution et une seule

u, € C°(0,TsLE(R ' ) 0 L2(0, T (R )
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satisfaisant 1'estimation :

Il I u,l

s C 1yl

+
L®(0,T;L?) L%*(0,T;L?)

Si 1'on suppose en outre que :

1

N+
1
u, € HO(]R_ )

alors la solution u possdde la régularité
N4 3y n Le(0, TsHU(RT))

))

u e H'(0,T;L2(R

hu_ € L2(0,T;L2(R T

et on a 1'estimation a priori

ou
n

v + | = sci|lvVv
19900 o o, 750" 1 38 iz o, i) 7ol

Démonstration du théoréme

Nous donnons simplement le principe des estimations a priori. La
démonstration rigoureuse de 1'existence peut se faire par exemple en utilisant
une méthode de Galerkin en espace et en raisonnant de fagon standard.

La premidre estimation a priori s'obtient en multipliant 1' équation par
uy puis en intégrant en espace et en temps 1'8galité obtenue. On aboutit ainsi
a:

T
(3.15) Thuon]z + ]
0

' 1
v 2 + = - 2
I un(t)”o at bn(YO Upe YO un) ZI’uOHU
La premidre estimation se déduit alors de 1la pésitivité de la forme
bilinéaire b . '
3u Pour la seconde estimation nous multiplions cette fois 1'équation par

TE?’ Aprés intégration en espace et en temps nous obtenons :
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T 3du
1 n = 1
'2'” Vu (T) % + ({ ”—af (L) |2 at + b, (YoUns Youn) = P(Tqugs Youy) + -2-|| Vug ||?
Soit encore, compte tenu du corolaire 4.1
. T aun .
(3.16) sl Fu (M2 + Cf) 55 ()2 at + B (vqu , You)

1
= b(Yquy, Youy) + 5 Vug |

Le fait que Bn(o,-) soit positive nous fournit alors le résultat annoncé.
Remarquons toutefois que 1'intermédiaire (3.16) n'est pas rigoureusement
'justif‘ié dans la mesure ou u n'a pas, a priori, la régularité nécessaire.
Toutefois cette phase est justifiable lorsque 1'on raisonne par exemple sur la
solution approchée dans 1la méthode de Galerkin, Dans tous les cas,

1' estimation est vraie. o

Remarque On notera qgque les estimations obtenues sur 1la solution
approchée v, sont indépendantes de n. On a utilisé pour

établir 1l'estimation n°2, 1'inégalité classique :

b(YOuO, Yo uo) <l VuOHZ

Si nous voulons résoudre le probléme approché (3.13), il est bien clair,
compte tenu de la définition de 1'opérateur Tn’ que ce probleéme est équivalent

au probléme suivant (que 1'on résoudra en pratique)

Trouver : un(x,y,t) : ]lillh1><1R+ —> 1R

fﬁ(x,t) . xR — R, 15ksn

satisfaisant les équations :

u
n - N+1 +
(3.17) e bu = 0 (x,v,t) R <R
n afk
fu+T {7u +a ) B —=—1}=0 (x,t) Tx®
1"n o) 0'n = k 9t ’




k
fn(x,o) =0

52 = Tgu (x,t) € TxR' 1Sksn-
: |

un(x’ yro) = uo(xa Y)

pour lequel on peut énoncer bien entendu le :

THEOREME 3.5

Avec 1'hypothése :

u. € Lz(]RI_\_H.I

0 )

Le probl2me (3.17) admet une solution unique vérifiant :

©oue co0,T;L2(RVTY)) nL2(o,TsHY (R )
« ‘n
- (e en ((C°(0,TsHY2(T))) 0 L2 (0,T;HY2 (D))
k=1
Ju
. -a—é]- € L2*(0,T;H l)(Iﬂﬁﬂ)
afﬁ n 1 :
« (mp)em @O, THE(T)
k=1
En outre on a les estimations a priori :
£ Cliu
lonlog ey S Cllul
[N R I I R PN b
K T V& 0\%
£l 1 s (—=)%(r+3)7 Jju 15ksn
k 2 1% oy
\24 L S —J2 (T + =)* Sk<
k 1 oYy
Af L § — [T+ =) <K<
Fatall o ru¥) 5 (T + 37 {lull 15ksn



Démonstration du théoréme

I1 suffit de joindre les résultats du lemme 3.1 & ceux du théordme 3.4

o

Remarque + Si les estimations obtenues sur la solution u sont
uniforme par rapport & n; il n'en est pas de méme a priori

s k
pour celles obtenues sur les inconnues auxiliaires f‘n.

Pour terminer, énongons un résultat d'existence d'unicité et de
continuité dont la démonstration est quasiment identique & celle du théoréme
3.5 (c'est la raison pour laquellel nous ne la donnerons pas) et nous servira
de facon essentielle au paragraphe 4 pour établir le résultat d'approximation.

Ce résultat concerne le probléme suivant

N+
Trouver un(x,y,t) : R, T R —> R

ou N+1

n +
o 3% \7url =0 (x,y,t) e R. ' x R
(3.18)
Y1 up + Tn(YOun) =y (x,t) eI x R

un(x,y,o) =0

THEOREME 3.6
Avec 1'hypothése

v € L2(0,T;H 2 (1))
Le probléme (3.18) admet une solution et une seule :

1

u_e €00, T;L2(R ! ) 0oLz (o, TiH (RYT))

L'application y=—> u]’1 est linéaire continue de

1

. .
L2(0,T;H (1)) dans C°(0,T;L2(RN 1)) n L2(0, T;H (R ).

Plus précisément on a 1'estimation (independante de n)

I o, ~ 7w cjvi

= -1
neL®(0,T;L?) nvL2(0,T;L?) L2(0,T;H 2(r))




III.4 - FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME APPROCHE

Nous nous plagons dans l'espace :

vV =H(R_ ) ; g H%(F)

k=1

I1 est alors facile de montrer que le probléme (3.18) est dquivalent au

probléme variationnel :

Trouver (un(t), fi(t))'€ L2(0,T;V) tg

1, d
s

I o~1—

¥ Vo€ H‘(]RI_\I_+ {(un(t),v)0 + 0 Bﬁ b(fﬁ(t), Yov)}

k=1

» + (Vu (t), Vv) + b(Ypu(t), Yov) = 0
(3.19) k k
kK x K d (.k K, o of og
¥ g8 e HID) ol o g (£a(0), g)p v (5 (8), 55t )p - (vgu, g )p= 0
J=1 J J

) .
(u (0), £,(0)) = (uy, 0)

ol nous avons posé

(u,v)o = f ouv dx dy
(Vu, Vv) = f Vu « Vv dx dy
(r,e), = [ re ax

Remarquons que de fagon abstraite, la formulation variationnelle du pfobléme

peut s'écrire :

k d |
¥ (v, g8 e Voo ( o((u (8), £506)), (v, &)

P30 (o), ), (v, £9) = 0
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o) les formes bilinéaires p et a sont définies sur VxV par :

n n
k ok K K ., oK
p(Cu, 1), (v, g) = (u, v)_ « 1o oty gDy e @ 1 8y b(EL(), Yov)
K K
n of ag
=~ k Kyy o n n _ K
a((U. fn); (V1 Sn)) = (Vun, VV) + b(You' YOV) +j§1 ( -—-—axj , —-—ax')r (You, gn)r

Pour la discrétisation en espace du probléme, on peut bien entendu appliquer
une méthode de Galerkin standard et pour la discrétisation en temps utiliser
un e-schéma implicite aux différences finies (cf. [6]). On construit ainsi une
classe de schémas d'approximation du probldme (3.13). Les difficultés de

résolution viendront :

- de la présence de la forme bilinéaire b(s,+) qui donnera des blocs
pleins dans les matrices, ,

- du fait que les formes bilinéaires p et a ne sont pas symétriques ce
qui ménera & des matrices non symétriques.

On verra, dans un prochain travail, comment i1 est possible d'une part
de symétriser le probléme discret d' autre part de réduire au maximum la taille

des blocs pleins des diverses matrices ([71).
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IV - CONVERGENCE DE LA SOLUTION APPROCHEE —~ CONSTRUCTION

D*UNE BONNE SUITE f

n

Nous consacrons ce paragraphe & 1'étude de la convergence, quand n-+o,
de la solution approchée un vers la solution exacte u.

Nous &tablissons tout d'abord un résultat de convergence assez général.
Ce résultat est basé sur un théor2me d'approximation de 1'opérateur T par
1' opérateur Tn que 1'on obtient moyennant des hypothéses raisonnables sur la
suite de fonections fn(z).

Nous justifions ensuite sur un plan théorique, la méthode utilisée, en
exhibant, de fagon constructive dui plus est, un exemple de suite fn(z)
remplissant ces conditions., Pour ce choix particulier de fn nous pouvons
obtenir des estimations d'erreur sur la suite u=u .

Pour terminer nous discutons de la détermination, & n fixé, de 1la

fonction fn(z) optimale.

IV.1 - UN RESULTAT DE CONVERGENCE GENERAL

Comme nous 1l'avons vu, les opérateurs Tn et T ne sont pas tout a fait

de la méme nature puisque :

N

T, ¢ Qg(LZ(O,T;H%(r)). L2(0,T;H 2)))

T e Guy,® ([0,TIx0), L2(0,T3H 2 (1))
1
En particulier si on considére L2(0,T; H2 (I')) comme espace de travail, T

i -4
apparatt comme un opérateur non borné de L?*(0,T;H? (I')) dans L2?(0,T;H 2(I))

dont le domaine serait :

’

0

op-

D(T) = H (to,T[xT)

o NI~



Nous approchons donc un opérateur non borné T par une suite d'opérateurs

bornés Tn' Il est done normal d'avoir

(4.1) im T[] = 4=
n-*+o
oﬁ[|Tn|| désigne la norme de 1'opérateur T en tant qu'élément de 1'espace
L -1
L (L3(0,T3H? (1)); L2(0,T;H 2(T))).

Nous allons tout d'abord énoncer des conditions suffisantes sur 1la
suite des fonctions fn(z) pour 1l'obtention d'un résultat d'approximation de Tn
par T. Bien entendu le résultat maximal que 1'on puisse espérer est :

l,L

22 )
¥ £ € H " (r<[0,T1) lim [T f - 1| -L =0
o0 nrse 0 L#(0,T;H Z (I))

Pour cela nous faisons sur la suite fn les hypothéses suivantes :

=300 /¥ re RO (1) - £(I0) | s Clr(in) |
(4,2)
¥ e R lim £ (iX) = £(i})
n->+wo
Nous vérrons dans la suite que de telles suites existent, ce qui
Justifiera .entidrement sur le plan théorique la démarche adoptée. Notons

simplement que ces hypothdses sont raisonnables. En effet, le fait que :

¥nem lim ]fn(ix) = FliA) | = +e
. A+
emp&che d'avoir, comme nous 1'avons déja signalé, un résultat de convergence

uniforme de fn vers f. En revanche, nous avons nécessairement

fn(iA)‘f(iA)

¥new lim | 2690

A2+

ce qui rend l'hypoth&se (4.2) raisonnable,

Avec les hypothdses (4.2) nous pouvons maintenant é&noncer notre
résultat :



THEOREME 4.1

On suppose que la suite fn(z) satisfait les hypothéses (4.2),
on a alors les résultats suivants :

il,L
2’2

(1) %o e g (rx00,TD) | T.0Tollg 4ot sc ol ¢”fldpr

Lv . . . )
v 77, . 2 _ 4 -
(11) ¥ ¢ € Hyy (rx[0,TD) },ﬂ"m 10 - Tollg gy r=0

Démonstration du théordme

Le théordme est une conséquence simple d'unh résultat d'approximation de
1' opérateur Tn’ donné par le :

Lemme 4.1

Si les hypothdsés du théordme sont satisfaites on a :

1
5

n

) _
- T . o~ o=~ =~
(1) ¥peH (xR ||T ¢-T ¢||_v%,osc||1~ 4’"-%'0
L
(11) ¥ e’ “(IxR) 1im [T 8 -Tolly,0 " 0

n++o

Démonstration du lemme

I1 suffit d'écrire qué :

. L . A
™ 3 o.M o1 2 = (1+k2) z T (k: )—T(kv ) 2 ¢(k9 ) 2 g dk
155- 58057 e & 13, e T0c, 0 [ 20 |2 du

ol, rappelons le :

c T (w) = k| f (1»]—;]‘12—)
. T(k,w) a2

[}
=
=

=
~
e
x l
N
Nt

9(k,w) désignant la transformée de Fourier de $(x,t)
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Des hypothé&ses (4.2) on déduit immédiatement
- T (kw) - Tk | s € [Tk, w) | ¥ (K,u) e RxR
(d'ol 1'on tire 1'estimation (i)) et :

Cepup. (Kyw) € RxR lim T (k,0) = T(k,0)
n++o n
Le résultat de convergence (ii) est alors une simple conséquence du théordme

de Lebesgue. o

Pour démontrer le théoréme il suffit alors de raisonner sur les prolongements
et utiliser le lemme. En effet, si ¢ V on peut, (théorédme 1.2), trouver un
prolongement $ satisfaisant :

~ by
- ¢ €H® “(I'xR)

- ¢(x,t) = 0 pour t < O
- o(x,t) = ¢(x,t) p.p. dans [0,T]
et nous savons que
Té¢=T¢
g n n¢'[O,T]
T¢ =T
¢ T

Par suite

Iremolly 4 s 185 - Tally

D'ol 1'on déduit, grice au lemme 4.1, d'une part :

lim || T o~ Tq;”o’__lz_,r =0

ne>+o

et d'autre part,



THEOREME 4.2
On suppose que la suite fn définissant Tn satisfait 1les

hypothéses (4.2), et on suppose en outre que :

1

N+
. 1
uy € HO(]R_

N+1

1) o(x,y) 2 ox > 0 p.p.(x,y) € R_

* 0 € L“"(]Rﬁ+
On a alors le résultat de convergence : (quand n>+e)
> u dans C°(0,T;LE(RY)) nL2(0,TsHN(EH )

u
n
" avec, de fagon plus précise, les estimations d'erreur :

1, sC ” (Tn_T)(You) ”0’_%’1-

I un-u”L“"(O,T;Lz(lﬂ+ )

N+1

IFugul L=(0,T;H! (R. ') sc (T"—T)(You)no"’z“’r

Démonstration du théoréme
I1 suffit de former 1'équation vérifiée par la différence (un—u).

Rappelons que, d'aprés le théoréme de traces 1.3 :

(u, u) € H‘v‘(Imljﬂx]O,T[)2
L L,

. . 2 2 2

o1 ==> (Y U, Yqu) € Hy, (rxJo, T[)

(un(O), u(0)) € Hc‘)(m )2

On vérifie alors aisément que l'on a, en posant

W = Uu_~u
n n
Bwn
4] —aé“‘ Awn = 0
wn(x,y.o) =0

Y1wn*-T(wan) = (Tn—T)(You)

o, bien entendu, (Tn—T) You est un élément de LZ(O,T;H~%(F)). Il suffit

alors d'utiliser le théoréme 3.5 pour conclure. o



IV.2 JUSTIFICATION THEORIQUE DU PROCEDE D'APPROXIMATION - UN
EXEMPLE CONSTRUCTIF D'UNE SUITE fn SATISFAISANT LES
HYPOTHESES (4.2)

Notre propos est ici de montrer que 1l'on peut effectivement construire
une suite fn(z) de fractions rationnelles de la forme (1.21) qui satisfait
les hypothédses (4.2). ‘

Nous utilisons en fait une approximation par fractions continues de 1la
fonction f(z) = V/1+z . La méme idée avait déjd été utilisée dans [8] pour la
construction de conditions aux limites absorbantes pour 1'équation des ondes
el également dans [2] ol on s'intéressait & 1'approximation d'un noyau de
convolution.

Pour construire la suite fn(z) nous allons commencer par construire un
suite f:(z) dont nous extrairons une sous suite qui constituera précisément

notre suite fn(z).

Construction et étude d'une suite f:(z)

Nous posons donec pour tout z non réel négatif :
(4.5) £(z) = (1+2)/2 Re(r(z)) > 0

et nous caractérisons f(z) comme 1'unique point fixe d'une application

nomographique :
f(z)2 = 1+2z
(m==> z = (£(z)-1) (£(2)+1)
(> £(z) =1 + —2
1+f( z)

ce qui suggére de considérer la suite définie par la relation de récurrence :

(4.6) £F (z) =1+ —2
n+1 | 1+f:(z)



ou 1'on choisit par exemple -
* 3
fo(z) =0

Remarquons tout de suite que par construction méme :
« On a pour tout n21 f:(o) = 1

- La suite fn(z) est bien une suite de fractions

rationnelles. Plus précisemment on a :

Pn(z)

* - "
¥nz0 fn(z) =D

n

ol Pn(z) et Qn(z) sont deux sﬁites de polynomes déterminées par les relations
de récurrence :
Pn+1(z) = Pn(z) + (1+2) Qn(z)

,Qn+1(Z) = Pn(z} * Qn(z)
4 partir desquelles on établit aisément que :

« d® Q a°Q =n ¥nz20

2n ° 2n+1

. o = o = ‘
d P2n nd P2n+1 n+1 ¥nz20

en conséquence de quol la partie entiére de la fraction rationnelle'f:(z) est:

- une constante si n est pair

- un polyndme de degré 1 si n est impalir
Pour calculer la suite f:(z) nous‘remarquons, par un calcul simple que :
* _ _ ro¥ N g ¥, .11
£, (2)-f(2) = (1-£(2)) (£ (2)-£(2))(1+£ (2]

£%,,(2)+0(2) = (1+£(2))(£X(2)+£(2) ) (142 (2))

4 partir de quoi nous obtenons
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* -
f:+1(z)—f(z) ) £2(2)-f(z2)

1-f(z)
1+f(z)

f‘;+1(2)+f(z) ) f:(z)+f(z>

cette relation prouve que la suite fn(z) est parfaitement définie pour tout

z € C-A. Plus précisément nous avons le :

THEOREME 4.3
Pour tout z € €C\A, on a l'identité :

*
fn(Z)-f(Z)- _ 1-f(z2) )n

f:(z)+f(z) i 1+1(z)

La suite f:(z) est donc donnée par

1-£(z) )n

1 -
(4.7) t*2) = 1(z) 1:£(2) ¥z eC\A

1-f(z) yn
* ( 1+f(z) J

I1 est bien connu que 1'application : z > 153
applique le demi plan ouvert P = {z/ oG(Z))O} dans le disque unité ouvert D =
{z/[z|<1} et 1'axe imaginaire pur sur le cercle unité,

Or, par construction, nous savons que pour tout réel z n'appartenant

pas a la demi-droite A, @99e(f(z)) > 0. Nous en déduisons le :

THEOREME 4.4

Pour tout z dans €-A; on a

lim f;(z) = f(z)

Nn->+o

En outre la convergence est uniforme sur tout compact de €\A.

Plus précisément, pour tout compact K de €\A il existe une

nNno
vvvvv YT

¥zek |f(2)-f(2)] S CK) « n(K)"



Démonstration du théoréme

I1 suffit de remarquer que
(1—f(z))n
1+£(z)

*
£.(2) - £(z) = 2f(z) , (1—f(z)]n
1+£(2)

Or 1'application z > (1:?&2;)“ est analytique (donc en particulier
continue) sur CT\A et applique C\A dans D. L'image de tout compact K de C\A

est donc un compact de D et par suite.

1122820y ¢ j0,11

n(K) = SupK TF)

Z €
Posons alors

c(x) = 2(sup |£(2)]) (1-n(x))™"
z €K

Nous en déduisons

[e%(2) = £(z) | s c(x) + a0

ce qu'il fallait démontrer

’ Nous nous intéressons maintenant aux pdles de f:(z). Le théordme 4.3
prouve que la fonction f:(z) est analytique dans C\A. Nous savons donc dores

et déjid que les pdles de la fraction rationnelle f:(z) sont situés sur la demi

droite A. De fagon plus précise nous avons le :



LEMME 4,2
' Les pBles de f;(z) sont donnés par :
*
(i) pour on(z)
z =25 o - (1+tg? ig‘-ﬂl—)ﬂ) = - !
= %on 8" ~in T sos? CKAIE
4n
k=0,1,..,n"'1
(1i) pour f*
2n+1(z)
k - - 2 (2k+1)1 _ 1
z = Zyne = ~(1+tg ez ) cos? 2KFT
kn+2
k=0,1,oo'n_1

(Dans chaque cas, 11 s'agit de pdles simples)

Démonstration du lemme

De la formule (4,7) nous déduisons que les pdles de f:(z) sont les racines de

1t équation

Dont les solutions sont données par

; L2k+1)m _
1-f(z) _ n _
() - ° K= 0Theee 0l

ce qui nous donne

1-cos[(2k+1)%] ~ i sin((2k+1) H)

f(2) =

1+cos[(2k+1)%] + 1 sin((2k+1) %)



Soit encore

. (2k+1)T
£(z) i tg.[ S ]
Et par conséquent
A 1 tg >

ce qui démontre le lemme en considérant les deux cas
Calculons maintenant le résidu de f; en chacun de ses pdles z;

Lemme 4.3 .

Pour tout entier k entre 1 et n, on a la formule :

¥, ky __2 K k
Res (fn, zn) = -3 zn(1+zn)

Démonstration du lemme

k
Chacun des pdles zZ, étant simple, nous avons :

d ( 1 -1

dz £*(z)
n

) k
Res (f;; zn) = | ) (zﬁ) }

Utilisons la formule (4.7)

1 - { (1) 1 ( } « (1 (1~f(z)
* f(z 1-£(z)\n 1+£(2)

£ (2) 1 (1+f(z))

1-f
- n(z) {1+ (R
Par conséquent :

d ! dh 1-f

(=) - 5@ 1+ (FEE" )+ na) £ (¢

")

1-f(z)\n
1+f(z)) )



Or on a :
Kk
1-f(z7)
n
(4.8) 1+ [ 1" =<0
1+f(zk)
n
Par suite
d 1

dz

k k d rr1-f(z).n K
f*(z)) (z)) = nlz) « 3 [yl ()
n

Soit encore, toujours grace a (4.8)

4 (1) - L L ayny ok

dz £(2) n 2f(z§) dz. "h1+f(z) n
Or nous avons également

d 1-f(z)n | -2n 1-f(z)yn-1 _,

dz { [1+f(z)] b- (1+£(z))? {1+f(z)} f'(2)

Soit encore, au point z=z§

d 1-f(z)n ky __n ., .k
dz {[TTFTET] | (z) = K £ (zp)
n

Par conséquent, nous obtenons finalement :

d 1 K n 'z
— ( Wz ) = = —
dz f'*(z) n Zk f‘(zk)
n n n
Or,
1 (z) = _._1__
2f(2)
Done,
" k 2 _k k
Res(f‘n, zn) =~ -7 zn(1_+zn)

ce qu'il fallait démontrer
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Nous pouvons maintenant donner la décomposition de la fraction rationnelle

f:(z) sous sa forme (1.21)

THEOREME 4.5
pour tout entier n, on a les développements :
* 1 nt n (2ﬁL3)H
(1) £ (z2) =1+=
2n . n k=0 1 + z cos? (2k;1)H
n
. (2k+1)I
n-1 g8in? ———==
. * _ Z 2 4n+2
(11) f2n+1(Z) = V5Tt e ) . (2k+1)I
k=0 1 + z cos ERTYCH
n+2

Démonstration du théorame

Cas de ¥ (z)
2n

(1)
Nous savons déja que :
- Les poles de f;n sont tous simples
- Sa partie entiére est une constante
- * =
f2n(0) 1

Nous en déduisons qu'il existe des coefficients bﬁ réels, tels que :

n-1 bg z
£ (z) =1+ )
en k=0 z - 2z
2n
Pour calculer bi, nous écrivons :
* J 4 _J * J
ég%es(fzn, Z2n) = llm. (z ZZn) f2n(22n)
'Z+Z;n
Comme d'aprds le lemme 4.3 on a
* Jy_._. 2 3 J
@9€es(f2n, Zon) 5n Zon (1*Z5n)



I1 vient immédiatement

I ol 2 ey o] e (204D
bn - 2n (1+22n) = *q te 4n

Par suite en remarquant que

tg? 2it1)m 2 (23+D)m

In sin

4n
z+ (1+tg? EE%%llE ) 1+2z cos? ig%%lll

On aboutit aisément au développement annoncé ,

- 3*
(ii) Cas de f2n+1(Z)

*

Cette fois la partie entidre de f2n

+1(z) est un polynGme du premier
degré. On a donc un développement du type :
n-1 bﬁz
£ (z) =1+ B, 2 * )

2n+1 k=0 z-zk
n

Par un raisonnement identique & celui fait précédemment on détermine bi. Pour
calculer Bn nous remarquons que :

*

. f2n+1(z)
g =1im ————
AL 2

Introduisons alors également la quantité

et utilisons la relation de récurrence

—t

1+ f (2)
p

en faisant successivement p = 2n et p = 2n-1. Nous obtenons de cette fagon :

fp+1(z) = 1 +




Eliminant Yn entre les deux égalités, nous obtenons :

B =
n 1+(1+ : 1 )
n-1
- Bn-1
T2 Bn-1

1
Bo =1 =8 "3
1 1
Bp=3 =8 "3
Supposons
1
B = Zne
Alors
8 - 1 _ 1
n+t (2n+1)(1 . 2 ) 2n+3

2n+1

ce qui établit le résultat par récurrence

Construction de la suite fn 34 partir de f;

I1 suffit de considérer la suite des termes pairs et donc de poser
*

Nous avons déja démontré, au cours de 1'étude de la suite f;, que :



n BnZ
. f(z)=1+2
n k
k=1 1+anz

LRk 1 . (2k-1I

By = n te 4n
)4.10 k = (2k“1 )H
( ) a, cos ? — 5

. fn(z) —> f(z) pour tout z dans € \A

. La convergence de fn vers f est uniforme et exponentielle

par rapport & n sur tout compact de C\A

Il s'agit maintenant de s'assurer que cette suite fn(z) vérifie les

hypoth&ses (4.2). Pour cela, il nous suffit de démontrer le

THEOREME 4.6

I1 existe une constante C > 0 telle que :

¥AemR |f (I)-F(0)] sc | £(in)]

Démonstration du théordme

Introduisons, pour tout A € R.

(4.11) Q) = (1 +10)"2

Nous pouvons écrire £(1) = a(x) + ib(1). Nous avons alors :

g a(A)? - b(A)2 = 1

2a(i) b(x)

1}
D

Dans la plan complexe, z=x+iy, on en déduit que, lorsgue X déerit R, £{i)

déerit la branche d'hyperbole

(%) { "

x 21

2__y2=1



branche que 1'on peut paramétrer par

x = cht
y = sht
Im(z)
Lieu décrit par : : | 2]
1-5§(\)
1+E(A)

t € R
t e R

Nous pouvons donc poser

(4.12) £ = cht + isht

¢

auquel cas nous avons la formule

1-g _ 1+cht-isht
1+¢

1+cht+isht

£t e R

soit encore, apr&s quelques manipulations

1_

1+

Y

¥

avec

= -th  { cose(t) + i sin 6(t) |

\

@%e(Z)



cos 6(t) = tht 0 s6(t) s1
- -
sin 8(t) = oht
Par conséquent nous avons :
(4.13) ( % )2n lth-zt— [2n {cos(2n8(t)) + i sin(2ne(t))}

Intéressons nous tout d'abord aux valewrs positives du paramétre t (qui
correspondent aux valeurs positives de 1). Lorsque t varie de 0 & +», 8(t)

décrolt de % a 0. Par conséquent :

|(}:§)2n| croit de 0 & 1
Arg((%%%)zn) = 2n6(t) décrolt de nIl & 0.

Par conséquent, lorsque t varie de O 4 +», le nombre complexe (%E%Jgn décerit,
a 1'intérieur du disque unité une spirale en faisant n demi-tours autour de
1'origine. Soit (Zn) cette spirale.

Notre but est de démontrer 1'existence d'une constante C > 0 telle
que :

¥t20 ¥nelN |1+[1—}§)2” 2 ¢

1+g

Nous savons que pour chaque valeur de IN, il existe une constante Cn telle que

2 C

Vtzol1+(1"5)2“ .

I1 s'agit maintenant de montrer que, s8i l'on pose :

: 1-£42n
C_ = i
n ;€1R+l ' (1+E) ,

Alors Cn ne tend pas vers 0. Pour cela il nous faut &tudier le comp
limite des spirales (Zn) lorsque n » +=, Pour tout a dans [0,2n[, désignons
par Da la demi droite d'angle polaire a. Chaque droite Da intersecte plusieurs

fois 1la spirale Zn : nous désignons par Mn(a) celui de ces points



d'intersection qui est le plus éloigné de 1l'origine, Comme 1le module de
[%5%)2n est une fonction croissante du paramdtre t et que 2ne(t) est une
fonction décroissante de t, le point Mn(a) correspond & la plus grande valeur
du paramétre t pour laquelle l'argument 2n6(t) vaut a(module 2M) ce qui nous
donne :

o
® =3

Im(z)

Lieu décrit par :
1-£,2n
G

db‘f"““"/

69§9(2)
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Auquel cas t est donné par :

t = tn(a) solution de
= &
. ; th t = COS 3n
i a
(cht) = sin 3n

On a bien entendu :
lim t (a) = +w
n
t++o

n -+ tn(a) est une suite croissante

Par suite nous en déduisons que, pour t = tn(a)

(1=gy2n| _ [y tn(%) 12y
1+¢ N 2
Par ailleurs, lorsque n++w
t (o) “t_(a) -2t (a)

th( )=1-20 % 4 o(e

2

Or de 1'égalité

oh(tn(a)) sin i% = 1

Nous tirons

-t _(a)
e U ~ 2 quand n + +e
2n
Et par suite :
t (a)
n a a?
th(——) =1 -3 +0 (&)

Par conséquent,
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tn(a) o o
Log(th (=—)) = - & (1+0(2)))
t_(ow)

2n Log(th ( ))) = ~2a (1+0(3))

2

A partir de quoi nous déduisons :

(4.14) lim [oM (a)| = lim |th —5—

n>+® ns>+©

En fait, en réitérant le raisonnement pour tout o réel, nous avons démontré
que la famille de spirales (Zn) admet comme courbe limite 1la spirale

logarithmique (Z) d'équation polaire :

(L) étant une courbe compacte ne passant pas par le point z = -1, nous avons :
dist(-1, (L)) > 0

D'oll 1'on déduit 1'existence d'une constante strictement positive C telle que

1:8y2n
T+g

¥t20 1+

On peut faire exactement le mé&me raisonnement pour les valeurs négatives du

paramdtre t et finalement montrer que

1‘£(A))2n

TTE(0) = C

#1 € R '|1+(

Or, en utilisant le théoréme 4.2 nous avons
I(1‘E(Al
1+ () .
1—£(X)y2n
¥ (1+€(A)) |

)2n|

lfn(in—f(n)[ = 2|f(ir) | ’

Et par cqnséquent :
[£,(i0) = £(ia) | s 2C|£(in) |

ce qui démontre le théoréme a
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Sur les figures nous illustrons la convergence de la suite fn vers la suite f

Im f
n
N\
2.8
R
- -~
- -~
Lol
1.5 ’4" :—‘____—- ————— -y
/,”‘
S
d/”
r//’
/ P
‘ E"' ,/'
7,
'l
b
7
y/
/,
.
B.5- e L
3 A
p.0 j T j T 1 T T
2.0 1.0 2.0 3.0 4.9 5.9 6.0 768
Convergence de fn(ik) vers £(i})
Légende des traits
£(iA)
sseesmuas NI
- ) S - —t n=2
v e n=3

— e e e =4}



2.5 -~

Convergence de fn(i)\) vers f(i})

Légende des traits :

—_— EEW
meemsmnacmn n=1
e o e o e n=2
- —- n=3

— e c— —— n:&



IV.3 - ESTIMATIONS D'ERREUR POUR LA SUITE fn CONSTRUITE AU PARAGRAPHE 4.2

Cette estimation d'erreur va 8&tre basée sur une estimation de la

différence (Tn—T)¢ lorsque 1'on fait des hypoth&ses supplémentaires sur 1la
1 1

'y
fonction ¢ dans Hooz(rx[O,T]).
Cette estimation passe qiep entendu par une. estimation de (fn-f)$
ol Kl

lorsque ¢ est une fonction de H° °(I'xR) possédant certaines propriétés. Le

résultat précis est le suivant :

THEOREME 4.7

(S g

4

Soit 5 une fonction de H (rxIR) satisfaisant les hypoth= -

@ses de régularité suivantes :

~ P
¥ 5>0 ¢eH(RHI(T))
. ¢ € L'(IRxT)

Alors pour tout nombre n € ]0,1[, il existe une constante

positive Cn(o,N.g) telle que

. a2 ) cn(c,N,Fp)
H T olly, 0 USEDN

Démonstration du théorame

Nous utilisons bien entendu la transformée de Fourier $(k,w) de ¢(x,t):

1

o(k,w) = N j f N $(x,t) e-i(kx+wt) dk dw
R

N+l
(em) 2
Etablissons tout d'abord un lemme purement technique qui nous servira dans la

démonstration (ce lemme précise le théordme 4.4)



LEMME 4.4

Soit € > 0 assez petit, on a la majoration :
¥ > 1 le_(in)-r(0) ] s c-/2e)"

ou C est une constante positive indépendante de n et de «

Démonstration du lemme

Rappelons (cf. (4.7)) que l'on a :

‘(1-f(ik))‘2n

1+£(ix
[£,(10) - fGD ] = 2 P ERVEVT
|1+ e I
od £(ir) = (1+ir)V?
grice au théoréme 4.6, nous savons déja que
. 1-£(i)x) |2n
- < P At
| (i) - f(D] s cC |1+f(ix)|
I1 nous suffit donc d'étudier le comportement de la fonction X = 1:?%;;%

lorsque [A] >+,

1
Pour cela nous posons A = s nous avons alors :

LEO . () F/7) (100787
(i) - Ve )2

— L
i{1+2e-2/€ (i+e)? }

Pour les petites valeurs de € nous avons donc :

1-£(ir)

oo - -2i/e /i + O(e)

= -1 —2iJET!§§k1+i) + 0(e)

= -1 +/ 2e - i/ 2e + 0(e)



Passons au module nous obtenons :

-FEM 2 (L 2
m —(1 \/Z‘:) + 2e + 0(e)
= 1-2/2¢ + 0(e)
I1 est alors trés simple de déduire le résultat annoncé a

Revenons & la démonstration du théordme. Par transformation de Fourier

Tix,t) ——s k| f(—,i—:’-l"—z-J Bk, w)
T §(x,t) > || fn(-’ik—“’"’?) Bk, w0)

-1 - o~
Formons maintenant la norme L2(IRR;H 2(IRNx]R)) de la différence (Tn-T)q;, pour
L,

~ N
% dans H® “(R xR)

| (T -DF|z _ =] i [k]? |t (449 - £ (e ) |2 [$(k,w) |2 dk d
0T R n T | (e kjmyve

Décomposons notre domaine d' intégration (e>0 donné)

IRNXJR = QEU Q

QD
]

[(k,w) € ]RNx]R/,klz 2 € |wo |}

el
n

{(k,0) € mem:|k12 < elwol}

w
A
Q2

1

[



Nous avons par conséquent :

||(Tn—i)$ng,_% = I (e,3) +J (e, 3)

2 |90, ) |2 dk dw

4,1 I (e,3) = k|2 | £ (22%) - r(24Y
(4.15) nEd)) IS{ElI n (T—l_k 5 ) (*ﬁ(rz (1+Ik|2)1/z
: ~ 2
3 e =[] x| | e (A9 - g iwo )t |6k, w) | dk dw
" fé ] b K ETIIERS
€

Pour majorer In(e,$), nous utilisons le lemme 4.4; il vient done, pour ¢ assez
petit :

AL (1-2735 )" [f lk|2|¢(k,w3£? dk dw
Q. (1+]x|2)

Done,
~ =N ~
(4.16) 1 (e,§) s c(1-2/2¢]) ||¢|§,%
Pour majorer Jn(e,g) nous utilisons le théord2me 4.6
~ . ., ‘(k 2
(4.17) Jn(€,¢) scC ff~ [ ]2+ iwo | i ‘f;l/z dk dw = C J(e,¢)
Q .
£

Nous écrivons alors :

56 = 2,(g,M) n @ (e,M)

2. (e,M) = {(kw) e 2/ |w| > M|

QZ(G,M) {(k,w) € 58/ lw| > M}




Q](E,M)

QZ(E,M)

v
-

Nous avons donc :

J(e,d) = JT(E,M,$) + J2(s,M,‘q§)
(4.18) J1<e,M,$) = f;fz1(e,m [ 1k]2+ iwo | (—EILI’;'I“;—))JM-Z dk dw
Jo(e,M,3) = féZ(E,M) k]2 + iwo| UIl(t’lL:;’/zz dk dw
Majorons tout d'abord le terme J2(€,M,$)
(4.19) e e) s ——=— (17112 , + 17Nz, o)

(1+ Mzs

Pour majorer J1(e,M,$), nous utilisons le fait que :

P e L' (R'xR) ===> o € L*(R xR)
130l s 131,

Nous en déduisons immédiatement :

I (€,M,0) s 1|¢“2{U —Ak]z K+ [
91(5,M) (1+ ]k [2)V2

lwlO

2, (e,M) (1+ |k |2) V2

dkde }



Or, rious avons

91(e,M)

87

1klz

(1+]k[2)V? oo s ]

91(e,M)

T }t-:mc)l/2
=4 ! ( [k|? dk) da

smo)l/2
? ( } oV Tap) aqw

[k|? dk dw

= 48
No
ol SN désigne 1'aire de la sph&re unité deimN.
Par conséquent :
Nez o N2
K 7 dk dw £ N32 SN(ec) 2 (f w 2 dw)
o, (e,M) 1+ ]k 0
N N
< 8SN .(eo)1+2 M2+§
= (N+b) (N+2)
[ el dkaws ] lw| dk dw
2
R (M) (1+[k|?) 1 (e,m)
. /2
Ewo )
M (}
=14J' wL dk) dw
0 0 .
4Sy N2 1ens2
=-N—(€0) fw dw
Y
8s
N (eo)N/2 M2+N/2
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Regroupant les résultats nous obtenons :

8s N°

(4.20) 3D 5 gy 2wV E0 e g o) 3,

+ ___.

N+2

Nous regroupons alors les quatre estimations (4.16), (4.17), (4.19) et (4.20)

~1/p ©n fonctlo?

des paramétres n, €, M, s (que nous avons la latitude de choisir)

pour finalement obtenir une majoration globale de]l(Tn-T)zns
’

= o~ _ 2n ~ C - ~
IED3IE 8 e R« —E (133 < 1312,,0)

8S. g
N (Eo)N/Z M2+N/2 (

MIGTID) 1+ ﬁ:g) ”¢”

ce que nous pouvons réécrire de manidre plus synthétique :

~ L™ Lod n
(4.21) (T -T)%||? s C (o,N,s,9) {(1-2/2¢)
n 0’-% (1+M2)s
N/2 2+N/2 Ne
+ (e0) (1+ N*Z)}
Choisissons alors maintenant :
1
£ = —— 0<a<2
o
n
Nous avons : __ J"
2/2 /2
Log(1 - — ) = 7 ( )
n n
n Log(1 - 223?) - -2/3 n %2 (1+0(——))
o2 o/ 2
n n
Nous en déduisons que :
_ (1-a/2)
(4.22) (1 - 2/30)20 - g"¥/2 n (n>+)

Choisissons ensuite :
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M= nB B >0
N/2
N/2 N (2+N/2)8 4]
(4.23) () (1 + ———) n - L
a T eayn® Na/2-(2+N/2)8

Pour tout n > 0, on peut toujours choisir a (assez proche de 2) et B

(suffisamment petit) tels que :

(4.21) Na/2-(2+4N/2)8 _ N(1-n)

I1 suffit de noter que :

1im | %§4-(2+%)B} =N
a*2 .
g0

Ce choix (a,B) étant effectué, il suffit maintenant de choisir s > 0 assez

grand de fagon & ce que :
1 1 : N(1-n)
(4,25) _— ST (8 = ———)
- (1+n28)s YIN(“ n) 2B
Auquel cas.en utilisant (4.22), (4.23), (4.24) et (4.25) on obtient tres
facilement, pour n assez grand :

|G -DF|F s cNn® /"
By

’2

-D*ol 1'on déduit de fagon simple résultat annongé ' o
En corollaire immédiat de ce dernier résultat nous avons le

THEOREME 4.8 '

1
Soit ¢ une fonction de C*(0,T;H2(r)) satisfaisant en outre :
aPy
¥peWN —=(0)=0
at®
(4.26)

¢ € L'(0,T; LY(T))

Alors pour tout n e JO,1[, on peut trouver une constante

positive Cn(U,N,¢) telle que

< C_(0,N,9)
I -nel> s o ®
n Ov‘%;l‘ nN(1—n)




pémonstration du théordme

I1 suffit de remarquer que, péur une telle fonction ¢, on peut trouver

un prolongement ¢ tel que :

est nulle pour les valeurs hégatives de ¢
satisfait les hypoth&ses du théoréme 4.7.

1 ©1

et d'utiliser le lien entre les opérateurs (Tn, T) d'une part, (Tn,f) d'autre

part o

Quelques. remarques sur le résultat d'approximation

I1 peut paraitre surprenant qu'on puisse obtenir un résultat de
convergence de Tn vers T alors que l'on a toujours (quelque soit le choix de
£)

n

{ i:n(oom) = 0
~ 'y
T(o,w) = (iwo)?

i,4
2 2(I‘><]R)

En particulier pour tout 5 dans H

A A~ i .
(Tn‘T) ¢(o,w) = (iwc)? ¢(o,w)

En particulier, si nous supposons ¢ suffisamment régulidre, nous avons, avec

1
K(t) = (ﬁ%)z (la fonction K(t) est bien entendu reliée A& la fonction G(x,t)
définie par (2.3) par la relation K(t) = [ G(x,t) dx)
.
£
f (Tn¢-T¢) (x,t) dx = f f K(t-s) ¢(x,s) dxds

indépendant de n

I1 est donc exclus d'avoir un résultat de convergence L! pour 1'approximation
de T¢ par Tn¢ puisque 1'intégrale de T¢ sera toujours mal approchée !
Pour comprendre ce type de phénoméne nous 1'illustrons sur 1'exemple

"concret" suivant, Pour simplifier nous nous affranchirons de la dépendance en
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temps (ce qui revient & raisonner par exemple 3 w fix8) et nous nous
placerons & une dimension d'espace. Plagons nous donc dans L2(R) et

considérons 1' opérateur :
J. L2(R) —> L*(MR)

défini par transformée de Fourier par

. A - 278w
¥ ¢ € L2(R) J€¢(k) = (1-e [ /e) o (k)

oo st Yoy ~ikx 1
(Nous avons ici choisi ¢(k) = f¢(x) e dx pour ¢ dans L'(IR)).
Bien entendu, JE est encore défini par :
+ 0o _ z/u
¥ o ¢ L2R) N LR J o) = o) = Ve [ e olxy) ay
Remarquons alors que :
A R

. ¥ k =0 lim J€¢(k) = ¢(k)

e>0

(en d'autres termes, 1'opérateur JE approche 1'opérateur

identité),
, ~
. ¥e >0 J€¢(0)=o

par conséquent :

¥e>0, ¥06el? (R ALIR) [ J¢(x) dx = 0
R
On est donc dans une situation tout & fait analogue & celle décrite ci~dessus
pour les opérateurs Tn et T. (Il suffit de raisonner 3 w fixé, Js joue le rdle
de T et 1'opérateur T est remplacé par 1'identité).
Etudions maintenant 1la convergence de JE¢, pour une fonction ¢

particuliére, dans les espaces Lp.
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2

Nous choisissons : ¢(x) = e =) $(k) = e 2
‘ 2+e
A s LIRIC A D -k
T b= - e = 3K - e 2e
_ ex?
—— % J ¢(X) = ¢(x) - 2(2"’8)
€ 2
. EX
_ o(x) - Jg¢(x) - 2(2+¢) Je

Illustration graphique

Calculons alors la hormeLp de ¢-Js¢

_  epx?
C Ll
lemagell , = ([ e 2138 ax)/P 2
L7 (R)
Nous posons alors :
y-x[ 2Tt

2(2+¢)
1
L Sp -
- oF (BB ([ TV gy )

“ ¢-J€¢”Lp ED

(R)

Donce 1
1(1- 2
ll¢—J€¢”Lp - 0z 3



En particulier,

llo=3 oll . = 0C1)

+
lo-d ll,= = 0Ce™)

L
Il o-9 ol » = 0Ce®)

C'est un phénoméne, plus complexe, mais analogue qui se produit pour
1' approximation de T¢ par Tn¢. L' exemple ci-dessus laisse penser que la norme
L2(en fait la norme L2(0,T;H 2) dans notre cas) n'est peut 8tre pas celle
pour laquelle on & l'ordre de convergence optimal (qui est obtenu, pour cet
exemple précis avec la norme L®). C'est toutefois cette norme qu'il nous faut

estimer pour pouvoir utiliser 1'estimation générale fournie au théordéme 4.8.
Nous pouvons maintenant énoncer le :

THEOREME 4.9
On suppose que la solution u du probléme (3.13) vérifie :

P
S u e C®(0,T;H-(T)) A L(0,T;L(I))

dp
i (Yo u) (x,0) =0 ¥peN

dt

alors on a 1'estimation d'erreur, pour tout n € ]0,1[

s AN
llun uIle(O,T;LZ(IR¥+1)) s Cn(o,uo) (n)

_ . Ao - . 1 N(1-n)
” Un UHZI_.z(O,T;Hx(mf_‘I-”)) = CT\(O’ UO) (I’l)

Remarques

. 1

En pratique, 1'hypoth&se YU € C”(O,T;Hz(r)) L'(0,T;L*(T)) n'est

pas trop restrictive :
1

- La propriété Tu € C®(0,T;H%(r)) est satisfaite, grace a 1'effet



- 9)4 -

régularisant de 1'équation de diffusion d&s que 1le support de la donnée
initiale n' intersecte pas le bord I.
- La propriété You € L'(0,T;L*(I')) est par exemple vérifiée dans le cas

o constant, lorsque la solution s!'écrit :

o dx-g]? ly-z¢|?
4t

u(x,y,t) = 1Eil f e it u (g,z) dg dg
(4me) 2
—> Sl -4 Y 4
(Y u) (x) = —dl e " o B e a a
o N+1 0’
(4me) 2
2
+o -~
Posons u (E,t) = f u (E,g) e dg
o . O
- Ix=el
1 4 ~
{You(x,t)l = NeT (e t u (g,t) dg )
(4me) 2

Utilisant les propriétés du produit de convolution

XZ
1 ~
[y ute, ) NS T ([ e e dx)[fluo(x,tﬂdx)
O MRD s
Or, ‘o A
[ e ¢t fax s ff lu vy [ e *F ax ay

s ] luo(x,y)l dx dy.

Donc dés que u, € L‘(]RN+1), on a :
IyguCa ol s 5 fu |l
o) * =t oM?
d'ol 1'on déduit You € L'(0,T;L'(r)).

~ D'une fagon générale il serait intéressant d'étudierL}es hypothdses

sur les données (uo,o) pour lesquelles on a : You € C“(O,T;Hz(r)) n LY(0,T;
Li(r)). ‘



Iv;u - QUELQUES REMARQUES SUR LA DETERMINATION DES PARAMETRES
o k k
ap ET 8,

En pratique pour la résolution d'un probldme donné&, on doit pour
construire le probléme.approché & résoudre déterminer successivement :
- le nombre n de fractions rationnelles choisi
- ce nombre n &étant fixé, les coefficients aﬁ et Bg de 1la
décomposition en éléments simples :
gk

1+ kz :
%n

f (z) =1+
n

En ce qui concerne le choix du nombre de fractions rationnelles, la
situation est <claire en ce sens que, plus n augmente, meilleure est
1'approximation mais plus important est le volume des calculs a effectuer. De
fagon assez prosaIque, on peut dire que le nombre optimal no de fractions
rationnelles A choisir est celui pour lequel le gain de précision obtenu en
passant de n, a no+1 fractions rationnelles n'est plus suffisant pour
justifier le surcroit de calcul occasionné par cette opération.

Un tel critére é&étant purement qualitatif et grahdement fonction de
1'utilisateur, il est clair que seule une expérimentation numérique peut
permettre de facon concréte le probléme de la détermination de no. Nous ¥y
reviendrons plus en détail dans un prochain travail [7]. Toutefois,
1' expérience acquise sur des proplémes de nature analogue (voir [2], [8],

laisse penser que n, = 3 est un choix raisonnable.

0
Lorsque n est fixé la détermination d'une bonne famille de coefficients
B

oy et Bi est également un probléme crucial dans la mesure ol l'on peut
améliorer la précision des résultats sans augmenter le volume des calculs 2
effectuer. Toutefois i1 semble clair que, & partir du moment ou les
coefficieﬁts a; et BE ne sont pas trop éloignés d'un choix optimal, le gain de
précision obtenu par une amélioration de ces coefficients sera moins important
que celui obtenu en rajoutant une fraction rationnelle, La suite de
coefficients (qi, Bﬁ) obtenus pour la suite fn(z) étudiée au paragraphe 4.2
est bien évidemment un choix raisonnable ainsi que 1le confirme 1'analyse

d'erreur que nous avons menée. Toutefois rien ne dit qu'il s'agit du jeu de
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paramétres optimal. Ainsi'on peut construire toute une famille de suite fn(z)‘w
en utilisant le processus itératif utilisé au paragrapne 4.2 et Jjouant
uniquement sur 1'itéré initial (on peut prendre fo(z) = a.ou lieu de fo(z) =
0, et ainsi construire une famille de suite fn,a (a € R) dont les propridtés
de convergence vers [ seront, pour chaque valeur de a, tout a fait analogues 3
celles de fn = fn,o‘ En fait, comme fn(z), ainsi qu'on peut le montrer,
représente une suite d'approximants de Padé de f(z), on privilégie dans
1' approximation le voisimage de z=0. On peut penser qu'une approximation plus
uniforme serait susceptible de fournir de meilleurs résultats. De fagon plus
précise, on peut penser que.le choix optimal des paramétres a: et Bi devrait
dépendre des donndes du probléme, c'est-i-dire pour le cas qui nous intéresse

de la donnée initiale ug - En effet, nous avons vu (cf. théordme 4.2) que la

qualité de 1'approximation de u par u était proportionnelle & (Tn—T)¢ (ol
~ ' A s A ~ iwo | _ iwo . .
6 = Y u) c'est-d~dire & [k| ¢(w,k) (£ _( TET@) fn('ﬁ?P)). La solution idéale
. . . . . iwo iwo
consisterait A rendre 1'approximation de fn( TET@) par f( TQTa) dans les

régions ou &(k,w) est importante ! Ceci est en pratique trds difficile &
réaliser. Toutefois 1'idée de minimiser un certain écart entre fn(iA) et f(ix)
apparalt comme naturelle pour la détermination des paramétres optimaux.
Les difficultés réside alors dans le choix du critdre 3 minimiser, puis
dans la résolution numérique effective du probléme de minimisation.
Comme on la déja mentionné on a toujours
sup £ (IA)-£(in) | = +=,
reR
On ne peut donc pas minimiser cette quantité. En revanche on peut chercher 3

minimiser, les critéres suivants (donnés & titre d' exemple).

1]

fn(iA)‘f(iA)l

sup l T 26%))

J(f,f )
n A€R

1
JEE) f:‘]’R'f(iA) fn(ix)t

Alors le probléme de la détermination du Jeu de paramdtres optimal consiste &
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Trouver fn € Fn tq

J(f,f ) = Min J(f,f )
n '"n
f F
n n k
B2k K
= = + .
F,o= {f,(2) =1 z T e >0, 8,50 }.
1+anz

On est alors ramené en pratique A un probléme d'optimisation dans ]R2n avec
contraintes. Ce probl2me reste encore a résoudre.
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V GENERALISATION ET PROBLEMES OUVERTS

V.1 - UN DEUXIEME PRINCIPE D' APPROXIMATION

L'étude de la suite f:(z) suggére (si on considdre cette fois la suite

des indices impairs) r¥ (z) d'étudier des approximations de F(z) = (1+2)V2

2n+1
ayant la forme suivante :

k
BnZ
f(z) =1+ 7Yz +) = f (z)
T
(5.1) n
Y >0 K >0 Bk >0 1 £ksn
n ’ an 1 n . = ’

Remarquons que, comme c'était déja le cas pour la précédente approximation

nous avons imposé par construction :
fn(O) = £(0)

La principale différence entre ce choix de fn et celui proposé au chapitre

réside dans le comportement & 1'infini. A n fixé on a en effet :
fn(ix) = 0(X) quand A * +o

Alors que pour le choix (1.21) du chapitre 1 on avait
£_(ix) = 0(1)  quand A > 1

et que pour la fonction exacte f,}on a 1; comportement intermédiaire:
£(i1) = 0(AY?2)

Les deux choix possibles de f_ "encadrent" donc f & 1'infini et "colnecident" 2
1'origine,
Avec le choix (5.1) on est donc amené a remplacer le symbole f(k,w) par

le symbole approché :
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2 ‘ 1wg

T (k,0) = || £ (Fere)

~ ., Bi(imo)
Cm=> Tn(k,m) = lkl (‘l + (TTz) + Z

k=1 aﬁ(iwc) + k|2

Remarquons alors que nous avons :

5 - ~ Sk iwd(kw)
T (k,0) 3(k,0) = |k| (8(k,w) + ] B0 bl
. k=1 an(iwo)+|k|2

iwa

+ Y (T—Ta) ¢(k,w)

~ Si malntenant nous introduisons 1'opérateur régularisant S o’ linéaire continu
de H tm ) dans H® Cm ) dont le symbole est

a 1

So(k) = TET

_1 ~
(formellement on a So = TO ) alors Th(k,w) n'est autre que le symbole de

1' opérateur Tn défini formellement par :
g d
T = To (801 8y 0 55 )« v, G (S

. . R k . PO
ou les fonctions auxiliaires fn sont toujours definis a partir de ¢ par :

af® 0 p2gK
aG-—n"z r21=¢
n ot k=1 axj
fk(x,o) =
n

Autrement dit le "nouvel" opérateur Tn se différencie de "l'ancien" par la
‘ 3 :
présence du terme So 5%. Signalons toute de suite que le traitement numérique
de ce terme ne pcse pas plus de difficultés pratiques que celui de u_ puisque
o}

1'on a, pour tout couple (¢,y) de fonctions L> support compact :

! 1
(N=1) <S ¢,¥>. = = || L
P ¥ it {i og Txv] ¢(x) ¢(y) dx dy
(NZZ) <8 o, P> = _2__ If
° Sy
IT|x- le T ¢(x) w(y) dx dy
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(ces formules sont 2 comparer aux formules données p.7).
De plus il est clair que SO est, au moins formellement, un opérateur

symétrique et positif ce qui va entrainer le fait que 1'opérateur Tn a des

propriétés analogues & celles de 1'opérateur étudié au paragraphe 3 puisque :

}f So 3¢ ¢ dax at = 4 ([ (5,6(T) (1) - 8,6(0) $(0)) dx)
0

ml—a

[ s, 6(T) o(T) ax 2 o,
dés que ¢(0) = O (ce qui sera le cas en pratique).

De méme :
jfs 2t Haxatzo
r

Ceci prouve, au moins formellement, que le probléme approché est bien posé.

L'analyse mathématique rigoureuse du probléme, telle qu'on 1'a ménée
aux paragraphes 2,3 et U4 apparaft comme beaucoup moins évidente. Les problémes
sont lids .

— au cadre fonctionnel : sur quel espace doit opérer 1'opérateur T ?

- au résultat d'approximation de T par T quel type de convergence de
Trl vers T peut-on espérer ? (la réponse a cette question est évidemment lide 2
la réponse & la question précédente concernant le cadre fonct ionnel adapté au
probléme). '

En revanche, 1'implémentation numérique de cette méthode (qui englobe
donc la méthode précédente, il suffit de faire Yn = 0) ne pose a priori pas de
difficulté supplémentaire,

V.2 - QUELQUES PROBLEMES OUVERTS

Indépendamment des probliémes 1iés 2 1'anyse mathématique rigoureuse de
la généralisation proposée au paragraphe 5.1, quelques questions relatives 2
la méthode présentée au chapitre 1 mériteraient d'&tre étudides de facon plus

attentive.
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©) La premidre question concerne les propriétés du probléme approché

(3.13)
- Le probldme approché (3.13) satisfait-il le principe du maximum ?

L
En d'autres termes, la solution un(x,y,t) du probléme :

du

n
o—aT Aun-O dans R

N+1

et T (u_|p) = 0

+ =

5y | n'UnlT
T

vérifie t-elle

Vt>0 wu(x,y,t) 20 p.p. dans R

si 1'on suppose que :

N+1

ug (x,y) 20 p.p. dans R

Rappelons qu'il s'agit d'une propriété satisfaite par la solution exacte u
qu' il serait bien é&videmment rassurant de voir conservée par la solution
approchée u - _

Dans le cas ou Tn = To (c'est-a-dire pour 0 fraction rationnelle !) la

propriété est vraie; cela est du & la propriété suivante de 1'opérateur To :
b +
¥ ¢ € H2(T) <To ¢, ¢ >T 2 0.

On rappelle que ¢+ = sup(¢,0) et que pour ¢ dans H%(F) alors ¢+ est égale-
ment dans H%(r) (il suffit de remarquer que u - u+ est une application liné-
aire continue de H’(]R§+1) dans lui méme et d'utiliser le théorime de
traces).

En effet, pour. établir ce résultat 11 suffit d'utiliser Ila

caractérisation suivante de TO (voir [5] pour plus de détails)
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Soit v 1l'unique solution de :

=Av = 0 dans ]RI:_I+1
VII' = ¢
v @®tYy - v l’g—i‘yl)- e LR, vve L2mTHV
ov
Alors Tod) = —BFIP = Y1 v
Par suite, d'apreés la formule de Green
+ +
fN+1 TveVv dxdy = <YV, Y (v))>, .
R_
Or Y1v = To¢
+ + +
YO(V ) = (YOV) = ¢
f Vvevv' dxdy = i [vv' |2 axay.
S R

d* ol nous tirons 1'égalité :.
+ : +
= Vv |2 dxdy 2
<T 9,0 >, fN” |vv" |2 dxdy 2 0

Attention on a bien <To¢, ¢+>P 2 0 mais a priori,
< s A KT o, o>
To¢, ) r o¢ y 9 r

Une condition suffisante pour que le principe du maximum soit satisfait serait

que :
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I1 serait intéressant de voir, (mais cela ne parait pas évident) si cette

propriété est vraie.

(:) La deuxidme question qui nous paraft intéressante concerne le résultat

de convergence de u  vers u et peut-8tre formulée comme suit

- Quelle est 1'influence de la distance L entre le support de la donnée

initiale u_ et la frontiére artificielle T sur l'estimation de u,"u ?

I1 est clair instuit;vement que 1'approximation de un par u sera
d'autant meilleure que le bord artificiel T sera placé loin. Il est également
clair que la qualité de 1'approximation dépendra de la région de 1l'espace a
.iaquelle on s'intéresse. Cette remarque débouche sur une deuxidme question,

qui semble intimement liée 3 la premiére.

- Peut on mesurer l'influence de la distance d'un point (xX,y) au bord T

sur la taille de 1l'erreur locale un(x,y,t) - u(x,y,t) ?

On pourrait par exemple s' intéresser a des estimations de

Ilun_u”Lm(O TsL2(q )) ou @ = {(x,y)/y<-D} et étudier 1'influence de D. Il
’ ? D

semble que 1'étude du probléme modéle suivant (étude qui ne semble pas trop
difficile & effectuer) permettra d'apporter des éléments de réponse a ces deux
questions :

On approche la solution du probléme (avec ¢ constant)

Ju
_3-}—’Ir +T(U!P) =0

YA\ )
) X
Ju
o 3t AQ =0
L
u(xlyio) = 0

u(x,-L,t) = g(x,t)
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par la solution v, du probléme

) Bun
Y A Sy it Thlupr) =0
> x
aun
0 =~ Au_ =20
L 0 at n
un(x,y,O) =0
un(x-L,t) = g(x,t)

.

Par transformation de Fourier en temps et en espace on obtient aisément une
représentation analytique explicite de u, et u, Il devrait alors 8tre possible
d'obtenir des estimations trds précises de 1la différence u -u et plus

précisément dfestimer,

| u Covysed - U(f’Y?°>IIL2(o,T;L2(m))

en fonction de n et y.

(:) Cette troisidme question concerne toujours l'approximation de un par

u

Quelle est 1'influence du temps sur la qualité de 1'approximation de 4,
par u ?

Ce probléme apparalt de méme nature que celui que nous avons posé au
point <:>. Toutefois la réponse a cette question apparalt moins claire et la
démonstration des résultats fort peu é&vidente. En effet, 11 est clair
intuitivement que l'erreur commise u,"u est croissénte au cours du temps. D'un
autre c0té, nous avons présenté notre méthode comme &tant adaptée aux

"petites™ valeurs de ¢ (en effst fn(z) approche "bien f(z) au voiéinage de z=0
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et on s'intéresse 4.z =1 ioz ) c'est A dire aux "grandes" valeurs de t (en

effet si on se place en milieu homogdne par exemple, on voit que la solution u
ne dépend que de x,y, et %0. Comment peut-on traduire cette propriété au
niveau d'un résultat théorique ? (On pourrait imaginait par exemple que

1'accroissement de 1'erreur, soit g% (un—u), décroit au cours du temps).

<:> Le quatridme point présente un intérét pratique fondamental :

peut-on généraliser les conditions aux limites pseudo-transparentes au

cas de frontidres (T) non planes et bornées ?

Il s'agirait d'étudier deux cas :
- le cas ol I est une variété régulidre de dimension N.

- le cas du raccord entre deux hyperplans (le coin en dimension 2, le

diédre.en dimension 3).

A priori ce probléme comme loin d'&tre évident & résoudre.
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* CONCLUSION *

Nous avons donc exhibé une famille de conditions aux limites de type
"absorbant" pour ' équation de diffusion dans R" sur une frontiére plane. Ces
conditions sont locales en temps ce qui les rend abordablés du point de vue
numérique, et non locales en espace, ce qui est plus ou moins lié a la nature
des phénoménes physiques que décrit Il'équation traitée. Nous avons montré que
ces conditions aux limites avaient, d'un point de vue mathématique, toutes les
qualités requises, (stabilité, convergence vers la condition aux limites
transparente). Il reste a tester ces conditions d'un point de vue numérique,'
c'est-a~dire construire une méthode de résolution performante pour le probléme
approché et mener a bien les tests de validation les plus significatifs. Ces
travaux sont déja bien entamés et feront 1'objet d'un prochain rapport [7].
Enfin, l'étude de ce probléme, qui est semble-t-il relativement nouveau sur ce
type d'équation, souléve bien entendu de nombreuses et intéressantes questions
ouvertes dont nous avons dressé une liste non exhaustive au chapitre 5. La
généralisation de nos conditions a des frontiéres non planes constitue notamment

un probléme difficile mais présente un intérét pratique évident.
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