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Résumé

Dans le contexte des commandes adaptatives basées sur une identification
explicite. on montre que le probiéme de la stabilisabilité du modele identifié
peut 8tre résolu dans une approche passive. c'est-a-dire sans qu'il soit besain
d'entrées excitantes destinées a garantir la convergence de l'identification.

Ce probléme est traitéd compliétement, pour des syst&mes lentement
variables dans les temps. d'ordre éventuellement sous-estimé. et affectés

de faibles non linéarités non modélisées.

Mots-clefs : Adaptatif. Robustesse, indirect., Passif.

Abstract

This paper deals with adaptive controi based on explicit identification.
The problem of the identified model stabilisability is soived in the passive
approach. i.e. without requiring parsistin_gty exciting inputs. This solution
is robust.'covering time varying processes, unstructured model errors and

underestimating model ordar.

Keay words : Adaptive., Robustness, Indiract, Passive.
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1 - INTRODUCTION

Selon le principe dit d'équivalence certitude [1}, i'approche la plus
naturelle pour la commande adaptative consiste a4 identifier le processus en
temps réel et & ajuster & tout instant la loi de commande en fonction du mo-
déle identifié.

Pendant longtemps, on a cru gue cette approche ne pouvait pas faire
l'objet d'analyses théofiques sérieuses de stabilité. Cela explique pourquoi
la décennie 70-80 a vu apparaitre de multiples &tudes d'algorithmes dits "di-
rects”, ol la loi de commande est adaptée directement sans identification ex-
plicite [2 a 8]. Cette approche conserve encore des adeptes, malgré les sé-
veres contraintes gui la limitent (hypothése de minimum de phase, commande par
poursuite parfaite, ou de variance minimale).

Au début des années 80, il est apparu gue les conditions de stabilité
des algorithmes basés sur l'approche igdirecte pouvaient Btre formulées d'une
fagon trés féconde et générale [7, 8].

Typiguement, ces conditions sont les suivantes

(1) Le modéle identifié é[t} doit permettre d'établir'ées majorants convena-
bles
~-sur l'erreur d'éqﬁation;ir(t) gui apparait dans les équations du proces-
sub lorsqu'on.y introduit les paramétres é(t] et les entrées-sorties
observées '

-sur la rapidité d’évolution © (t).

(1i) Le modéle identifié doit &tre stabilisable, en sorte qu'il permette le
calcul du vecteur des coefficients k(6) de la loi de commande, tel gue le
polynome caractéristique du systeme en boucle fermée résultant de 6(t) et

k(8) soit strictement d’Hurwitz & tout instant.

Ces conditions sont trés peu festrictives en ce qui concerne la loi de
commande, & tel point gu'on peut proclamer gque, du point-de vue de-la stabilité
des systémes de commande adaptative, le choix des méthodes de commande est

compl&tement indifférent, dés lors que la méthode adaptée permet de garantir

M D PAPIER RECUPERE ET RECYCLE



la stabilité exponentielle d'un modéle stabilisable (on dira plus précisément

admissible vis-a-vis de la méthode considérée), ce qu1 est le cas de toutes lgs
méthodes classiquement proposées dans la littérature pour la commande des
systemes linéaires.

De ce point de vue, on peut dire maintenant que la commande adaptative

est d'abord et par-dessus tout un probléme d’'identification.

I1 se trouve que les méthodss d'identification les plus classiques
permettent généralement d’'établir les majorants (i) cités ci-dessus. C'est
le cas de beaucoup de méthodes basées sur la méthode de l'erreur de prédiction
[9], incluant en particulier : ’

- des moindres carrés avec oubli exponentiel
- des algorithmes & gain scalaire.

Néanmoins, ces méthodes ne présentent aucune propriété particuliére du
point de vue de la stabilisabilité du processus identifié : si 1'on ne prend
pas de disp081tions particuliéres, rien n'emp&che en effet S(t) g’ entrer dans
des régions non stabilisables [non admissibles) de 1'espace paramétrigque.

Pour y remédier, 1l'approche dite "active" [10} consiste alors & exciter
continuellement le systéme, en manipulant la consigne, ou en superposant a
la commande des extra-signaux, de fagon & garantir la proximité de é(t) avec
les paramétres exacts 8* qu'on suppose, par hypothése, admissibles. Notons
alors que les conditions d’admissibilité peuvent engendrer dans 1'espace para-
métrique des reglons adm1551bles non connexes, et il faut prévoir le cas o
1'initialisation 6(0] se trouve dans une région, €* dans une autre. L' approche
active peut permettre de garantir que le franchissement de la zone inadmissible
se fera en un temps fini, de gui sﬁffit a garantir la stabilité globale, 2
condition de maintenir bornés pendant ce temps les paramétres k de la loi de
commande. '

Neéanmoins, 1'existence de signaux ébntinﬁellement excitants est souvent
incompatible avec le cahier des charges du systéme, et il faut alors trouver

des solutions compatibles avec 1'approche passive.

Dans le cas exceptionnel ol les connaissances a priori permettent de
définir un domaine admissible DA cannexe, et ds préférence convexe, il est
relativement facile de modifier l'algorithme d'identification par des projections

~

sur la frontigre de-DA, lorsque § a tendance & en sortir. Encore faut-il vérifier



que ces opérations préservent 1'existence des majorants (iJ].

Si DA n‘est ni convexe, ni méme simplement connexe, les choses se com-
pliquent considérablement : il faut pouvoir introduire non seulement des pro-
jections, mais la possibilité de sauts d'une région admissible & une autre, et
ceci en préservant les majorants (i).

Le probleme de stabilisabilité dans 1'approche passive est resté long-
temps non résalu. Une premiére solution a été proposée par De Larminat [11],
basée sur 1'évolution simultanée de deux modéles

- un,modélevé(t) issu des moindres carres ordinaires

~ un modéle corrigé B (t), utilisé pour le calcul de la loi
de commande, et réinitialisé & la fois dans le domaine admissible, et dans un
voisinage de é, lorsqu? 8 sort du domaine DA' Le voisinage de é gtant défini
par 1'inégalité || B - ?‘15_1 <1 ol P est la matrice dite de variance -
covariance associée & 6 par les moindres carrés.

Cette approche constituait en fait la premiéré solution compléete au
probléme de la stabilité globale de la commande adaptative dans 1'approche
indirecte passiVe.

Néanmoins, bien que 1'algorithme d'identification spit congu paﬁr le
cas bruité, l'analyse était faite dané le cas sans bruit, et on pouvéit craindre
que la preuve soit tributaire a4 tel point de l'hypothése déterministe, que
1’algorithme ne présente aucune robustesse vis-a&-vis des bruits,

Par ailleurs, Lozano et Goodwin ont présenté [12] une'solutiontdans
laquel}e on retrouve une forte similitude : identification d'un mpdéle é par

-

uné méthode apparentée au moindres carrés (cette fois & "trace constante”) et
utilisation pour la loi de commande d'uﬁ modéle corrigé 8, déterminé sur la
base du couple (é, Pl.

La encore, l'analyse est réduite au cas déterministe, mais la ﬁarenté
des deux approches suggére qu'une solution compléte devait pouvoir &tre trouvée
dans cette voie. Une telle solution a été proposée par De Larminat [13] et le
présent papier n' est autre qu'une version amélioree sur certains détails.

11 y apparait gue, contrairement an apparences, las principes utilisés
en [11} sont robustes vis-&-vis des bruits, en non seulement de bruits bornés,
mais & des erreurs de modgles non strﬁcturées[ncn linéarités, ordre sous-
estimé), et on étend méme 1‘'analyse an systémes variables dans le temps.

Ce dernier point & notre connaissance, reste exceptionnel (on parle bien ici

de 1'analyse, pas de la conception), méme sans traiter du probléme de la



stabilisabilitsé.

Le présent papier apporte donc une solution Véritablement complete au
probléme de la ébmmande adaptative indirecte passive.

Nous avons dit plus haut gue ce probléme est avant tout un probiéme
d'identification. On présente donc ici essentiellement un algorithme d’identifi-
cation satisfaisant.

On pourrait évidemment tenter de généraliser & toute une classe d'algorithme
d'identification, dont l'algorithme proposé serait évidemment un exémple
type. En fait, les caractéristiques essentielles de 1'algorithme feront 1'objet
de suffisamment de commentaires pour que le lecteur puisse imaginer par lui-
méme gquelques extensions triviales 8t nous avons préféré décrire un algorithme
unique pour la simplicité de 1'exposé. '

Les caractéristiques générales en sont les suivantes :

- Il-est apparenté aux moindres carrés, pour disposer'de 1a
matrice P indispensable aux corrections de stabilisabilité. .

- Il est exponentiellement pondéré, gréce au facteur d'oubli
classique préservant 1'adaptabilité, en cas de paramétres variables dans le
temps._

- Il est modifis de facon & borner é et P.

- Le gain est divisé par la norme du vecteur d'observation,
de fagon & assurer la robustesse par rapport aux erreurs de modélisation.

- Enfin, toutes ses caractéristigques sont harmonisées de fagon
a8 fournir un ellipsoide de certitude aﬁtour du modele identifié é.

‘ - Parallgdlement a é(t], on fait évoluer aloré un modele

=

é(t}_qqe 1'on réinitialise & la fois dans le domaine admissible et dans le

domaine de certitude,lorsque 8(t) sort du domaine admissible.

Ces principes généraux se justifient intuitivement assez bien et les
modalités d'application sont relatiygmgnt gimples.

Par contre, la démonstration'rigoﬁreuse éelon laguelle leur application
permet de garantir la stabilité globale de la commande adaptative n'est pas
des plﬁs aisées. Pour en faciliter la compréhension, no&s traitons icil complé-
tement le seul cas continu, qui permet d'alléger la présentation du probléme.

Bn donne néanmoins en annexe quelques indications indispensables & la trans-



position au cas discret.

Le papier est organisé comme suit : En section 2, on introduit les
hypothéses et notations concernant un systdme linéaire continu monovariable
d'ordre n, ainsi gu'un systéme de commande associée. On précise alors la notion
de domaine admissible DA vis-a-vis de la méthode de commande choisie.

En section 3, on énonce un théoréme de stabilité robuste, qui établit sous
une forme utilisable pour la commande adaptative le résultat suivant

Un systéme {% = F(t) x(t) + wltl}, o F(t) est uniformément borné et de
va}eurs propres & partie réelle strictement négative, est stable si || w(t)|| et
u F[t)”‘ sont soumis & des majorations convenables.

Ces majorants sont analogues & ceux gui ont déja été utilisés par L. PRALY [14]
dans le cas discret.

En section 4, on expose 1l'algorithme d'identification déja commenté plus
haut, sans introduire encore le modéle corrigé 8, et on montre en section 5
que le théoréme de robustesse ast appllcable, sous 1° hypothése que 6(t) soit
continuellement admissible.

En section 6, on atteint véritablement 1'apport essentiel du papier,
avec 1'introduction du modéle admissible 8(t), dont on montre qu'il vérifie
des majorants compatibles avec le théoréme de stabilité.

Le point clef consiste & montrer gue le nombre de réinitialisations pos-
sibles sur un 1ntervalle de temps donné est majoré d'une fagon similaire aux
majorations de. w et 8. $

Le théoréme est alors appliqué pour montrer la stablllte globale d'une
approche indirecte passive.

Les conclusions sont résumées en section 7. Certaines démonstrations,

et 1'exposé du cas discret sont reportés en appendice.

. 2 - PROCESSUS ET LOIS DE COMMANDE

Notations, équations et hypotheses.

.

‘On considére d'abord un processus déterministe, invariant dans le temps,
d'entrée ul(t), de sortie y(t), décrit de facon équivalente par les éguations

(2.1), (2.2) et (2.3) ci-dessous :

e v ———— - - -

lklldénote 1a norme vectorielle Euclidienne et
lall 1a norme matricielle induite : lall € Sup lax |



-1
dny a1dn y dy ()
< vee v @ +ay =
dt" gt 1 gt n
" du ,
b + ... # b ' + b ult)
1 dtn 1 n-1 dt n
A(S)y = B(S)u
T
z(t) = ¢(t) 6
oll ¢ S est 1'opérateur dérivation ,
A(s)'é s™ . a15n-1 toee. + a
B(s) 2 bs" 1, ves + b
n
n
d'y
z(t) 4
dt
g"?! dy .o du
T A .
¢ (t) = n=1 “sa y . '-—n_T- .o u
dt dt *dt dt
TA .
0 = [ a1 cee an_1 a . b1 . bn_1 bn.]

Soit une loi de commande ‘invariante,

dnu

n

I
- = K' dlt) + ko v, (£

og : yr(t} est un signal de référence (éventuellement préfiltrs),

kT_ é {q,] cen G

‘définie par :

s g, ]

2.1

2,2

2.3

2-4

2.5

2.8

2.7

2.8

2.9

2.10



La.loi de commande peut donc encore s'écrire :
P(slu = =- Qs) y ~+ kr Y. ) | 2.11.

Dn note que la transmittance delretuur Q(s) / P(s) est.strictemeﬁt
propre (i.e. qa, ° 0}, ce qui permet de simplifier 1'expose, sans_perte réelle
de généralité. On aurait pu introduire aussi un polynome KF(SJ au lieu du simple
coefficient kr . Enfin, on aurait pu préciser des degrés différents pour les
polynomes A, B, P, Q.

‘Les éguations en boucle fermée peuvent s'écrire, soit sous forme -polynomigle

Bk Yy ' ' 2.12

(AP + BQ) e

AP BQ) u = AK_y_ ., : o 2.13

soit sous forme d'état :

¢ =Fd+w 2.14
. 1 - y
ol 2 | eT 0
,1: "'T - - = G =
o 0 :
- -_._-?_Q.L, _____ w 2 _—;0_- 2.15
_____.;KT__.__ “rY
(P 7o T
0 [ : g
l . :
I I "1 0] L o

Dafinir une méthode de commande consiste & préciser .une applicatim19? .

dite 1ol d*ajustement :

4 20+
';R‘zn P ‘ 'Rz’n +1
k
8 — [



qui permet d'ajuster les coefficients de la boucle de retour (k et k ) & ceux

du processus (8), de fagon 3 satisfaire les performances d851rées. Parml celles-
ci, on exige en premier lieu lg stabilité, ce qui impose que

Als) P(s) + B(s) Q(s) soit un polynome d’'Hurwitz. o 2.16

En second lieu, on impose généralement d’avoir y(t) = y, en régime péfmanent,
d’oll, d'aprés 2.12 :

-

a p +b g = bn k 2.17
Toutes les méthodes classiques sont concues de facon 3 satisfaire au moins (2.18),
Néanmoins, selon la méthode choisie, les contraintes'imposées a 0 pourront

étre plus ou moins sévéres, par exemple

- Alg) et B(s) premiers entre eux pour la commande par placement de tous
les péles.

- B(s) d'Hurwitz (condition de phase minimale) pour le placement des pbles
et des zéros, la poursuite parfaite de modele, la variance de sortie
minimale.

- Si A(®]) et B(S) ne sont pas premiers entre eux,'leur_facteur commun
doit &tre d'Hurwitz. Cette condition, dite.de stabilisabilite, est
d'aillleurs nécessaire pnﬁr toute méthode, quelle qu'elle soit. Elle est
suffisante pour certaines, comme 1'optimisation quadfatique.

- Pour satisfaire (2.17), on voit que bn doit &tre non nul.

Il en résulte que, pour une méthode de commande donnée, O doit appartenir
3 un smus espace convenable de 1'espace paramétrique, ou domaine admissible :
D & R

Plus précisément, en vue de traiter les problémes de commande adaptative,

on introduit un ensemble de propriétés & satisfaire par © pour &tre admissible :



.

Soit une Loi d'ajustement J€ . On note k = k(B}, et donc F = F(8).

Un domaine D, est dit admissible pour La Loi € 84k existe des cons-
tantes positives Q, We, MR et M telles que, ‘pounr tout 8 € DA,"’ “on alt
Les proprietes suivantes : ‘

Pp HERIEES s
Re A, [(Flo)]] s -t <0 2.19
Prt R, S My 2.20
Zg Zg Zn aﬁL (8] ) . -
<
Po &1 51 e " 1 s My z.2r
k

Remarques

(2,18) est yne condition triviale de bornitude

- (2.18) impose la stabilité asymptotigue de F{8). Il est clair que 1'utili-
sateur pourra imposer des conditions plus strictes. sur la valeur et 1’amor-
tissement des modes; mais (2.18) est un minimum exigible. ‘

- (2.20). joint & 1'existence d'une borne sur la référence yr est indispen-

sable si 1l'on veut que y soit borné.

- Enfin, (2.21) impose la continuité de la loi d'ajustement, qui sera indis-
pensable lorsqu’'on considérera le cas des systémes adaptatifs, ol 6 sera

variable dans le temps.

Il est clair que, parmi les conditions nécessaires d’'admissibilité, on
trouve celle que le processus @ soit stabilisable.

I1 peut se faire que des conditions suffisantes d'admissibilité s'intro-
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duisent facilement dans 1l'algorithme résultant de -la loi d’ajustemsnt%chbisie.

commande par placement de_p8le.

- oy v o - o - - o - -

Exemple :

On choisit arbitrairement un polynome :

0(8]‘952"+d1 s Yo,

2n-1 s

* d2n—1 ¥ d2n

tsl gue ses racines Oi vérifient :

- W
Re[di) s F

(Dol d2n ¥ 0],

On définit k(6) par la résolution de 1'équation diophantienne
A(s) Pl(s) + B(s) Q(s) = Dis)

gqui se traduit par la résolution du systeme lingaire :

S0k = d
_ | - - .
1 . IO . Py
-~ N \ ¥
ou 3 61 “ lb"l \\ + |
. .. \\ \\ l; \‘ \\ : . .
' o1 v 0
Y D L RN - - BT
an . 84 ibn b? qﬂ
*. : | Y. : |
‘\ 1 ! ~ ' |
U v {
L ay bm L9
Soit la loi &
-1
k(B) = § '(8) d
d
2n
k (8 =
r )
s]

[ R

2nj

2.22

2.23

2.24

2.25



Défintssons alors DA par

e |l s Ry : | " 2.26
8 e DA. = ” k(8) ” < RK 2.27
Nk ey |} sm : 2.28

r r

o R.s Mr sent fixés a priori.

g* k‘

Il est clair que DA est un domaine admissible, en effet, pour tout

&€ 9

i

(2,26 et (2.27] impliquent l'existence d’une barne Q dans (2. 18]

€2.22) implique (2.19)

{2,28) impligus (2.20)

Enfin, 11 résulte de (2.24) et (2. 25) que les fenctions k(8] et k (6) sont

des fractions rationnelles de 6, & dénominateur non nul pour tout 6 satis-

¥

#

§

faisant (2.26) a (2.28), et donmc & dérivées bornées pour tout O € DA' d'ol
1*exfstence d'une borne MD dans (2.21).
Notons que les données b(s], 6' Mr‘ne définissent qu’implicitement
D,. mais, dans (2.18) & (2.21): o
| - la grandeur MR gst donnée directement.
- QF peut &tre déduit assez facilement de Re et’RK'
= W peut &tre calculé & partir de Blsl).
- Par contre, MD pourra 8tre beaucoup plus difficile & déduire,
- IY sara plus difficile encore de dedumre 1a forme exacts du.dumaine ﬂ
qui n est ni cofivexe, ni mBme 51mplement ConNexea, pulsqu “E1E est separé

au mains en deux régiens par la contrainte issue de (2.25, 2- 22‘} .
‘dZn '_

M.
r

Z.2%

ko, |

Motons domc dés 3 présent les points suivants :
. La comnaissance de la forme exacte de DA n*est pas nécessalrve & I"élaboratian.

das a&gprithmes qui serent imtroduits ultérieurement.



. Daps certains cas favorables (mais trop particuliers) le domaine. D _pourrait
étre réduit 2 un voisinage traés local g’ un point déterming de 1 espace paramé-

trique, et 1'hypothése de connexité st de convexité pourrait alors &tre intro-

dyite.

Définlissons enfin pour les besoins ultérieurs un domaine fortement stabi-

lisable DFA'

On suppose gue DFA est strictement inclus dans DA :

Dep & Dy

-

et on définit la distance & :

§ = min le, -8l - 2,30

61EDFA’ GZEDA

Dans le cas du placement de péle, on définira facilement DFA‘de la méme facon

que DA‘ en introduisant des seuils dlfferents dans (2. .26) & (2.28)

R'e < Re R’k < RK | M'r < Mr
L'existence d'une distance § non nulle résulte ulrectement du caractére borné
et dérivable de k() lorsque 6 € DA

On a choisi ici 1° exemple de la commande par placement de pole comme
étant le plus simple et le plus caracteristique, mais il semble advident qus
toyte méthode de commande raisonnable permet de définir facilement un domaine
admissible DA et un domaine DFA’ garantissant 1'existence des grandeurs Q
‘wF'<MR' MD et 8. La définition des domaines pourrg evldemment se faire aussi
d'aprés la connaissance a priori des processus concernés dans les applications

prévyes,

3 « UN THEOREME DE STABILITE ROBUSTE POUR LES SYSTEMES LENTEMENT
VARIABLES DANS LE TEMPS

On considdre un systeme décrit par 1'équation

X (8] = Fx(t] + w(t)
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Dans ce paragraphe, F ne présente pas nécessairement la structure définie

par {2.15). x(t) n'est donc pas nécessairement de la forme de ¢(t), ni W doﬁné
par (2.15). | |

On considére ici le cas oll F gst variable dans le temps (soit F(t]] et ol
wit] fnclut éventuellement des erreurs de modéle. Par exemple, si le modele exact
gst X = F*x, on aw = (F* - Flx. Donc w n’est pas suppaosé borné a priori.

I1 est clair alors que méme si F(t) satisfait & tout instant 1la condition
(2.19) (valeurs propres a partie réelle négative), la stabilite n'est plus garan-
-tie, & moins gue IIF !] et ||w Ilne soient "relativement petits”. ,

L'objet de ce paragraphe est de préciser des majorants pour ” F H et

&\M Hﬁ. de sorte que ces majorants soient féconds pour le traitement ultérieur

des problémes de commande adaptative.

Theongme 1

On considére les fonctions vectorielles du temps x(t) et wit), et la
fonction matricielle F(t). (dimensions Ne et annF)
On suppose que les propriétés suivantes sont vraies pour tout t T et

T20 =

dx(t)
= F(t) x(t) + wit) 3.1
dt
[[ x(o3}f est "tini 3.2

Il existe des constantes pOSitiVES(nF et QF telles que l'on ait :

Re [ Ai(t) ] s "”F <0 (11 e AnF: val.propres de F) 3.3
lree)ll s <= - 4 3.4
On a ¢ ‘
e [ Fen ]
J dr £ T + T1 3.5
t >k ’

d
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£+T | wity|f 2
f " dr T + T2 ) 3.6
t ™, * kel xenf] « kg ECTDI® , :

od £(T) sét;sfait :
0 £E(0) ¢ | . "' | 3,7
T éct‘J = -VE(tJ + | x| | o 3.8
et od

Tys T,. M sont des constantes positives (éventuellement grandes)

TE, kd, kx. kE sont des constantes positives, gui dépendent.aeulement
de mF et QF

Alors x(t) est uniformément borné.
—_—=

Pour k , kx’ kg, TE’ on peut proposer les expressions suivantes :

<
TE s TF ) 3.9
A Te
Kk, & 3.10
d 3 .
2T,
k, -t 3.11
Te
T
AR S
ke S = — 3.12
F
n 2 2Q _ 2n
e A i
F ZwF mF _ ’ 3.13
)
Te ¢ 'ﬁi" 3.14
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Les expressions ci-dessus ne sont pas nécessairement les "meilleures” :
elles résultent de certains choix arbitraires intervenant lors des démonstra-
tions et, lors d'applications concrétes, il pourra en résulter des valeurs kd’
kg et Kd extrémement petites, et donc peu utilisables pour quantifier les non-
stationnarités et erreurs de modgle tolérables par (3.5) et (3.6).

Dans les problémes de robusteasé, toute la difficulté cqnsiste a trouver
des majorants intéressants, et pour cela, il faut nécessairement restreindre plus
ou moins la classe de problémes considérés (et ceci est surtout vrai dans les
approches par éguation d'état). En fait notre objectif n’'est pas tellement dci
de traiter du probléme de la robustesse en tant que tel , gue de proposer un

cadre,le plus général et le moins structuré possible. Dans ce cadre, les ma jo-

rants proposés n'auront pas d'intérét réel en tant gu’instrument de guantification
ils prouvercnt seulement 1'existence de ces majorants et, accessoirement, ils
pourront donner des indications gualitatives sur ies actions & exercer pour
améliorer la robustesse. Ainsi, on voit apparaitre dans (3.13) le rapport
(QF/NF) qui a intérét & 2tre petit pour accroitre kd, Kx et KE'

I1 en résulte qu’il est souhaitable d'augmenter la bornewF concernant les
valeurs propres de F, mais sans augmenter pour autant ]|F l|. Ceci revient a
dire gu'on a intérét a "gquilibrer” si possible les modes du systéme en boucle
fermée. De méme, dans (3.10 & 3.12), la grandeur T# est donnée par-1/QF‘£3.44l.
Il en résulte que 1'accroissement de {]F]I est nocif pour la robustesse et donc

gue les grands gains (qui se répercutent dans F) sont & proscrire ...

Commentons maintenant la forme des majorants (3.5) et (3.8]). s

. Lorsque T est grand, (3.5) revient a borner H %H eﬁ'hoyenne. Lorsque
T+ 0, (3.5) borne 1l'amplitude de saﬁts sur Flt).

Dans cette expression, kd doit‘étre petit, compte tenu des caractéristiques
globales du processus, définies par(nF et.QF. Par contre, T1 est une borne
quelconque. Il en résulte gue (3{51 sera satisfait aussi bien par des variations
continuelles, mais lentes, que par'des variations brutales, mais rares.

. Dans 1'introduction du présent paragraphe, on 2 mentionné que w(t) pouvait
inclure des erreurs de modéle : Si x(t) est solution d'un modéle "exact” défini
par a%lleuré et F(t) est donné, w est défini par w 8 ; - Fx.

P Grace 2 (3.8), ces erreurs peuvent revétir des formes trés générales.

SubposonS'd’abord gu'il existe un modéle exact dtordre égal a n: soit X
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solution de

; = f*(x) + W 3.15
ol W est un signél exogéne borné

Twll s m, 3.16

et o0 f*(x) est une fonction de x inconnue.

Par la définition (3.14) on a :
W =We++~*(x] - F x 3.17

éi f*(x) est faiblement non linéaire, et F un modéle approché tel que

1'on ait, pour tout x :

| £*(x) - F x||

Il =l

< kK 3.18

alors (3.6) sera satisfait.

Supposons maintenant un modeéle exact d’'ordre supérieur a nFet limitons
nous, pour simplifier, au cas linéaire déterministe ol x serait solution d’un

modéle exact ayant pour état [ x}

4
X -F :F 1T X
d ;12
__dt __ | = ;_IF__ - 3.19
4 21; 22 z

3.20a

+ F, . x 3.20b
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Alors, on a encore
wlt) = H(t) , x(t) 3.21

ol , dénote le produit de convolution et H{t) la réponse impulsionnelle du
processus (3.20), d'entrée x et de sortie w. '
Si F22 est asymptotiquement stable, ]|F12|| et/ou H F21|l>suffisamment pétitis],
11 existe TE et kg tels que

t
< T 29
| Heed || < kg © Tg 3.22
et de plus, si TE < TF {d'aprés {3.8])
-t :
HHE] s kg e Tp 3.23
Alors, si 1'on définit § selon (3.8)
£ :.?l_ x|l - &) . 3.24
F.'
-t/7
el o Ty ke Uneer] Lo
K
g 3

et (3.6) sera satisfait.
On note que la condition TE s TF n'impose pas que TE soit petit puilsque

TF sera généralement grand.

il

Plus généralement, 1'inégalité (3.22) -peut 8tre vraie méme pour des

systémes & param@tres distribués, approximés par des modé&les d'ordre fini.

D'une facgon trés'générale, le théoréme permet de prendre en compte des

erreurs de modéle non structurées, de la forme
wit) = wit , x(1) |t £t) - 3.25

Dans le cadre étroit de la robustesse, une inégalité de la forme

flwlf < 9 3.26

M,k I =] =+ ke &
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ﬁourrait sembler déja intéressante, et la forme intégrale (3.6) &tre un raffi-
nement superflu. o

La forme (3.6) se révélera néanmoins indispensable ultérieurement pour
1'analyse des commandes adaptatives, lorsque w résultera d'un modéle identifié
0.

Les modéles résultants d'un algorithme d’identification satisferoﬁt alors
effectivement des inégalités de type intégral telles (3.5) et (3.8}, effnbﬁ des
inégalités simples telles que (3.26).

“Finalement, le théoréme proposé est énoncé de la fagon & la fois la
plus simple et la plus générale, pour servir par la suite d'outil de base

pour la stabilité des systémes adaptatifs.

La démonstration du théoréme est donnée en appendice A. Elle est basée

sur une approche de Lyapunov, en considérant la fonction

R .
W(t) = x (t) Z(t) x(t) + Tg E°(t) _ 3.27
o Z(t) est solution de
T
F(t) Z(t) + Z(t) F(t) + 2 I =0 3.28

Selon la théorie classigue de la stabilité, (3.3) et (3.4) impliquent

l'existence de bornes hautes et basses pour L(t)

. < .
Te I£I(t) < TF I 3.29

Néanmoins, on consacre une premiére partie de la preuve & la dérivation des

expressions proposées (3.12) et (3.13]) pour TF et TF.

La seconde partie de la démonstration concerne la relation entre Z et F ,

On montre que
Izl s 122 e

Alors, on peut enfin montrer gue W {t) est borné, ce qui prouve ie théoréme.

€ntin, on a donné une version continue du théoreme, mails tous les principes
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sont aisément transposables au cas discret, et on donne sans démonstration,

en appendice B, une version discrete de ce théoreme,

4 - UN ALGORITHME D'IDENTIFICATION ORIENTE VERS:-LA
COMMANDE ADAPTATIVE

Méme si un algorithme d'identification est concu de facon & minimiser
1’6cart entre les estimées 6(t) et les paramétres exacts 0*(t), cet objectif

pourra souvent n'é@tre que trés imparfaitement atteint pour de multiples rai-

sons.

ti}) - Entrées insufisamment excitantes (d'ol solution non unigue & z{t) =
¢T(t) 8); et le présent travail se situe justement dans le cadre de la
commande adaptative passive, sans hypothése d'entrée continuellement
excitantes.

(ii) - Existence des bruits non mesurés.

(1ii) - Modele "exact” 8*(t) variable dans le temps. _

(iv]) - Non existence d'un modéle "exact” 6*(t). Il s'agit la en Faif d}une

difficulté plutdt sémantique car l'identification n'a de sens que si
1'on peut au moins supposer 1l'existence d'un modéle "acceptable” ou

"nominal” 6*(t),té1 que z(t) - ¢T(t] B*({t) soit "assez"petit .

En raison des difficultés soulevées paf (i} et (iv), on ne cherchera pas
a analyser ici les algorithmes d'identification sous 1'angle de la petitesse
d'un écart (hypothétique) (6 - 6*), mais sous l'angle des propriétés de l'erreur

d'équation :

vit) 2 zeey - ¢Tee) Bct)

et de la vitesse d’évolution

d6(t)

8= —%

qui doivent &tre 1'un et 1'autre "relativement” petits pour gque le modale

soit utilisable.
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On peut prévoir immédiatement qu'il sera intéressant de pouvoir majorer
vI(t] et é par des expressions compatibles avec les inégalités. (3.5} et . (3.6)
du théoréme de robustesse.

Par bonheur, les algorithmes classiques du type moindres carrés, ou iden-
tification par filtrage,satisfont pratiquement d'emblée cet objectif. Néanmoins,
divers points de détails doivent 8tre traités avec attention, pour_ satisfaire
simultanément diverses conditions compiémentaires. Celles-ci, sans &tre heuresu-
sement incompatibles, ne laissent m&anmoins qu’une marge de manoeuvre étroite,

Les difficultés que nous nous proposons de résoudre sont en effet les
suivantes :

- le processus 3 identifier'est bruité, variable dans le temps (lentement),
non linéaire [faiblementL et 1'ordre peut &tre supérieur & l'ordre n du modéle
8.-Par ailleurs, les dynamiques non modélisées peuvent Btre lentes, & -condition

d’étre d'amplitude relativement petite.
- 8(t) doit rester borné pour des raisons techniques évidentes.

- on souhaite un algorithme du type "moindres carrés", et non du fype
*gradient stochastique”. En d'autres termes, il devra apparaitre une matrice P

apparentée & la matrice dite classiquement de variance-covariance.

- la matrice P devra &tre bornée supérieurement pour des raisons techniques

évidentes.

- la matrice P devra 8tre bornée inférieurement pour éviter la décrois-

sance des gains d'identification.

- le modéle identifié devra &tre admissible, c'est-a-dire au moins sta-
bilisable.

~ Ce probléme sera traité complétement plus loin (section 6). Néanmoins,
en prévision de cet objectif, on veut que le couple 6(t} , P(t) définisse un

domaine de certitude pour 8*(t) autour de é(t).

- tout ce qui précéde doit restsr rigoureusement compatible avec 1'exis-

tence de majorants du type (3.5) - (3.6).
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On va présenter maintenant un algorithme type qui permst de satisfaire
les pbjectifs proposés.

Pour la simplicifé, nous avons évité volontairement de proposer diverses
wariantes possibles. Celles-ci existent, bien entendu, et le leéteur peut en
imaginer, mais il est bon de redire gue les objectifs énumérés plus haut sont;é
13 limite de 1'incompatibilité mutuelle (et c'est ce qui Fait la difficulté
du probléme). Telle "amélioration” tentante & premieére vue aura généralement
des répercussions indésirables sur un autre point, parfois éloigné, situé
éventuellement dans le paragraphe suivant consacré a la résolution du probléme
de la stabilisabilité. Le lectsur est donc invité & se garder d'une critiqu'“
trop h&tive & premidre lecture, méme si celle-ci lui parait évidente. Il devra
aussi considérer 1l’algorithme proposé caomme un prototype destiné avant tout é,

apporter la preuve de 1l’existence d’une solution acceptable.

Soit £FD le processus & identifier, d’entrée u(t), de sortie y(tj;

On suppose qu'il existe un vecteur 8*(t), dit "modé&le nominal", ou

*meilleur modéle”, et on note v(t) l'erreur d'équation :
vie) 2 ze) - o ey eretd 4.1
o z(t) st ¢(t) sont définis plus haut (2.8), (2.7).

On suppose données Jes constantes O, r, D, B, telles gque 1l'on ait

S v(t)

W s 2 .4.2
N A , ,
od s(t) F o+ rffett)]] + o ¢t , 4.3

u)(f) étant solution de
Y= - Bl (t) - |Jot)|} ). (0 £ Y(O) ¢ =) 4,4

On suppose que”S*(t]“est borné par une constante donnée R.




lesllz < g2 1 | _» 4.5

On suppose donné o tel que 1'bn_ait E
R2 2

le*|| 2 s o2 4.5

Remargues
—lchrEs

- Compte tenu de (4.2), (4.3), (4.4), le processus réel ppur?a;étgg non
linéaire et d'ordre supérieur & n . Néanmoins, on verra par la suipeﬁqué f et p
sont contraints d'étre petits. ' o | ' -

- Liinégalité (4.5) définit un domaine a priori qui est sphérique autour
de l'origine, mais on peut considérer le cas d'un domaine ellipsoidal,”centré

autour d'une valeur quelconque donnée SN, soit

T : 2 T
* * <
(6 eNJ Qo 6NJ <R 4,7
ol § est non singulidre, factorisable en O = STS. 4.8
(4.1) peut se réécrire scus la forme :
B
) T To-1 .
vie) = [z(0) - ¢ g ]- [0 'sT'] [sce* - 8] 4.9

en remplagant z par (z - ¢T GN]
T -
¢ par ¢T S T

et  8* par S(8* - GN)

le noyveau vecteur 0* satisfait maintenant (4.5).
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.= 0On note que la constante donnée r intervient dans' les majorants de
vit) et de 6‘(t)(cf {(4.5) et (4.8)).

Il -en résulte gue si 6*(t) est un modéle linéaire (|v(t)| borné par 20},
mais variable dans le temps [6*(t) non nul), alors la constante donnée r (qui
interviendra dans 1'algorithme d'identlflcatlonLdevra atre non nulle de facon

a poyvoir satisfaire (4.6)).

On propose 1l'algorithme d'identification suivant, établi a partir des

constantes données o, r, P, B, R, a définies plus haut

"
Bre) = @ (Pry) prt) Sl - P o) X, _ 410
s”(t] R
. 2
bee) = q(=PLE) ¢(t) 6(£) P(t) . PLE) - P(;) | 411
s (t] R
avec || (D] SR 4.12
PO} = RI ‘ _ 4.13
X A T - :
ol v{t) T z{(t) - ¢ (t) O(t) 4.14
s(t) est défini plus haut (4.3), (4.4)
gt ol A =0 sil éﬂ <R 415
A=1 sil]|8]] 2R 4.16
Commeﬁtaireé

On peut comparer cet algorithme avec les moindres carrés a oubli expo-

nentiel, qui s'écrivent
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y e

B=P¢ v ‘ 4.17

o
i

- Po $'P + P | 4,18

Les différences avec (4.10), (4.11) portent d'abord sur la pondéfation

(—£%~) qui affecte PP vet P¢¢TP.
5

~

En liaison avec les hypothéses (4.2) a (4.6), cette pondération permettra
3 la fois d'obtenir un domaine de certitude & partir du couple (é.P); et les
inégalités du type souhailté pour majorer v et é. On remarque que le facteur
‘(G/ﬁ?] ne permet pas d'attribuer & ¢ la valeur 0O (oubli nul). Cette reétfiétion
est 18 prix de l'obtention d'un doméine de certitude.

Par ailleurs, lgs termes Pék/Rz et PZ/R2 s'associent pour borner é et

P, tout en conservant les propriétés déja acquises.

L'algorithme (4.10) & (4.16), sous les hypotheses (4.1) & (4.6) présente

les propriétés suivantes :

Propriété 1 : des bornes sur P

R2.2
On a PlE) 2 -t T 4.19
g2, 2 :
2
P(t) € RI p 4.20
Preuve
on note M(t) 2 P71 (t) 4,21
. A I
D'ol, d'aprés (4.11)% M = a-——;g—— + M- “EE— 4.22

Soit a un vecteur constant arbitraire, et U(t) é aT Ma.

. T .
naU=0 292U+ |all?r-
5
T 2 L1 2 2
Or, d'aprés (4.3) : ( a¢ )2 < J[a “,H Q” g ” a u

s (o + r” ¢H + dw)z r2

5 s

on oy Ll Uy el Lelf
d H U . N U Rz r2

or 1 v - lalf e[nalr’-, (.IIR;HZ +’n;nﬁj

r
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Lorsque U{t]) atteint la borne superleure de 1°' 1ntervalle ci- dessus,
U{t) devient négatif ou nul. U(t) ne peut donc pas aller au-dela. Meme chose
pour la borne 1nfer18ure.

On a donc, ce qui démontre (4.19) et (4.20)

m 2 I/R® . 4.23

=
WA
o
~~

5+ =) R : 4.24
Commentaire

On sait gu'une contre-indication & 1’ oubli exponentiel classique est
qu'il entraine la divergence de P lorsque ¢(t) ne balaye pas contlnuellement
tout 1'espace. _

‘La présence du terme (- P /R} permet de prévenir cet inconvénient.

Inversement si ¢(t) diverge, la matrice P pourrait tendre vers 0.
La"normalisation” de vpar s, (ou intervient rli¢||], s'y oppose (d'apres
{4.19)). La présence du terme r|]¢]l dans s,qui est imposée,ou par les bruits
majprés parzﬂ¢“(cfo ég. (4.33), ou par 1'1nstationnar1te de 8* (cf. éq. (4.87).
présente une retombée favorable en générant un mlnorant de P (4.13). Un tel
minorant est generalement considéré comme un facteur favorable, mais l'analyse
des résultats ultérieurs montrera gu 'i1 n'est en rien necessalre dans le cas

linéaire (bruits bornés v majorés par o) et invarient (6* = 0).
il .

-~

Propriété 2: un ellipsoide de certitude autour de 6.

Ona |(6- 6% P (8 - 6%) 5 16 4.25
Preuve
n, A -
On note 6 =06 - 0% » 4,268
n n
ve aTpr e :  4.26b
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On dérive V en utilisant (4.18)
- '\’T c’\' '\l - .
V=86 M6 + 20 P (6 - 8*)

O'ol, avec (4.22) st (4.10)

L] q’ m’\/
T 2 o N T
vV _ (8 ¢) T 8 0
= > 8 Mo + 5
S R
n,
e b ~ T-1°* - 2
. 207 4 VZ—ZASTB 200 P 9 [.\} v,
s a S
D'ol
n_ony 4" n,
y 2 T N, T 2 T 2
V+\:2 _V+[626 2% 6 8) + L9 ¢'1+§e oV + v
a s R s
L
T -1
—-LG-—_G.: 4'27
o o

D'od
_—— n,
- '2 T .'\l_. ! 2 "1 *
VA S M- S W PO S .- I 4.28
2 2 .
ol s R s o
Considérons successivement les termes du second membre. On a
|'P"—---——————————'
' ’gT'g Yroa :
(1) ! -2Xx08 8 s 4 4,29
2
l-_.___ ——————
En effet

- si||éﬂ ¢R, onai=0

U .
Alors, [[8f] < ||6]]+]]6*|[ < 2R, d'ou (4.29)
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~ sl 16] 2R, onai=1et
~u n n o
,.e_f@.-~zxefe=—;— (6  6-2000+0 68-86 87
R R
= _%_ p*Tg* - ;%_ éT 9
R R
s = 6 or
R
< 1, d'oll encore (4.29)
N e
12 |
(11) Par hypothese (4.2) : | 5 s 4,
-s =
J"'_';T _—e—,— e e =
A T _1-.‘ |
(141) 1o 18 P8 o 5 /Y '
{ o )
e e e — ______,__._______J

En effet, d'aprés 1'ingégalité de Schwartz

), 4 s _ " 4 .

o7 p7" 8% = /5ty e
D*od en incorperant (4.26b), (4.24), puis (4.6)

18" e w/———v/r]e* P i 2* ;

On reporte (4.29), (4.30) et (4.31] dans (4.28) :

A

AN s-vearae2/V
o S

——% - (V- 2/ V - 8) =

- WV -8 (YV'+2)

O
a 4,30
4.31

«/V g
4,32
4,33
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V devilent donc négatif pour v V') 4 (soit ' _
Sachant que 0 S V(0) £ 16, 11 en résults que V restera toujours inférieur 3 186,

Commentaire
R S e

Grace a (4.25), le couple (é ,» P) définit autour de é un ellipsoide ou
se trouve avec certitude le modele nominal inconhu a*.
Ce domaine n'est pas trivial, en ce senS'qu'il.n'englobé pas nécessairement
la sphére lle*ilg R. En effet, P peut devenir petit (dans la limite imposée par
(4.19)).

Propriété 3: une borne sur 6.

on a i él[ < SR ’ 4,34
N, N
En effet o e 5 18
avec prl 2 1R2
v 2
d’ ol e8]l < 18R
- N
par ailleurs 6 =06* +0
- n
d’ o 6] s 6] + 8] s R + 4R = s5R

Propriété 4: un majorant de v.
e A e

Qn a, pour tout t et T positif :

b +T 2 S
v 1
ft —— dt s 16 [T+ ] | 4.35

S (03
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Preuye.

e ey
P

On reprend (4.32) deans lequel v V £ 4

Dol

<
Sl
~N
A

16

o

B*pb (4.35), sachant que 0 §V S 16.

Propriété 5 : un majorant de 6. -

Dn a

+t+T . b I L
J |oll gt & 16 YA Ra (T +1/a) 4.36
It

- > o

prapres €400 ¢ fl o s 2EEY 252 a3
. S. y ' .

o 1Pl s’ L |Bls sRr
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D*au
t+T M t+T t+T
f Il 8]} at s f II—EEE§LJKJI dr + ] SR dt 4.38
t t- s t .
Considérons le terme ||_££J;§£_JL“ - l]—ELELJE- I ]-AL |
s s s
On a 1'inégalité de Schwartz :
£+T - 2 £+T o
| [ 2P 2 e} s J 2P 0y 2y
t s. s t s
t+T
J | 2 %ar 4.39
t s
" Or
P oy 2 Poo P P2 p
I - € = T o 5——) = Tr (P - — - —] (d'aprés (4.11))
s , s R o
s
sTr (R -2
o
D*ol

[:T I

PO R arstr R21) T«
=3 .

STr Ry T +

Tr[pet)] - Tefptt + M)

Tr(RT)

o

= T (TIRZ(T »+
o r.

Sachant que les matrices sont de dimension 2n, Tr(I)

1
a

)

= 2n,
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Do

L pEeT . _ o _ _ N :
J II—E—Q—[F dr s 2n R (T + 1) ' / ' 4.40
t s

On incorpore (4.35) et (4.40) dans (4.39) :

t+T . 2 . . o; N
J I -°if-—_2‘p——\—ﬂ dt s a2n a? R% (T .+ =12 , A
‘'t S o . .
On. incorpore (4.38), d'ol
t+T 2 1
J | 8fldt € /32 R (T +—) + 5 a RT
t v
€ (v 32n + 5) & RT + ¥/ 32n R 4,42
< (/320 + 5) @ R(T + ——)
o

Sachant gque vV 32n + 5 S (v 32 + 5} ¥ n < 16V n, (car n » 1),
on a démontré (4.36).

Remarque
T——————

On aurait pu comserver pour la suite le majorant (4.42), plus st?iqt que

(4,36). On a retenu (4.36) pour la simplicité de 1'exposé.

§ - STABILITE ROBUSTE D'UNE COMMANDE ADAPTATIVE,
SOUS HYPOTHESE DfADMISSIBILITE DU MODELE IDENTIFIE

On présente ce résultat sous forme du théoréme suivant :-
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THEOREME 2

™ —

. Soit un processus 7 de paramdtre 6*(t), satisfaisant 14.1) & (4.6).
. Soit L'algonithme d'identification déenit par (4.10) @ 4,15},

. On suppose que é(t) reste continuellement admissible yis~d-vis de La
Loi d'ajustement OF choisdie, Le domaine admissible Etant dEfini par 12,18) &
12.21). _

Alons Le systime en boucle fermée est globalement stable 84 L%n a :

a> 0 | ' | 5.1

16 Y n R S kd/Md | - 5.2

4./'2" n Sk | 5.3
- T P s kg | | | 5.4

ol Ty, ky, ky, ky sont déginis de (3.9) a (3.13).

Preuve

- - -

On applique le théore&me de robustesse avec : ‘ B G R o
. . . = -T . - r— ~
8 (t) \Y 3
1 T T T T - T T
\\ I A
A » i 0 A 0 ‘
x = ¢, F 10 » W 5.6
- - -.—'—- — - — -_—— -
k' (8) ' k_(8)y
e — — — —_— e — D SR AR
1
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.Aiors :

x, F et w vérifient (3.1).
on admet dué l| $(0)|| est borng, d'od. (3.2).
- 8(t) étant par hypothése admissible, (3.3) et (3.4) sont vérifiés
par (2.18) et (2.19) -
- on note & 8 Y, alors f3.7] et (3.8) sont vérifiés avec T5 4 1/8.,

- on a les dérivées totales :

A

n .
X 5 f, . :
(£, )° L (4427 yaff
1]
=1 38

gt, O étant admissible, d'apres (2.21), on a

HEll s my Hell
(3.5) devient donc

+ . M +
fTJl_FlLde D f”uén -
K

t Ky R t

on utilise (4.36)

t+T . M '
f —M—F—u—dT§D 168 VI R (T + —=)

t -Kd kD a

Grace & (5.2), 1'inégalité (3.5) est donc vérifiée, avec T1 = 1/a,
gul est fini,d'aprés (5.1). '
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. D'aprés la définition de w, x et £ :

” w”2 _ VP e 'Krz yr2

i Il kg ©F ek el kg v)?

On utiliss (5.3) et (5.4) :

2 2 2 2
| wii L A

oy : ko I xll+ &

2 s - = 2
£ £) (Mw + 4/F§qr” Y| + 4/ 2 r V)

(@) étant admissibie, on a

On définit

MWFV2(40+MrYP] < co-

D’'ou
4 ' 2 2 2
: Ilwllz S " Yy Y ,
M+ bl kg £)% (VZH_ Y+ 4/ 20+l o]l +p p12
m2y2, v2
S r r
2Mr2 Y + 3252

A
+
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On intégre en utilisant (4.34) :

1}
+
P
—.l
+

Jm' | wlf dt i )

. 2 , .
t (M Kx||x||+ ke £) 2 2 ) 20,

En définissant T, 2 470 ¢ », 1'inégalité (3.8) est vérifiée.
Toutes les conditions du théoréme sont donc vérifiées, et -la -stabilité

gst domc démantrée.

Commentaires

Dans .les inégalités (6.2) a (5.5) le premier membre concgrne le modéle du
processus (bruits, erreurs de modéle, viteése de variation), en liaison avec les
coefficients de 1'algorithme d'identification. Le second membre concerne les
caractéristiques du systéme en boucle fermée, [QF, QF], gqui sont liées & la loi
d'ajustement choisie.

Pour satisfaire (5.2) & (5.4) on doit d'abord augmenter autant qué possi-
ble Kd KX et Kg. ce gui signifie choisir une méthode de commande intrinséquement
robuste. On doit minimiser M ~ défini par (2.21), c'est-&-dire recharcherune
méthode se traduisant par une loi d’ajustement aussi continue que possible.

Kd' Kx’ ki' Md etant supposés déterminés, par (3. g) a (3.13), l'applica-
tion de (5.2) a (5.3) rmsque de conduire concretement 3 des valeurs o, I', P
extrémement petites, ce qui signifierait que la robustesse ainsi guantifiée ‘est

tres faible vis-a-vis

- des errgurs de modéle non 1inéaires sans mémoire (coefficient r)

- des dynamiques non modélisgées {coefficient p ) o ' '

- de la vitesse d'évolution de 6* (produit arl.

Quant a TF {dans (5.5)), 11 est généralement grand, ce qui-Signifie.que

des dynamiques non modélisées lentes sont permises, pourvu que leur amplitude

" goit petite.

Par contre, la robustesse n'est pas limitée par les bruits bornés
(puisque o n'intervient pas dans les inégalités : il suffit que © existe st
soit fini). '



CoOncretement, on introduira dans 1'algorithme d’'identification les coef-
ficjents o, r, 1, a, R compatibles avec les conhaiéSances a priori sur les bruits
et le processus. '

Alers, les inégalités (5.2) & (5.5) pourront &tre violées, mais ce ne sant
que des conditions suffisantes de stabilité, sans doute loin d'atre nécessaires,
et on peut espérer que la stabilité, sans &tre garantie, pourra néanmoins
exister. .

En introduisant dans 1'algorithme d'identification des coefficients com-
patibles avec les connaissances a priori sur le procéssus et les bruits, on
peut compter sur un meilleur compbrtement de l'algorithme, et en particulier sur
le respect de 1’inégalité  (4.25) qui détermine 1l'ellipsoide de certitude.

' Ce point est important car 1'ellipsoide- de certitude sera utilisée ulté-

rieyrement pour le recherche d'un modéle admissible.

‘Enfinl.on remargue que dans le cas linéaire []vl £ 20), invariant
(8* = 0), r et P peuvent 8tre fixés 3 zéro, ce gui montre alors que, ‘dans ce

cas :

= la normalisation de v n'est pas indispensable
- une borne inférieure sur P n'est pas indispensable.

Les auteurs qui les utilisent dans le cas linéaire invariant le font donc

par facilité et .non par. nécessité.

6 - RESOLUTION DU PROBLEME DE STABILISABILITE

Le théoréme précédent comporte déja une solution locale au probléme de
la stabilisabilité. En effet si le domaine ellipsoidal donnd a priéri (4.7) est suffi-
samment dinclus dans le domaine admissible,éfﬁ restera continuellement admissible.
En régle générale,>le domaine donné a bribri est‘relativement grand,
et iﬁcqu des régions non admissibles. .
- N Loféq&e é rentré dané une reégion non'adhissible, il faut de toutes fagons

prendre une décision, par exemple :
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- Attendre que 6(t) en ressorte spontanément (mais rien ne garantit le résultat

si les entrées ne générent pas un vecteur ¢(t) gqui balaye tout 1'espace).

- Forcer 9(t) & rester intérieur au domaine admissible, en modifiant 1'aigO4
rithme d'identification : ceci présente des difficultés considérables si 1'on
veut conserver les majorants de © et de Vv , en tenant compte du fait que la forme

de DA est généralement inconnue et complexe.

En particulier, si D, n'est pas simplement connexe, un "saut” d'une

A -
région a 1'autre pourra 8tre nécessaire, car 8(t]) peut &tre dans une région

et 9*{t) dans une autre.

- Si on laisse 6(t) rentrer dans le domaine non admissible, il faut au moins
envisager de "geler" k(©) pour éviter des valeurs intolérables de la commande .
Dans cette solution {(maintes fois évoguée), on voit apparaitre le principe selon

lequel le modéle utilisé pour déterminer k(8) peut devenir distinct du modéle

identifié.

C'est ce principe gue nous allons généraliser ici en introduisant un
‘modale B(t), distinct de é[t), qui sera utilisé par l'algorithme d'ajustement
pour déterminer k(8). Tout le probléme consiste & déterminer correctement, &
partir de é(t). un modéle 8(t) gui & la fois soit admissible, et respecte les

inégalités nécessaires & l'application du théoréeme de robustesse.

On définit 6(t) comme la solution de

8 = a Pd v by Sle - ) AL 6.1

0

mN‘CI

avec B(0) = 6(0] (e DA par hypothése)

a z - ¢T 9

ot Vv
Les instants ti son ceux ol B(t) atteint la frontiére de DA'
St ~ ti) est 1'impulsion unitaire centrée sur ti.

Ai =.5[ti+) ~‘§[ti-3 est un saut effectué par 6(t) & 1'instant ti.
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é(t+] est un vecteur arbitraire appartenant & la fois auy domaine
fortement stablllsable (défini en fin de section 2) et & 1'ellipsoide E[t ).

centrée sur ett J,et défini par :

R

{eeett)}#--—-a{_][e—é(t.lllz <16 } B.2
1 e
1

ol P et § sont donnés par l'algorithme précédent (4.10) & (4.15).

<

. Les hypothéses sur le processus 3 identifier sont

- celles du paragraphe 4 (éq. (4.1) & (4.8))

- on suppose de plus que 0*(t) est & tout instant strictement intérieur
au domaine Fortement_stabilisable (fig. B6.1) :

Min || e*tt) - o] 4

t20, 06 € DFA

A > 0O 6.3

- on suppose que § (défini par (2.30)) satisfait :

-8 £ R 6.4

-—etque 8€ED, == |[68]] = R : B.5

e A
Litlrrr vl tirtiin g
AR \\\\\\\ \\ \ \ ///Ucmaine f’ortemlz-:f#:’
_ / admissible OrA // /

Domalne admls-

smli S \ m’\'\

non stabilisabl n i
B0US-B8DacEs llisable au sens strict »)

S

Fig. 8.1 Representatlon des domaines admissible D

‘et fortement admissible D FA"
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‘On remarque.d’ abord que 1'intersection de DFA et E(ti) est

mon vide, puisqu'elle contient au molns 6*(t ] en raison de (8.5}, et (4 223 a

(4.24). |
Alors, une trajectoire §(t) pourra 8&tre typiquement la suivante (fig. 6.2).

S e, Bt +T)

8(0)

Fig., B.2: Exemple de trajectalre Bt)
-w-‘—-’—__- .

Considérons maintenant le probléme de la recherche d’une réinitialisation

- 5'i1 se trouve gue eft ] E DFA’ le probléme est résoclu en prenant
G(t B S(t )

- Si e(ti] g DFA' on se trouve dans un cas de figure semblable a3 celui

de la figure 6.3.
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FA

[w]

F;g. B6.3: Cas de figure oo e(ti? 2 DFA

Rappelons que
P est borné (4.20)
é est borng (4.34)
6* est strictement inclus dans DFA n E(é)

DFA(; DA’ qui est borné (6.5},

N On peut en conclure que, dans le pire des cas de figure possible, le

rapport suivant

Volume de 1'intersection E(tiJ 4] DFA {hachurée)

Volume total de 1'ellipsoide E(ti]

Ratio =

présente une borne inférieure non nulle.

A la llmite, ce rapport est méme égal 3 1 si D et DFA sont conFondus

avec le domaine non stabilisable auy sens strict gui est réduit & une surface,

et donc de volume nul {(fig. B.1).



I1 est donc possible de concevoir un algorithme de recherche d'un point
) appartenant au sous-espace D f) E(t } de 1 8111p501de E[t ). Dans le cas
général ob la forme de DFA est complexe et inconnue, le plus 1mmed1at consiste
4 mettre -en ceuvre une recherche au hasard, en définissant

5c ) = 6te) + P2 ey 5.5
1 1 1

ol P1/2 est une factorisation de P, et ol Y est un vecteur aléatoire uniformément
distribué dans la sphére de rayon 4.
Compte tenu du rapport non nul des volumes de DF n E[ti] et de E(ti),
on peut garantir que le nombre d'essais nécessaires sera en moyenne fini (moyenne
d'une variable de Bernoulli), et dans beaucoup de cas, ce nombre sera voisin de 1.
On peut gvidemment proposer des recherches plus sophistigquées, mals un
cas de figure comme celui de la figure (6.3) montre la difficulté dﬁ probléme
On ignore a priori oG se trouve la valeur exacte 0~ [t j et i1 faut éviter une
politique de recherche systématique quil rlsqueralt de condu1re regullerement dans la

mauvaise région. En l'absence d’ informations sOres et prec1ses, il vaut sans

doute mieux encore laisser faire le hasard plutdt qu’une stratégie déFlClente

Propriétésrde l'algorithme

a) Reconsidérons maintenant la figure (6.2) et définissons N(t, t + T)
comme le nombre de sauts effectués entre deux instants t et t ¢ T, et O{t, £ + T

comme la longueur de la trajectoire parcourue, sauts exceptés (en traits gras

sur la figure) entre t et t + T.
Compte tenu du fait gue
- .
e[ti ) E DFA

B(ti+q) £ Fr?ntlere de DA

et de la distance § entre'ﬁ; et DFA’ il est clair que l'on &

D(t, £+ T} 2 [N(E, £+ T3 =1] 8 6.7
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b) Définissons

Vity £ |6 - 6*”,23-." 6.8

A un instant gg, on a

A

I é(tT ) - é(t,)” 2_1 16 (par construction)
i 1 P.

(t,)

i
Ioce,) - ooce 31| 24 S 16 (6g. (4.25))
TP () ' :
1
On a donc
Vit.") s 4x16 = 84 6.9

i

Par une démonstration analogue & celle de (4.24), en prenant ti+ comme

“ingtant initial, on a donc

Vit) £ &4 pour tout t 6.10

c) Compte tenu du majorant ci-dessus, on calcule de fagon analogue 3
(4.35)

b -
V.2 N 1
f ( Wdrsea [, -t s ] . £.11

D'od, s'il y a N réinitialisation entre t et t + T

t+T =~
f (-——‘L—szwss4[T+N+1j' 6.12
t ] ' o :

d) La distance D(t, t + T) est donnée, d'aprés (6.1) par

I ot

t+T v
D(t,t+TJ=f e P o —
t s
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D'oll, en réutilisant (4.40), (6.12) et 1'inégalité de Schwartz :

02t t + T) S a2 2n RO(T +

) .ea [T 221 6.13

On utilise (6.7), d'od :

in-1126 5 128n R @T + 1) (@T « N + 1)

£En notant
3 |
A 1280 R } 5.14
Ny S -
s

I1 vient

oo 1% g Nyt + 1) (N -1 +aT +2)
d'al

N - 12 g Ng(aT + 10 (N = 1)« Nj{aT + 1] (@ £2)  8.15

Pour la simplicité, on majore le dernier terme, sachant que ND > 1

{d'aprds (B8.4)), et oT ¢ 207 :
N (T + 1)@l + 23 s N [N (@T + 1)(20T + 2)] : 2 NPT+ 17
0] -0 0 0 4
{6.15] devient :
2 . 2 :
(N - 1) -,NU(aT + 1)(N - 1) - ZNO (aT + 1} s O
On factorise :
(-1 e nr « D] [v-1 - 2Nl « D ] s o
D'od :

'~NU[GT +1) £ (N-1) S ZNO[aT + 1)




£t donc

Nit, ¢t +T) S 1+ ZND(O!.T.'+ 1) 6.16

On a donc obtenu un majorant du nombre de sauts possibles sur un inter-

valle de temps T, et on peut maintenant facilement majorer.?r 2eth .

e} On substitue (6.16) dans (6.12) :

t+T 52 1 + ZN (G,T + 1) + 1
o
[ — drs84 [T+ . ]
t- 8 a
- 2 T &
=64 [T + + 2N (T s )]
o : o
1
s 64 [ 27 « £ NG T+ — ]
o4 o
D*ol en notant
Ny = Ny o+ 1’ 6.17 -
teT 32 4
f — dT § 128 N_(T + —) : 8.18
1
d t S 6]
1

(& comparer avec (4.35) ; ,.. £ 16(T + )

o

) De méme, on substitue (6.16) dans (§.13)

DPt, £+ T) a2 2n RA(T + ) . 128 N, (T e 1)

o o
D'aprés (6.15)
128n R% = N_ &2 < N, &2
D'olt :
.= = = - — - - —_— - = - - -
[ ) 1‘
bblts £t + T) g 2 a6 N1fT ] 6.19
L a |
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Par ailleurs, les sauts étant d'amplitude inférieure 3 2R, en raison de
(,5), on a un majorant de la longueur totale de la trajectoire totale parcourue

pér 5 eﬁtre t et t + T, sauts compris cette fois :

t+T _
f 18] ot £ DCt, t +T) « 2R N(t, t + T) S 6.20

b

on incorpore (6.16) et (6.18)

iIN

teT "
J il ell dt 20 N, 8(T ~ )+ 2R(1 ¢ NyloT + 1)
t o

On majore § par R et 1 + NO(aT + 1) par Nq(aT + 1)

D'ol

teT  ° ; : =

y |8}l dt s 4N, a R(T + ) 8. 21
t 0.

1 ).

(a comparer avec (4.37) : ... 216/ na RI(T +
' o

Gréce aux majorants ci-dessus (6.18) et (6.21), l'aspplication du théo-~

rdme de robustesse est maintenant immédiate, et on peut énoncer le théorsme 3.

THEOREME 3

y

- Soit un processus de panamitnes 0% (%) satisgaisant (4.1) & (4.6) et
(6,3) @ (6.5), ol Les domaines D, e,t-v'FA sont nelatifs @ La Loi d'ajustement

1 choisie.
- Soit £'algonithme d’identification défini de (6.1} @ (6.2). |

Abons Lo systene en boucle ferme est globatement stable 84 £'on a :

o > 0 6932
4N1 aRZ hd/Md 6.23
Té_v N, n sk 6,24
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16/ N, P 5k, L eas

1/8 s T, ' 628
on N, £ 7%2“-3— .1 6.27
et oL Ty, ky, ky, ky sont définis de (3.9) & (3.19).

Compte tenu des majorants (6. 18) et (6.21) (au lieu de (4.35) et (4.36)),

la preuve est exactement similaire & celle du théordme du paragraphe 5.

Commentaires

Les inégalités (6.23), (6.24), (6.25) sont de la méme .forme que celles
du théoréme 2. Il y apparait que la robustesse est affaiblie par la présence du

terme_N1.
-D'aprés (6.27) ce facteur sera généralement grand, en raison de la présence

" du rapport R/8. Il y a donc intérét & réduire ce rapport autant qu'il se peut en

éloignant les frontigéres de D et D A’ ce gul aura pour effet de diminuer la
Fraquence maximale possible des relnltlallsations _ ‘

En fait, le majorant (6.16) de cette fréquence est basé sur (6.7)-qui- devient
une égaiité dans - le 'pire cas imaginable, lui-méme tres improbable, '

> ..En présence d'une &ventuelle incompatibilité entre inégalités: (4,2} et

(46) et (68.22) & (6.25), 11 convient de choisir o,r et p de facon 3 reepecter
en priorité (4.2) et (4.5 ) pour préserver la validits de (4.25).

Le respect de (4.25) conditionne en effet 1'existence méme de l'algofithme

qui est .basé sur 1l'existence d'une intersection non vide DFAfW E(til.
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7 - CONCLUSION

Les principaux apports de ce papier sont finalement les suivants :

On a proposé un théoréme de stabilité robuste pour les systémes faiblement
sous-modélisés (non lindarités et dynamiquesl), qui s'apparente & beaucoup d’'autres
théorémes analogues dits "des petits gains”

Une de ses caractéristiques originales est d’inclure le cas des systémes lentement
variables dans le temps. .

Les majorants proposés sont d'un forme telle qu'ils puissent étre satisfaits
par les mod&les identifiés par des méthodes classlques (type moindres carrés de
1’erreur d'équation ou de prédiction].

I1 en résulte que ce théoréme peut jouer le rdle de lemme technigue fondamental,
pour 1l'analyse des systémes adaptatifs indirects.

Dans 1'hypothése ol le modele identifié reste admissible {stabilisable) &~
tout instant, 1'application du thécreéme ci-dessus est relativement facile et nos
résultats ne sont pas fondamentalement différents de ceux de PRALY, gui nous ant
d'ailleurs directement inspiré, en particulier en ce qui concerne la normalisation
des signaux par un facteur en 1/|lp|] .

Orn notera cependant guelque différence [méme dans notre formulation discrgte) dans
la procédure permettant de borner P et 8. Par ailleurs, nous considérons en outre
des processus & contrdler lentement variables dans le temps.

' On a donc proposé, & titre de prototype, un algorithme d'identification satis-
faisant les conditions requises par 1'application du théoreme. Parmi ses caractéris-
tiques, il présente celle de générer un domaine de certitude autour du modele identifié
6. Ce domaine est non trivial en ce sens que si P est petit (et il peut le devenir),
l'ellipsoide de certitude sera elle aussi petite (meilleure gue celle engendrée par
les connaissances a priori).

L'obtention de ces domaines de certitude est en soi un résultat intéressant, mais dans
ce papier, il est en outre 3 la base d'une procédure permettant de générer un modéle,.
noté B{t), qui est stabilisable & tout instant et qui satisfait encore les conditions
d'application du théoreme de robustesse.

La démonstration est basée sur le "prototype” d'algorithme d'identification proposé.

Les caractéristigues de cet algorithme sont ndanmoins toutes assez erdinaires,
et la principale conclusion de ce papier est qu'il existe des sclutions tres
scceptables au probléeme de la commande adaptative robuste, dans une approche pure-
ment passive. On se réserve d'effectuer les généralisations souhaitables
dans un proche avenir.

I1 reste clair que des entrées actives sont toujours un facteur favorable
5 la qualité de 1'identification, et donc & une bonne commande adaptative.
Néanmoins, le fait gue 1l'activité ne soit pas une condition nécessaire & la
stabilité robuste est une considération <trés importante qui mérite d'étre lar-
gement reconnue.
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APPENDICE A

PREUVE DU THEOREME 1

Premiére partie

e e R R gty wpvuiifin gt

On démontre la proposition suivante

Soit I la solution symétrique de
T
F'Z+ZF+2fT =0
ol F satisfait les proprisétés PF :
IFll s@ <=
< -
RE(Ai) S - w < 0
Alors on a :
<
L £ TF I
5
I 2 TF I
od
A an A2QF 2nF
TF = ( )
2wF wF
T o= 2
Foog
F

A.1

A.2

A.B
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Preuvg
(1) Pour tout vecteur propre p, de F
A, F
- Ay eyl F eyl < moe JLEall & ey
: [EA! e, |l Il all
. i i q+0 ‘
donc, d'aprés (A.2)
p——— == -1
l 'y ‘ A.8
llxli= F I i ..
- - - = d

(11) Soit als) le polynome caractéristique de F :

n n.-1 .
R N CR R WICID ¥ IR CI
n 1 27 . n
F F
on a
o d= 13 2| “
al=13 x|l sn.Q =c Q 1
1 121 F F Ne F
n n
lal= 13 7 a Al g 2 of
A e F
: 173 > A.10
< n-1 n-1
Ian*'l | s Cn R '
|a | = o
nF F J
& facteu 1 d !
(111) On considére un facteur —/—— CG8 ~—753
ot A =o + 3B, u2+82v= |>\|2§QF2,aZZmF2
On a ] > = — ; 5
3w - Al (w - B) +a

D'al le majorant évident

-~ - = . —_— e T
1 ‘_ 1|2 1 1 !
| _— . |

-~ m— o o t—— e mem e e e

A

A.11
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On recherche alors un majorant de la forme
s >
(w - B+ o A2+ w

Y doit donc satisfaire :
v[w-87+a®] - 22 -w? 2 0
Oﬁ développe:

= y(w® - 28w + B? + o?) - A% - &P

(v - Dw - 2Byw + (y - 1) |A]?

qui est toujours positif 1orsque:

852 = iy - 11 [A)?

d* ol '
Al 8]
: 112 ‘
" 'On a aussi : Y = lél (Lll - IBI] — = !XI * lAI IB‘
(Al - 18D Al + 8] A% - 82
2
A7+ |A] 18]
2
_ a
ou |A]% « |A] I8] 5 2|A]% < 29,
Dnia donc
D Sl - e N il
! ) '2 Z% 79F :
" lyw - a2[|A|2+w2) w? w? s’y !
L e __F_TE__T
Enfin, on recherche le maximum de | e l, et on trouve
L [ jw - A
! 2 0?
| w42 . A5 L F :
2 =2
I L N
(iv) On moﬁtre que
- o e L - —_ - — = —
i ki -441 nr-2 ZQr— an 1 !
b H Qe -F) | £ D (0 —— |
f 2 We we" o+ w !
—_——

A2

A.13
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Preuve

On vérifie d'abord que

n_-1 n_-2
- F
(sI - F) T. 1 (e + a8 P+ a ., 5t T
als) Pe™ Ne
HF-Z nF—S
+ (s + a, s + .. + @ JF
1 n_-2
. F
. n_-2
+ (g + a1) F F
n_-1 ,
fET) A.15

en multipliant les deux membreg de (Ah1§} par (s I - F) et en ytilisant le

théordme de Cayley-Hamilton (F Fu a1F F Foees vl I = Q).
F

Alors, en utilisant (A.2), (A.10), (A.18), il vient

n_-1
o n_- ' n.-2 F n_-1
Jrgor - 7 s |2 ‘ x ol T s alul T e 8T
al{jw) F
n_- n.-3 n.-1 n_-1
F 1 F F
* QFlw| + C_ QFlw| teeer C0 Qe
: -1
n_-2 1 . "F
+ Q. F lo] +c %
F
n'1 ]y
+ Qo F A.16
Considérons un terme extrait de (A.1B), de la forme générale :
. n.-1-1
A é' 1 ‘ x Qpl"wl F
i
aljwll
o, peut se réécrire :
. Q Q
ay =[———rfl———x e I : Ju] X ove X - _lwl‘ —]x - :
} {iw - X1l ljw - kil ljw - Ai+ﬂ| ij—AnF_1l . lgm:AnFlf

d'ou, grace a3 (A.11), (A.12) et (A.13)
v} Q. m_-1-1. Q A
a, s (—t T F T I

mF UJF (L)F




ot

d'ol
&= n
a, £ (——) F
i W,
F
12
r 1 n_~1
(A.18) devient donc 1 +C + ... +p
Q ne F F
Msur - o) 2 s =5 - 1 no_o
| jwI - F) s, w2 + 2 + 1 +C 4 ...+ CNE-2 A.17
= = n n. : _
F -F
+1+C1
"F
+ 1
. J
Le dernier facteur est égal &
n n n
F
{— (1 + C1 + C2 ..+ C: + 132 = {—~E~ 2 F}Z
2 " TF F 2
(A.17) devient donc bien :
. 2 . 2n
-4 n 28 F
Moz -7 %s T Ey T 2
4 W W' W
(v) On achéve de prouver (A.4) et [(A.B).
Rappelons gue la solution de

ubﬁ F est- une matrice asymptotiquement stable et § une matrice symétrique

(positive définie ou nonJl, est donnée par

T :
P = Jm e Toe Ty A.18
U .

Ici, @ =21, P = L, ~
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Par ailleurs, la transformée de Fourler de e T est (jwl - F]-1_.Alurs on

applique l'égalité de Parseval

“ e F * T 1
g -2 j ofF TFT g = 2 [ (JuI - F)7 (jwI - F) gﬁ
0 0

d*ol
+00

R I B e
o0 2§

fn utilise (A.14), sachant que

400
2 1 dw - 1
A w2 + w2 27 W
F F
d'oll enfin
nFZ 29, 2ng
lzll = ( )
ZwF wF

qui prouve (A.4) et (A.8).

(vi} Preuye de (A.5) et [A;7].
Soit z(t) une solution de it= Fr, et soit E(t)
Ona E = ZCT Fz
et [El s 2llclf Fll s zen

CRUS

- 22Q S E g .
donc 2E e E 2E QF

On intégre les deux membres de la premiére inégalité :

20t 20t
et zele o= Jlcomffe

Une nouvelle intégration donne

2
fgm 4 s Alz@lf

0 20,



Par ailleurs, on a :

T
[eFt Ft]

E(t) C[OJ g(o)

D'aprés (A.18}) et (A.19),

Jm E(t) dt = g0 2 z(o)
0 2

On a donc pour tout Z(0) :

') I zo) s Ao lf

e

ce qui prouve (A.3), (A.7).

On considére maintenant que F est fonction du temps. Alors la sulution

I de (A.1) est aussi fonction du temps :
FLL)Z(t) + Z(LIF() + 2T = 0 A.20

On suppose que QF et We sont constants dans (A.2), (A.3). Alors (A,4) et

(A.5) restent vraies pour tout t, et on a :

Izl s 2t2 | F A, 21

Preuve
On différencie (A.Z20)
FlEvIF+ (Fl5agF) =0

On applique (A.18), (A.19) avec P = % gt @ = [%TZ + Z;)
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e T A- . T B
5 - f%'eF (T [ ey 2+ zee) Feo) ] e T o
' 0

Alors

A

. . ) T
131 s 2 FE ] T el

A

Uz Z 1 s NFIT2 carapras (aua))
2

On introduit la fonction positive suivante :

4

wee) 25T o) xee) ¢ T, £ A2

13
on dérive, en utilisant (3.1) et (3.8}

W ox! Ix + 20 D(Fx + w) - 2(E - || x[p) £

On introduit (A.1)

Q = X ix v 2x'Tw - 2xTx - 252 + 2l x|l €

xTéx + 2xTZw - xTx = 52 - [ ||X|E'*€2 - 2||X||£ ]

2
oll - xTx - Ez g - XTZX - TE : {(d'apras (A.4) et {3,9))
Te TF
pP'old, en réintroduisant (A.22]) :
- Tt Tt 1 .
: Q < xT ix + ZXTXW | - : >”A,23
¥ T



« On ceonsidére le terme xT ZX.
Dtapreés (A.21), (A.5), (A.22), on a :

s <P T2 |F) s - uFu

et, d'apres (3.10)

rTTTT T T e =

I .
| xTEx s IIFJI w A.24

. On considére alors x Zw. D'apras 1’ inégalité de Schwartz :

Zwl // T Ix wTZw
D'apras (A.22) et (A.4) :

Tnl s Vw2 T ey AL25
‘ M

. A _
ou MCE) = m vk Ikcey || kg £t A.28

D'aprés (A.5)

Alors, (A.25) devient :

T T T -
x'zw| s [ VTom /W gy kov [~ kw ) |2 )
F o w X 3
T T M

. £

et d'aprés (3.11) et (3.12) :

| 2Ix wl s | 2/7T F M, i+
! F
|

—— et mm s e A e ey e e e e e

Wl ”-ﬁ“ (- A.27



On réunit (A.23), (A.24) et (A.27)

coa el L 2R o ey

Te 2T Ky v W 4T

On définit alors

A 2
Wy = Max { we , [BTFA/ T Mw] }

at tD comme un instant t {s'il existe) tel que W(tO] = WD' Alors,

W(t) reste supérieur & WD :

2/‘?? M, 1
— < , et (A.28) devient :
vV W 47
F
_\AL_ < - 1 . 1 H F“ . 1 H W ”
W TF 2TF Kd 2TF M

Appliguons 1'inégalité de Schwartz :

BT ‘2 6T w2 t+T
T s [T e [

D'aprés (3.8) : g

T T W 2 2
[ f |2 o) s T+ 7T (ST T
t M 2

t+T w
[ [ floc s T+7
t M

Par intégration de (A.28), en utilisant (3.8) et (A.30)

t T
[ 0 W < _t 1 1

dr s - + (t + T1] +

to W T 27 217

(t + T2]

-0
-

F

A.28

tant que

A.28

A.30
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Wity + t) T, T
Log ( < WO 2
Wit ) 2T
. 0 .
T+,
2T,

W est donc borné.

D aprgs F.AZZ] et (A.§J T 4T
1 2
T W 2T
” X”2 < X X < W < ) G F
T T T

F F F
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APPENDICE B

UNE_VERSION DISCRETE DU THEOREME 1 -

On consideére les fonctions vectorielles x{t) et_w(t] et 1a fonction

matricielle F(t). On suppose que les propriétés suivantes sont vraies pour

tous les entiers positifs t, T et T.

x{t + 1) = F(t) x(t) + wit)

| xf] « =

e s A o

el s A ¢« =

th HE(r+1) - Floa ]| < T T
T=t k | !

B d

2

t;T | win) ] -5 T,

1=t (Mw + KxIleTJH + KE (1))

olt £(t) est donné par

et ol

i

1

£

E(t+1) = E(t) - (£t) - || xxd]

T

0 £ E(0) ¢ =

T T

g0 Too Mw sont des constantes positives finies

T KX, k, sont des constantes positives qui dépendent

€
de AF et AF.

E‘ kdl

Alors x(t) est uniformément borné.

Le théoreme est donné sans démonstration mais on retrouve 1'équivalent

discret de toutes les hypothéses sur lesqguelles est basée la démonstration

dans le cas continu.
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APPENDICE C

TRANSPOSITION AU CAS DISCRET DE L 'ALGORITHME D'IDENTIFICATION

Soit un processus & temps discret : (t = 0, 1, 2, 3, ...)

yit) = ¢'(t) 8%(t) + v(t) ’ C.
T | : ’

oty = [yl -1 e yle - m) DUt - 1) Lute -y ] C.
I * * . L] *

ovt) = [ -a,*(t) ... - *(t) L by*(t) .. b *(t) ] c.

avec les hypothéses :

~oLE) ] 4 - q (@ positif ) . c.
s(t)
ot : s(t) o ¢ rfloe)] s p i) C.
WE) = vt - 1) -80pt -1 - Jote - 1), (8] < 0 C.
[l e*t)|| sr C.
. s
Rzrz
Il o*ct) - o*(t - 13 s TR c.
R™ + r
Soit 1a loi de commande :
ult) = - ' (t) K(B(1)) + Yo (t] K_(B(t)] ' .

od @ est donné par 1'algorithme d'identi?ication défini plus loin.
La loi d° aJustement k(6) dépend de la méthode de commande choisie. On
suppose définis des domaines admissibles DA et DFA’ de fagon analogue au

cas continu,
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L'algorithme d'identification est décomposé en trois étapes : . o

o
—
ot
~—
1

(1 +a) Pt - 1) o C.10

6(t - 1) | .11

[e2]
ot
i

- - o

proge) = [Preey e —2 L C.12
o + 1 R2
B (t) = 8'(£) - P’ (£) ———— 8" (t) Alt) A .13
@ + 1)R
ol Alt) = 0 si || @' (t)]] SR C.14
Alt) = 1si flor)] >R C.15
- Mise_&_jour
PLE) = PrU(E) - PPt CE) [ 6 (t) PUCE) ¢(t)
P2 $2e )7 e Ple) C.16
o
B(t) = 8''(t) - P(t) ¢(t) o 5 v (£) C.17
(1 +a) s7(t)
on note \;(t] l'erreur a posterio.ri
0] = yit) - ¢ (1) 8Lt | c.18

On démontre alors des propriétés semblables au cas continu.
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PROPRIETE 1: des bornes sur P
On note M = P-1, et on utilise des identités matricielles classiques :

(C.10) devient :

mee) = BT e Ly - - ) C.19
1 +a 1 +a
(C.12) s'écrit) :
. o, I
MYPlE) = M (t) + > C.20
, o+ 1 R -
(C.13) s'écrit
o i) ot
MIt) = M'"(t) + - 5 C.21
o+ 1 ]
D'od
o I ot) o' (e g
MEED - MOE - 1) = == [ Ml - 1) S s ] - C.22
o + 1 R s

en reprenant la démonstration du cas continu, on retrouve les majorants
(4.19) et (4.20)

x P = R2I C.23

2 2
Pz - = Iz C.24
r +R
PROPRIETE 2 : Ellipsoide de certitude.
8- 097 P - 84y 5 15 | C.25

Preuve

On note :

6 (t) = g ), vrie) = || 8 ey |P 1

= 0'(t) - B*(t) , V' (t) = (t]lp,(t]

~ - 0 o 2

870 (E) = 8 r(t) - 8%ty , virce) =fj B en ] ey

Bt) =6t - ov ), vty =§ Beey P orey”!
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On développe V'(t) en notant p = 8*(t) - O*(t - 1)

vieer = lece - 0 -l fom gy gy C.26
1 +qQ
1 -1 -1 |
Vi(t) = (et - 1)« wp e - M- 20 P e - DB - 1]

1 +a

On a l'inégalité de Schwartz :
e e s STt e

Or, on & (C.25), d'ol

L 2 .2
-1 .o
e g elP _£;§:§§L_.
rR

et on a (C.8), d'od

pPlp s o
I1 vient encore, avec V_ v - oY
1 +0 1 +0
l—_-—‘__———"""———'—"-""“"""-_‘"'_'"""’__"—"'"’1
I o a S ;
L V) SVlE - 1) s —2— Ve - 1) s 2/VE- 1) ra ) c.27
P 1+ a . '

- ——— - - —————

. si A =0, il vient :

Vrr(e) = vi(t) o+

& | ex - o'
1 +q R2 )

D'aprés (C.7) et (C.14) |l o -0 s 2, d'oi

boverge) g viie) o+
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» 81 X =0, 11 vient

«ll 2
e Aol ez,
1T +a R 1 +a

VOrCE) = V(L) +

D*aprés (C.7), 1'inégalité (C.28) est encore vraie.

On_développe enfin V(t) en utilisant des identités matricielles classiques :

o

. w2ty - )
(1 +a) s(t)

d'ol : V(t) S V(L) «

On incorpore (C.4)

On réunit (C.27), (C.28) et (C.29)

Q

VIt) s VIt - 1) + - (4 -a+4-V+2/V+aq)

1 +a

[vir -vit -1 ] s« 8 +2/V -] -
T+a

=2+ /) [4 - /)

1 +a

D'ol :'V(t) < V(t - 1) si /VE =T > 4. _Sachant que V(0) < 15,
(C.2$J est donc démontré,

PROPRIETE 3 : Un majorant de 6(t).

-

I8t s sr

Ce@i résulte immédiatement de (C.25), od P | 3 R_ZI.
d'od || 6] <4
or || 8*]] <1, d'ou (c.30).

C.29

C.30
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PROPRIETE 4. un majorant pour 9.

t+T A2 _

pOMEL <o (Tt e 1) C.31
T=t s(T) o .
Preuv

- - —
T

On reprend (27}, (28}, (29)

CVE) - Vit - 1)+ o Fre) .o  [se2/VE-T - Vit 1]

(1 +a) s°(t) 1 +a |
oll V2 0, d’'ol g —2 a2/ Vix - 1))

1 +4d .
ol V £ 16, d'ol
A2 1
aV(t) T8 oy - 1= ViE)
7
{1 +al s 1 + o

On somme de t &8 t + T :

t+T

a2
-¥¥§£51—.§ 187 + 2 [ vt - 1) - Vit +T) ]
T=t s (T) a

o 'V(t) € 16, et V(t + T) 2 0, d’od (C.31).

PROPRIETE 5

£+T - .
y lletp - 8Cr- 1|
T=t

1

A

)

16 V n Ral(T + 1 +
. o

On effectue ici encore une démonstration similaire en tous points a

celle du cas continu.
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STABILITE GLOBALE SOUS HYPOTHESE D'ADMISSIBILITE DE é(t)

(C.1) et (C.9) s'écrivent globalement sous forme d'état :

x(t + 1) = F(t) x(t) + w(t)

ol N L S Y]
1 :
A I ( 0o
x(t) = ¢(t), F(t) 40
S ——
o ke plt (6
|
. 0
|-
] | 1 0] N ]

I1 suffit alors d'appliquer la version discrete du théoréme I pour
démontrer la stabilité, et on trouve des conditions analogues é'celles_du

cas continu.

STABILITE GLOBALE SANS HYPOTHESE D'ADMISSIBILITE

-

Si € n’est pas continuellement admlssible, on définit, comme dans le

cas continu, un modéle B (t) gui obéit aux équations

o
(1 +a) s2(t)

B(t) = 8t - 1) - P(t) 6(t) () - ¢ (t) Bt - 1)),

" Sauf si 6(t) n'appartient pas & D,. On cherche alors un modele S(t) appartenant

A’
a8 la fois a DFA et & 1'ellipsoide E(t)

- < .

8 €EM) & | o(t) ellpm 1 £ 8.

On suit alors pas & pas la .démarche du cas continu pour majorer le
nombre de réinitialisations possibles sur un intervalle de temps donné, et
trouver encore des majorants de 1'erreur a posteriori V(t) = y(t) “'¢T(tj,é(t)s
et des différences || 8(t) - 8(t - 1] .
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. APPENDICE D

UNE SOLUTION AU PROBLEME DE LA DERIVATION DES SIGNAUX CONTINUS

Spit un processus décrit par le diagramme fonctionnel ci-dessous

consigne Yo

P
Perturbation Vp
[ —————— » 2
entrée sortie _ écart
B(s) £ L + ,
u . oo : ' Als) y =/ e
s} | ~9 o P
fig. D-1
Seit ———1~— une transmittance arbitraire stable.
C(s)
. On note U, ¥y, Y. 8 les grandeurs définies sur le diagramme fonctionnel
sulvant '
Y il
. : Ve rp
u . 1 y
u ~ i b ‘!5 o D
——  C{8) Bis) | Als) e
B
fig. D-2
La transmittance — 1 est réalisée selon le schéma
c(sY '

1C

AN SO

fig. D-3
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Les dérivées de y sont disponibles & 1l'entrée de chague intégrateur.
De la méme fagon, les dérivées de u sont accessibles dans la réalisation
de u par la loi de commande "
1

— | Q(s) k. vy
— Laey sy ]

[ ne
0

Considérons maintenant les relations entre les différentes grandeurs.

On remplace y = Ly, up Cu dans Ay = Bup + vp.

On a donc Ay = Bu + P
C
v
On note v é B
c

Sous des conditions trés générales, les hypotheses faites sur v peuvent
donc s appllquer _

Bn pourrait aussi considérer le cas od vy serait,hodélisé‘par
Vp = Ceg (€ = bruit blanc). Alors on retrouve v = g = bruit blanc, ce qui corres-
pond & une hypothése favorable pour l'identification. Cet argument a nganmoins
uhe faible portée dans le cadre de la commande adaptative, ol il serait irréaliste
de supposer connu le modéle stochastique des bruits.

Enfin, si la commande permet de borner u et ses derlvees, il en sera

évidemment de méme pour yp = Cy.

On pourrait s’interroger sur 1'intérst du probléme de la dérivabilite
des signaux, puisqu’il existe une versilon discréte qui sera appliquée
dans la guasi-totalité des cas..
Néanmoins, dans le cas ol la période d'échantillonnage est petite, on
aura le plus grand intérét & effectuer une transformation analogue & celle de
la figure C-2, & partir d'une transmittance discréte D(z) judicieusement choisie,

en vue de mieux conditionner la mise en ceuvre numérigue.
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