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Concepts Mathématiques et Informatiques
Formalisés dans le Calcul des Constructions

. Thierry Coquand
Gérard Huet

Résumé

Nous présentons un essai de mécanisation de concepts mathématiques et informatiques dans le
Calcul des Constructions. Tous les excmples présentés ont été vérifiés par machine.!

Abstract

We present an attempt at mechanizing mathematical and programming concepts in the Calculus
of Constructions. All examples have been mechanically checked.

H D PAPIER RECUPERE ET RECYCLE

1Ce papier a été présenté au Colloque de Logique d’Orsay en Juillet 1985.



Concepts Mathématiques et Informatiques
Formalisés dans le Calcul des Constructions

Thierry Coquand

Gérard Huet

Nous présentons un cssai de mécanisation de concepts mathématiques et informatiques dans le
. 4 ’ 24 2 s oy . 2
Calcul des Constructions. Tous les exemples présentés ont été vérifi¢s par machine.”

1 Introduction

Le Calcul des Constructions est un langage logique dont le calcul de types implémente la déduction
naturclle en calcul des prédicats d’ordre supérieur. ‘Celte théorie s’appuie sur les travaux de De
Bruijn [8,10,11], Girard [25,26] et Martin-Lof [45,49]. Le langage en a été présenté et motivé
dans Coquand-Huet [17], ct sa cohérence a été prouvée dans la thése de Coquand [16]. Une
version simplifiée, munie d’une sémantique détaillée, est présentée dans Coquand-Huet [19]. Une
implémentation prototype a été développée & 'INRIA afin d’expérimenter avec le pouvoir expressif
du systéme. De nombreux exemples ont été vérifiés mécaniquement sur cette implémentation
[18,52]. .

Nous rappelons les régles du calcul dans une premitre section. Nous expliquons en détail
les conventions d’écriture permises par le systéme. Le reste du papier est une session annotde
d'un certain nombre d’exemples caractéristiques. Cette session présente I’ensemble des axiomes,
définitions et théorémes nécessaires & la compréhension des notions introduites, dans la tradition
des Principia [76].

2 Le.Calcul des Constructions.

2.1 Constructioné: contextes, propositions et preuves. .

Les Constructions sont des expressions bien typées d’un lambda-calcul typé dont les types sont
des expresssions de méme nature. Le langage de base s’appuie sur le formalisme A de Nederpelt
[53,54,21]. Nous avons quatre régles de formation: -

* Univers

[z: M]N o Abstraction
(M N) Application
z ‘ ' Variable

. Dans la régle de formation pour ’abstraction, nous préférons la notation Automath [z: M]N
3 la notation plus traditionnelle Azps - N pour deux raisons. Premiérement, le type M associé a la
variable liée z peut étre trés compliqué, et la notation indicée deviendrait trop embrouillée, avec
des indices de niveau arbitraire. Deuxiémement, cette opération d'abstraction sert a représenter
des produits Yz € M - N aussi bien que des fonctions Az € M . N. Le nom z est bien sur
complétement arbitraire, et n’est utilisé qu’au niveau de Iinterface d’entrée sortie. Dans la syntaxe

2Ce papier a été présenté au Colloque de Logique d’Orsay en Juillet 1985.



abstraite, Nopérateur dCabstraction est binaire, avee deux composantes M ot N. Les ocenrrences
de la variable z apparaissant dans la syntaxe concréte du terme N sont remplacées par des indices
de de Bruijn, qui reflétent la profondeur de la variable dans Pemboitement des abstractions [9].

Ainsi la formule
[z: Al(ly : Bl(z y) =)

est une représentation concréte de la structure abstraite
[Al([B](2 1) 1).

Comine il est d’usage en logique combinatoire, on écrit (M N) pour application du terme N .au
terme M. On emploic aussi & I'occasion la représentation (N)M, dans le style Automath.

Notre algébre de termes est complétée par une constante *, qui joue le réle de la sorte de tous
les types (sans étre elle-méme un type). On peut voir également * comme la sorte de toutes les
propositions, suivant la correspondance de Curry-Howard entre propositions et types. Dans les
langages Automath, * est noté r.

Nous appelerons construction un terme bien construit, relativement & un algorithme de vérifica-
tion de types que nous allons présenter. Cette vérification restreint les termes 1égaux suivant trois
critéres. Premiérement, les termes doivent étre légaux du point de vue du scope des variables.
Deuxi¢mement, les applications (M N) ne sont légales que si le terme M a un type fonctionnel
cohérent avec le type du terme N. Troisiémernent, nous limitons notre calcul 3 trois couches de
termes: les contextes, les propositions et les preuves. Les contextes sont simplement les termes
construits par une suite d’abstractions a partir de *:

[z1: Mi][zz : M) ... [z : M)+

. Intuitivement, les contextes sont des déclarations: on introduit les variables z;,...,z, avec leurs
types. Les propositions sont les constructions dont le type est un contexte. Intuitivement, les
propositions sont des formules logiques contenant éventuellement des variables libres. Par exemple,
une proposition ayant pour type le contexte ci-dessus peut contenir des occurrences libres des
variables z;,...,z,. Une variable de proposition de ce type peut donc étre considérée comme
désignant une proposition n-aire. On appelle énoncé une proposition fermée, c’est A dire de type #.

Finalement, les preuves sont les constructions dont le type est une proposition. Intuitivement,
une telle construction est une preuve de la proposition qui est son type. Une preuve fonctionnelle est
une preuve dépendant d’hypothéses, vues comme ses paramétres. La proposition correspondante
aura comme type ce contexte d’hypothéses. Cette vision fonctionnelle des preuves est conforme
aux systémes d’inférence de logique naturelle [61]. .

L’interprétation informatique des constructions suivant leurs trois niveaux est de considérer
les contextes comme des déclarations, les propositions comme des spécifications, et les preuves
comme des algorithmes réalisant la spécification qui est leur type. On peut d’ailleurs voir cette in-
terprétation comme définissant une sémantique de la partie logique de notre formalisme, une propo-
sition étant interprétée par '’ensemble de ses justifications, c’est & dire des algorithmes de ce type.
Cette vision constructive de la sémantique est conforme & la logique intuitioniste [39]. Toutefois,
Videntification d’une preuve avec une A-expression permet d’éviter les codages par arithmétisation.

2.2 Typage

Nous n’avons pas la place ici de donner la théorie syntaxique compléte de notre calcul. Nous
renvoyons le lecteur intéressé & la thése de Coquand [16]. Nous supposons connue 'opération de
substitution M[z/N] qui remplace les occurrences libres de la variable z dans le terme M par le
terme N. Nous avons une régle de calcul unique, correspondant 3 la notion de A-réduction en
A-calcul. Cette régle remplace un sous-terme de la forme ([z : AJ]M N) par le terme M|z/N]. On

2



pent montrer que cette régle définit une relation de ealenl confluente ot naethérienne sur les termes
typés. Tout terme bien construit M posséde donc une forme irréductible unique, atteignable par
une séquence arbitraire de caleuls, que on appelle forme canonique de M, et que I'on désigne par

Nous allons décrire P’algorithme de typage des constructions par un systéme d’inférence, dont
les régles manipulent des séquents T' E, ot T cst un contexte servant & déclarcr les variables
libres apparaissant dans Uexpression E. 11 est pratique de définir quelques notations permettant
de manipuler les contextes comme des suites. Si T est un contexte ¢t M un terme queclconque, on
définit la concaténation T; M de T et M récursivement. SiT = , alors 3 M = M. SiT = [z : AlA,
alors T; M = [z : A] (A;M). Lorsque T ct A sont des contextes, on éerit T' < A si et seulement
$’il existe un contexte O tel que A = I';©. On dit que T est un préfixe de A. F inalement, si T
est un contexte et M un terme quelconque, on écrit Iz : M] pour T'; [z : M]+. Cette notation
permet d’écrire tout contexte non vide comme une suite [z : M.z : M.} et de réserver * pour
le contexte vide. ' .

Nous allons maintenant décrire précisément 1’algorithme de typage. Les séquents sont de trois

formes:
Tl Contezle

indique que I' est un contexte bien construit.

THP:A o Proposition

indique que P cst une proposition bien construite dans le contexte T et de type A. Une telle
construction entraine que T'; A est un contexte bien construit. '

I" FM:P ' 4 Preuve

indique que le terme M est une preuve de la proposition P dans le contexte I'. Une telle construction
entraine que P est bien construite dans le contexte bien construit I'. Dans ce qui suit, les meta-
variables I',A et © désignent des contextes, P et @ des propositions, M et N des termes non-
contextes quelconques, T et U des contextes ou propositions quelconques, X et Y des termes

quelconques.
Donnons tout d’abord les régles de construction de contextes:

F * Contextel

T A=
W Contezte2
iAFDP:+ Contezted

T[z: A; N(P)]F +
Un contexte ne peut donc déclarer que des prédicats et des hypothéses en forme canonique. Pour
les termes non contextes, on donne des régles de typage, correspondant aux régles de formation de

termes:
TFx-

Trz: T,
Mz: X|FM:Y
THlz: X]M: [z : X]Y
THFM:[z:P)X TFN:P
T+ (M N): N(X[z/N])

TFM:[z:A]X THP:0 - ' o
<
'+ (M P): N(X[z/P]) (A< ©) : Application2

(T'="T4[z : T;]T2) Variable

Abstraction

Applicationl

3



Lo systome présenté ci-dessns met systéniatiquement en forine canonique les expressions de type.
Ceci n'est pas strictement néeessaire, mais simplifie la présentation. Quelques explications sont
nécessaires. Tout d’abord, la régle Application? permet une coercion entre le contexte @ et son
préfixe A. Cette rogle d'inclusion de types permet de diminuer & volontd la fonctionnalité d*une
proposition en quantifiant universellement les hypothéses superflues. Donnons tout de suite un
exemple. On se place dans le contexte vide. L’algorithme d'identité polymorphe est construit par
la preuve

Id = [A: #][z : Az,

de type la proposition

Un = [A: +][z: A]A.
La proposition Un peut se lire comnme le schéma d'implication A — A, lorsque A est une proposition
quelconque. Mais clle peut aussi se lire comme I'énoncé VA - A — A décrivant le cardinal 1. 11
est donc légal de construire application (Id Un), qui est Valgorithme d'identité spécialisé A la
structure 1.

On peut remarquer également que les types sont toujours dans une forme ol leur fonctionnalité
ost explicite. Dans le jargon du A-calcul, on parle de forme n-saturée. Par exemple, le contexte
[z : [A: *]]]y : «] n’est pas bien construit, car la fonctionnalité de y n’est pas apparente. Par contre,
[z:]A: #]][y: [A: #](z A)] est bien construit.

On remarque que la régle de calcul préserve le type des constructions. Plus exactement, si
THM:Tetsi Mseréduit en N alors T'+ N : T', avec T = T' lorsque M et N sont des preuves,
et T < 1" lorsque M et N sont des propositions.

Si M est un terme bien construit dans le contexte I', on a I' - M : T avec T unique, en forme
canonique. On désigne T par 1r(M), ou 7(M) losque le contexte T est clair. :

Le Calcul des Constructions présenté ici est plus restreint que celui originellement proposé dans
Coguand-Huet [17]. La restriction & trois niveaux est conforme avec la théorie présentée dans la
thése de Coquand [16] et dans Coquand-Huet [18]. En particulier, tout terme bien construit est
fortement normalisable (toutes les séquences de calcul issues du terme terminent), ce qui justifie
I'utilisation de formes canoniques pour les expressions de type. En tant que systéme logique le
calcul est cohérent, dans la mesure o la proposition absurde V = [A : ¥} A n’a pas de preuve.

2.3 Abréviations

Nous utilisons plusicurs abréviations dans notre syntaxe concréte. Tout d’abord, on peut abréger
[A: %] X en !A-X. Par exemple, on écrit V comme !4 - A. Cette abréviation s’itére, par exemple
1A, B, C - X. On peut interpréter le symbole “!” comme quantifiant sur toutes les propositions. (Et
non seulement sur tous les énoncés, & cause de la régle d’inclusion des types expliquée ci-dessus:
une variable de type * peut étre liée 4 une proposition ayant pour type un contexte arbitraire,
considéré comme préfixe de quantification). o

La deuxiéme abréviation consiste & autoriser I’expression A — B & la place de [z : A] B,
lorsque z n’apparait pas libre dans B. Le terme A — B, vu comme un type, est le type des
fonctions de domaine A et de codomaine B. Un type dépendent [z : A] (P z) est le type d’objets
fonctionnels généralisés associant & la valeur X de leur domaine A une valeur de type (P X). De
tels constructeurs de type existent par exemple dans la théorie intuitioniste des types de Martin-Lof
[49]. Des constructeurs de type analogues existent déja dans les langages de programmation usuels.
Pensez & une procédure Algol admettant un paramétre entier n et un parameétre de tableau de
dimension n.

Si l’on pense & A — B comme une proposition plutét que comme un type, on peut interpréter
la flecche — comine Pimplication intuitioniste. Nos deux abréviations peuvent étre vues comme
particularisant, au niveau des propositions, les deux constructions de type du calcul de second
ordre de Girard [25,26].



Quelgnes antres abréviations sont autorisées. Par exemple, 1a syntaxe du let de ISWIM [42]
ct ML 28] cst autorisée, sous la forme de [z = X] Y. Ceci permet de simplificr des constructions
complexes avee de multiples occurrences d’une sous-expression X cn écrivant [z = X] Y: au lieu
de la forme dévcloppée Yx. Ceci présente deux avantages sur Pécriture sous forme de “redex”
(lz : A]Y; X); tout d’abord, les expressions sont plus. lisibles. Ensuite, il n'est pas besoin de
spécifier le type A, qui est remplacé implicitement par le type de X.

Les conventions usuelles de la logique combinatoire sont acceptées, et on peut écrire (A BC)
au lieu de ((A B) C). De méme, — associe & droite. Ainsi, A — B — C est unc abréviation pour
[u: Aljv: B]C. _

Nous avons décidé d’implémenter la version prototype du calcul des constructions dans le lan-
gage ML [28]. ML est utilisé également en tant que meta-langage du systéme, ce qui permet a
utilisateur de macro-générer des constructions paramétriques compliquées. Dans I'implémentation,
la syntaxe concréte des constructions est définie par une grammaire Yacc, dont les actions sémanti-
ques engendrent des valeurs ML sous la forme d’arbres de syntaxe abstraite. Les expressions entre
guillemets “..." sont ainsi analysées par Yacc. Un programme d’impression permet de restituer a
Putilisateur une forme concréte des constructions qu’il a fabriquées. . :

" I’utilisateur peut manipuler une construction en cours de développement, en faisant naviguer
’interpréte de ML A Pintérieur d’un contexte de constructions. Le paragraphe suivant présente les
commandes dont il dispose. :

2.4 .Le systéeme de théories

Nous avons enrichi le langage de base des constructions en autorisant des constantes, désigndes
par des identificateurs. Tout terme bjen construit peut étre nommé, et plus tard invoqué par
ce nom. Ceci est cohérent avec la notation [z = X] qui peut maintenant étre vue comme la
forme interne de déclaration d’une constante. On peut donc voir le contexte courant comme une
suite de déclarations d’hypothéses, et une suite de déclarations de constantes correspondant a des
constructions déja vérifiées. On peut ajouter des hypothéses et des constantes, en naviguant vers
Pintérieur de la construction en cours. On peut aussi décharger des hypothéses et des constantes
en naviguant vers Dextérieur. ' .

On peut distinguer les commandes de ce systéme rudimentaire de théories en deux catégories;
les commandes élémentaires fabriquent une construction étape par étape; les commandes de haut
niveau utilisent I’analyseur syntaxique pour compiler des suites de commandes élémentaires. Les
coquandes élémentaires construisent progressivement un terme courant. Ces commandes se com-
prennent par leur effet sur une petite machine, possédant un registre C (la construction courante),
et une pile contenant I’environnement E, constitué du contexte courant d’hypothéses et de con-
stantes. On empile également dans E les arguments déja construits, en attendant qu'’ils soient
appliqués. L’environnement généralisé E est donc constitué de déclarations d’hypothéses [z : M),
de déclarations de constantes [z = X], et d’arguments en attente (M).

e Commandes élémentaires

Raz: C « ¢

Ref nom: C «— nom

Var nom: E+— E[nom:C]; C+«#

Nomme nom: E +— E[nom=C]; C«+

Empile: E+— E (C); C+* .

Decharge: Si E = E' [z: M] alors E « E'; C « [z: M|C
Oublie: Si E = E' [¢ = M] alors E — E'; C —[z=M|C
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Appl: Si I = E' (M) alors = E'; (7« (" M) [Si (€7 M} est bien typé]
Efface: Si E = E' E; alors E — L'

o Commandes de hant nivean

Abs nom: Suite de Decharge et de Oublie jusqu'a nom compris
Soit formule: C « formule [Si bien construite]

Decl nom formule: Soit formule; Var nom

Const nom formule: Soit formule; Nomme nom

Prouve formule: Vérifie que 7(C) = N (formaule)

Lemme nom formule: Prouve formule; Nomme nom

Preuve formulel formule2: Soit formule?;, Prouve formulel.

La description des commandes ci-dessus est volontairement simplifiée. Par exemple, nous ne
détaillons pas la vérification de type effectuée lors de ’exécution de la commande Appl. En effet,
Pexplication du typage par les régles d’inférence n’est plus suffisante en présence de constantes, car
on ne veut pas alors avoir tous les types en forme canonique, cc qui serait trés cofiteux. On ne
discute pas ici non plus des problémes d’allocation de mémoire pour les zénes E ct C. Un papier
séparé présentera en détail I'implémentation de la machine virtuelle des constructions.

2.5 Un petit exemple

Nous donnons ici ’exemple complétement détaillé d’une preuve effectude pas a pas a 'aide des
commandes élémentaires. 1l s’agit de la définition de la connective logique A, et de la preuve (sous
forme de ’algorithme de premiére projection) de la proposition correspondant a la régle d’inférence
usuelle “A-elim-gauche”, c’est 3 dire:

VA, B-A N B— A.

Nous donnons cet exemple sous la forme suivante. La premiére colonne est I'instruction donnée
par Iutilisateur. La deuxiéme colonne indique ’état de la machine aprés exécution de la commande,
sous la forme E + C.

Raz; F *

Var A; 1A+ *

Var B; : 1A, Bt »

Var C; 1A,B,C |- %

Ref A; 1A,B,CF A

Var z; 1A,B,C [z: A] F «

Ref B; : 'A,B,C [z: A] - B

Var y; : 'A,B,C [z : A]ly: B] I »

Ref C; 'A,B,Clz: Ally: B] - C

Decharge; 1A,B,Clz: Al [y: B]C
Decharge; 1A,B,CF [z: A]ly: B]C
Var h; 'A,B,C[h:[z:A]ly: B]C]}F =

Ref C; - 1A,B,C |h:[z:A]ly: B]C]+C

Abs 4; F!4,B,C[h:[z: A]ly: B]C]C

Nomme A; [A=iA,B,Cih:{z:Ally:B]C]C]F »
11 faut comprendre la définition en donnant & la connective A un sens opératoire. L’idée est la
suivante. Pour toutes propositions A et B, A A B est une méthode pour prouver toute proposition

6



(', ponrvu gnion ait une méthode boqui A partir d'nme preave wode A b dime preave y de B,
fournisse nne preuve de C. Autrement dit, on a défini la connective A par sa sémantique {an sens
intuitioniste). Donnons maintenant la preuve de VA,B-A A B - A, dans un envirounement qui

contient la défimtion de A.

Var 4, e A =] AR R
Var B, 1A,B I »
Ref B; 1A, B+ B
Empile; A, B(B) F *
Ref A, 1A, B(B) - A
Empile; 1A, B(DB, A) - *
Ref A 1A, B(B,A) - A
Appl; ‘ 1A, B(B) F (A)A
Appl; " 1A, B+ (B,A)A
Var h; '1ABh: ANB]F *
Ref A; _ 1A,Bfh: AAB]F A
Var z; 1A,B[h: AABlz: Al b *
Ref B; 1A,B[h: AAB]lz: A+ B
Var y; 'A,B[h: AADB|z: Ally: B] F *
Ref =; 1A, Blh:AABllz: Ally: Bl =z
Decharge; 1A, B|h:AAB)z: Al Fly:Blz
Decharge; ' tA,B[h: ANB] & [z:A]ly: Blz
Emprle; 1A, B [h: ANB){[z: Ally: B]z) -+
Ref A; 1A, B [h: ANB)(z: Ally: Blz) - A
Empile; 1A, B [h:AADB){[z: Ally: B] z,A) I +
- Ref h; tA,Blh: AADB|(z: Ally: B]z,A) F h
Appl; 1A, B [h: AAB)({z : Ally : B] z) - (A)h :
Appl; 'A,B[h: AAB]F ([z: Ally: Bl =, A)h
Prouve “A”; R R
Abs 4; : ...[/\:---]---F—!A,B[h:A/\B](hA[:c:A][y:B]z)

On peut maintenant conclure la session ci-dessus en enrcgistrant le lemme prouvé, au moyen
de la commande:
Lemme m YA/ B-AANB— A”.
La preuve de haut niveau correspondante peut se résumer a la construction de ’algorithme de
premiére projection:

Constmy “{A:#][B:#][h: AAB] (hAlz: Ally : Bl z)”;

et a la vérification:
Prouwve “1A,B-AANB - A”

Remarques. La commande Prouve vérifie effectivernent la validité d’une proposition, au
sens intuitioniste de posséder une méthode de preuve, en tant qu’algorithme calculant sur des
justifications. Nous avons réduit le mécanisme de vérification & un simple calcul de types dans
le langage A, c’est & dire 2 la simple déduction naturelle. Nous n’avons pas besoin de postuler
des connectives logiques, des axiomes ou regles Qinférence concernant ’'usage de ces connectives.
Notre systéme est donc fondamentalement différent de ceux qui postulent au départ des regles
particuliéres, comme le PP) de LCF [29] ou la théorie des types intuitioniste de Martin-Lof [49).
Le Calcul des Constructions est plus directement apparenté au langage Automath 8], et & la théorie
des types de Martin-Lof de 1971 [45].

Le prix que nous avons a payer pour cette simplicité est qu’il nous faut développer un matériel
préliminaire important avant d’avoir construit sufisamment de logique pour pouvoir faire des
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prenves de haut nivean. Les premiers exemples gne nous présentons concernent ces préliminaires
logiques. Ils ont une complexité intrinscque, due a leur nature fondamentale. La situation cst
analogne A la compréhension d'nu langage informatique. A partir de son implémentation en langage
machine. 11 est préférable d'admettre en prewmier lieu Pexistence dun micro-code ot de comprendre
fes concepts de plus haut nivean en termes de ce micro-code, implémentation du micro-code n
langage machine dant laissée au spécialiste.

Les exemples ci-dessous vout étre présentés dans un symbolisme qui fait un compromis cntre
les commandes de haut niveaun et les commandes de bas niveau, cn autorisant 'utilisation de for-
mules complexes, mais en rendant compte explicitement de la structure de Penvironnement par
J'utilisation de tabulations. La commande Decl nom formule se symbolise par nom : formule,
avec introduction d’une tabulation. Dec méme Const nom formule se symbolise par nom :=
formule. Les commandes d’abstraction Decharge, et Abs se symbolisent par le retour a la tab-
ulation antérieure. La commande Prouve [ormule se symbolise par - formule, et la commande
Nomme nom par =: nom. La commande Soit formule se symbolise simplement par 1’écriture

de formule.

2.6 Polymorphisme implicite et synthése de types

Considérons la constante 7y ci-dessus. Une construction typique utilisant m;, dans le contexte
d’une paire [p : nat A nat), est (11 nat nat p). Cette Ecriture est maladroite, car redondante: lier
p A h devrait automatiquement lier I’argument de polymorphisme A & nat (resp. B a nat). On
aimerait donc pouvoir écrire simplement m;(p), comme dans Pécriture usuelle. T1 est clair que les
arguments A et B peuvent ¢tre aisément synthétisés comme étant des composantes du type de
p, que le systéme doit calculer de toute fagon lors de la vérification des types. Cette notion de
polymorphisme implicite existe déja dans le langage ML [28].

Le cadre général dans lequel cette synthésc est possible est le suivant. Soit X un terme arbitraire
en forme canonique. On peut I’écrire sous la forme :

X =[uy :T1}++ [un : Tu)(z Xy --- Xp)

o1 z est une variable, et les T; et X; sont de la méme forme. Soit V un ensemble de variables. On
appelle occurrence rigide de X relativement a V I’ensemble des positions dans X suivantes. D’abord,
les occurrences rigides dans T; relativement a V U{uy, ..., i1}, pour 7 = 1,...,n. Ensuite, sip =0,
Poccurrence de z, et sinon, lorsque z appartient &8 W =V U{uy, ..., Un }, les occurrences rigides dans
X relativement 3 W, pour j = 1,...,p. Soit z une variable quelconque. On dit que X détermine
z ssi z apparait dans X a une occurrence rigide relativement a @. La notion d’occurrence rigide
provient d’algorithmes de résolution d’équations en A-calcul [32,35]. Intuitivement, les occurrences
rigides relativement & V sont invariantes par substitution & des variables non dans V. '

Nous allons maintenant décrire une généralisation de la commande Const en autorisant d’écrire
schema := formule, ou schema est une suite de chaines de caractéres et de ‘déclarations [z : X].
Ceci permet d’introduire une constante avec sa représentation concréte sous forme “mixfixe”. Les
variables du schéma, qui doivent étre toutes distinctes, sont automatiquement déclarées avant la-
construction de formule (de la gauche vers la droite), puis déchargées. Ainsi, la conjonction peut
étre déclarée comme opérateur infixe par:

[A:#]A[B:#] =!1C-(A=B—-C)—C.

La commande Const généralisée permet d’une certaine maniére de déclarer comme construc-
tions des opérateurs de ler ordre, munis d’une arité. On en profite pour munir Vopérateur d’une
syntaxe concréte, mais cette commodité d’écriture n’est qu’un aspect superficiel du concept. Ce qui
est plus important est que cette commande spécifie les arguments explicites associés a la constante,

correspondant aux variables du schéma. Par exemple, dans la définition de A ci-dessus, les variables
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A et B sont explicites, ot la conjonetion est done un opératenr hinaire moni d'nne xyntaxe infixe.

Les arguments supplémentaires sont optionnels. De mcéme avee la construction :

A: ¥
D 43
mi(lh: AANDB)) := (h Alz: Ally: B]=)

Ici, la constante m; a un argnment explicite k. Nous voulons maintenant abstraire 7y en A ¢t B,
pour pouvoir utiliser 7y comme une constante polymorphe dans le contexte vide. Dans cc cas on va
pouvoir le faire sans rajouter explicitement des arguments de polymorphisme a my, car my détermine
A ct B par son argument explicite k. Plus généralement, on pourra abstraire une variable « comme
argument implicite d’unc constante C([zy : Ti), ..., [Zn Tn)) := X ssi u est déterminée par un T;.
Expliquons maintenant la sitnation générale. On suppose que I'on vient de déclarer la. constante
C ci-dessus, dans un contexte se  terminant par la déclaration de variable u. L’environncinent
courant cst donc de la forme :

...{u : U”C = [271 : Tl],..., [zn : Tn] X] o«

et on veut maintenant décharger u sans oublier C, grace a la commande Gen que nous allons
maintenant décrire. Tout d’abord, P'environnement devient :

v lC=lu Ul i Ty o 20 s To) XTF '

et maintenant il y a deux cas pour Pinvocation de C. 8i u est déterminde par I'an des T;. alors on
invoque C sans modification, I'instanciation de u étant fournie automatiquement par le vérificateur
de types, qui va vérifier la concordance de U au type trouvé & I'occurrence rigide correspondante
du type de 'argument <. Sinon, u devient un nouvel argument qui doit étre explicitément appliqué
ac. :
Dans lcs exemples qui suivent, les variables sont toujours déchargées par la commande Gen,
qui est simplement symbolisée par un retour de tabulation, avec indication entre crochets (u) de
la variable supplémentaire introduite dans le deuxi¢me cas ci-dessus. Remarquons que si C est
déclarée avec deux variables explicites z et y, par exemple C([z : T],[y : U]} := ---, on peut
obtenir la construction de C appliqué & un seul argument X par [y : U] C(X,y), ce qui montre que
notre facilité d’écriture ne restreint pas la généralité du formalisme.

Remarque. Plus généralement, on pourrait autoriser des schémas mixtes mélangeant des mots-
clés, des déclarations [u; : T;] d’arguments explicites, et des déclarations {ui : T;} d’arguments
implicites. De tels schémas sont légaux ssi pour tout ¢ implicite il existe un argument j > ¢ tel
que T; détermine u,;. Il n’est pas nécessaire que 7 soit un argument explicite, car la syntheése des
arguments implicites peut s’itérer (de la droite vers la gauche). 11 est bien stir fondamental pour
l'implémentation de 1’algorithme de synthése que tous les arguments déclarés comme explicites
dans le schéma soient présents lors de tout appel du combinateur ainsi défini.

On peut bien stir aussi imaginer de réaliser la synthése de preuves de constructions par recherche
systématique des combinaisons possibles de combinateurs donnés. De telles tactiques sont facile-
ment programmables dans le meta-langage des constructions, et seront une aide puissante au
mathématicien, qui n’aura plus & se soucier que de la stratégie générale de la preuve, c’est &
dire de lordonnancement des lemmes, sans se soucier de la combinatoire li¢e & la preuve de chaque .

lemme.

3 Constructions Logiques

Nous allons construire progressivement les principaux concepts logiques, d’abord intuitioflistes,
puis classiques. Notre présentation suit [61,16].



3.1 TLogique positive
Rappelons tout d’abord que le langage posséde implicitement les concepts d'implication (intui-
tioniste) et de quantification universelle. En particulier, A — DB n’est quune abréviation pour
[h:A)B.

La proposition A-A — A, c’cst & dire la réflexivité de —, se prouve simplement par 'algorithme
d'identité polymorphe :

A:
Id := [z: Al z
FA— A  (A).

De mnéme, la transitivité de — se prouve par algorithme de composition:

A: x

B:»

Cix .
(f:A—=DB]; [g:B—C| := [z: A (g (f 7))
F(A—= B)-»(B—-C)— (A—C).

Notre facilité-de polymorphisme implicite permet exactement les notations catégoriques : 1iden-
tité Id4 pour 'objet A cst obtenue comme (Id A) (qui peut aussi s’éerire (A)Id), mais la com-
position des fleches f : A'— B ct g : B — C est notée simplement f;g, son domaine A et son
co-domaine C étant implicites & partir de ceux de f et g. '

Remarquons qu’il est possible d’interpréter les propositions comme des régles d’inférence, la
relation de déduction F ayant les propriétés de I'implication intuitioniste. Par exemple, on peut
lire la définition de la composition comme une régle de coupure:

A—-B B-C
A—-C

A titre d’exemple, donnons les combinateurs usuels [20] :

A x
B: + _
K := [z:A]ly:B|z
FA—B—+A . (A,B)
A:»
B: s
C:+ .
S :=[f:A—>B—Cllg: A~ Bl[z: A] (f = (9 z))
F(A-B—-C)—(A—B)— (A—-C) (A, B,C).

Ces combinateurs, combinés par application, forment les preuves du calcul propositionnel minimal,
ou logique implicationnelle positive. On remarque en effet que les types de K et S correspondent
aux axiomes de Hilbert. :

Nous définissons le produit, c’est & dire la conjonction, comme nous I’avons détaillé plus haut:
[A:4]A[B:¢] :=1C-(A=B-=C)=C

4=

On introduit une conjonction par I'algorithme de paire :
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A x

B: *
<['J::A],,{y:B]>::!C-[h.:A—rB—-»C](ha:y)
FA-DB— AAND.

Notez que la preuve a 6té faite dans le contexte [A @ #][(B : #]. L'algorithme de paire <,> a été
rendu polymorphe en déchargeant A et B.

Les prenves d’élimination de “ A" a gauche et A droite correspondent respectivement aux
algorithmes m; ct my de lére et 2eme projection. ‘

On donne A titre d’exemple 'algorithme de Curryfication :

A:*
B:x
. Crx
Curry [h: ANB—C) = [z: Ally: Bl (h <=z,y >).

Remarquez la synthése des arguments de polymorphisme dans Papplication < z,y > ci-dessus.
Nous laissons au lecteur la preuve de Pimplication inverse. L’isomorphisme ainsi défini prouve
le théoréme de déduction.

L’équivalence intuitioniste s’écrit donc:.

[A:%] & [B:4] := (A— B)A(B— 4).

On construit de méme la somme, ou disjonction intuitioniste:

[A:#]u[B:%] ==!C- (A= C)— (B—C)—~C.

Cette définition suit ici encore la sémantique opératoire : une preuve de AUDB perlhet de
prouver touté proposition C, a partir de méthodes h; et hy permettant de prouver C & partir de

respectivement A et B.
L’&limination d’une somnme est P’algorithme de construction par cas:

A x;
B: x;
C: %
Si[c: AU B) alors [z : A — C] sinon [y: B—C] := (cCzy).

Les algorithmes d’injection prouvent l'introduction gauche et droite de la somme. Nous laissons
Jeur construction au lecteur.

3.2 Quantificateurs

La quantification universelle, ou produit généralisé, -est implicite dans le langage, puisqu’on peut
définir : '
A:#

[(P:A— %)) = [z:A] (P z)

L'élimination de [], c’est & dire I'instanciation, est ici simplement I’application. Son introduc-
tion est simplement 1’abstraction.
La quantification existentielle, ou somme généralisée, se construit comme suit. Dans le contexte

A a}{P : A — #|,la proposition 3z (P z) permet de prouver tout énoncé B, a partir d’une preuve
‘que B se déduit de (P z), pour z: A quelconque :

11



Ak
Y(£:A—+]) =B ([z: A (P z) - B) -+ B.
On introdnit une quantification existentielle par la construction :

A+
AP A-»#] = [z Allh: (P z)!B-[p:[z: A (Pz)— Bl(pzh)
F(P:A—#[z: A (P z) = Z(P)

Inversement, on peut projeter la somme sur un “témoin” qui vérifie le prédicat quantifi¢ exis-
tenticllement : A

A: *
L[P:A— ] = [p:2(P)) (pA[a::A](Pz)-—vx)
H[P:A—+ D(P) = A

Dans la pratique, on s’autoriscra de Skolemiser la preuve p cn une constante C utilisée comme
abréviation pour (¢ P p), ce qui rendra I'écriture plus conforme a la pratique mathématique.

Remarquez qu'il n’est pas possible ici de projeter p vers la preuve de (P C) qu’elle encapsule.
Notre somme’ est donc différente de cclle axiomatisée par Martin-Lof [49]. Ceci est par contre
conforme & Pinterprétation d’un quantificatcur existentiel comme type abstrait [44].

.- 3.3 Logique classique

La contradiction, ou proposition absurde, permet de prouver toute proposition A par simple appli-
" cation: : '

V. :=14-A.

V n’a pas de preuve, et joue donc logiquement le role de la valeur de vérité faux. Nier une
proposition revient a exprimer qu’elle entraine V, d’ot1 le concept de négation : '

-[A:%] = A= V.

La connective de Sheffer A | B (lire “A contradictoire avec B”) se définit par :
[A:*]|[B:%] == A—>B—V.
10 est facile de montrer 'A, B-(A | B) +» ~(AAB). Les autres conncctives classiques s’expriment
simplement en terme de | : '
[A:%]=>[B:%] :== A|-B
[A:#]VI[B:+] := (-4)|(=B)
[A:+] & [B:%] .= (A= B)A(B= A).

Appelons fermeture classigue de la proposition A sa double négation :
142 4] = ~(-a).
Toute proposition nie sa négation :
A x
p A
g: A

NegNeg := (gp) (Ap,q)
HA- A - [A]

L’implication inverse n'est vraie que des propositions classiques :
Classique [A: ] = [A] — A.
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On peut montrer que Voo | prn(lnis«‘nf des propositions classiques. ot done anssi Vet >,
Finalement, A préserve la propriété d’étre classique, et 4 produit done également des propositions
classiques.

En fait. nu raisonnement classique consiste en général & montrer qu'un ‘ensemble de propositions
{A1, ... A} est contradictoire. Les connectives V, =, | expriment eette notion pour n = 0,1,2
respectivement.

Remarquons quiil est trés siimple de prouver le principe du ticrs exclu :

[A:s] (Id [A) F'1A- (-A)V A

4 TUne théorie intuitioniste des ensembles

" Dans cette section, nous montrons comment axiomatiser dans les Constructions les concepts usucls
de théoric des ensembles. On se place dans un contexte global, dans lequel on a déclaré [U : *]. On
peut penser a U comme étant Punivers du discours. Les cnsembles seront assimilés a des prédicats.
sur U, c’cst & dire & des propositions de type U — #, que nous abrégeons en Ens. On appelera
famille un ensemble d’enscinbles, de type Ens — *, abrégé en Famn. De méme on appelle relation
un ensemble de paires Currifiées, de type U — U — *, abrégé Rel. On sc place donc dans le

contexte:

U:x
Ens:= U -+ +
Fam = Eng — %

Rel .= U —U —*

4.1 Ensembles, Familles, Relations

Les ensembles étant assimilés & leur prédicat caractéristique, Pappartenance se définit simplement
comme étant l’application :
[z :U)€[P: Ens] := (P =) _ :
Notons qu'il est essentiel de distinguer entre le signe “ € ” et le signe “ : ” de la relation de typage;
la notion d’ensemble apparait comme une notion dérivée (mais distincte) de celle de type. Cette
distinction fondamentale remonte aux Principia [76].

On définit dans ce cadre les notions ensemblistes usuelles :
[P:Ens)C[Q:Ens) :=[z:UlzeP—oz€Q
- |[P:Ens]=[Q:Ens| == PCQAQCP

0 :=[z:U]V '

[P: Ens|N[Q: Ens] := [z:U]ze PAz€EQ
[P: Ens|11{Q: Ens] := [z:U]z€ PUz€Q
[P:Ensju[Q:Ens| := [z:Ujze PVz€Q
~|P:Ens] := [g:U]-~z€P.

On remarque que les quantificateurs peuvent étre interprétés comme des opérations sur les
ensembles : [[(P) dit que P est universel, et Y (P) dit que P n’est pas vide.

Le type des ensembles est intrinséquement plus riche que le type de 'univers. On peut exprimer
cette forme du paradoxe de Russell (ou duthéoréme de Cantor) en montrant qu’il n’y a pas
d’injection de type Ens — U. Cette preuve se construit par contradiction : ‘

F:Ens = U
G: U — Ens
H:[P:Ens] (G (F P))=P
epimenide = [u: U] —~u € (G u)
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minteur = (Foeptmenide)
paradoze = menteur € (G menteur)
(my(H epimenide) menteur)
- paradore — —paradoze
=:negatif
hyp: paradoze
(ncgatif hyp hyp)
 —paradoze
=: contradiction
(mo(H epitnenide) menteur)
I (-paradoze) — paradoze
=: positif
(contradiction (positif contradiction))
F V.

L'intersection d’une famille d’enscmbles se définit par :
N|F: Fam] := [z:U)[P: Set] (F P) > z€P.

On peut dlou vérifier que cet ensemble est effectivement le plus grand ensemble inclus ddns
tous les ensembles de la famille.

On peut définir sur les relations les notions analogues 3 C, =, @,'ﬂ, U, ~. Par convention, nous
indicerons ces notions avec 2, comme par exemple Ne. De méme, on pent considérer des familles
de relations (de type Famg = Rel -+ ¥). ¢t définir I'intersection (N2) d’une telle famille.

Enfin, on peut introduire les notions usuelles associées aux rclations :

Reflexive [R: Rel] := [z :U] (R z z)
Symetrique [R: Rel) = [z:U]ly: U] (Rzy)— (Ryz)
Transitive [R: Rel} := [z :Ully:Ul[z: U} (Rzy) = (Ryz) = (Rz2z).

4.2 Egalités intentionnelle et extensionnelle

L’égalité définie ci-dessus est 1'égalité extensionnelle considéré traditionnellement en théorie des
ensembles : deux ensembles sont égaux ssi ils ont les mémes éléments. 1 est possible également de
définir une égalité intentionnelle, pour tout type. Suivant Leibniz, on dit que z et ¥ sont identiques
- ssi ils admettent les mémes propriétés (tout ensemble contenant = contient y) :

[z:U)=[y:U] := |P:Ens](z€P)— (yeP).

La propriété de substitutivité est implicite dans la définition de =. Montrons que = est bien
une équivalence.

La réflexivité de = se montre par I'algorithme d’identité :
Refl- := [z:U][P: Ens] (Id (z € P))
i Reflezive =.

De méme la transitivité de montre par composition :
Trans= := [z:Ul[y:U][z: sz-ﬂhy—AW-mﬂ@P)@ﬂ
b Transitive =.

Par contre, la symétrie est moins triviale, compte tenu du fait que notre implication est intui-
tioniste :

U
U

pzr=y
P: Ens
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Q~1z:0](z P) ~ (€ P)
(»Q (1d (r € D))
F{yeP)— (z€P)

- Symetrique =.

4.3 Opérations de fermeture

Nous formalisons la notion de fermeture d'une relation R par rapport & unce propriété comme étant
'intersection de la famille des relations possédant la propriété et contenant R.

A titre d’exemple, nous définissons la fermeture transitive:
[R: Rel]t := [u:Ullv:U)[S : Rel] (Transitive S) — (R-Cz §) — (S uv).

Plus généralement, définissons:

Fermeture [P : Fama][R : Rel] = [u: U][v :U||S: Rel] (P S) = (RC2 S) — (S uv).

Lorsque P est une conjonction, on Curryfie la définition, comme par exemple pour la fermeture

transitive et réflexive :

[R: Rel]* := [u:Ullv:U][S: Rel] (Transitive §) — (Reflezive §) — (RC28)— (S uv).

On dit qu’une propriété P est stable ssi elle cst stable par intersection :°
Stable [P : Famy] := [Q: Famy] ([R: Rel] (Q R) — (P R)) - (P (N2Q))
ct on montre:

(Stable P) — (P (Fermeture P R)).

Comme cas particulicr, on peut montrer que la propriété transitive est stable, et en déduire que
R* est transitive. De méme, on montre par stabilité que R* contient R. _

La prochaine section illustre les notions précédentes sur un exemple élémentaire en théorie des
relations.” ' '

R

4.4 Lemme de Newman

L2

Ce lemme, qui exprime que la confluence d’une relation peut étre réduite a une vérification locale
si cette relation est Ncethérienne, est fondamental pour 1'étude des systémes de simplification
[55,40,36). 11 illustre bien I'utilisation de la logique d’ordre supérieur. Définissons tout d’abord les
notions nécessaires a 1’énoncé. '

On se place dans le contexte d'une relation R fixée :

R : Rel.
Deux éléments sont dits cohérents s’ils admettent un majorant commun :

Coherence [z: Ully: U] :=A.([z: U] (R* z 2) — (R* y z) — A) — A.
Remarquons que cette définition n’est que la forme séquentia.lisée de la définition équivalente :

: Y (R z)N (R y)

La notion de confluence exprime une forme de déterminisme de R :
Confluence := [z:Ulu:Ulv: U] (R* z u) = (R* z v) — (Coherence u v).

La confluence locale restreint cctte propriété aux successeurs immédiats de z :
Confluence locale := [z:Ul[u:Ulfv:U) (R z u) — (R z v) — (Coherence u v).

Une relation est Ncethérienne ssi elle n’admet pas de chaine infinie. La formalisation de ce
concept en tant que construction passe par son énoncé sous la forme du principe de récurrence ‘
Neethérienne [13] : ‘

Noetherien := [P : Ens] ([u:U]([v:U)(Ruv) »v€P)—>u€P)— [u:U]ueP

Le lemme de Newman s’énonce alors : '
Newman := Noetherien — Con fluence locale -+ Con fluence.

Il se prouve par récurrence Neethérienne sur la propriété : (Con fluence z). La preuve est
détaillée dans [18}.
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5 Constructions informatiques

Nous allons montrer dans ce chapitre que le Caleul des Constructions est bien adapté & formaliser
certains concepts informatiques. :

5.1 Algebre universelle et types de données

Commencons par montrer comment formaliser les notions ¢lémentaires d’Algéebre, et en particulier
la notion d’algébre libre sur une signature. On se place d’abord dans le cas homogéne, c’est 3 dire

dans le contexte :
A *

Pour tout n > 0, on définit le A-cardinal 7@ associé A n par récurrence :
0=4
n+l=7%— A

On définit maintenant la fonctionnalité (L) associée & une signature I représentée sous la

" forme d’unc liste d’opératcurs donnés avec leur arité par :

p(0) = A
p([F:n] Z)=[F: Al o (E).

Dans la derniere clause, on aurait pu bien sur écrire # — ¢(Z). Toutes ces définitions sont
aisément programmables dans le meta-langage des constructions.
On obtient maintenant 1'algébre initiale associée & la signature T en decha.rgeant A, c’est A dire

' en faisant abstraction sur le type support de I’ algebre:
I(Z) =14 - p(T).

Plagons nous maintenant dans une IZ-algebre arbitraire, c’est & dire dans le contexte I' :

A: *
Fy:nag

Fo:ng

- 8i M : I(X) est une construction arbltralre d’un élément de la X-algébre initiale, on appelle image de
M dansla I-algébre T le terme M = (M AF, .. F,). Onremarque que ce terme est bien construit,
et de type A. Cette notion d’image correspond de maniére classique, & prendre I'i 1mage de M par
le - morphlsme unique de I(X) — T. Par exemple, si on a Mj : I(Z), My : I(Z),.. : I(X),
alors (Fy M, .- M, ) : A. On définit donc ainsi un F} opérateur dans I(Z), que l’on appelle
Fi-constructeur, et qui s obtlent en faisant abstraction de T, et d’une liste de nj variables de type
1(x).
Donnons maintenant quelques exemples. Si ¥ = @, on obtient I(Z) = V, l'algébre vide. Si
= [¢: 0], on obtient I(Z) = =14 -4 — A, et le i-constructeur est Jd = [A : *][i : 4] 4.
Avec I = [v: 0][f : 0], on obtient I(Z) = Bool :=1A-A — A — A, et les deux constructeurs
sont les Booléens de Church [12] :
Vrai = [A:+][v: AJ[f: A]v
Fauz = [A:+]jv: A}[]: 4] ].

Lorsque & = [s: 1][ : 0], on obtient I(Z) = Nat, les entiers de Church :
Nat :=1A- (Ao A) - A4
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Sl Natl) o= [Ars]lss A= Az A] (s (n A s 2))
0 = |A:¥][s: A Al[z: A] 2
Lorsque ¥ = [e: 2][n : 0], on obtient I(E) = DBin, les arbres binaires :
Bin =14 (A A=A > A A '
Cons lay : Binllag : Bin] = [A:#]jc: A= A — A]|n: A] (¢ (a1 A ¢ n) (a2 Acn))
Nul := [A:#]c:A— A— Aln: Al n.

1 est facile de généraliser ces notions au cas non-homogéne, en introduisant autant de sortes que .
nécessaire. Par exemple, la structure de liste s’axiomatise sur deux sortes A et B :
Liste :=!A,B-(A— B — B)— B — B. .

Ici, Popération d’ajouter un élément & unc liste est doublement polymorphe, et nous pouvons
aisément synthétiser ce polymorphisme : '

A:
B: *
Ajout [z : A|[L: (Liste AB)] == [J:A—-B-DB|[V:B|(J=z(LJ V))
A, B A— (Liste A B) — (Liste A B).

On pourrait également définir un opérateur unaire plus général Ajouter qui ajoute & des listes
polymorphes : : '

A+ , :
Ajouter [z: A] := [L:(Liste A)]!B.[J: A— B— B]|V:B](J z (L JV))
HA-A— (Li;stc A) — (Liste A). :

Remarquons que la liste vide est simpleinent de type Liste :
Vide := [A:#|[B:#|[J: A— B— B|[V:B]V
I Liste. o '

D’une maniére générale, on peut aisément définir toutes les structures de données correspondant a
des algebres libres. On remarque que les propositions correspondantes sont exactement les types -
de Girard restreints au degré 2. Notre traitement est similaire a celui de B6hm et Berarducci (7).

Donnons quelques exemples de programmes sur les entiers. L’addition s’obtient par itération de
successeur : ' ' -
Succ := [n: Nat] S(n)
[m: Nat]+[n: Nat] := (n Nat Suce m).
D’autres définitions sont possibles. La multiplication s’obtient par itération de Paddition :
Add := [m: Nat][n: Natjm+n- . '
[m: Nat] * [n: Nat] := (n Nat (Add m) 0).
On peut également voir les entiers comme des itérateurs polymorphes. La multiplication de m
et n aurait ainsi pu étre définie comme la composition m;n. :
L’exponentiation s’obtient par itération de la multiplication :
Mult := [m: Nat][n: Nat] (m *n) ' '
[m: Nat] | [n: Nat] := (n Not (Mult m) 5(0)). - o
L’itération d’un entier sur un type fonctionnel peut produire des fonctions non primitives: -
récursives, telle la fonction d’Ackermann : ‘
Ack [n: Nat] := (n (Nat — Nat) ([ : Nat — Nat][m : Nat] (m Nat f m)) Succ).-

5.2 Ordinaux

Tous les types d’algébres ci-dessus sont d’une forme trés simple, I’emboitement des flaches étant
limité. Trés exactement, ils sont de degré 2, avec le degré § défini par :
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o A(A) -0 .A 'lm.rv.'ubh'
o 6(|F : T) X) = maz{l + 6(T),6(X)}.

Pour des types plus compliqués, on obtient des structures de données plus riches. Par exemple,
les ordinaux peuvent étre construits comme extension des entiers, en ajoutant unc opération limite,
qui associe une ordinal A toute suite d’ordinaux, représentée par une fonction de domaine Nat. On
définit donc :

Ord :='A-((Nat - A) - A) » (A—-A)—- A A

Lim[o: Nat — Ord] := [A:#][li: (Nat — A) — Al[s: A~ Al[z: A] (li [n: Nat}j(o n A li s z))
Suc ([a:0rd]) = [A:+][li: (Nat > A) — A][s: A — A][z: A] (5 (a A 3 2)) _
Z = |A:s][li: (Nat - A) = A][s: A — A[z: A] =

1l est facile de traduire un entier en l'ordinal correspondant, ce qui définit I’ensemble des or-
dinaux finis : .

Finis := [n: Nat] (n Ord (|a: Ord] Suc(a)) Z). :

Remarquons Vinstanciation de ’argument de polymorphisine de I'enticr n en le type Ord. En
effet, la signification de * est de désigner un type (une proposition) arbitraire, et non pas sculernent
un type appartcnant & une totalité circonscrite a la construction contenant cette occurrence de #.
Autrement dit, nous utilisons de maniére essentielle la non-prédicativité du calcul. o

Le premicr ordinal infini, w, s’obtient comme limite des ordinaux finis :
w := (Lim Finis).

On programme sur les ordinaux de fagon similaire aux entiers :
[a:0rd) ®@|B:Ord] := (B Ord Lim ([y: Ord] Suc(v)) a)
[@:0rd) ®[B:0rd] := (B Ord Lim ([y: Ord] a @) Z)
[@:0rd] t[B:O0rd] := (B Ord Lim ([y: Ord] a ® v) Suc(Z)).

On remarque que nos ordinaux sont en fait des notations ordinales, c’est A dire des ordinaux
présentés avec des séquences fondamentales. En particulier, 1 ® w et w sont des constructjons
distinctes. ‘

On obtient ¢g par itération de wtw t---:
€0 = (w Ord Lim ([y:Ord] wt7) Z).

On peut maintenant utiliser les ordinaux pour décrire des hiérarchies fonctionnelles. Donnons
quelques définitions préliminaires sur les fonctions entiéres :

Incr := [f: Nat — Nat][n : Nat] (S (f n))

Iter := [f: Nat — Nat]|n : Nat](n Nat f n)

Diag := [o: Nat — Nat — Nat][n : Nat] (o n n).

~On définit maintenant la hiérarchie rapide de Schwichtenberg par: .
Rapide [a : Ord] := (a (Nat — Nat) Diag Iter Succ) '
et la hiérarchie lente ne s’en distingue que par la fonctionnelle successeur :

- Lente [a: Ord] := (a (Nat — Nat) Diag Incr Succ).

Notons que (Rapide €p) est une fonction récursive totale, mais dont la terminaison est indépen-
dante de I’arithmétique de Peano [22,41].

6 Conclusion

Le Calcul des Constructions est une formalisation de la déduction naturelle d’ordre supérieur, bien -
adapté au traitement par machine. 1l fait la synthése entre la théorie des types de Martin-Lof de
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1071 ot To systéme T de Girard. an scin d'une généralisation naturelle du langage A d’Antomath.
Nous avons tenté de montrer par des excruples que ce caleul est bien .u]dpt,c A exprimer de manidére
concise des notions mathématiques ot 1uf0rm.111quos

Cette théorie a été développdée en vue de son application A la conception d'environnements de
programmation fondés sur des principes logiques permettant d’assurer le développement des pro-
grammes de maniére compatible avee leur spécification. Le Calcul des Constructions permet de
représenter de maniére uniforme les types de donndes ot des propositions logiques complexes. La
cohérence des programmes avee leur spécifications peut étre vérifiee mécaniquement. Nous pro-
posons une méthodologie de développement de logiciel ol le programmeur construit ses algorithines
avee Passistance interactive du systéme de vérification de types. Dans certains cas, il sera méme
possible de synthétiser particllement le programme.

De nombreux. problémes sont soulevés par cette approche. Par exemple, le formalisme est suff-
isamnment puissant pour étre considéré comme un langage de programmation de trés haut niveau.
Mais 'absence de récursion géuérale oblige & repenser Pactivité de programmation. De nouvelles
méthodologies, une nouvelle “discipline” de la programmation restent & définir. D’autre part, le
langage machine suggéré par cette approche est le A-calcul pur. Malgré la simplicité et 'uniformité
de ce mécanisme de calcul, on ne connait pas cncore d’architecture de machine permettant son
exécution efficace. Il reste toutefois envisageable d’étendre le formalisme par 'ajout de constantes
implémentées directement par les opérations d’une machine traditionnelle. Par exemple, on pour-
rait ajouter des entiers primitifs, et un opératcur de récursion. Le Calcul des Constructions devient
alors la description d’un vérificatcur de types extrémement général pour les langages de program-
mation & venir [42].
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