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RESUME

Sur F™, ou F est un cof‘ps fini, nous envisageons les poids # de la forme
suivante : W(z)= ié(x.;) ol z=(z,, - ' Zn) et & est une application
i=1

Fe———R,

telle que 6(0)=0 et (a)>0 pour au moins un a €F. Nous montrons
l'intérét de cette notion dans de nombreuses questions de la théorie des
codes correcteurs. Puis nous prouvons que les applications semi-
linéaires f:C————-F™, qui préservent le poids sur un code linéaire C
dans F™, se prolongent en des applications semi-linéaires définies sur F™
et qui préservent le poids de Hamming sur tout F™ . Si nous supposons de
plus que le code linéaire C est projectif, alors un tel prolongement est

unique. Il préserve W sur F™.
ABSTRACT

[ investigate weights ¥ of the following kind on F™, where F is a finite
n

field : W(z)=) 6(z;) where z=(z,,..2,)EF®, and 6:F————2FK, satisfys
i=1

5(0)=0 and 6(a)>0 for at least one a€F. I show that this idea is interest-

ing in numerous topics in the theory of error-correcting codes. Then 1

prove that, when C is a linear code in F™, the semi-linear maps

f:C———=—>F" which preserve W can be extended to semi-linear maps

defined everywhere on F™ and which preserve the Hamming weight. If

one assumes also that C is projective, then such an extension is unique.

It preserves ¥ on F™.

O
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I) INTRODUCTION

Deux questions ont inspiré cet article : la premiére concerne le
probléme de l'équivalence des codes linéaires, la seconde la définition
d'un cadre général dans lequel on peut étudier les diverses métriques et

compositions de la théorie des codes.

Commencons par ce dernier point qui conditionne tout l'article. Les
métriques de Hamming et de Lee sont de la forme suivante : la distance

d(z,y) entre deux éléments z=(zy, = * 2,).¥y=(¥....¥n) d’une puissance
n

F™ d'un corps fini F est d(z,y)= Y 6(z;,y;) oul'application §:F————>R+
t=1

vérifie 6(0)=0,6(a )>0 pour au moins un a €F. Ces conditions n'entrainent
pas que d est bien une distance, mais les résultats de cet article seront
valables dans ce cadre. De plus ce cadre permet d’interpréter trés sim-
plement les compositions ('poids généralisés”) envisagées par Goldberg
dans [3]. Il s'adapte également aux problémes métriques posées par la
démultiplication.

Le second point concerne la notion d’équivalence entre codes. La
définition qui nous semble la plus naturelle est la suivante : deux codes
C.D dans F™ sont équivalents s'il existe une bijection f :(F™ ————sF™ qui
préserve d—ied(f(z).f(y))=d(z,y) pour tout z,yeF™*— et telle que
7(C)=D. Ce point de vue a été adopté dans [2] chapitre 3 pour les
meétriques de Hamming. Nous avons prouvé qu'il est équivalent a celui de

[5] p. 40. Les isométries de Hamming sont en effet de la forme [Il,s]

suivante, ou [l désigne un nuplet (I1,, - - - [I,) de permutations de F et s
une permutation de {1, - - n]j :
[Ms](zy, - Zp) ==Y 10 ¥n)

avec ¥; =I-1(;)(%515)). A la connaissance de I'auteur, un probléme analo-
gue, mais ou d n’est pas nécessairement la distance de Hamming, n'a
jamais été abordé.

Dans le cas ol C et D sont supposés linéaires, il est naturel d’exiger

de plus que l'application f soit semi-linéaire. Monpetit, dans un article
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inédit [6], discute les changements que cela entraine. Le cas ou f est
définie sur C seulement a été étudié. Dans le cas des "poids généralisés”
de Goldberg, si une telle application est linéaire, alors elle se prolonge
sur F* en une application linéaire qui préserve d sur tout F™. C'est le
résultat principal de [3] qui généralise un résultat antérieur de Mac Willi-

ams [4].

Nos conclusions sont essentiellement les suivantes : une application
semi-linéaire définie sur un code linéaire C et qui y préserve une applica-
tion d comme ci-dessus se prolonge sur F™ en une application semi-
linéaire qui préserve partout la distance de Hamming. Si de plus nous
supposons C projectif, alors un tel prolongement est unique et préserve

d partout.
Voici le plan de ’article. :

* le paragraphe 2 est divisé en deux sections. La premiére étudie la
structure et des exemples d'applications d. La seconde introduit cer-
taines applications semi-linéaires (celles qui préservent d sur F™ ainsi

que cela sera prouvé ultérieurernent).

* le paragraphe 3 démontre les conclusions que nous avons

annoncées ci-dessus. Il se termine par un contre-exemple.

11) POIDS ET APPLICATIONS ELEMENTAIRES
1) Poids

Soit F un corps fini, n>0 un entier. La composante d’indice i d'un
élément z de F™ est notée z;. Nous nous intéresserons a des applications
d:FrXF————— -+IR, (ensemble des réels =0) de la forme suivante
n ,

d(z,y)=) 6(z;—y;) ol & est une application F—=——>][R,. Nous sup-
i=1

poserons que 6(0)=0 et 6(a)>0 pour au moins un ¢ €F.

Une telle application & sera appelée masse. Nous appellerons

n
w(z)=Y 6(z;) le poids d'un élément z de F™. Nous adjoindrons 4 en
i=1
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indice quand il sera utile de préciser la masse considérée.

Ainsi que le montrent les exemples suivants, les poids ainsi définis
ont un grand intérét en théorie des codes correcteurs :

a) Un sous-groupe A du groupe multiplicatif F* étant choisi, posons

6y(a)=1si z€H

6y4(a)=0si zeH

Lorsque H=F*d est la distance de Hamming Elle jouera un role
particuliérement important dans cet article. Nous noterons A la masse
dont elle se déduit et identifierons, si le besoin s'en fait sentir, les
notions qui lui sont relatives par l'indice A ou le qualificatif "de Ham-
ming".

Dans le cas général, choisissons un systéme de représentants
1=a;,a3....a, des classes de H dans F*. La famille (6(ajilz), - - é(a;l2z))
n'est autre que le "poids généralisé” défini par Goldberg dans [3] pour un
élément z de F™. Ainsi que cet auteur le fait remarquer, on retrouve,
outre le poids de Hamming, des notions trés classiques en théorie des
codes (voir [1]. [5] par exemple) :

* pour H={1} le poids complet
* si 'ordre ¢ de F est impair et H={—1,1}, la composition de Lee.

b) Toujours quand g=2r+1 est impair et H=§{-1,1}, choisissons un
élément « d'ordre r dans F* (i.e. un générateur du sous-groupe des
carrés de F*). On voit facilement que le poids de Lee ([1], [5]) d'un

. .
élément = de F™ est )} iW(a™*z). C'est le poids associé a la masse
i=1

‘ Q———— ‘iéH(a"’a).

r
i=1
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c) Supposons que g=p°, s entier >0. Alors F est une extension de
degré s de son unique sous-corps K d’ordre p. Soit e, - - * e; une base de
F en tant que K-espace vectoriel. Un élément a de F étant décomposé en
a= i aipe, dans cette base, une masse 8 sur F est définie par

k=1

Sx(a)=W,(a) ot a=(ay)iskss- La distance déduite de la masse dx munit
F™ d’une structure d’espace métrique isométre a K™ muni de la distance
de Hamming. Le procédé qui consiste a déduire d'un code linéaire de
longueur n sur F (i.e. un F- sous espace vectoriel de F™), un code
linéaire de longueur ns sur K en décomposant chacune des composantes
d'un mot du F-code suivant la base ey, . ..,es s'appelle démultiplication
(voir [7]).

1) APPLICATIONS ELEMENTAIRES

Considérons une masse é sur F. Les applications é-élémentaires que
nous introduisons ci-dessous seront caractérisées dans la proposition 1
du prochain paragraphe comme les seules applications semi-linéaires qui
préservent sur F™ le poids W associé a §. Toutes préservent le poids de
Hamming.

Une semi-homothétie est une application semi-linéaire non nulle

F————-F (i.e. une application de la forme suivante, oua#0 appartient a
F et o au groupe Aut F des automorphismes de F:z————-aoc(z). Une 6~
dilatation est une application semi-linéaire F™—-———>F" de la forme
(2, Ty )=—==>(f1(z1), - “fn(zn)) oU les f; sont des semi-

homothéties qui préservent 8(8(f;(z))=d(z) pour tout zeF) et ont le
méme automorphisme associé (une §-dilatation est donc ‘semi-linéaire).
Soient maintenant s. un élément du groupe Y, des permutations de
{1.2, - - - ni{,0€4utF,a; une suite de n éléments non nuls de F. Notons
[s.0.ey. - -a,] l'application g:F™*————>F" définie par g(z)s)=a;0(z;)
pout tout i€{l, - - -n}. Une application §-élémentaire est une application
de cette forme ol les semi-homothéties £ ————-a;0(z) préservent 6. Les
h-dilatations et applications h-élémentaires sont appelées plus simple-

ment dilatations et applications élémentaires.

Pour décrire les applications §-élémentaires lorsque 6 est une des
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masses envisagées dans les exemples ci-dessous, il suffit de donner une
condition nécessaire et suffisante portant sur le couple
(a,0),a €F*,0€AutF, pour que la semi-homothétie x ————-ao(z) préserve
4. Nous conservons les notations de chaque exemple. 1l est facile de se
convaincre que dans l'exemple a), la condition cherchée est : a€H. De
méme, dans I'exemple b), c'est : a€f{—-1,1}. L'exemple c) est plus difficile &
traiter. Remarquons que (a,b)————-8(a~b) est la distance de Hamming,
F étant identifié a K¥ par décomposition sur la base (e;....e5). Donc la
condition que nous cherchons est équivalente & : pour tout

1€{1, - - - s{.ao(e;) est de la forme Ae; ol A€K. Nous ne l'expliciterons

pas plus dans le cas général. Remarquons seulement que les bases nor- °

males ([5] p. 120, 4) conduisent a un groupe cyclique d'ordre s
d’'applications préservant § : les automorphismes de Galois.

IV) PROLONGEMENT
1) Conventions et lemme sur les codes linéaires.

Si C est un code linéaire dans F™, sa forme coordonnée d'indice
i€fl, ---n}, notée l; , ou l; o si nécessaire, est la restriction a C de la

forme linéaire :

e F

z————oz

Le noyau de cette forme est noté C;. Puisque la condition "l;(z)=0 pour
tout 1" entralne que =0, les ; engendrent l'espace vectoriel C' dual de
C. Nous noterons Z (ou Z(C) si nécessaire) I'ensemble des indices i tels
que !;=0. Leur nombre est noté z. Le complémentaire de Z dans
f1. .- -n| est noté N, son nombre d'éléments m. On remarquera que
z+m=n, et que si 1€N, alors pour chaque a€F, I'ensemble C;(a) formé
par les éléments z de C tels que z;=a est un hyperplan aflfine de C de
direction C;. Son nombre d'éléments est donc g*~!,k désignant la dimen-
sion de C. On remarquera également que Z((;) a pour éléments les

indices j tels que lj c .appartient & la droite vectorielle engendrée par
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l; c- Nous noterons Z;=2(C;),my=m((;) et ainsi de suite.

Le lemme suivant se déduit facilement des remarques précédentes,

en considérant la contribution de chaque indice aux sommes envisagées.

Lemme : Soit ¥ un élément de F™. Avec les notations introduites ci-
dessus, et S= ¥ 8(a)

aclF

a) 3 W(y-z)=mSgk1+q* 3 8(y;)
zeC jez

b)Si I;#0,

PN W(y—x)=m¢Sq"‘2+q""jEZ‘6(y,-)
€

zeC

c) Si H est un hyperplan vectoriel de C, et n’est pas un des (; pour
i€N, Y W(y-z)=mSg*~=2.

zeH

2) Les résultats de prolongement

Considérons une appiication semi-linéaire f:C————>F" qui
préserve W. Remarquons que f est injective (car si z€Kerf . alors pour
tout a€F,W(az)=0, ce qui entraine clairement que z=0). L'image D de f
est donc un code linéaire de dimension k. La formule a), appliquée a y =0,
montre que C et D ont le méme nombre de positions non nulles. En com-
parant b) et ¢) appliqués a ¥ =0, on voit que parmi les hyperplans vec-
toriels de C (ou de D), ceux pour lesquels la somme des poids est maxi-
male sont ceux qui ne sont pas de la forme C; (ou D;) pour i€N. Un
hyperplan de la forme C; est donc appliqué sur un hyperplan de la forme
D;. La formule b) montre aussi que m(C;)=m(D;).

Pour prouver le résultat suivant, on peut donc, quitte a remplacer D
par un code qui s’en déduit par une permutation des indices, supposer
que f (C;)=D; pour tout i€f1, - - - nj.

Proposition 1 : Soit § une masse, C un code linéaire de longueur n sur

F.f :C————-F" une application semi-linéaire qui préserve W. Alors f se
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prolonge en une application élémentaire.

Démonstration : Comme nous l'avons vu précédemment, il suffit de
traiter le cas ol f (C;)=D; pour tout i€{1, - - - n} (nous posons D=f (C)).
Dans ce cas f se prolonge en une dilatation. En effet, un indice i étant

fixé, f (z); ne dépend que de z;. Supposons que C#{0].

Soit ¢ l'automorphisme associé a f. Définissons f;=c¢ pour i€Z ;
sinon f; est l'application telle que f(z);=f;(z;) pour tout z€C. 1l est
immédiat que g:2 ——=—>(f,(z,),....fn(2,)) est bien une dilatation et que

J et g coincident sur C.

Corollaire 1 : Sous les hypothéses de la proposition 1, f prééerve le poids

de Hamming.

Jusqu'a la fin de ce paragraphe, nous supposerons que C est un code
projectif, c’est & dire que C est linéaire et que ses formes coordonnées

sont linéairement indépendantes.

Proposition 2 : Soient g=[s,0.a;, ' -a,] et g'=[s'0'a'y, - a'y] des
applications élémentaires qui coincident sur C. Alors

s=s',0=0',a;=a’'y,....ap=a’y,.

Démonstration : Posons D=f(0C) et remarquons que
j"(D,;)=Cs-:(i)=ng-:(‘-) pour tout indice i. Puisque C est projectif, s=s’ et
il suffit de traiter le cas ol s=s'=id. Considérons ecFiefl,- -nlx un
mot de C tel que z;=a. La composante en i de f(z) est aia(a)=a'ia'(a).

Ceci étant vrai pour tout a,a;=a’; et g=0".

La conclusion de la proposition 2 montre que g=g'. Mais cette pro-
position prouve de plus que toute application élémentaire s’écrit de

maniére unique sous la forme [s,0,a;, - - - @y .
Proposition 3 : Toute application semi-linéaire f:C————->F™ qui
préserve le poids W associé 4 une masse é se prolonge en une application

élémentaire.

Démonstration : Comme d'habitude, il suffit de traiter le cas ou f (C;)=D;

\Z
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pouf tout indice i. Alors, I'unique prolongement g de f en une applica-

tion élémentaire est une dilatation (ce prolongement existe d'aprées la

proposition 1, c'est une dilatation d’aprés la démonstration de la propo-
sition 2). En notant g=[id,0.ay, - - a, ], il reste a voir que les applications
g;:a————-a,0(a) préservent é. Pour ce faire, on applique I'assertion b)
du lemme a un indice i quelconque. Puisque C, et donc son image D, sont
projectifs, Z(C;)=Z(D;)={i}. Soient acFi€fl, - - n}y un mot de C tel
que y;=a. ' :

¥ Wiy -z)=(n-1)g¥25+q*"15(a)

zeC

=Y W(g(y)-g(z))

zely

=3, W(g(y)-z)

ze Dy

=(n—1)g¥2S+g*"15(g;(a))

On obtient bien §(a)=8(g;(a)).
3) Commentaires.

Dans [3]. Goldberg considére des applications linéaires f qui
préservent sur un code linéaire ¢ sa notion de "poids généralisé” (voir
I'exemple a) ci-dessus). Or une application linéaire qui préserve le "poids
généralisé’ associé a un sous-groupe H de F* préserve 0y et
réciproquement. Goldberg conclut qu’une telle application se prolonge
en une application dy-élémentaire et linéaire. Dans le cas des corps
premiers et du poids de Hamming, ce résultat avait deJa été prouvé par
Mac-Williams dans [4]. Nous n'avons pas retrouvé le résultat de Goldberg
dans toute sa généralité, car nous avons supposé que C est projectif dans

la proposition 3.

En revanche, la proposition 1 est valable pour des poids beaucoup
plus généraux que ceux qui ont été considérés jusqu'a présent, et elle
s'applique aux applications semi-linéaires et pas seulement linéaires. Les
problémes d'unicité des prolongements n’ont jamais été abordés.
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4) Un contre-exemple.

Nous montrons que l'hypothése de projectivité de la proposition 3

est utile si aucune restriction n’est faite sur la masse considérée.

Prenons q =5 et choisissons un élément primitif a de F*. Considérons
la masse 6 définie par 6(1)=6(-a)=1,6(—1)=6(a)=0. Notons encore :

c={(z,az,—x,~azx ),z €F}

D={(z.x,—x,—z)zEF]

Le poids de chaque élément non nul de C et D est 2 (en effet
W(a)+W(—a)=1 pour tout a €F*). Prouvons qu'ils ne se déduisent pasl'un
de l'autre par une application §-élémentaire. Si tel était le cas, le code
C'={(z,az),x€F} qui s'obtient & partir de C en supprimant les 3e et 4e
coordonnées, se déduirait par une application §-élémentaire d'un code
qui s'obtient & partir de D en supprimant deux coordonnées. Ces der-
niers codes sont soit {(z.,2),x€F}, soit {(z,—z),z€F|. Leur distribution

des poids est différente de celle de (', contradiction.
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