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RESUME

On décrit dans ce rapport deux méthodes de calcul de coefficients
de sensitivité qu'on illustre par exemples en mécanique deé structures.
Apres avoir précisé quelques résultats de base en optimisation, avec et
sans contraintes, on détaille un algorithme de gradient projeté qui
permet de résoudre itérativement des probldmes d'optimisation de
structures en utilisant les coefficients de sensitivité. On indique
également 1'utilisation de variables inverses pour obtenir des

coefficients de sensitivité de meilleure qualité.

ABSTRACT

In this report, methods df computation of sensitivity coefficients
are provided with examples from structural mechanics. After recalling
some basic results in uncontrained and contrained optimization a gradient
projection method is detailled ; it enablesto solve iteratively problems
of structural optimizatioh using the sensitivity coefficients. The use of
inverse variables is also indicated ; it yields sensitivity coefficients

of better quality.
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I. POSITION DU PROBLEME ; BIBLIOGRAPHIE DE BASE

Considérons 1'exemple d'une structure é€lastique discrétisée par
é18ments finis,
X

On désigne par x = . le vecteur des variables de conception ;

%P

ces variables peuvent &tre des épaisseurs d'éléments de structures ou des
propriétés de matériaux ou méme la position géom€trique d'éléments de la
structure. Les matrices de rigidité &l&mentaires dépendent donc de x
ainsi que la matrice de rigidité globale

i
K(x) = [KJ(X)]1Si,an R
* u1
On désigne par u = . le vecteur des déplacements nodaux et
‘n
par u

1
p (x)
p(x) = n le vecteur des charges nodales ; ces charges peuvent

p (x)
dépendre des variables de conception : par exemple le poids propre dépend
de la densité du matériaux et de 1l'épaisseur de la structure.

Pour la valeur x du vecteur de conception, le déplacement u de la
structure est solution du systéme linéaire

s

K(x)u = p(x)

ou, avec la convention des indices répétés (utilisée sans autre mention
dans la suite) :

K;(x)uJ = pi(x) pour i = 1,...,n .

Nous supposons que les degrés de liberté associds aux déplacements
imposés ont &té &liminds : 1la matrice K est réduite ; ce systdme lindaire
admet donc une solution unique qui dépend implicitement de x ; du point
de vue de la pratique numérique, il est illusoire de remarque que u est
définie explicitement & partir de x par la formule

u =K px) !

On adopte ici les notations usuelles de 1'analyse des structures au
détriment de celles utilisées en contrdle optimal od u désigne la

variable de conception indiquée ici par x. En conséquence, en présence
d'équations aux dérivées partielles, on désigne par £ la variable
d' espace.



En pratique, les codes de calcul permettent, 3 partir d'une

valeur x du vecteur de conception, de calculer numériquement la solution

du systdme indiqué. A partir de son expérience, le concepteur dimensionne
une structure en faisant des essais avec différentes valeurs du vecteur
de conception. Ce rapport propose une méthode systématique pour calculer
la dérivée par rapport aux variables de conception de toute fonction des
déplacements et tensions (ou contraintes) de la structure.

Le calcul des dérivées partielles (ou coefficients de sensitivité)
d'une telle fonction par rapport aux composantes du vecteur de conception
(les "design variables") s'appelle dans la littérature anglosaxonne
"design sensitivity analysis".

Précisons que dans ce contexte, le mot "design" n'a pas le sens de
forme géométrique comme c'est 1'usage en francais.

Voici un probléme typique d' optimisation de structures : on
désigne par X, les épaisseurs des éléments de la structure discrétisée et
par p, la masse surfacique ; on chercher a minimiser la masse Jo(x) =)
Py X, SOUS les contraintes . e

[T

; .

IUJ Sec o

et 0S£x S$x

i -e e
On peut aussi considérer des contraintes sur les tensions (par
exemple ‘critdre de Von Mises) ; on peut aussi prévoir des contraintes sur
les modes propres de vibration ou la charge critique de flambement ; on

» pouhrait aussi considérer le cas d'une structure en régime dynamique.

On notera Ji(u(x),x) $ 0 une contrainte quelconque ; les
contraintes de bornes

0sx Sx $§X
-2 e e

sont traitées 3 part : on verra aux S8 5.2., 5.3., 5.4. et 6.1. que ces
contraintes sont beaucoup plus simples A traiter. Le cas des contraintes
sur les valeurs propres fera l'objet de la section 3.4,

Pour les problémes d'optimisation en généralh on pourra consulter
Céa [1971], Ciarlet [1982], Luenberger [1973], Minoux [1983] et Polak
[1971] ; on pourra &galement consulter les articles de Fleury dans Morris
ed. [1982] ; ce 1livre est le compte rendu d un Institut de 1'OTAN
consacré a 1'optimisation de structures discrétisées par éléments finis.
Le livre de Haug-Céa eds. [1980] est le compte rendu 4'un autre Institut
de 1'OTAN consacré 3a 1'optimisation de structures modélisées par
équations aux dérivées partielles mais il fournit &galement des méthodes
numériques dans le cadre des éléments finis. Le cas ol 1'on prend comme
variables de conception la géométrie du systéme ("shape optimal design")
est &tudié dans les articles de Céa, Rousselet, Zolésio de ce livre.



Pour le contrdle de systdmes régis par &quations aux dérivées
partielles- on consultera Lions [1968] et dans 1le cas de systémes
singuliers Lions [1983]. Pour 1'optimisation de structures on consultera
Hang-rora [1979] ET Banichuk [1983]. Pour 1'optimisation de forme dans le
cadre de la mécanique des fluides : Pironneau [1984]. Une école INRIA
[1983] consacrée & 1'optimisation de forme (organisée par Céa-Rousselet)
et une école INRIA [1982] organisée par O. Pironneau.

Nous rappelons pour mémoire une des premiéres méthodes utilisées.
On considére u et x comme des variables indépendantes et 1'équation
d'état comme une contrainte d'égalité.

Cette approche présente 1'avantage d'étre d'utilisation facile dés
que 1'on dispose d'un programme efficace d' optimisation avec contraintes.

Mais il présente deux inconvénients importants :

1. Le nombre de variables du programme d' optimisation est treés
important ; il faut en effet ajouter aux variables de conception tous les
degrés de liberté de la structure.

2. Dans les méthodes d'optimisation avec contraintes non 1linéaires
d'égalité il est en général difficile de satisfaire trés précisément ces
contraintes puisque 1'on utilise habituellement des wméthodes de
lindarisation. Il s'en suit que 1'&quation d'état K(x)u = p(x) est
approximativement satisfaite alors que 1'on dispose de méthodes efficaces
de résolution de systémes linéaires.

Pour ces deux raisons cette approche qui peut paraftre élégante
est irréaliste,

Position du probléme

En fait 1'idée fondamentale est de considérer un probléme de
conception optimale comme un probléme d'optimisation par rapport aux
seules variables de conception x et 4 considérer que 1'équation d'état du
systéme K(x)u = p(x) définit implicitement une fonction x + u(x).

Pour traiter ce probléme avec un algorithme on est amené 2
lindariser la fonctionnelle et les contraintes (analyse de sensitivité).

Posons jQ(x) = Jﬁ(u(x),x), on doit calculer :

aJ)‘c du aJ)’L
SJZ(X) = 30 3% Xt 3% §x
aJ j \
; a1 CN
SJQ(X) = sk e L 5x<

aud ax® %<

»
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les coefficients de sensitivité de la fonctionnelle Je(u(x),x) sont les
nombres
ajl oJ

axk ou

P
Q
[

|
!

.

X X

Comme 1'on ne dispose pas de formule explicite pour x -+ u(x), la

difficulté est maintenant de calculer %% .

On peut naturellement utiliser une méthode par différences finies
pour calculer '

K du . u(x+txX)-u(x) .
k t .
9X
cette méthode est peu cofilteuse en matiére grise mais fort chére en temps

calcul puisque 1l'on doit calculer p fois 1'é&tat du systéme (ol p est le
nombre de variables de conception) pour &valuer le gradient.

Nous indiquons dans le chapitre suilvant deux autres méthodes pour
ce calcul. ‘



2. METHODES DE CALCUL DES COEFFICIENTS DE SENSITIVITE

2.1. Introduction

Remarquons tout d'abord que comme x + u(x) est définie
implicitement par 1'é&quation K(x)u = p(x) sa dérivabilité et le calcul de
sa dérivée ne sont pas immédiats.

Rappel du cas élémentaire :

Soit (x,u) = f(x,u) une fonction de deux variables scalaires x et
u ; l'équation

(2.1) f(x,u) =0

définit en général, une fonction implicite x -+ u(x) au voisinage de

(x ,uo) solution de (1) ; 1l'existence de cette fonction implicite et sa
0

dérivabilité est assurée si :

. (x,u) » f(x,u) est continfiment différentiable au voisinage de

(xo,uo) H
. of
. et si i (xo,uo) £0
et 1'on a
of du _ of
(2.2) 36 dx ax

c'est le théordme des fonctions implicites indiqué dans tous les livres
d' analyse des fonctions de plusieurs variables.

Dans le cas vectoriel : si x et u sont des variables vectorielles,
on a un résultat analogue ; 1'8galité (2.2) est encore valable mais c¢'est

maintenant une égalité vectorielle et 1l'on doit supposer que

1'application lindaire of (xo,uo) est inversible ou que son déterminant

du
est non nul,

En développant dans des bases
: ‘
J

n
N

X
Kk

x =] x
<P

u
u =fu
Jd u

Les équations (2.1) s'écrivent

i, 1
(2.1') fl(x ,...,xp ; u1,...,un) =0 ;

A



i J
si 1'on a det (%f;——)151 j,5n # 0 alors % est solution du systéme
linaire : J e 3x
i3 i .
(2-2')‘3%1"3%('= —if:;pour i= 1,...,“ et k = 1’-00,p .
auY 9x 9x

Dans le cas des structures -&lastiques en équilibre on peut
utiliser directement la proposition suivante.

Proposition 2.1

Soit x -+ K(x) une matrice de rigidité réduite dépendant de

variables de conception x = (x1,...,xp)T ; élors, si x +» K(x) est
continQiment différentiable en X, et si x » p(x) (vecteur des
charges nodales) 1'est aussi, le déplacement u(x) de la structure
qui est solution de K(x)u = p(x) est continment différentiable et

%% est donnée par la solution de 1'équation
du 9P 3K

(2.3) K(X) g% = 3% ~ 3x (x)u

ou en notation développde, chaque dérivée partielle jﬂ% est

solution du systéme linéaire : ax

i akt (x)
i, a8 x) 7 .
(2.3') KJ(X) 7= i ux) i=1,...,n.
90X 9x X

Remarque 2.1

On peut démontrer assez facilement cette proposition sans référer
au théordme des fonctions implicites (section 2.4.).

Nous verrons dans les sections 2.2. et 2.3. deux méthodes pour

3
calculer les dérivées —jc d'une fonctionnelle jx) = J(x,u(x)) en partant
de cette proposition. 9%

Remarque 2.2

Le résultat ci-dessus a &été &tendu 2 de nombreuses autres
situations :

- En #&lasticité 1lindaire statique et dynamique et en mode propre :
Haug-Rousselet [1080a] et [1980b], Rousselet-Haug [1982], Rousselet
[1976], Rousselet [1977], Rousselet [1982].

- Un cadre g&néral pour des situations modélisées par é&quations aux
dérivées partielles se trouve dans Chavent [1971].
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- Lé cas ou la variable de conception est la géométrie du systdme ("shape
optimal design") a fait 1'objet de nombreux travaux ; citons par
exemple : C8a-Gioan-Michel [1974], Chenais [1977], Dervieux-Palmério
[1975], Murat-Simon [1976], Pironneau [1984], Rousselet [1982], Rousselet
[1983], zolésio [1979].

- Le cas d'une arche avec la surface moyenne comme variable de conception
a 8té 8tudié dans Chenais-Rousselet-Benedict [1985] et Chenais-Rousselet
[1984]. Lt'extension au cas de la charge critique de flambement est &tudié
dans Chenais-Rousselet [1986 & paraitre] et Rousselet-Chenais [1986 &
paraitre]. L'extension au cas de coques &lastiques est &tudié dans
Chenais [1986 & paraltre].

Remarque 2.3

On trouvera dans 8 2.4. une démonstration directe de 1la
dérivabilité de la solution par rapport & des variables de conception.

2.2. Méthode directe ou de 1'espace de conception

Principe : on .calcule chacune des dérivées partielles Jﬁ% par résolution
effective des syst2mes lindaires (2.3') (k = 1,...,p) OX

. i
) auj apl(x) aKj(x) '
(2.31) K. (x) ———k = ———-—lz - -————lz u (x) i=1,e00,n .
J 9x 90X 9x

On calcule ensuite 1les coefficients de sensitivité d' une
fonctionnelle j(x) = J(x,u(x)) par :

3 a3 , BJ aw

Bxk X BuJ Bxk

Evaluation

- La matrice K(x) des systemes linéaires (2.3') est celle de 1'analyse du
systéme. Si 1'on résout 1'analyse du systdme par une méthode directe on
peut conserver la décomposition triangulaire de la matrice K et il suffit
d'effectuer une "descente-remont&e" pour résoudre un systéme (2.3'). Il
faut donc effectuer p "descentes-remontées" pour les p systdmes (2.3') o
p est le nombre de variables de conception.

Si 1'on résout 1'analyse du syst2me par une méthode itérative on ne peut

5 . a0 i o . . R PO R - wZ o mes A a An o~
pas uliliser une partie du calcul pour résocudre les p systdmes {(2.3').

(0]

- Si 1'on doit considérer'plusieurs cas de charges on doit multiplier ce
nombre p par le nombre de cas de charges pour obtenir le nombre de
systémes linaires 3 résoudre.



»

- Toutefois si 1'on doit calculer 1les dérivées de plusieurs

~fonctionnelles JZ cela n'augmente, pas le nombre de systémes linéaires 2

résoudre.

2.3. M8thode de 1'8tat adjoint ou de 1'espace d' état

C'est la méthode appelée "State space method" par exemple dans
Haug-Arora [1979] et dans les notices du code Nastran.

Principe dans le cas discret

En supposant les repéres or&honormés faisons le produit scalaire
de 1'équation (2.3') par un vecteur

A
A= 21
A
n i
; i 9K
J op” J
A Kkt (x) i“—lz =y A uK(x)
J 9X 9X 9x

rapprochons cette expression de

% _ 80, 33 3w
Bxk Bxk BuJ Bxk

On constate que si A est solution du systdme lindaire (&tat
adjoint)

Ai Kl(x) - 3 pour j = 1,...,n

J auj
on obtient .
i
X oK
3J . J
(2.4) % - iﬁ% + Ai EEQ - li K uk(x)
ax X Bx X
Evaluation
- L’expression (2.4) ne fait intervenir que des dérivées directement

J ap K
calculables : JiQ., %’ iik et les solutions de deux syst2mes linBaires

~ On constate que A est solution d'un syst2me lindaire de méme matrice
que pour 1'analyse de la structure ; dans le cas d'un systdme dont la
matrice ne serait pas symétrique il faudrait transposer la matrice.
Toutefois cette situation ne se produit pas dans 1'analyse des structures
8lastiques.

* ] Pl s Iy s

Nous désignons par A 1'état adjoint au lieu de p comme C'est usuel en
théorie du contrdle ou de la conception pour &viter des confusions avec
les charges p.



- On a autant d'états adjoints A résoudre que de fonctionnelles dont on
doit calculer les dérivées et cela quel que soit le nombre de variables
de conception.

- En général le nombre de fonctionnelles est inférieur au nombre de
variables de conception ; de plus avec plusieurs cas de charge cela ne
change pas le nombre d'états adjoints & calculer.

- Cette méthode est donc préférable a celle de 1'espace de conception
sauf si le nombre de fonctionnelles est supérieur au nombre de variables
de conception et que la structure n'est soumise qu'a un cas de charge.

Remarque 2.4
L'équation d'état peut s'écrire : trouver u e V tel que

¥v e V a(x;u,v) = 2(x;v)

ou al{x;u,v) = (K(x)u,v) &(x;v) = (p(x),v). V est un espace vectoriel de
déplacements virtuels.

L état adjoint est solution de ¥ve V a(x;v,A) = (%%,v) et 1la
dérivée de j(x) = J(x;u(x)) s'écrit

9J op
i = &L + (1, k) - jﬁ% X,u,A) .
9X ox 9x X

C'est cette forme que nous allons retrouver dans les modéles
continus.



3. COMPLEMENTS

3.1. Etat adjoint dans le cas continu

Dans les sections précédentes on a présenté le ~calcul de la
dérivée d' une fonctionnelle J(u(x),x) calculée directement a partir d'une
équation matricielle K(x)u = p(x).

On peut aborder le probléme de la dérivée d' une gpnctionnelle
J(u(x),x) ol u(x) est maintenant une fonction des variables d'espace £
au lieu d'&tre un vecteur 3 n conposantes ; cette fonction u(x;g) est
elle méme solution d'une &quation aux dérivées partielles.

Nous nous limitons ici au cas statique ; nous renvoyons 2
Rousselet [1982a] et Rousselet [1982b] pour une &tude du probléme
dynamique. On peut étendre la méthode & des situations non linéaires sous
réserve que 1'analyse soit bien maitrisée (Rousselet [1983]).

Dans le cas statique nous indiquons quelques exemples qui entrent
dans ce cadre (voir aussi par exemple, Haug-Rousselet [1980a] et
Haug-Arora [1979] ainsi que Haug-Choi-Komkov [1986, & paraitre], Banichuk
[1983]).

On désigne par E le module de Young et v le coefficient de
Poisson,

a - Poutre d' épaisseur variable en flexion

On suppose par exemple que toutes les sections droites sont de
méme forme. L'énergie de déformation est donnée par :

2

(3.1) a(x;u,u) = Ig Eah  u"u" dg
o) a est une constante qui dépend de la géométrie de la section droite, h
désigne 1'aire de cette section, x = (E,h) E est un nombre mais h est une
fonction de ¢.

Le principe des travaux virtuels s'écrit :

¥v e V a(x;u,v) = &(v)
ol V est un espace de déplacements cinématiquement admissibles (par
exemple V = H_(0,%) pour une poutre encastrée). On peut montrer que a est

une forme bilindaire continue coercitive sur V et que 2(v) est une
forme sur V,

* ) ' _

On note ici & = (g ,¢ ,53) les variables d'espace au lieu de X comme en
gquations aux dérivées partielles pour &viter des confusions avec 1la
variable de conception.



¢<§)

I\

2 4

A

b - Plaque d'é&paisseur variable en flexion

L'énergie de déformation s'écrit :

(3.2) a(x;u,u) = ”9 D(x) [(1—v)u,a8 uogt o u',BB] dg1dp;2
3

Ee___ et x = (E,v,e)
12(1-v")
e dés%gng ici 1'8paisseur de 1la plaque. C'est une fonction de
€=(Ev£)' .

avec D(x) =

w(v) = [f, pv aglag® .

Le principe des travaux virtuels s'écrit encore
¥v € V a(x;u,v) = 2(v)

ou V est unzespace de déplacements cinématiquement admissibles (par
exemple V = HO(Q) pour une plaque encastrée). On peut encore montrer les
mémes propriétés pour les formes a et 4.

Remarque 3.1

On est dans le cas particulier d'une coque plate. Les effets de
flexion et de membrane sont découplés. Avec les notations de Koiter
[1966] on a

= Q t = .
Tag °t Pup T Y a8



§ ¢ - Elasticité plane (membrane)

On considdre le cas d'un corps €élastique mince chargé dans son
v plan pour lequel la contrainte normale est négligeable : contrainte
plane. L'énergie’ de déformation s'é&crit :
(3.3) aGuuw) = [ o) [(1=v) ¥ () ¥ () + v (w) ¥, ()] dg'ag?
Q af af ao BB

Ee

avec c(x) = et x = (E,v,e) Y _ = (u +u, ).

1
2 GS E ats B’a

1=V

e désigne encore 1'é&paisseur du corps. C'est une fonction de E = (51,52).
1,.2
x;v) = IJQ PVy dg dg

ol p désigne la densité de force.

Le principe des travaux virtuels s'écrit encore
¥we V a(x;u,v) = 2(x;v)

ol V est un 1espace de déplacements cinématiquement admissibles (par
exemple V = (HO(Q)) si u = 0 sur le bord).

Remarque 3.2

On a ici Pus = 0. La situation est duale de la plaque en flexion.
Dans le cas des coques les deux déformations sont couplées. Pour 1'étude
de la dépendance de la solution d'une coque par rapport 4 la surface
moyenne on renvoie & Chenais [1986]. On considére dans la section
suivante le cas plus simple d'une arche. Cette question a déja &té
étudiée dans Chenais-Rousselet-Benedict [1984],

d - Arche en flexion (poutre courbe)

. : L'énergie de déformation s'écrit :

| AR 1 |
(3.0 alxuw) = [0 ev () v, () + Dp, ,(w) p,, (W] 372 dg
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et

L(x;v) = fg p.v a dg

3 .

Ee )y x = (E,e,h,s)

ou C = Eeh D = T2

e désigne 1'&paisseur de 1'arche et h sa profondeur. Avant de préciser
complétement les notations, nous rappelons que le pricipe des travaux
virtuels s'écrit :

¥ e VvV alx;u,v) = 2(x;v) .

Nous introduisons quelques notations classiques en théorie des
coques (Koiter [1966]) 1légirement simplifiées pour tenir compte du
caractere unidimensionnel du modeéle (cf. 8 4.1 pour des rappels d' algdbre
lindaire).

B3 4 . s

On décompose le vecteur déplacement u dans une base (a1,a ) ol a,
est un vecteur tangent & la ligne moyenne et par a_ un vecteur normal
normé : u = u a, * ua, ; on suppose que 1'arc T est paramétré : & » m(£)
ce paramétrage est explicité dans un repére ortqongrmée fixe du plan et

. ¢ (E)
on identifie un point m(g) au vecteur ¢(&) = [ 2( : ; désignons par ,1
¢ (E

la dérivée par rapport & E ; on peut prendre pour a, le vecteur

[¢1,1(E) = ¢ 1(E) ; on note dorénavant ces identifications par des
¢, ,(E) !
2,1

égalités ; c'est ainsi que 1'on pourra choisir :

2
_ ] % 1.2 2 .2
a3 = /_a. avec a = (¢ 1) + (¢ 1) = a1.a1 (premiére forme
- . ’ ’ fondamentale).

Dans le cas d'une courbe on n'utilise qu'un symbole de Christoffel
que 1'on note T au lieu de F11

1 an
I‘=a.a‘!=-——; Oﬁ
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t (a1,a3) désigne la base duale de (a1,a3) ; on identifie 1ieci, (cf.
théordme U4.1) grice au produit scalaire défini dans la base fixe
orthonormée du plan, vecteurs et formes linfaires, si bien que comme ag

y est normé et orthogonal & ajona:
a
3 _ o1
a“ = a3 et a = —
si bien que a11 = a1.a1 = % .

La deuxi®me forme fondamentale est donnée par :

a
1 _ -
by T TR/ (b11 = - aag - a3.a1'1)
1 .2 1 2
RIS IRNTLE
- = -— (inverse du rayon de courbure)
R a3/2
d'autre part :
11 1
by = b1 T TR

1 1
a3’1 = b1a1 = T a1
N c a'1 a1
31,9 by =5 TR
a
1 SR
a1,1 = Ta + b1a3 = >a a R a3 .

T T % T PYs \
avec

Upp T %0 T T

Le tenseur de variation de courbure :

= Uu + b1u + b1 u

Pre T M1 T Pt T Pt
avec

Uglpq T ¥3,qq T T3y
et

1 1 '
b1|1 = b1 1 (les deux termes qui font intervenir T s'annulent) .
s .

L'818ment de longueur est donné par vYa df mais 1'énergie de
T déformation est donnée par :

2 .
Jo [CY11(u) Y11(u) + Dp11(u) p11(u)] a”a11 Va dE

d'oh 1'expression de la forme bilinfaire indiquée au début du paragraphe.
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Remarque 3.3

Dans le cas dun cylindre infini chargé perpendiculairement 2
1'axe, le déplacement le long de 1'axe est nul et 1'on est encore ramené
3 un problédme unidimensionnel avec une forme bilinéaire analogue mais
avec des constantes différentes ; voir Bernadou-Ducatel [1982] pour une
étude de la convergence d' un &lément fini rectiligne.

e - Principe de calcul de 1'état adjoint

Nous venons de rappeler quelques exemples mécaniques qui se
mettent sous la forme : Trouver u € V tel que

¥v €V a(x;ﬁ,v) = (x;v)

od V est un espace de Hilbert avec a forme bilinéaire et & forme
lindaire ; x est une variable de conception qui peut €tre un scalaire, un
vecteur ou une fonction. On peut donc supposer que X décrit un ouvert Xa
d' un espace normé X.

d

_ Supposons (voir section 2.6.) que 1'on ait montré la dérivabilité
de la fonction implicite

x > u(x) de X dans Vv,

L'équation d'état dérivBe peut s'écrire :

9

2

3u 3
alx; 52 ¥V) + 5o alxuvly = 52 (Gv)y .

(o %

X

Soit d'autre part une fonctionnelle

Jjx) = J(x;ulx))
on a .
dj 3J 3J 3u
T Y = ax (uOy + <on (Gulx)) ez ¥y, Ly

Introduisons 1'équation (d'&tat adjoint)

(3.5) ¥v eV a(x;v,\) = <g% (x;u(x)),v>

analogue 3 1'équation d'état avec un autre second membre.

Cette €quation A un sens d&s que %% est dans V' et que 1l'on sait
résoudre 1'équation d'état avec un tel second .membre ; c'est

naturellement 1le cas dans les exemples cités ci-dessus. Si a est
symétrique 1'ordre de v et A est sans importance.



.19 N\

On remarque alors que . ) N
9J u Ju
<= ("'“("))'a—i y> = - alxigg YiA)
d' ot avec 1'8quation d'état dérivée :
9J ou da 9%
<55 (x,u(x),ax y> =+ 35 (x;u,\)y 3% (x; M)y

d' o

Proposition 3.1

Soit 1'équation d'état
¥v eV al(x;u,v) = 4(x,Vv)

pour la valeur x d'une variable de conception si la fonction
implicite x » u(x) est dérivable de X dans V (voir section 3.5.)
1a fonctionnelle j(x) = J(x;u(x)) a une dérivée donné par :

3J 3J %a 38 '
%Y 7 ax (x;u(x)).y + 33 (x;g(x,),x(x)).y ~ oy KA (x))ey
olt 1'état adjoint A est solution de :

¥x € V a(x;v,\) = - <% (x;u(x)),v> .

Corollaire 3.1

SiJd = a(x;u(x),u(x))

3] 3.
3% % T 3% (x,u(x))y --% %% (x;ulx),u(x)y .

1
2

En effet on constate que A = - u pour cette fonctionnelle.

Proposition 3.2

Soit
Lixsu,n) = J(xsu) + a(xsu,d) = (x51)

1'8quation d'état est donne par :

3%
A

1'équation d'état adjointe par :

¥v e V (x3u,\)v =0

¥veV L%(x;u,x)v =0

du
et la dérivée de la fonctionnelle par rapport aux variables de
conception : ’
dj AA
%Y <5 (X;u,A).y . .

Cette proposition se déduit immédiatement de la proposition 3.1.
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Remarque 3.4

Le principe de 1'introduction d'un Lagrangien pour calculer 1la
dérivée d' une fonctionnelle par rapport 3 des variables de conception est
trds g&néral ; dans le cadre de 1'optimisation de domaines voir C8a,
Rousselet dans 1'&cole INRIA [1983].

Remarque 3.5

Pour une fonctionnelle J = sup |Ju(g)] 1le résultat est plus
délicat. On n'a en général que des dérivées directionnelles (Rousselet
[1982]).

f - Explicitons les exemples ci-dessus : Il suffit de calculer la dérivée

%% , les dérivées par rapport aux variables de conception sont triviales

sauf pour le cas de l'arche qui fait 1'objet de la section suivante.

La poutre en flexion

Equation d'état adjoint

(3.6) VV € v jg Eahz V“A" dg - - %:-]; R

Exemples de fonctionnelles :

s =5 [ w?ar g, =3 [P Ea® @)% = atu,y)
Iy =ulg) s, ul g, = Egvh u"(g ) = Egvh [op oul .

o (o]

Notons que Ju est directement 1i& au moment de flexion : posons e
&paisseur et h aire de 1la section droite on a avec B constante
géométrique :

Iz
rlo
1

J, = = Eu"g/h .

y

On a done :

8J1 )
= <oV = = [ouv ae
oJ
2
TR A Rl fg Eae? umv" = - a(x;u,v) .
(on est dans le cas du corollaire 3.1 : A = - u)
3J?
- <‘§§‘sv> == V(Eo) = - L6E »V]
o
aJu
Ty V> = Eeh (e ) = - Eglsy vl vh(g) .

(o)
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dj ‘
75% .y pour i = 1,2,3,4 s'en déduit aisément avec la

proposition 3.1 ou 3.2.

2 Le calcul de

. La plaque en flexion

Equation d'état adjoint :

1.,,2 _ _ ,3
(3.7) ¥ e V IJ'Q DG) [(1=0IV oh o+ W A (0] dETdES = = <3 E
Considérons les exemples ahalogues de fonctionnelles :
1 2 1.2
3, =3 Jfg 0 dg'ag .
g, =1 II D(x) [(1-v)(u J(u ) +vwu u ] dg‘dg2 =L atxu,v)
2 27'Q ,oB ,0B »00 ,B8 2 *
J3 = U(Eo) = [Ggovu]

- prenons enfin le critére de Von Misesl

11_ 22,2

1,62%)2 4 3(' =425 2 & 12(012)2](50) .

= [(o )2 +

i

(on pourrait naturellement considérer un autre critere de plasticité)
avec sur la surface de la plaque

. o T(u) = - Eh2 (u , +vu 22
2(1-v7)  ? !
o?P(u) = - —E (w tvu )
2(1=v) °? !
12 Eh
o (W) ==y Yz
On a donc :
9J :
1 o 1.2
< 3u VD = Ifﬂ uv dg dg
o) :
2 1,2
- <=5 ,u> = - D - .
5= ,u [fg pexo) Can VI oV gt WV o] dEdE
Notons que 1'on est dans le cas du corollaire 3.1 : A = - u
3J3
I |
9J 11 22
it . 11 22, | 3¢ 3%
2 Cog v = - [Ro (W™ (W) (S v + TR
1" 22 12
" 22 ag ?
+ 6(0 (u)- £y .90 12 30
(u)=0""(u)( au VT Ta V) ¢+ 2k § (W) == vICE ) .
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Toutes ces expressions sont &valufes en E, et l'on a bien sfr

1
do Wy L Ny aro
od
S 20" (W)+e22(u)) (o (vV)+a22(v))

+ 600 T2 (o' (W)+e22(v)) + 24 ¢ 2w) o 2(v)I(E,)

On remarque que cette deniére fongtionnelle est bien un &lément de
V' puisque pour u dans V on a oij(u) e L7(q) .

L'&8lasticité plane

L'équation d'état adjoint :

1.2
(3.8) ¥ e v [fo D) [(1=v) Y (V)Y () + v¥ (VY ()] dEde

9J

- K= v .
<3u 2k

Considérons les exemples suivants :

J, = % JIQ (u,u) d£1d52

J, = % a(x;u,v)

Iy = (u(Eo),u(go))

Jy = [ 2+ (P24 3(a'H2 - o' 123172 (gg)

(erit@re de Von Mises) en axes orthonormés avec :

oo Ev E
o = Y + — Y
1—v2 B8 1+v aa
12 E
o =Ty N2
af
C omme Yae est linéaire en u on a donc EESE(El Vo= uae(v) .

Les calculs se ménent de facon analogue au cas de la plaque en
flexion.

3.2. Etat adjoint dans le cas de 1'arche en flexion

Les manipulations algébriques sont un peu plus compliquées tout au
moins en ce qui concerne la variation de la surface moyenne,
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Indiquons une subtilité : le vecteur u est décomposé dans une ‘base
(a1,a ) qui dépend du paramétrage ¢ de la surface moyenne. Ce sont ses
composantes qui apparaissent dans la forme bilindaire donnée dans le
paragraphe 3.1.d. Cette présentation est classique. Dans la définition-du
second membre de 1'équation d' état adjoint nous avons donc le choix entre
dériver J par rapport aux composantes de u ou bien par rapport au vecteur
u lui-méme. ’

C'est la premidre méthode qui a &té utilisée dans
Chenais-Rousselet-Benedict [1984] avec des notations un peu différentes.
L'extension au cas des coques a &té réalisée par Chenais [1986]. Nous
utilisons ici la deuxidme méthode, ce qui semble diminuer un peu le
volume du calcul. Le cas des coques sera présenté dans Bernadou-Rousselet
[1986] ; pour les coques de révolution Boisserie-Glowinski [1978].

Avec ces précisions 1l'&quation d'état adjoint s'é&crit :

(3.9) ¥v eV a(x;v,\) = - <%% SV

ol a est donnfe par la formule (3.4).

Voiei quelques exemples de fonctionnelles :

1 (2
3, =% [guwu VA ae
J, = lé a(x;u,u)
J, = 1 (uau)(g ) = 1 <6 ,u.u>
3 2 ¢ o) 2 g '

(o]
J, = p”(u) (Eo)

On trouve facilement

3d
1 A
<7i;,v} = Io u.v /3 dg
3J3
<?i;,v> = u(go).v(io) .

Le calcul de la dérivée de J2 (et de Ju) n'est pas immédiat
puisque ces fonctionnelles sont exprimées 3 partir des coordonnées de u.
Nous avons la méme difficulté pour dériver la forme a.

On va exprimer Y et p & partir du vecteur u.



Lemme 3.1 : Soit u=ua +u,a” . 0Ona

1 3
l.l’1 = u1||1a + u3”1a

avec
= - = = Tu
Uy = Ve T Pagtz (OB )y = Uy )
1
= + U b
]| K PR R e
et donc
Yip = 2% T Y
On a de méme
1
= a + U a
b B[ et 1
avec
1 1
- = + T
u”1 ul1 b1u3 (ol u|1 u'1 u, )
et donc
J - alu - ul
17 % % Il -
Lemme 3.2 : Dans les mémes conditions on a
u = U a1 + U, a3
11 1|1 3|11
avec
1
= - - b,b - u, +
Yl T M, 2Tu, o+ TTug = byDau, = Ty,
tugby I mugbyy g T 2ug by,
u =1 - u.b b1 - rb1u + u b1 + 2u b1
3|11 3,11 37111 1 11,1 1,11
et 1'on a
: 1
Pyq = u,”.a3 F(u’1.a3) b1(u’1.a1)
et :
Ppq T U qqe83 = T(u j.ag)
donc :
P11 = P1qp ~ b1(u’1.a1) .
Démonstration

Le premier lemme est immédiat & vérifier ainsi que 1'expression de
u 11° On obtient ensuite facilement :
’
u .a

= 1
= + u -

or on a
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1083 7 U3 1°1

On en déduit 1'expression de Piq D'autre part comme

3&1 =Pyt blY11 on obtient 1'expression indiquée pour p. '
o

On va maintenant &noncer dans un lemme la dérivée par rapport &

une variation de 1la surface moyenne de différents &léments qui

interviennent dans la forme bilinéaire.

Lemme 3.3 : on a

. 1
(1) = a .0 [m] v
i = a, .V = =
2 o 1
35 21 K

)
(11) = a.p =26 .0 =2a .y, =2(a.p a
9¢ ° o1 7,1 1°7,1 AR
9 . S 1.
(iii) 34 d3.w = (a3.w'1)a
. 9 1 1 1
(iv) 3 a . = (a .w,1)a + 3 (a3.w’1)a3
5 ]
(v) %41’1.\0 wm
. 3 o 1 i 1
(vi) 54 r.¢ = - I'(a .w’1)+ a (a3.w'1) +a.¢’11
R T BN D T, 43
(vii) 39 b, e¥ = 2b1(a -¢,1) 3 (d3-w’1) * =z nb,11 .
En effet
—_— 1
b1
(1) immédiat en notant que a, =
b, 1
(ii) immé&diat en notant que a = (¢11)2 + (¢21)2
8a3
(iii) a3.a1 = 0 fournit (—53-.w).a1 = - a33¢
3a3 .
a_e = 1 i —= ). =
d3 a3 fournit ( 5% V) a3 0
d' olt 1e résultat.
(iv) La formule s'obtient en dérivant a1 = % a,
ou en utilisant a1.a1 =1 et a1.a3 =0 .

1
(v) immédiat puisque a, =[¢’”:|
. ’ 2
¢,22

(vi) nous partons de T = a, 1.2 .
’
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On a donc
1 331 1
3 - (%a_ 120
nl"-lb— (a¢ o\l’)oa1’1+a a( 3¢ 0‘1’)
or
a; ¢ = Tay + byyaq
donc
aT 1 D4 1
5$.¢ = - (a .w,1)r Aras (a3.w'1) + a .w’11
(vii) on utilige de méme b: = 331.a3 = % (a1'1.a3)
9 1 -1 (o2 1 21 1
(3¢ 01V = 2 (35 -V (ay qea3) * 3 ¥ 4y.a3 -7 (2, y.a)(agy )
o 2 1 1
9 1 2 1 _1
(3¢ P1°¥) = 2 (4 ob Ibyy + 3 ¥ 4qe83 ~ 3 Tlaged )

d' olt le résultat annoncé puisque ¢ 1% 8 -
’

Proposition 3.3

Si le vecteur u est constant, on a :

8Y11
(i) -_a.-¢—- -‘1’=u’1-¢’,1
PNGE = ¢ ) - [(u ..~Tu ea - bi(u ..a.)]
(ii) 30 Y = a3.w’1 u’11 u’1 . 1(U 435
F M@y ) -2y Mg )
("')ap“ b= (a..y D[-u ...a' +2P(u ..a') - 26 (u ..a.)]
1 1 _
+ (a .w,1)[b1(u’1.a1) + F(u,1.a3)]
1 < -
- (a .W’11)(U,1.d3) (a3.w’11)(u,1.a1) .

En effet le (i) est immédiat puisque d'aprés 1le lemme 3.1

Y11 =u .a et le lemme 3.3(i) fournit la dérivée de a.

Pour le (ii) on utilise le lemme 3.2 :

Ppq = U qqe83 " r(u’1.a3) = (u’11-ru ).a

5173
et le lemme 3.3(iii) et (vi) pour obtenir
Py (r(a'.y ) = b - )
—§$— P o= a -W,1 1 a3.w’1) a’1.w’11)(u'1.a3)

- - 1
(u 1 ru'1)(a3.w,1)a

’
ou
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%

1 1
5 V7 (8 DI 7Tu )aa) - b el

)1

1
[r(a'.y |) - (a )1 j.ay) .

LR
Pour (iii) on utilise encore le lemme 3.2 :

— 1
Pyq = Pqq ~ Dylu jeay)

et le lemme 3.3(i) et (vii) :

1 1
TS W= (a3.w,1)[-(u’11-ru,1).a - b,(u
)

s lralay )= @l Dl .

. 1
- [-y(alay ) = Tagw ) ¢ 2 1 a) = byl )

a v, ,1

1

' 1
o= (a3.w,1)['(u’11-2ru’1).a - b1(q'1.a3)]

+ (a1.w'1)[2b1(u,1.a1) + T(u .a3)]

o1

1 1 1 1
- (a .¢,11)(u a ) ~-(a .y, )(u ..a) - b1(u’1.a1)(a .w’1)

173 37NN 1

1
- b1(u,1.a3)(a3.w’1)

d' o 1'expression annoncée.

Proposition 3.4

Pour la forme bilindaire de l'érche en flexion :

atxu,v) = [g [0V, (Y, (V) + Do, (wlp, . (v)] 3,2 dg
avec
Ee3
x = (e,$) C =Eeh et D = Sz h sonaavecy = (e,9) :
% . (% an 1
= (X;u,v).y = [ae «E Y (u)Y (v) * 9t 911(uv)p11(v)] 3/2 dg

-3 jz [CY (u)Y (v) + Dp11(u)p11(V)] (d w ) dg .
a

(u) Y, . (v)
% 11 1 1
+ s ct( — W)Y (V) Y (u) )] 37 dE

3¢ 9¢

ap11(u) 3911(V) 1
W)p11(v) + p11(u)( 3%

+ f D[ ( )] 375 dg
a

3¢ ; - 3 Eeen
de oe _)4-_

n —551 .y sont donnés dans la proposition 3.3.

Ce résultat est une conséquence immédiate de la proposition 3.3.
o
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Avant d' aborder 1'expression des dérivées des fonctionnelles, il
reste & préciser la dérivée 5% ; pour calculer cette dérivée il faut en
fait préciser comment le chargement dépend de la géométrie. Nous
considérons trois cas qui peuvent étre combinés :

a. poids propre : p = — pge e3
%, (x;v) = - Jz pge(v.e,) Ya dE
1 o] 2073
; __ .3
b. pression : p = p a3

g 3
L,(x5v) = = [0 p(veay) Va dg

¢. force sur le bord :

23(x;v) = (p.v)(R) .

Lemme 3.4 : dans les trois cas indiqués ci-dessus on a avec y = (y,¢€)

E&l(xov) y = - fl pge(v.e ) Ya dg - fl oge (v.e.)(a v .) Ya dg

e T o 3 ‘o 3 i

%2 vy = [* p3(v.ay(ayew ) V3 d - [2 p3via(aley ) VA ds
ad) V). o . 3-,1 o 03 0’1

9%

TS%(X;V).Y = 0 (dans le cas d'une extrémité fixe).

Proposition 3.5

Pour les fonctionnelles indiquées au début de la section on a, en
utilisant la proposition 3.1 et en posant

3 (%) = g 0gux)) 1= 1,34 ety = (y,e)

dj. 3J
R da . - 9% .
Y T x (x;u(x)).y + % (x,u(x),ki(x)).y % (x;A(x)).y
avec
oJ
1 1 (2 1
3V =3 g b b ) Ya dg
8
ax YO
aJ
4 -
TSF.Y =0 .

avec %% donné dans la proposition 3.4 ; %% calculé pour 1'exemple
CA

de chargement considéré (voir 3 exemples dans le lemme 3.4) et A
état adjoint solution de
( BJi
a(x;v,d,) = - <—=
’ i au ,V)

avec
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<7i},v> = Ig u.v ¥/a dg

8J3

Su V> = () .v(E)

3d), -
<7ﬁf’v> = v’”.a3 - r(v’1.a3) .

Cette proposition résulte directement des propositions 3.1 et 3.4
et du lemme 3.4, '

o
En ce qui concerne la fonctionnelle J2 on a :
Proposition 3.6
Soit la fonctionnelle
1 (2 2 2 1 =1
Iy =3 IO [C(Y11(u)) * D(py, (u))7] 37 dg =3 alx;u,u)
-on a
¥y g 1
T [CY,, (WY, (v) + Do (Wp, (V)] =7 dg
1'état adjoint de cette fonctionnelle est donc
A=-u.
C'est immédiat en utilisant les expressions de Y11 et P11 des
lemmes 3.1 et 3.2. o

Proposition 3.7

Soit j2(x) = J2(x;u(x)) on a

dj
2 1 da L
i 3 3% (x;ulx),u(x)).y + X (x;u(x)).y
ol
g% est donné dans la proposition 3.4
%% est & calculer suivant les exemples de chargement (voir 1les

exemples dans le lemme 3.Y4),

Le résultat est immédiat avec le corollaire 3.1,
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4, OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Nous quittons dans ce chapitre les problémes de conception
optimale pour préciser quelques résultats de base en optimisation sans
contraintes., Dans 1les chapitres suivants nous introduisons des
contraintes dans les problémes d'optimisation ; nous verrons alors
comment utiliser les résultats du chapitre pré&cédent pour obtenir des
conditions d'optimalité et des algorithmes pour 1'optimisation de
structures.

4,1. Rappels d'algébre linaire et de calcul différentiel
Conditions d' optimalité

Nous &tendons dans cette section le résultat bien connu pour les
fonctions d' une variable réelle : si x + f(x) atteint un minimum local en
X, alors f'(xo) = 0 et f"(xo) 2 0 (sous réserve de 1l'existence de ces
dérivées).

L'extension en vue (tout & fait classique) consiste A considérer
le cas d'une fonction (de plusieurs variables) J : vn + IR ol Vn est un
espace vectoriel de dimension n ; 1'exemple de base est

I = 5 alv,v) - 8w

ot a est une forme quadratique sur vn et 2 est une forme linéaire ; on
pourrait considérer des fonctions plus compliquées.

Rappels de notations tensorielles

Si g (i=1,...,n) est une vase de Vn on pose (avec la convention
des indices répétés)
i

vV = vigi L, = R(gi) si bien que &(v) = &, v

i i

Do _ 13
Aij a(gi.gj) si bien que a(v,v) = Aijv v

Notons que si (u,v) désigne un produit scalaire sur Vp (Vn est
alors dit euclidien) on a : ]

(u.,v) = ule g.28, = uiVJ g, .
1) 1J

ol 1'on a posé

€55 = (gi.gj) .



(v

31

* .
Soit Vn le dual q$ Vn : l'espac%(vectoriel des formes linéaires
sur Vn. On désigne par g 1 la base de Vn' dite duale de la base g qui
satisfait |

* B 3
<g i,8j>v.xv =g 1(gj) = 63 symbole de Kronecker.
On a

*i :
v = £g ,v>gi'

et on a done
i %
L(v) = Z(gi)v = l(gi)<e »V>
c'est A dire

* *
% = l(gi)g 1 zig L .

Identification d'un espace vectoriel euclidien et de son dual : on
démontre de facon &lémentaire (et c'est classique)

Théoréme 4.1

Vv (u,v) est un

* *
L application de V 2 y" définie par <u ,v>
u -+ u ’
isomorphisme d'espace vectoriel.

*
On désigne par g1 la base de V dont 1'image par ¢ est g 1.

D&signons par p le vecteur de V associé & % par cet isomorphisme

2v) = (p,v)
on a
-yt
(p,V) "'p v gij
on a donce
= d
Ei =D gij .

On vérifie aussi facilement que
_ J
gi gijg
et que si 1'on pose
i i
gj=(g .gj)

les matrices (gij) et (gij) sont inverses 1'une de 1'autre et que
i i
g = g Jgj'

En d'autres termes : le calcul de la base duale revient A inverser
une matrice.
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* 2
Si 1'on désigne parcyf 1'application linéaire de V dans V' telle
que

*
<Gﬁf u,v> = a(u,v)
et o de V dans V telle que
(@dupv) = a(u,V)

on a
*

*
= = est la matrice
Aij a(gi,gj) <ed gi,gj> , Aij a matr de off

* J
<o u,g;> = (Aiju )
c' est donc que

Gﬂl u A u 8 *

Ay - a(gi.gj) = (Gﬂfgl,gj)
o
(cdu,e) = u Ay
ol :
ji
u = Aijp g

mais si 1' on veut exprimer Gﬁdﬁ dans la méme base que u :

j ik
ofu = A we e,

13
on pose
k ik
=A.
Aj 1jg
si bien que
k 3
u = Aju g

Dans le cas ou l'espace V n'est plus de dimension finie mais est
de Hilbert on a des résultats analogues. Il faut toutefois considérer ici
1'espace V des formes linfaires continues sur V. L'isomorphisme entre V
et V' est assurée par le théordme de Riez et 1'association d'un opérateur
A bijectif et bicontinu de V dans V & une forme bilinfaire continue
coercitive sur V est assurée par le théordme de Lax-Milgram (voir par
exemple Céa [1971] ainsi que pour des compléments sur cette section).

Dans le cadre Hilbertien la situation de base est encore

J(v) = 12 a(v,v) - 4(v)

ol a est une forme bilindaire continue coercitive sur V et % une forme
lindaire continue.
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Quatre exemples issus de 1la mécanique ont &été cités dans la
section 3.1., nous y reviendrons plus loin.

Rappelons qu' une fonction est dite dérivable du sens de Gateaux si

J(u+gv)-J(u)

(i) d'une part, pour tout u € V, v € V le quotient ~admet une

limite lorsque 6 - 0 ; on note Jﬂ(u,v) = %% v cette limite.

(ii) d'autre part, v + J'(u,v) est linéaire continue.

. Cette définition vise 3 &tendre en dimension infinie la notion de
dérivée partielle ; on dérive ici dans une direction v. Il existe de
nombreuses variantes sur la notion de dérivée (Céa [1971], Ioffe et

Tihomirov [1979] par exemple).

On vérifie facilement que si

Ju) = 3 atu,u) - )
J'"(u,v) = a(u.ﬁ) - (v) .
On a :

Proposition 4.2

Soit u un minimum local de v =+ J(v), si v est différentiable
(au sens de Gateau) alors

(i) on a
9J

¥ve V 5; V=0

(i1) si de plus J est 2 fois différentiable

2
¥V e va—g(v,v)zo.

ou
En effet

(i) comme u est un minimum local
J(u+rev) - J(u) 2 0

et donc en divisant par 8 et en passant a la limite %% v 2 0 d'od
1'égalité & zéro en changeant v en -v.

(ii) écrivons la formule de Taylor 3 1'ordre deux

2
J(u+ev) = J(u) + 8J'(u,v) + 92— J"(u;v,v) + 0(92) 20

d'aprés le (i) en un minimum local on a donc
2 .
J(u+ev) - J(u) = S%—J"(u;v,v) + 0(92) 20

d'od le résultat en divisant par 6° et en faisant tendre 8 vers

" zéro.
o
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Remar que 4.1 |
| La condition (i) n'est naturellement pas suffisante comme le
montre 1'exemple f(x) = X~ ; une hypothése suffisante pour un minimum
local isolé est '

2
5 v 2 oVl

u
avec a > O.

Remarque 4.2

2
Si J(u) = 1 a(u,u) = 2{u) ,'Ei v o= alu,v) - v) , 3d (v,v) = a(v,v)
2 u auz
1a condition d'optimalité revient au systime lindaire
Aijuj = zi ou Ag(uJ = pk et a4 la positivitd de la forme bilinéaire.

Dans le cas ol % a(u,u) représente une &nergie de déformation en
glasticitd linéaire, la minimisation de J(v) est le principe du minimum
de 1'&nergie potentielle, La condition (i) s'identifie alors au principe
des travaux virtuels. La condition

2
3—% (u,v) 2 a”v”2
du

s'écrit
a(v,v) 2 a“v"2

c'est la coercitivitéd, Elle est en général réalisée lorsque 1'on a inclu
dans 1'espace V les conditions aux limites de type cinématique (voir les
exemples de la section 3.1.).

En 818ments finis la coercitivitd est, en général, acquise lorsque
1'on a 81iminé les degrés de liberté bloqués (c'est & dire quand K est la
matrice de rigidité réduite). ”

Le principe du minimum de 1'&nergie potentielle est valable en
glasticité non linBaire pour les milieux hyperélastiques (cf. Valid
(1977, Chap. 1]).

4,2, Principe du choix de la direction de descente

Définition 4.1

On dit que w est une direction de descente au point u si pour
8 > 0 assez petit :

J(urew) < J(u) .
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Proposition 4.3

Si J est différentiable, w est une direction de descente si et
seulement si

J'(u,w) < 0.

En effet la formule de Taylor donne :
J{urew) = J(u) = +8J' (u,w) + 0(8)

pour 6 assez petit le signe du second membre est celui de J'(u,w).
' a}
Rappel : dérivée et gradient

Lorsque 1'on travaille en dimension finie et dans un repére

orthonormé w = w e, u=ue,

Juaw) = W Jue,) = §ut 2L
i i
‘ u
Si bien que J'(u,w) est €gal au produit scalaire de w par G(u) = 2 Jﬁ% e

(le gradient de J). du

Lorsque 1'on ne dispose pas d'un repdre orthonormé il convient de
distinguer la forme linéaire 4

w » J'(u,w)
et le vecteur

G = grad J(u)

défini par (G,w) = J'(u,w) le vecteur G est celui associé a 1la forme
linéaire par le théordme 4.1 rappeld ci-dessus : on a
i ij aJ
G=gJ—3-.
du

Dans un espace de Hilbert le lien entre J' et G se fait par le
théordme de Riez (cf. par exemple C8a [1971]).

Exemple d'une fonctionnelle quadratique

1
J(u) = > a(u,u) - &(u)
on a vu ci-dessus que '
J (u,w) = a(u,w) - {w) .
En dimension finie on a vue que si p désigne le vecteur associé 2.

% (p,w)V = %(w) et off 1'opérateur de V dans V associé & la forme a : .
,(Gyfu,w)v = au,w) on a

- p Jo .
P = pe, avec  pig = eg)

'K
et oA u = A-u‘jg . ki
) kK avec Ajg J _ a(gi'gj)
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On a donc
~ kJj_k
G = (Aju p e,
¢'est & dire
Gk = A?u‘]—pk

alors que

9J J .
9 au,e.) - g) =AW - e
- a(u gJ) (83) 1 3

Corollaire 4.1

Si J est différentiable, w est une direction de descente si et
seulement si w fait un angle obtus avec le gradient :

(G(u),w) <O .
En effet
I (u,w) = G),w) =|lc@) |W]| cose < 0

d' o cos® < O, c'est A daire 8 obtus et réciproquement.

Corollaire 4.2

Si J est différentiable, la direction de plus grande descente est
donnge par

w==Gu)|cw) .

En effet comme

J'(u,w) = (Gu),w) = |6 )] |W|| cose

pour |lwj] = 1 , J'(u,w) est minimum pour cose = -1, c'est & dire w opposé
3 G(u) d ol le résultat.
a

Remarque 1.3

Cette méthode dite aussi du gradient constitue le meilleur choix
local (on n'a utilisé que 1'information de la dérivée premiére). En
général ce choix est mauvais prés du minimum ainsi que pour les "vallées
étroites".

m \ 5 /%’YA J'(u): J(us)
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Une fois que 1l'on a choisi une direction de descente le passage
d'un itéré au suivant suppose la détermination d'un point dans cette
direction (voir dans la section suivante). Il est naturel de choisir o
tel que 9 » J(u+6w) soit proche du minimum pour 8 = p, .

Proposition 4.4

Si & » J(u+ow) est minimum en 8 = p alors on a
(G (u+pw),w) = 0 .

La démonstration est immédiate en dérivant 8 + J(u+ow) .
' )

Remar que 4.4

Dans le cas ol 1'on choisit w = - G(u) on a
(G(u-pG(u)),G(u)) =0 .

On voit que deux directions de descentes successives 'sont
orthogonales. Cette. propriété explique en partie le mauvais comportement
de la m8thode du gradient en présence d'une "vallde &troite".

En revanche dans le cas ol les surfaces de niveau sont des
sphéres, la méthode du gradient donne le minimum en une itération.

4,3. Algorithmes de minimisation unidimensionnelle

11 existe de nombreux algorithmes de minimisation
unidimensionnelle (voir C&a [1971], Fleury [1982], Minoux [1983]).

L'algorithme de 1'interpolation cubique semble bien adapté aux
probldmes de conception optimale. Il consiste 3 partir de la donnfe d'une
fonction f et de sa dérivée f en deux points A calculer le minimum de la

cubique déterminée par ces quatre valeurs (f1.f2,fa,fé) (ef. Fleury

[1982]).

A
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5. OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES

Nous abordons maintenant le cas od 1'on cherche 3 minimiser (ou
maximiser) une fonctionnelle avec des contraintes. Aprés un exemple
explicite nous indiquons les conditions nécessaires d'optimalité avec
introduction de multiplicateurs de Lagrange. Nous esquissons ensuite une
classification des problémes d'optimisation avec contraintes. Nous
terminons en indiquant comment les multiplicateurs donnent une obtention
simple et rigoureuse du calcul des réactions en analyse des structures
puis nous explicitons les conditions ncessaires d' optimalité en
conception optimale des structures.

Les algorithmes sont &tudi&s dans le chapitre suivant, puis la
dualité au chapitre 7.

5.1. Un exemple introductif

Considérons la minimisation de la fonction de deux variables
réelles

1 1 2 2 2
Jo(x) =3 [(x=1)" + (x=1)7)
sous les contraintes
(a1,x) S0 et (az.x) s 0

ol a et a, sont deux vecteurs linBairement indépendants
[1]
*‘ 1 1

\au %I
W=

fpad o{o)

En l'absence de contraintes le minimum de J est atteint en x==E};

on voit intuitivement que sulvant 1'orientation des vecteurs a, et a2 ,

0 1
0 = 0 est ou n'est pas un minimum local.
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On va voir que

0 =[g}est un minimum (local) du probléme ci-dessus si et seulement

si 11 existe A, 2 0, A, 2 O tels que

1 2
mmwow)=-ha1-xf2
ou
1) = - 2ia, - 1,2
1J 171 272 °

En effet supposons que O est un minimum local. On a donc pour tout
y qui vérifie (ai.y) SOpour i =1,2

(5.1) Jo(ey) 2 JO(O,O) et donc (gradJo(O),y) 20

mais comme a1 et a2 sont linéairement indépendants

gradJ (0) = = ra, - )

139 7 A%

avec 11 et Az de signe quelconque.

Soit alors y tel que (a_,y) = 0 et (az,y) < 0, on déduit de (5.1)

‘que AZ 2 0. On obtient de méme A1 2 0,

REciproquement si

gr'adJo(O) = - A1a1 - A2a2

avec A1 2 0 et AZ 2 0ona

(gradJo,Y) 20
pour y admissible et donc avec la proposition 4.3 toute direction

admissible est de montée, on est donc bien en un minimum local.
a]

Remarque 5.1

Géométriquement la condition signifie que gradJo est "entre" les

vecteurs -a, et -a, (c'est & dire dans le c8ne engendré).

Remarque 5.2

Dans cet exemple, il est clair que 1'on a caractérisé un minimum
global mais cela est dd A la convexité de Jo.

'5.2. Conditions d'optimalité en programmation non linfaire

a - conditions du premier ordre

On considdre d' abord le cas ol 1' on minimise une fonctionnelle sur
un ensemble convexe,
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Th8oréme 5.1

Si J est Gateau dérivable dans un ensemble convexe U et si ue U
est un minimum global de J sur U alors

¥v e U J'(u,v-u) 20 .

En effet, la convexité de U entraine que pour tout v e U,
u + 8(v-u) € U et 1'on a par hypothése

J(u+e(v-u)) - J(u) 20

d' od le résultat en divisant par § et en faisant tendre @ vers zéro.
a

Remarque 5.3

Si J est convexe la conditions ci-dessus est suffisante (Céa
[1971], Ciarlet [1982]).

Corollaire 5.1

En dimension finie si U = 1;1 [ai,bil
siu-= (u1,...,un) est un minimum alors
si ai < uy < b1 %%% =0
si u, = a; é%% 20
si u, = b1 g%% sOo.

En effet, en utilisant le th&or2me dans le premier cas avec

v, =u, pour J # i et v, A u, € [aibi] quelconque

J J i

J' (u,v=u) = é%L (vi—ui) 20
i

donne le résultat en prenant vi > u1 puis vi < ui.

Dans le deuxidme cas on prend v, = u, pour j # 1 on remarque que

- 4 P
si v, € [ai,bi], on a v, -u, > 0 d'od le“résultat.

On utilise la méme méthode pour le troisiéme cas.

Remarque 5.4

Ces contraintes de borne sont trds fréquentes en optimisation de
structures,
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En  dehors du cas particuler de ce corollaire, la condition
nécessaire d' optimalité indiquée dans le théordme n'est pas trés maniable
2 cause du pour tout v € U.

On va maintenant indiquer un théor&me dans lequel le domaine des
contraintes n'est pas nécessairement convexe mais dans lequel il est
décrit par des inégalités.

On considdre le probldme de programmation non linéaire (P.N.L.)
Minimiser,Jo(v) pour v € V sous les contraintes

vV € Vad = {v € VlJi(V) =0 , 1=1gooo,’m H Ji(V) s 0 ’ i=m+1,oo¢,m+n}¢

péfinition 5.7

On dit que voe \' est régulier si 1les contraintes son;
continfiment différentiables en vy et si les

aJ1 ‘

7ﬁf(vo) (pour i=1,...,m)
et les

i
—5;-(VO) (pour i=m+1,...,m+n et Ji(vo) 0)

sont lindairement indépendantes.

Remarquons bien que la condition d'indépendance linéaire n'est &
réaliser que pour les contraintes actives ; on exclut les points v ol
deux contraintes actives seraient tangentes entre elles.

Le résultat suivant est connu sous le nom de conditions de Kuhn et
Tucker.

Théoréme 5.2

On considdre le probléme (P. N L.) indiqué ci-dessus ; on suppose
que J est continﬁment différentiable : soit v¥ un minimum local de Jo
dans V ad * si v* est un point régulier de v q’ alors i1 existe des
multiplicateurs de Lagrange A (i=1,¢0.,m+n) tels que

* *
xiJi(v ) =0 .

(5.2) pour i=m+1,...,m+2
Ai 2 0

et tels que :

o mtn 3,
(5.3) ¥w eV —F(v)w+ 121 M By

T v w =0,

La démonstration est indiquée en annexe.
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Remarque 5.3

*
La condition x (v ) = 0 entraine que le multiplicateur Ai = 0
dans le cas ol J (v ) < 0 ; en 1'absence de contraintes d'égalités et si
J (v*) < 0 pour i m+1,...,m*n on retrouve la condition d' optimalité du

cas sans contraintes :
Jg(v*)w =0,

La condition (5.3) peut naturellement s'écrire :

3d m+n 3J
o, * * %9 %
(5.4) —57(V)+iz1 )‘1—37(\/)—0.
La quantitd Z(v,)) = Iy (v) + 1 .Ji(v) dont on a é&crit 3%%5 0

interviendra d' un autre point de vue dans le chapitre consacré 3 1la
dualité,

Le cas du corollaire 5.1 peut se retrouver comme conséquence du
présent théordme en posant

_ aJ,
I ) = vy =Dy v, Sk3
+
*v) = b, - ?-J—lf——é
TtV =0 T Yy v, Tk
si 1'on a Jk(v*) = 0 prenons vJ =0 W, = +1 11 vient
3J 9dJ
o , ¥ ¥ o)
+ avi (v ) + A; = 0 et donc 5;; $0.

On traiterait de méme les autres cas.
Considérons aussi le cas ol dans la définition de Vad on a A la
fois des contraintes d' ingalités "générales" Ji(v) S0 i=m+1,...,m+n et

de borne 2, s vk < bk k=1, e0.,N .

Corollaire 5.2

Soit le probldme (P.N.L.) ol 1'on rajoute dans la définition de

Vad a, ES Vi s bk ; sous les hypoth@ses du th&ordme 5.2 on peut remplacer

(5.3) par

=0 v 1] = (v') =0 sta, < v <D
k L2Y

2 ", K
| 2L :
(5.5) avk 20 si Vie = 8,

P
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En effet si ako < vk§ < bko le multiplicateur de Lagrange associé
3 ces deux contraintes est nul ; prenons Yo = +1 et W, = 0 pour k # ko
on obtient 1'&galité indiquée. En revanche si par exemple Vi = a, il

vient avec & = I+ ) A;Ji

* 0
§§£ -y =
v, Kk
*
avec y, 2 0 multiplicateur associé & la contrainte v, 2 a, d'ob 1le
résultat.

a

Dans le cas de 1'optimisation sans contraintes, il est bien connu
que la nullité de la dérivée n'est pas une condition suffisante pour un
minimum local. C'est en revanche le cas si la fonction 2 minimiser est
convexe. Nous avons un résultat analogue avec des contraintes
d'inSgalités.

Proposition 5.3

Si 1les fonctions J1 sont convexes pour 1i=0,...,n et si 1les
conditions (5.2) et (5.3) sont satisfaites alors Jo admet en v, un

minimum dans 1'ensemble vad

Vg = Ve vjg,v) s 0 i=1,...,0} .

‘ Comme J1 est convexe

aJi
Ji(v*) + ?;r(v*)(v-v*) s Ji(v)

d' ol pour i=0 avec (5.2)

aJi
J V) - LAy 5y (V) vy 59 (0

d' ol avec la relation ci-dessus
EDRENCRCE
+ -
Jo(v* Ai Ji(v ) Ji(V)) s Jo(v)
et donc avec (5.1)
*
J ) - I ad ) s )

dolusi ve Va Jo(v*) ES Jo(v) ce qu'il fallait démontrer.

[w}

d

Remarque 5.4

Si vad est défini avec en plus des contraintes d' égalité linaires
le résultat subsiste puisque les termes '
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aJi
v (vy) (V=vy)

sont nuls si v satisfait les contraintes. On peut donc déduire que le
principe des travaux virtuels est 8quivalent au principe du minimum de
1'énergle potentielle (toutefois nous n'avons ici abordé cette
gquivalence que dans le cas des structures discrétes).

'En 1'absence de convexité on peut &tablir des conditions
nScessaires avec utilisation des dérivées secondes qui généralisent le
cas sans contraintes. Ce résultat est plus technique.

5.3, Classification sommaire des problémes

Nous indiquons briédvement quelques types de problédmes
d' optimisation avec contraintes.

Le probléme de base est celui de la programmation lindaire : c'est
le cas ol fonctionnelles et contraintes sont affines (ou lindaires comme
on disait autrefois d'od la terminologie). Ces problémes ont &t& étudiés
de facon intensives et on dispose de programmes standard dans les
bibliothdques scientifiques (en particulier méthode du simplexe). Voir
par exemple Ciarlet [1982] pour une description de 1' algorithme.

Un autre exemple intéressant est celul des contraintes 1linéaires
(ou affines) pour lesquelles on peut adapter les algorithmes du cas sans
contraintes. Cela est particulidrement vrai pour les contraintes
a, £ X, b3 bi (appelé parfois quasiment non contraints).

Un probldme est dit de programmation convexe lorsque 1la
fonctionnelle est convexe et 1'ensemble vad est un ensemble convexe.
C'est le cas de la proposition 5.3 avec sa remarque. C'est le cas ol les
démonstrations de convergence des algorithmes sont souvent &tablies (voir
par exemple Cé&a [1971]). La programmation quadratique est un cas
particulier ol la fonctionnelle est quadratique semi~-définie positive et
les contraintes 1lindaires. On peut adapter la méthode du gradient
conjugué pour le résoudre en un nombre fini d' itérations (voir par
exemple B. Psenidnyi ; Y. Danilin [19771).

Enfin un dernier exemple est celui de la programmation séparable :

n .
g ) = 1 Jl(ui)
i=1

4 minimiser ou les contraintes avec

n
3 W) = z Ji(ui) K=l,e.n,m

i=1
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et

n
ueT=IU.

i=1 1

Ce type de probléme est un interm&diaire lorsque 1'on linfarise un
probléme d'optimisation de structures par rapport aux variables inverses
(voir section 8)., Il se traite bien par dualité (voir section 7).

5. 4. Abplications des conditions d'optimalité : analyse et conception
optimale des structures

a - Analyse de structures

~ Pour préciser ces conditions d' optimalité nous allons indiquer
comment retrouver le calcul des réactions assocides aux degrés de liberté
bloqués pour une structure modélisée en €léments finis,

Nous supposons  que 1' espace des déplacements cinématiquement
admissibles est

i
vad = {v e Vl‘v1 = u1 1=1,...,m. v1 gu  i=t,m+1,...,m+n} .
Le principe du minimum de 1'énergie potentielle indique que 1le

déplacement réel v de la structure réalise le minimum de

J(v) =‘% (Kv,v) - 2(v) dans Va H

d

K est la matrice de rigidité du syst2me et (v) le travail virtuel des
forces extérieures.

Le th8oréme 5.2 va nous donner une méthode naturelle et générale
pour &tablir le systéme & résoudre et le calcul des réactions.

11 vient
N N | m m+n
(5.6) ¥ Kijvjw1 - £oul s Y Aiwi D) A,wi =0 . |
i,j=1 i=m+n+1 1=1 i=m+1 Ot :

=

Remarqfons d"' abord que ) Ki vjw - f‘iw1 étant de la dimension d'un

travail et w d' une longueur, les Ai sont de la dimension d' une force :
c'est 1' opposé de la réaction (convention de signe des multiplicateurs de
Lagrange). :

——— e — — JR—— — ——-— —————— ———

Pour simplifier les notations on suppose les &quations renumérotées
avec les d. %. bloqués dans les premiéres lignes,
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i) supposons maintenant que vad est défini par les seules &galités

vi = ui. Eliminons les m premiéres lignes avec wi = 0 i=1,...m et
wio = 1 successivement pour io=m+1,.,,,n il vient :

N m
(5.7) ) Kijvj = f, - §1 Ky 44 f=m+1,...,N .

J=m+1 3
C'est un syst2me linSaire 3 N-m inconnues et N-m &quations qui
d8termine en principe vj pour Jj=m+1,...,N. Une fois v calculé on

détermine A (io=1....,m) en faisant w © = 1 d' ol
o

B 3
(5.8) 1} KioJ vwo= - xio
j=1
Du point de vue mécanique, (5.6) constitue une forme du principe
des travaux virtuels. Dans (5.7) on a pris des déplacements virtuels qui
satisfont les conditions cindmatiques. En revanche dans (5.8) on a choisi
des dSplacements virtuels qui font travailler chaque composante de

réaction.

égal A la réaction.

ii) Dans le cas ol vad est défini A 1'aide de contraintes d inégalité :
on ne peut plus découpler le probldme en un systéme linfaire suivi du
calcul des réactions car on ne sait pas quelles contraintes sont
saturdes. Il convient d' utiliser un algorithme d'optimisation adapté aux
contraintes d' inégalités (voir chapitre 6).

Remarquons qu'ne approche de ce type de probléme via la dualité
semble bien adaptée pour &tudier &galement le probldme continu : ef. par
exemple Céa [1971] 8 5.3 et pour un probleme &lasto-plastique le 8 5.4,
voir aussi Duvaut-Lions [1972], Ekeland-Temam [1974], Temam [1983].

b - Conception optimale des structures

On revient ici 2 la question centrale de ce mémoire. On considire
une structure régie par 1'équation variationnelle (principe des travaux
virtuels) : trouver u € V

¥v e V a(x;u,v) = 2(x;Vv)

od V est un espace vectoriel de déplacements virtuels discrets ou
continus (voir Remarque 2.4 et 8 3.1). On suppose pour simplifier que les
conditions aux limites de type cinématiques sont homogénes. On n'aborde
pas ici la sensitivité avec des conditions aux limites &voquées dans le
paragraphe précédent : les conditions de type 1inégalité vi < ui
amdneraient des complications délicates (Sokolowski [1984]).
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On considdre donc le probléme de conception optimale (p. C 0.) :
Minimiser J (x u{x)) sous les contrairtes : .

J(x;u) £0
et
¥v e V a(x;u,v) = &(x;v) (&quation d' état)

ol J est une fonction vectorielle & m composantes.

L' hypothése centrale est que pour tout x dans un ouvert de
1'espace de conception X on peut résoudre 1'é&quation d'é&tat. Toutefois
comme indiqué dans le 8 1, il serait illusoire de considérer ce probléme
comme un probléme de programmation non linéaire par rapport aux seules
variables de conception x et maladroit de le considérer comme un probléme
par rapport aux variables indépendantes x et u sans tenir compte du fait
que 1'8quation d'état permet de calculer u pour toute valeur de X.

En fait en utilisant le principe de 1'é&tat adjoint, nous allons
pouvoir obtenir des conditions d' optimalité de (P.C.0.) en le considérant
implicitement comme un (P.N.L.) par rapport 3 x.

Théorédme 5.4

On suppose que toutes les fonctions qui apparaissent dans (P C O )
sont contin0ment différentiables, soit un optimum local (x yu *y.
Supposons  que x* soit un point régulier pour les contraintes

Ji(X) = Ji(x;u(X)). Posons
525 (x5u,1,) = alx;d ,u) = R0xsa,) + J, (x50)
m *
ggg(x;u,xi;ui) = L (xsu,n )+ 151 My (XuA)

alors on a

852?
T (x ;U ,Ai,ui) .y = 0.

852% cg
* *
(x;u,xi).v 0 et donec §——-(x sy, x s, )ev = 0
Ju A |
*
u 20

*
wdy (Kiu(x)) =

avec pour -tout i=0,1,...,m

a%i .

. .
(x 3u ,r,)ev =0 (8quation d'état).
Bki i
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En effet, la proposition 3.2 fournit

a4, 2%,
CIRA TR O

avec

2,

—1 (x;u,Ai).v =0 .

u
3ji
Sous 1'hypothése de régularité : indépendance linfaire de I

(i=1,...,m pour &es i pour lesquels Ji(X) = 0) le théoréme 5,2 fournit’
1'existence des ¥y tels que

3] , 33
0 i -
¥y e X oyt ) My 5 Y = 0

qui peut donc encore g'écrire en posant
m
£2§(x;u,xi;ui) = ,Ezg(x;u,xo) + 121 uiﬁiﬁi(x;u,xi)

2%

* * * *)
"'a";'('(x U ’xivui 2y =0,

On remarque d' autre part que pour tout i

2%

i —
_a—k—i (X,U,Xi).v =0

redonne 1'équation d' état.

Remarque 5.5

Ces conditions nécessaires d' optimalité sont difficiles & utiliser
pour calculer un optimum car on ne sait pas a priori quelles contraintes
sont actives. Toutefois on peut envisager de les utiliser comme critére
d'arrét : les &états adjoints se calculent par résolution de systimes
linaires, les multiplicateurs de Lagrange peuvent &tre approchés par
certains algorithmes d' optimisation (voir chapitre 6). Pour une
utilisation syst2matique des critére d'optimalité en optimisation de
structures, on pourra consulter Morris ed. [1982]. Dans ce méme livre
Fleury précise le lien entre les méthodes par critdre d' optimalité et par
algorithmes de programmation non lin8aire (voir aussi le chapitre'B de ce
rapport). D'autre part pour un certain nombre de problémes d' optimisation
de structures on arrive 3 résoudre explicitement 1les conditions
d' optimalité (Banichuk [1983] et sa bibliographie).
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6. ALGORITHMES D' OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES

1

L' objectif de ce chapitre est de préciser une méthode simple et
directe d'utilisation des coefficients de sensitivité en conceptioh
optimale : le principe de leur calcul a &té indiqué dans les chapitres 2
et 3. L'idée consiste grice & 1'utilisation du principe de 1'&tat adjoint
2 adapter des algorithmes de programmation non linaire, Il convient de
tenir compte de 1la nature du probléme considéré : fonctionnelle et
contraintes cofiteuses 3 évaluer puisqu'il faut analyser la structure. En
revanche le surcolit de 1'évaluation des coefficients de sensitivité n'est
pas trés important. Toutefois les contraintes sont non linfaires par
rapport aux variables de conception, la seule utilisation directe de ces
coefficients donne assez simplement une direction. qui satisfasse les
contraintes 1linéarisées. Cette direction ne satisfait qu'appro-
ximativement (au second ordre prés) les contraintes.

6.1. Projection du gradient avec des contraintes linéaires

a - Rappels sur la projection

Nous rappelons quelques propriétés de la projection dans un espace
de Hilbert V (Céa [1971] Chapitre 1 pour des démonstrations). Nous
considérons le cas d' espaces réels, on pourrait aussi considérer le cas
complexe inutile ici.

Théoréme 6.1

Soit K un sous-ensemble convexe fermé non vide de V et u € V alors
il existe un unique w e K tel que

lu-wl] = Inf |lu-vj .
veK

Définition 6.1

L'8lément w 1introduit dans 1le théoréme 6.1 est appelé 1la
projection de u sur K ; on le note parfois w = Pu.

Noter que P est en général un opérateur non linéaire. Si K est un
sous-espace vectoriel il est cependant lingaire.

Théoréme 6.2

Les trois relations suivants sont €quivalentes :
(1) weK, ¥vek |u-wl s|-~uv|

(ii) weK, ¥ eK (u-w,v-w) SO

(iii) w e K, ¥v € K (u~-v,w-v) 2 0 .
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Remarque 6.1

La projection de u réalise le minimum de v - [Ju-v]] et donc de
facon &quivalente le minimum de v = Hu-v"2 = J(v). On remarque alors que
J'(w,w-v) = 2(u-w,w-v) si bien que (ii) n'est autre que la condition
d optimalité du_théordme 5.1 On constate que (1i) et (iii) indiquent que
les angles (u-w,v-w) et (u=w,w-v) sont respectivement obtus et aigu.

Proposition 6.1

La projection est une contraction :
| Pu-pvi| s |lu-v]| .

La projection sur une ensemble convexe fermé est en général
difficile a réaliser.

b - Le cas "quasiment non contraint"

Considérons d' abord dans un espace de dimension finie le cas ol

N
K= 1T [ai'b1] (manifestement convexe fermé).
i=1
Dans la classification du 8 5.3 on a désigné la minimisation d'une
fonctionnelle sur un tel ensemble par problédme "quasiment non contraint".
On a vu au corollaire 5.1 que 1la condition d' optimalité s'écrit
simplement.

En utilisant ce corollaire pour la fonctionnelle J(v) = ”u-v"2 on
trouve facilement le résultat sulvant.

Proposition 6.2

N
Soit P la projection sur K C IR alors on a

u si a, s ui Sb

i i i
(Pu)i = b1 si ui 2 bi
ai si ui s ai .

On en déduit 1'algorithme indiqué ci-dessous.

Algorithme de gradient projet& pour le cas quasiment non contraint

Minimisation d'une fonction J(x) avec x IRN dans

K:{x:l‘R_N!a'SY $h } .

= i 711
Soit x € K. Calculer le vecteur G : gradient de J(x). On suppose

que les conditions du corollaire 5.1 ne sont pas vérifiées : le test
n'est pas satisfait.
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Répéter jusqu'a ce que le test soit satisfait

{Dépermination de la direction de descente y}

= 2 V=
si xi ay et Gi 2 0 alors ¥4 0
si xi = bi et Gi S 0 alors ¥y = 0
sinon yi = -Gi

{Minimisation unidimensionnelle}

+ bi-xi

soit p = Min ———
y1>0 Yy

a,~x

p = Min i 1t
y;<0 ¥y

- o+
et = Min (p ,p0 ) .
Calculer - J(x+py)|
== dp p=p

si la dérivée précédente est strictement négative poser p=p

sinon déterminer un point minimisant dans [0,3] ; soit p ce point.
Dans x mettre x+py v

Calculer le vecteur G, gradient de J(x)

Si les conditions du corollaire 5.1 sont vérifiées : test satisfait

[Fin répéter

Commentaires

Commentons d' abord le choix de la direction de descente.

Si a, < xi < bi on a pour p assez petit, a1 < (x~pG)i < b1 par
suite (P(x)pG))i = xi-pGi on peut donc prendre y, = -Gi.

si Xy = ai avec Gi <0 (x--pG)i > éi on peut donc prendre y; = —Gi.
En revanche si x = a_, avec Gi 2 0 (x—pG)i s ai par suite
(P(x-pG))1 = ai, on est donc conduit & poser v, = 0. La discussion est
analogue avec x, = b

i i

En ce qui concerne la minimisation unidimensionnelle, le calcul de
§ est destind A ne pas sortir de K. Ensuite suivant le signe de 1la
dérivée de p + J(x+py) au point p = P

p. Cette fonction est minimum en § ou
en un point intermédiaire. Dans ce dernier cas une approximation de ce
minimum est réalisée par un algorithme adéquat (section 4.3).

Remarque 6.2

Cet algorithme interviendra dans les méthodes de dualitd.
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¢ - Contraintes linéaires quelconques

On considdre maintenant la minimisation de Jo(x) dans le convexe

K = {x € Vl(l \X) - bj $ 0 j=1,...,m}. Soit x_€ K, on désigne par

K(x ) 1'ensemble analogue & K ou 1'on ne considére que les inégalités
d'1ndice j pour lesquels on a (&, X ) - b, = 0, (contraintes saturées).
On désigne par KT(xo) = {y € V|(2 ,y) = 0 pour j associé 2 une contrainte
saturée} 1'espace vectoriel tangent en xo.

On désigne par & la matrice constituée par les vecteurs 21,...,1m
L = [2 . ,...,m ] et par zx la matrice analogue dans laquelle on ne
met que les RJ d'1ndice J associé 34 une contrainte saturée en Xy En
d'autres termes :

T
KT(xo) = {y € vlzxo.y = 0} .

Comme dans la section 5.2, on fait une hypothése de régularité
les colonnes de zxo sont supposées indépendantes.

On désigne par P 1'opérateur de projection sur KT(XO). On va
indiquer des propriétés de cet opérateur.

Proposition 6.3

Sous les hypothdses et notations précédentes on a :
(1) P93 ) = -WJ = 2y A

avec A ¢ RY (q contraintes saturées).

(ii) Posons M = 2§ 2%, €t soit A la solution du systéme lindaire

T v °
M)A = ‘lx Jo .
o

(iii) On a :

(P(-9J),=VJ ) = ||P(-\7Jo)||2

(iv) Si une des composantes Ajo < 0 on peut supprimer la colonne
correspondante de kxo. Soit z&o la nouvelle matrice

Kn(x ) = {y v|z;(To.y = 0}

et P' la projection sur K%(xn), on a

(QIJ :P' (_VJO)) < 0.

o
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Démonstration

(1) Suivant la remarque 6.1 P(-VJO) est le vecteur y qui minimise .
d (y) = & ||va +y||2 pour y € K. (x)
o 2 o] T "o

le'théoréme 5.2 fournit 1'existence de 1, qui satisfont au minimum (en
présence de convexité cette condition est suffisante) .

Vi +y +3 A8, =0
o ° x5 373 .
ol le )} est pris sur les indices j associés a des contraintes saturées

*J
d'od le (i).

(ii) Reprenons 1'égalité ci-dessus :

VJo + yo + lxok =0

comme yo est la projection sur'KTxo on a :
T T
gxo VJo + lxo Zxok =0

“d'oll le systéme linfaire & 1'inconnue X cherché. A cause de 1' hypothdse
de régularité la matrice M est définie positive et 1 est uniquement
défini par ce systdme lindaire. R&ciproquement avec ce ) Yo est bien
orthogonal & Lxo°

(iii) Comme P(-VJO) est orthogonal aux colonnes de fy =~ on déduit
de (i)

2
IPC-a ™ = (=93 ,P(-75 ) .
(iv) Le (i) fournit pour la projection P' :

- = - (] ' [] q-1
(6.1 P'( VJo) VJo + zx A" avec A R

o)
d' autre part le (iii) donne :

2 - 1 { -
(&2)uw(m%m = = (W _,Pr (=W ) .

On déduit aussi de la relation (6.1)

]

(P'(-VJO),P(-VJO)) + (-VJO,P(—VJO))

et donc avec (1ii) :

' (=¥ - - 2
(6.3) (P (=93 ),P(=VJ )) = [|[P(-VJ )

résultat bien naturel au vu d'un croquis.
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Ky (X0) ,
. \Krh")

D' autre part on tire encore de (i) :

(P(=93 )),P' (=¥ )) = + (=VJ 5P (=93 1) = (85,P' (=93 D)Aj
d' ot aveec (6.2) et (6.3)
(6.4) - (zjo,P'(—VJo))AJO = "P(-VJO)H2 - HP'(—VJ/O)H2 .

On peut vérifier que le deuxiéme membre est négatif par suite
comme on a supposé que Mo < 0 on en déduit le résultat cherché

(g P VI ) <O o

Commentaires

Le (i) et le (ii) fournissent une méthode de calcul de 1la
projection sur 1'espace vectoriel tangent a K en xo.

Le (iii) indique que Yo P(-VJO) fait un angle aigu avec —VJo
¢' est donc une direction de descente (corollaire 4,1).

D*aprés 1le (iv) si AJo est négatif on obtient une direction
rentrante par rapport 3 la contrainte (zjo,x) - bJo $ 0 en projetant sur
K%(xo). c'est a dire en supprimant cette contrainte. Dans 1le cas
extréme d' une seule contrainte, si l1 < 0 on peut supprimer cette
contrainte, dans ce cas on a

2 2
- (8,79, = P " - H-VJOH .

Il est unutile de projeter puisque -VJO est rentrant par rapport a

la contrainte (11,x) - b1 $0.

Corollaire 0.

Sous les hypothdses et notations précédentes si P(—VJO) =0 et si
A 2 0O on est en un point qu vérifie les conditions de Kuhn-Tucker pour
le probléme de minimisation considéré.
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En effet 1'hypothése s'écrit :
VJO * g = 0.

I1 s'agit bien des conditions d' optimalité du théordme 5.2 avec

des notations légdrement différentes. o

Comme dans le cas non contraint il reste A choisir un point sur la
direction de descente. Il convient de noter que x =X + pP(-VJo) n'est
dans K que pour p assez petit : les contraintes saturées en X, restent
satisfaites puisque 1'on a projeté sur KT(xo) (elles le restent aussi si
1'on projette sur K&(xo) comme indiqué dans les commentaires ci-dessus).
Cependant les contraintes qui n'étaient pas actives en xo peuvent le
devenir en x d&s que p est assez grand. Le croquis ci-dessous éclaire
cette possibigité.

-VJs

La prise en compte de cette éventualit® se fait lors de la
détermination de p.

Lemme 6.1 : soit pour les indices J de contraintes non actives en xo :

(zj,xo) - b, ,

aj = - __.._____3-_ pour (Zj,yo) >0

(2,09
et

§ = Min a,
K alor = + e B
si xo € S xp x0 pyo K pour 0 $ p S P

En effet, il suffit de -s'assurer que pour les de contraintes non
saturées en X

- <
(lj'xo+pyo)- bj 0



56

ou
(lj,xo) - bJ + p(lj,yo) s 0

ce qui donne une condition sur p quand (zj,yo) > 0. Dans ce cas on doit
avolir :
(lj.xo) - bj
PE T Ty : o
j*o

Remar que 6.3

Dans le cas quasiment non contraint ou retrouve le calcul de p
indiqué dans la section ci-dessus ; la détermination de p est identique.

Remarque 6.4

Comme indiqué dans la démonstration de la proposition 6.3, P(-VJO)
réalise le minimum de

2 2
a (y) = 193 1I° + 2% ,y) + vl
dans KT(xo).

Si 1'on minimise do(y) avec la contrainte de normalisation
||y||2 s £° cela revient 2 considérer la minimisation de

2 .2
(V3 »y) dans Ko (x ) {y|lvll” s €73 .

Or la condition d'optimalité de ce nouveau probléme s'é€crit :
= - +
(1+2a)y VI o+ g,

od a est un multiplicateur de Lagrange associé & la nouvelle contrainte.
Comme c'était prévisible cela revient i changer la longueur du vecteur
YO-

Pour le choix de la direction de descente les deux problémes sont
donc €quivalents.

Remarque 6.5

Y'Modification de la méthode pour tenir compte d un point non
admissible. Cette modification est utile pour l'extensimq'au cas de
contraintes non linéaires.

Supposons que (2.,xo) = bj + B

avec 8j 2 0 il est alors naturel
de chercher y qui minimise :

J
(VJo,y) sous les contraintes

2: » = =
( j y) B
Ivif s g2

J
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Le théordme 5.2 fournit encore a 1'optimum :

VI + 20y, + fx A = 0

d'oh avec M = &, &_
X Ux
o “o
T T
My = lx VJo 20 Zx Y,
ou o o
MA = -2 VJ_ - 208 .
X o)
o
On a donc A = A _ + 2aA2 avec A_ solution de 1'équation Mi, = ~ l: VJO
0

définie dans la proposition 6.3 et Az solution de :
= +
MAZ B :
par suite y, = g P(—VJO) - Ixy A,
proposition 6.3.

ol P est 1'opSrateur défini dans la

Proposition 6.4

Avec les hypothdses et notations ci-dessus : soit y2 = -2xo A2

avec MAZ = f alors on a :

(1) (P(—VJO),yz) =0

T
(ii) lx Y2 = -8
o
En effet :

(1) (p(-vJ ).y ) = (P(- VJ ), 2x A ) qui est donc nul puisque P est
la prodection orthogonale sur le sous—espace orthogonal a zx .

(i1) immédiat avec la définition de M. o

Commentaire
Le point x = x  * ¥, satisfait donc zz X = bJ 11 est donc devenu
admissible. ¢

Si A1 n'est pas trop grand, y2 est plus petit que —— P(-VJ ) et y1
‘est une direction de descente avec la proposition 6.3 (111)

On suggére dans Haug-Aora [1979] de déterminer o de telle facon

que %& P(-VJO) donne une réduction (au ler ordre) donnée de J, ¢ est a

dire par exemple
: .
Sa (VJO,P(—VJO)) = - O,OSJo (pour Jo 2 0).

Nous verrons &galement une autre méthode dans le cas de

contraintes non linéaires.
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6.2. Extension au cas de contraintes non lindaires

Au niveau de 1'algorithme g&néral nous ne distinguons pas le
problédme de programmation non linéaire d'un probléme de conception
optimale. Nous avons vu dans la section 2 pour le cas discret et dans la
section 3 pour le cas continu que pour un systéme régi par une équation
variationnelle :

¥ve V a(x;u,v) = 4(x;v)

ol x est le variable de conception, on pouvait 3 1'aide d'un &tat adjoint
calculer la dériv8e par rapport 3 la variable de conception de :

x + j(x) = J(x,u(x)) .

Supposons que 1'on cherche & minimiser

Jo(x,u(x)) sous les contraintes

Ji(xou(X)) £0 i=1,...,m .

En suivant le 8 6.1, on est amené & chercher Y, qui minimise le
probléme lin€arisé suivant :

——,y) sous les contraintes

(6.5) (7;% ,y) S —ji(xo) pour les indices i correspondant a
{ des contraintes saturées

Dans ce cas 52 doit 8&tre <choisi assez petit pour que
 1' approximation 1lin8aire ci-dessus reste valable. Ce probléme est
identique A celui considéré ci-dessus, le point minimisant se calcule
donc de la méme facon.

Toutefois les contraintes considérés ici ne sont pas linéaires et
le nouvel itéré ne satisfait pas exactement les contraintes, voir croquis
ci-dessous.
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55 Yo est assez petit 1la correction Y, raméne
pratiquement sur la contrainte par suite en approchant de 1'optimum comme
Yo doit tendre vers zéro (corollaire 6.1) on se rapproche de plus en plus
des contraintes. Pour mieux assurer la prise en compte des contraintes on
peut rajouter dans les contraintes du probl2me lin8arisé les inégalités
qui correspondent & des indices j pour lesquels Ji(x,u(x)) = -g
(contraintes presque saturées).

Néanmoins si " y

Pour mieux assurer les contraintes on peut aussi utiliser la
méthode itérative proposée dans Rosen [1961]

X =X *+ lxo A

K+1 K K

od A est solution de MAk = —Jxo(xk) ol Jxo(xk) désigne le vecteur de
composantes Ji(xk) pour les indices i qui correspondent & des contraintes
actives, Noter que cela revient 3 itérer la correction y2 indiquée dans
la proposition 6.4, Il convient de vBrifier avec cette méthode que le
point calculé fait bien décroitre la fonctionnelle.

Remarque 6.6

Avant d'indiquer une analyse de 'la mise en oeuvre de cet
algorithme, il convient de noter que le caractére fortement non lindaire
et non convexe des problémes d'optimisation de structures entraine un
risque de non convergence ou de convergence vers un optimum relatif peu
intéressant.

De plus les contraintes importantes & prendre en compte ne sont
pas toujours clairement identififes par le concepteur et le nombre de
réanal&ses a utiliser dans un algorithme automatique d' optimisation peut
&tre trds important. '

C'est pourquoi on suggére dans HAUG-CHOI-KOMKOV [1986 & paraftre]
de laisser le soint au concepteur d'utiliser le gradient projeté sur les
contraintes linBarisées pour modifier de facon interactive les variables
de conception de la structure quitte 3 lancer ensuite un algorithme
automatique aprés quelques modifications interactives.

Remarque 6.7

On indique dans la section suivante d' autres algorithmes que 1'on
peut envisager d'utiliser.

Dans le chapitre 8 on verra que 1l'utilisation des variables
inverses permet d obtenir une approximation des contraintes qui est de
meilleure qualité.
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6.3. Analyse de 1'algorithme de gradient projeté

a - Analyse de l'algorithme en programmation non lindaire

Objet : Minimisation de Jo(x) sous les contraintes Ji(x) £0 i=1,...,m

P

1. Estimer x initial ; €
ba « faux critére ¢ faux

2., Calculer Jo(x),Ji(x)

3, Former I = {i {1,...,m} Ji(x) 2 -} 3 J = (Ji)i I

4y, Calculer g, ¢ VJo i %€V 3 AJ « J(x) x (pourcentage)

{ex.
Répéter jusqu'd ce que le critere soit vral.

5. Calouler M « 2% & et Q,Tgo

6. Calculer A solution de MA, = szg

1 o

To ¥g ¢ -(go+zx1)

8. Si ba est faux alors

o« - 82Y0/2AJ0 ; ba ¢ vral

fin de si

9. Calculer AZ solution de MAZ = = AJ

Répéter jusqu'd ce que ba soit faux

10, Calculer X « A1 + 20 XZ

fin de si
1 .
- . _—
1:. y2 + 2A2 ? Y1 €+ 2a yo + YZ
12-. X' & ¥x + y1

13, Faire tests d'arréts et réinitialiser

fin répéter
'fin répéter

{x,x' ,ba,critére, Jo(x) + X,ba,critere, JO

: 0,50}

AJ € -|Jo(x)!x (pourcent.) {ex. pourcentage = 0,05}

si des composantes de A sont négatives restreindre A, et %

2

—
[
~s

-
Ce
—
>
~
-
-4
-
b
-
[
Cu
~r



61

Tests d' arréts et réinitialisation

(x,x' ,ba,critdre Jo(x) + x,ba,critére,Jo(x'),J(x'),I,z,AJ)
Calculer Jo(x') et Ji(x') pour i=0,1,...,m

31 Jo(x') > Jo(x) alors {si 1'on n'arrive pas 3 trouver o essayer de
diminuer AJ}

a ¢ 20

sinon ba ¢ faux

si [(toutes les contraintes sont satisfaites avec tol&rance) et
(ly |l assez petit)] alors

afficher X, ; critére « vral {arrét}

sinon
X ¢ x'
. Former I = {i {1,...,m} , Ji(X) 2-e} ; J = (Ji)i I
. Calculer g, « VJo £ « VJ AJ « -J x {pourcentage}

{en 0,50}
fin de si
ffin de si |

b - Adaptation pour la conception optimale

Au point de vue des principes 1'analyse présentée dans le
paragraphe ci-dessus n'est pratiquement pas 2a modifier. Cependant, {1l
faut réaliser que pour calculer J (x) , Ji(x), il convient de résoudre
1'8quation d' état du systéme &ventuellement avec plusieurs cas de charges
et de calculer valeurs propres et modes propres, charges, critiques si
les fonctions Ji(x) font intervenir ces quantités. '

De méme le calcul de VJo et VJi doit se faire en utilisant une des
- méthodes décrites dans les chapitres deux ou trois (méthode de 1'espace
de conception ou méthode de 1'espace d'état. Cette dernidre n'est autre
. que le principe de 1'é&tat adjoint).

Voiel d'autre part quelques remarques pour améliorer 1'efficacité
numérique de la méthode (Haug-Aora [1979]).

Les contraintes du probldme de conception optimale Ji(x) $ 0 sont
par exemple '
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od u, désigne un déplacement nodal et x  une épaisseur dans un &lément.
11 convient de les normaliser sous la forme

X
S 1 et — §1 - —s1.
3 Kk k
On améliore ainsi le conditionnement des matrices utilisées dans
le gradient projeté. On peut ainsi utiliser le méme e pour traiter la

violation des contraintes.

cqgf
*
=
~

Les contraintes de borne ont un gradient trés simple et donnent
l1ieu 3 une sous-matrice diagonale (avec +1 ou =1). Il convient de
partitionner M et A afin de diminuer le coit de calcul de ces
coefficients.

Enfin dans la description de 1'algorithme on a fait une hypothése
de régularité des contraintes : indépendance lindaire des gradients des
contraintes saturées., Cette hypothdse peut tomber en défaut : dans ce cas
la matrice M est singulidre et la détermination de A n'est pas possible.
On peut contourner cette difficulté en résolvant le systdme linéaire par
pivot total. A la fin de 1'élimination i1 reste &éventuellement une
sous-matrice nulle ou avec des coefficients trés petits. Les contraintes
dont 1'indice correspond & cette sous-matrice sont donc tangentes aux
autres (leurs gradients sont dépendants des gradients des autres
contraintes). On peut donc les supprimer de 1'ensemble des contraintes
pour la présente itération.
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7. INTRODUCTION A LA DUALITE

On indique dans ce chapitre quelques €1éments de Dbase sur la
technique de dualité pour les problémes d' optimisation avec contraintes.
On a vu dans le paragraphe 5.2. qu' une condition d optimalité d'un
probléme d' optimisation avec contraintes peut s'écrire par §§§-==~0 ol
fait intervenir la fonctionnelle, les contraintes et des multiplicateurs
de Lagrange.

On va voir que cette condition est en fait -la condition
d' optimalité d'un probléme sans contrainte associé au probléme initial ;
toutefois pout &tre utilisable d'un point de vue algorithmique on doit
introduire une fonctionnelle duale (fonction de A) et la maximiser sous
jes contraintes simples A 2 O. Pour des compléments et d'autres points de
vue on pourra cénsulter par exemple Céa [1971], Ciarlet [1982], Minoux
[1983].

7.1. Rappels sur les points cols (ou selles)

Soit (x,A) » L(x,A) une fonction de deux arguments xeX:et A €A
(X et A deux ensembles)

Définition 7.1

* * .
(x , A ) est un point col de L(x,\) si et seulement si pour tout
x ¢eX et tout AeA on a "

* * * *
L(x ,A) SL(x ,x ) $L(xXx) .

Remarque T.1
L’ ordre des arguments est essentiel dans cette définition,

La forme du graphe de (x,)) »> L(x,)) au voisinage d'un point col
est analogue en général 3 celle du relief au voisinage d' un point de méme
nom en géographie ; on peut toutefois avoir d'autres situations dues au
fait que X et A ne sont pas en général des espaces vectoriels mais des
parties de tels espaces.
Théoréme 7.1

a

~ Soit la fonction de deux arguements (x,2) » L{(x,1) avec xeX et
A €A alors :

(1) Sup Inf L(x,A) $ Inf Sup L(x,))
AeA xeX . xeX XeA

*
(i11) mais si L admet un point selle (x ,x*) on a

* %
Sup Inf L{x,\) =L(x ,x) = Inf Sup L(x,A)
A€l xeX xeX Aeh
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Démonstration

(i) On a évidemment

L(x,A) S SupL(x,X)
el
d' ol

Inf L(x,A) § Inf Sup L(x,))
xeX xeX A€h

d' ol le résultat en maximisant en A.

(ii) On a :
* * %

Inf Sup L(x,\) § Sup L(x ,x) = L(x ,1)

x€X )eA A€l
et

* ¥ *
L(x ,A ) = Inf L(x,A ) S Sup Inf L(x,})
xeX AeA  xeX

d' od le résultat annoncé en utilisant le (i). o

7.2. Dualité ﬁar les points cols pour un probléme d'optimisation avec
contraintes

On considére le probléme d' optimisation avec contraintes (probléme
de programmation non lingaire)

Inf Jo(x) sous les contraintes
(P.N.L) Ji(x) S0 i=1,i..,m
xeXadCX

Dans les applications X est un espace vectoriel et Xad est en
général un convexe décrit par des indgalit&s simples qui sont le plus

souvant a, $ x, S b,.
i i i

On pouvait rajouter ces inégalit8s aux précédentes et les
dualiser ; on verra que c'est sans intérft car le probleéme dual est avec
des contraintes du méme type Ai 2 0 ; dautre part on a vu au 8 6.1.b
qu' il est trés simple de projeter sur un tel ensemble.

Toutefois en analyse de structures il peut &tre intéressant de
dualiser de telles contraintes pour &valuer les réactions : on a &voqué
cette question au 8 5.4.,a. comme application des conditions nécessaires
d' optimalité.

péfinition 7.2

Le Lagrangien associé au (P.N.L.) est

L(x,)) = Jo(x) + (2,d(x))
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ol 1'on a posé

A1 J1(x)
A= : J(x) = .
xm Jm(x)

L(x,\) est défini sur 1'ensemble x utilisé dans la définition de
(P.N.L.) et

m

A={x R |r, 20 i=1,...,m} .

i

, Le signe des composantes de A est 1ié au sens des infgalités
utilisées dans la définition du (P.N.L.).

On a la caractérisation suivante des points cols du Lagrangien
associé au (P.N.L.). ‘ '

Théoréme 7.2

* * i
Si (x ,A ) € xad x A est un point col du Lagrangien associé au
(P.N.L) si et seulement si :

* % *
(1) L(x ,A ) = Inf L(x,x)
xeX

(ii) Ji(x*) SO0 {=1,.0.,m

* * * * *
(iii) Ai Ji(x ) =0 (et done L(x ,x ) = Jo(x )) .

Démonstration

(i) C'est 1'inégalité de droite de la définition 7.1.‘Il suffit
donc de montrer 1'&quivalence entre 1'inégalité de grauche de 1la
défininition 7.1. et le (ii) avec le (iii) .

Supposons done :

* * . * * *
Jo(x ) + z AiJi(x ) S uo(x ) + g_x { Ji(x )
C'est & dire

* * *
(7.1) LA J;(x) 8 ¥ xi.Ji(g )

*
Si Aio = 0 faisons

*
Aio =1 et Ai= 0O pour i = io
. %

on obtient Jio(x ) S 0.
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*
Si xio +« 0 faisons

* *
xio(x ) =2 Mo et Xi = 0 pour 1 = io
*
on obtient encore Jio(x ) $0d ol le (ii) : mais alors comme
* -
Ji(x ) SOpour i = i,,..,m
on tire de (T.1) comme xiz 0 :
* *
0s ) A J x0)
mals comme

*
A

*
i 2 0et Ji(x ) s 0

on obtient

* *
xiJi(x )= 0 d'od le (iii).

Réciproquement : supposons (ii) et (iii), on a donc pour A 2 0

* * *
z M I x)s0-= ) Ay I (x0)
d' ol

* * *
L (x ,A) $L(x,x)

c'est & dire 1'indgalité de gauche de la définition 7.1. o

Remarque 7.2

Les conditions d'optimalité du théordme 5.2. dans le cas ol Xa
est un espace vectoriel (et celles du corollaire 5.2. dans le cas ol

d

m
X q =T [ai, b,1)
i=1
ne sont autres que la condition d'gptimalité du probléme de minimisation
sans contraintes : Inf L(x,2 ) (ou quasiment non contraint si
Xéxad

xad = 11 [ai, bij) et les conditions 1dentiques (11) et (iii).

Du point de vue algorithmique cette formulation n'est pas trés
utilisable car on ne connait pas les multiplicateurs de Lagrange mais
nous allons voir qu'on peut les approcher par itération en résolvant un
probléme associé dit dual.

Définition 7.3

Soit L(x,)A) le Lagrangien associé au P.N.L. ; posons

£(x) = Inf L(x,1).
xeXy g
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Le probléme suivant est dit dual (au sens de Falk) du P.N.L. que
1'on qualifie alors de primal :

Sup (1)
A€l

Sans aucune hypothése supplémentaire, nous avons d' abord le
résultat simple suivant :

Proposition 7.3 ("propriété faible de dualité")

Avec les hypoth&ses et notations des définitions 7.2. et T. 3. Si
X est un point minimisant de P.N.L. on a pour tout AeA £(1) $J (x ).

. En effet par définition de &(A), on_a pour tout x e Xag et
AeA z(x)*s Jo(x ). + (A, J(x)) mais comme J(x ) $ O et X 2 0 on a bien

2(2) s Jo(x ) d'om le (i). a

Remarque 7.3

Avant d' indiquer des résultats plus détaillds sur le lien entre
jprobléme primal et dual faisons quelques remarques.

Comme 1le probldme primal, le probléme dual est un probléme
d' optimisation avec contraintes ; toutefols 1' intérét numdrique de cette
transformation est que c¢es contraintes ~sont faciles 34 traiter
numériquement : c'est un probléme quasiment non contraint (c.f. 8 5.3.) ;
i1 est trds facile de projeter sur cet ensemble de contraintes
(c.f. 8 6.1.b).

On réalise aussi que du point de vue numérique, il est sans
intérét de dualiser les contraintes de bornes ai s xi s bi(i=1,...,m) 3
le calcul de #()) se ferait en minimisant sans contraintes mais le
vecteur A aurait 2n composantes de plus.

Remarque 7.4

Dans le cas de probldmes séparables (§ 5.3.) le probléme dual est
!
particulidrement simple & calculer. Rappelons qu'ils consistent 2
minimiser

n
J (x) =1} s (x.) sans les contraintes
°on yoy o
i
J (x) s 0avec J (x) = 121 I (x,)
' ~'n
xexad avec xad = 11—11 Xadi'

i i :
Jo et J, ne dépendent que de la variable x, de méme indice.

i
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Dans ces conditions

L) = Inf (I ) + K g, )

v = e (Falep ¢ T e
et donc :

LA =

} Inf (Jé(xi) +) AKJ;(xi))
i Xi€ Xadi K

2(A) se calcule donc & partir de minimisation unidimensionnelle (8 4,.3.)
(voir le § 8.2. pour l'application & 1'optimisation de structures).

Voici maintenant deux théor2mes qui précisent le lien entre
probldme primal et dual ; alors qu'en toute généralité, on a vu que la
résolution du probldme dual donne une minoration du minimum de 1la
fonctionnelle, si 1'on sait, a priori, que le Lagrangien associé admet un
point col alors on a ggalité entre le minimum primal et le maximum dual
et réeiproquement (théor2me T7.U4.). Dans le cadre classique de 1la
convexité, on est assuré de 1'existence d'un tel point col (théorame
T7.5.).

Théor2me 7.4, ("de dualité")

Avec les hypothdses et notations des définitions 7.2. et 7.3.,

* *
(1) Si le Lagrangien associé au P.N.L. admet un point col (x ,} ) alors

* *
Sup £(2) = &(x) = J_(x)
YN

* *
(11) Réciproquement si il existe x solution de P.N.L. et A e A tel que :

* *
a(A ) = J (x)

L 2
alors le Lagrangien associé au P,N.L. admet un point col et (x ,x ) est
un tel point col.

En effet : avec le théoréme 7.2 (i)
* % *
d' autre part avec (iii)
¥ * %
L(x 'X ) = J (X )
o
d' o

2(A*) = Jo(x*)
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mais avec la proposition 7.3 :

¥re A L) S 3 (")
d'od le (i). '

* *
. D' autre part si 1'on suppose (A ) = Jo(x ) on a par définition de
2(r) s

* *
¥x € Xa Jo(x ) S L(x,x)

d

d'oh aveec X = X

* *
(r», J(x)) 20

A

*
mais comme x est solution de P.N.L.

*
J(x) soO
d' ol
* * .
A Jd(x ) =0
* * .
et donc l'hypoth2se (A ) = Jo(x ) peut se récrire :

* * *
L(x s A ) = Inf L(x’)\ ).
x€Xa4

* *
Finalement (x ,A ) vérifient les trois conditions suffisantes du

théoréme 7.2 pour &tre point col d' ob le (ii). o

Théoréme 7.5

Si les fonctions J_ et J1 sont convexes, si x est convexe, si il
existe X, € Xaq tel que J(xo)*< 0 (hypothése de qualification), si PiN.L.
admét une solgtion optimale x alors il existe des multiplicateurs A 2 0
tel que (x ,A ) soit un point col du Lagrangien associé.

Démonstration

Nous nous limitons au cas ou Xzq est 1'espace entier. On adnet
aussl que 1'hypothése de qualification entraine la régularité des
contraintes (Mangasarian [1969], Minoux [1983]). Les conditions
d' optimalité (5.2) et (5.3) sont donec iatisfaites. Mais comme x » L(x,A)
est convexe, la condition (5.4) : ™ (x ,2 ) = 0 est équivalente 3

* * *
L{x ,A ) = Inf L{x,\ )
xeXa 4
avec cette dernidre condition jointe A la condition (5.2) les conditions
suffisantes de point col du théordme 7.2 sont satisfaites d'oh 1le

résultat.
O
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Remarque 7.5

En présence de convexité, la résolution du probléme dual fournit
donc une méthode de résolution du problédme primal. Cette méthode est
entidrement justifiée.

En 1' absence de convexité, cette méthode est intéressante car par
exemple :

* *
- 2(A ) est un minorant de Jo(x )} (proposition 7.5) ;

- préds d un optimum local, il est 1&gitime de supposer que les
fonctions sont convexes ;

*
- la résolution du probléme dual fournit un &lément x() ) qui est
solution d'un probldme primal perturbé (ef. Minoux [1983]).

7.3. Algorithmes

a - Uzawa. Cas séparable

Comme on 1l'a déja indiqué, le probldme dual est un probléme de
maximisation sous les contraintes

Ved={r 20 i=1,...,m} .

A est un convexe sur lequel il est facile de projeter (Proposition 6.2).
Toutefois la différentiabilité de

A > o) = Inf (I (x) + (A,0(x))pm)
xeXa g

n'est pas immédiate 2 montrer et peut méme ne pas &tre vérifiée en
1'absence de point col. Dans ce dernier cas, on peut toutefois utiliser
des algorithmes spfcialisés (Lemardchal [1979]).

Afin d'éviter des détails techniques nous admettons le résultat
suivant dont 1'é&noncé est particulidrement simple (voir par exemple Céa

(19711, Ekeland~Temam [19743, Minoux [1983]).

Proposition 7.6 /

Si 2 » &()) est différentiable, sa dériv8e est donnée par

Q
=

d

U = (U.J(X‘)),..m
A IR

Q’

A

ol X, est un point minimisant de x + L(x,1).

L'algorithme d'Uzawa n'est autre que le gradient projetd appliqué

(8 6.1) au probleéme dual, nous renvoyons aux ouvrages indiquds ci-dessus
pour son &tude.
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Principe de 1'algorithme d'Uzawa

Soit x,A 20, € >0, kmax ; test pas vérifié

Pour k de 1 A kmax faire tant que le test pas vérifié

- Calculer (i) = Inf L(x,)A) est soit X, le point minimisant.
x€Xa4
- Projeter J(xo) sur A : soit PA J(xo)
(en fait pour les seuls indices pour lesquels les composantes de
A sont négatives) .

- A € X+ pPAJ(xO) ol p est A déterminer par une recherche
unidimensionnelle .,

si |9(x )| € € le test est vérifis .

' fin pour

Remarque 7.6

Dans le cas ol le probléme primal est séparable (cf. Remarque
7.4), le probléme dual se calcule 3 1'aide d'infimum unidimensionnels.
Cette méthode d'Uzawa est donc particulildrement intéressante dans cet
exemple., C'est le cas pour les problédmes linarisés d' optimisation de
structures (cf. 8 8.1, 8.2).
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8. UTILISATION DE VARIABLES INVERSES EN OPTIMISATION DE STRUCTURES

On a représentéd dans la section 6.2 une méthode pour utiliser les
dériv€es de fonctionnelles par rapport aux variables de conception. Cette
méthode générale ne prend pas en compte comment les variables de
conception interviennent dans le systeme considéré.

Pour le dimensionnement des structures, dans le cas ol les
variables de conception sont des aires de section droite de barres ou
poutres ou des #&épaisseurs de plaques, membranes ou coques, il est
beaucoup plus efficace de linariser par rapport aux variables inverses ;
cette méthode conduit A des problémes approchés qui se résolvent
commodément par dualité. Cette démarche a fait 1'objet de nombreuses
publications. Faute de place, citons seulement Fleury-Schmidt [1980],
Fleury-Sander [1983], Fleury [1982].

Nous justifions d' abord cette méthode dans le cas de structures en
extension pure ou en flexion pure puis nous passons au cas des coques ot

le résultat n'est que partiellement justifié.

8.1. Structures en extension ou bien en flexion

Nous exposons ce paragraphe dans le cas de structures discrétisées
comme c'est habituellement le cas dans la littérature.

Les matrices de rigidité &iémentaires sont de la forme K® = ag K®
ou e désigne le numéro de 1'élément, 3y 1' épaisseur de 1'él&ment ; p = 1
dans le cas d'une structure en extension et p = 3 dans le cas de la
flexion,

Proposition 8.1

Soit une structure dont les matrices de rigidité élémentaires sont
de la forme Ke = ag Ke avec p = 1 ou bien 3 ; soit u le vecteur

des déplacements nodaux Ku = F.

Posons
xe = L et KAJ = e
2P J
e iéme
(e = vecteur j composante &gale 3 1 avec les autres

composantes)., On a :

J p j =e 1 i =
u, = (A , Ku) = z a (XJ K° u - L J e
J o e e’ e) ez xé ()\e, K ue)
od Ao s U, désignent les vecteurs &l&mentaires associés aux

vecteurs globaux A et u. .
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En effet, comme K est une matrice autoadjointe (AJ,Ku) = (Kxj,u)
d'ol comme K A = e, on a bien (AJ, Ku) = uj ; les autres expressions

résultent de 1' assemblage des éléments finis.

Nous allons voir que ce résultat a une interprétation tr2s simple
dans le cas d'un treillis isostatique de barres.

Si Te désigne la tension dans la barre de numéro e
et o 1'angle de la barre avec un axe de référence, il
est connu que l'on a :

e e
e o Be ue

T =

l [

Y

- ol %

Be

e . e e e
[cosa sina - cosa = sina ]

et a° désigne 1'aire de la section droite. La matrice de rigidité
e .
eT E a

élémentaire est donnée par k® - B 2 B® aod par assemblage K = BTDB

ze

et le déplacement u est solution de Ku = F. Le caractére isostatique du
t;eillis est équivalent & la possibilité de calculer T par résolution de
BT =F on peut ensuite calculer u en résolvant DBu = T.

Proposition 8.2

Soit un treillis isostatique de barres, avec. lesT notatitons
’ J

ci~dessus et celles de la proposition 8.1., posons B T = ej on
a:
e e
e d 8y X % j e
uy = (', D T) = g - (t,, T) .

En effet rj est le veéteur des contraintes, associé a la chargé
e., il est donc 1ié au vecteur des déplacements 1~ solution de K A" = e
J 3 3 J
par DB A" = T .

On peut donc transformer la formule de la Proposition 8.1,

u, = (Aj, Ku) = (Aj, BTDB u) = (rj

2 , Bu)

or Bu = D—1T d' ol la formule u, = (TJ, D_1T) ; 1'autre expression
indiquée résulte encore du principe de 1'assemblage des éléments finis.
' a
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Remarque 8.1

. Comme conséquence de 1'nhypoth&se d'isostaticité on constate que T
et 13 ne dépendent pas des variables de conception xe car ils sont
solution d'un systdme lindaire de matrice B° qui ne dépend que de la
position des barres ; notons que cecl n'est exact que si les charges
extérieures ne dépendent pas des variables de conception (on néglige le
plus souvent le poids propre du treillis). A cette restriction prés on en
conclut dont que 1'expression de u, indiquée dans la proposition 8.2 est
totalement explicite par rapport aux variables de conception xe. De plus
on constate que uj dépend linéairement des variables inverses xe.

Corollaire 8.2

Sous les hypothéses de la proposition 8.2., on a

u e . .

j_ 2 je e, 1 J ze
—e = - (T ) T ) = —--.._2 (ke’ K ue)
ox E (xe)

cette expression est indépendante des variables de conception,

Pour obtenir ce corollaire il suffit d' utiliser les relations
e e

e E ee je E e j e 1 -e
T = Té' B u T = "e—g B Ae et K = e K~.
x % x L X a
Remarque 8.2
2, e _e 1 i =e
Posons er = =3 ("5, T) = —, (Ae, K ue)
E (xe)

(parfois appeld coefficient de flexibilité, parfois densité d énergie

virtuelle de déformation) la proposition 8.2 et son corollaire peuvent se
reformuler en :

2u

e J

u, = X Q , aveecQ = ==

J g ej ej d

X
e

ol er ne dépend pas des variables de conception.

Dans le cas d'une structure quelconque on va obtenir une formule
de forme similaire.

Proposition 8.3

Sous les hypothdses de la proposition 8.1 on a

UJ(X) = g i er(x) avec

Qey X = 5 (A7, ﬁeue) - ;l (Ai, K® u )
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Ce résultat est une conséquence immédiate de la formule indiquée
dans la proposition 8.1. :
e
ue).

\

u, =y ;l (Ai, K
e e

I1 faut toutefois remarquer que 1l'on a obtenu dans le cas d' une
structure quelconque en extension ou bien en flexion une formule
similaire & celle du treillis isostatique de barres ; dans ce dernier cas
er ne dépend pas des variables de conception ; intuitivement on concoit
donc que ces quantités Qe variant peu d'un &lément quelconque pour un
treillis hyperstatique de barres ou pour une structure plus générale en
extension (ou bien en flexion). C'est ce qui est constaté numériquement
(voir par exemple Fleury-Schmidt [1980]) ; nous allons en partie le
préciser dans les deux propositions suivantes.

Proposition 8.4

Sous les hypothdses des propositions 8.1. et 8.3., on a :

3u e
3o - 9KC J 3F
3% (Ae’ 9x ue) + (7, x ) ou
e e e
Ju
3= NI:)
3% —'er(x) + (A7, 3% )
e e '

Si F ne dépend pas des variables de conception :

Jau

j e
3 - Yy )
e

Dé&monstration

Nous admettons la d8rivalitd de x + u(x) (c.f. 8 2.4), Posons
J(u) = <e,,u> et utilisons la méthode de 1l'&tat adjoint introduite dans
le 8 2.3. : ‘

On a %% = ey d od 1'&tat adjoint A est solution de KA’ = e (identique a

1'8quation qui définit AJ

jx) = J(ux)) :

dans la proposition 8.1) et 1'on a en posant

du 3] .
J o - d 2K 3 9F
% " ax (Mg @)t (0, )
e e e
mals comme chaque matrice élémentaire k® ne dépend que de X, on obtient :
au < e
J ( J 3K
e = = (A ,. —u ) + (Xj oF
axe e axe e ’ axe
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ar od comme K° = %— k® on obtient

e
u, .
J_ 1. (3 e J 3F_
-a—x"— > (Ae, K ue) + (A Y ).
e (xe) e o

Proposition 8.5

Sous les hypothéses des propositions 8.1. et 8.5., on a :

(i) uj(xo) = g Xe Q L (x )

ej o
avec
1 J ze
Q .(x ) = - (A, K'u)
ej o (x )2 e e
oe
.. B J of _ ~
(i1) uy(x) = ) X,Qe; (o) L O g by Dxmx )+ oflx=x |
e e e 0
Démonstration

Le (i) est un rappel de la proposition 8.3 écrit en x = X, pour le
rapprocher du résultat du (ii).

Ecrivons la différentiabilité de x + u(x) :

Ju,
u () =g (x )+ ] 5t (xg=x ) + ofllx-x |
e e |
X=xo

Avec le (i) et la proposition 8.4,, i1 vient :

u, (x) = g xerej(xo) +IQ (xo)(x -x_ )

J e J e oe
Vs ]
1O, ox ) (xe xoe)
e el
X=X
d' ol le (ii) en simplifiant, ° o

Les résultats précédents sont récapitulés dans

Théor2me 8.5

Sous les hypothéses des propositions 8.1. et 8.3., le probléme de
minimisation de
a =
Jo( ) =3 Ps 3o
sous les contraintes

uj(a) g uJ
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ol u est solution de
K(a)u = F

et —
a Sae<sfa
—e e

peut &tre approché, en 1linéarisant les contraintes par rapport aux
variables inverses, par : minimiser Jo(x) =1 Pe lg sous les contraintes

X
(cas de charges indépendantes des variables de conception)

y er(xo) Xg S u

dex s

a 2

Si les charges dépendent des variables de conception, 1'éxpression
des contraintes linéarisées s'écrit

e, ) + o, & N, sa, szl & ) x

0x J
e |x=x X
0

8.2, Utilisation d'un probldme d' optimisation de structures linfarisées
par rapport aux variables inverses

Pour résoudre un probléme de conception optimale du type

Jo(a) =y Py 3, SOus les contraintes

uj(a) s uj K(a)u = F

a Saecsa_ ,
Ze e

on a vu dans le chapitre 6 que 1'on pouvait linéariser par rapport aux
variables de conception et utiliser le gradient projeté.

Si 1'on choisit de lindariser par rapport aux variables inverses
on peut encore résoudre le probl2me linéarisé par rapport aux nouvelles
variables (Voir th8or2me 8.5) par une méthode de gradient projeté. Mais
on peut aussi choisir de résoudre ce probldme par une technique de
dualité (voir chapitre 7). :

La fonctionnelle duale se calcule en effet par des infimums
unidimensionnels (ef. Remarque 7.4) :

L(A) =) Inf o j
e (-)-(—+2A(Qe

§x g e J

1 1 J(xo) X~ uj))
e e e
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On constate que u. n'intervient pas dans la détermination du x

minimisant H chaque inférieur unidimensionnel se «calcule ici
explicitement :
J
p R S T
X = (=——)2 3] 2 < A a2
e ZAJQ e Pe e
-e el -2 J
x, = 1/a si ag < (Y 2 er) / pg
e J 2
x, = 1/2 si (ZAer)/pe<§_e

Comme indiqué dans le § 7.3., i1 est donc facile de résoudre notre
probléme en maximisant 2(}) dans A = {A | A 2 0} par exemple par une
méthode de gradient projeté : c'est 1'algorithme d'Uzawa.

On vient donc d indiquer deux méthodes du premier ordre, 1'une
pour le probldme primal, 1'autre pour le dual.

Cependant, compre tenu de la forme simple des problémes considérés
11 est tout A fait envisageable de résoudre ces problémes par une méthode
du deuxidme ordre (c.f. Fleury (1982) et Fleury-Sander (1983)) beaucoup
plus efficace,

Nous renvoyons aussi & Fleury (1982) pour une mise en perspective
des méthodes de résolutlion par critére d'optimalité dont nous n'avons pas
parlé ici dans le cadre des méthodes primales et duales. Dans ce cadre,
il interprdte &galement la méthode du "stress rationing" inspiré du
principe du "fully stressed design" : elle apparalt comme une méthode
d' ordre z8ro (sans utilisation de dérivées).
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CONCLUSION

On a indiqué dans ce rapport comment on peut calculer les dérivées
partielles de fonctionnelles de 1'&tat d' un systéme régi par &quations
aux dérivées partielles ; nous avons mis plus particul idrement 1' accent
sur les exemples de la mécanique des structures et de 1' approximation par
é1€ments finis. ‘

Nous avons ensuite essay8 de dégager les idées de base en
optimisation sans contraintes et avec contraintes en vue d' utiliser ces
dérivées partielles pour la minimisation sur les déplacements.

L'utilisation de variables inverses  dans les problémes
d' optimisation de structures fournit une linfarisation de meilleure
qualité des contraintes et ainsi une méthode numérique plus efficace ;
1'utilisation de la dualité se révdle trd&s avantageuse.
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INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS

afu .u)

a(x;u,u)

o

e
J(X) 9J (X)
J(u,ux))

énergie de déformation d'une structure di scréte ou continue
(p.11, 12...) ; notée

pour préciser la dépendance par rapport A la variable de
conception x.

dans une structure discrdte, désigne une &paisseur, aire

ete... (p. 7T1).
numéro courant d' un &lément fini (p. 71).
fonctionnelle de la variable x (pp. 18, 63).

fonctionnelle de la variable x et de 1'é&tat u(x) de la
structure (p. 18).

matrice de rigidité globale (réduite) (p. 4).
matrice de rigidité él&mentaire (p. T1).

travail virtuel des forces ext&rieures dans le déplacement
virtuel v (pp. 11, 12...).

vecteur de IRN {p. 51).

état adjoint (p. 10) ; multiplicateur de Lagrange (p. 62).
matrice qui intervient dans le gradient projeté (p. 55).
forces extérieures appliquées 3 la structure (p. 4).
coefficient de flexibilité (p. 73).

point minimisant une fonctionnelle dans une direction (p.
36).

masse surfacique de 1'élément de numéro e (p. 5).

déplacement réel d' une structure discréte ou continue (pp. 4,
11...).

déplacement virtuel d une structure discrdte ou continue
(p‘ 12)0

espace de déplacements virtuels (p. 12).
direction de descente d' une fonctionnelle (p. 33).
variable de conception (p. u).

inverse de variable de conception dans 1'#&l8ment de numéro e
(p. 7T1).

espace de conception (p. 17).

variable d'espace pour structure continue (p. 12).
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