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RESUME

On considére des systémes dont le comportement peut étre modélisé par un processus
Markovien homogéne . On calcule la distribution du temps total de séjour (sur [0,+<[) dans un
sous-ensemple d'états transitoires de l'espace des états du processus . On montre alors que le
calcul de cette distribution peut se ramener au calcul de la distribution du temps d'absorption
d'un autre processus Markovien homogene que l'on construit & partir du premier.

BSTR
Consider systems that can be modeled as homogeneous Markov processes . The
distribution of total time spent in a subset of transient states of the state space is calculated .
Therefore , we show that calculating this distribution is equivalent to calculating absorption
time distribution of another homogeneous Markov process which is constructed from the first.
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1. INTRODUCTION

Les chaines de Markov a temps continu sont souvent utilisées pour modéliser des systémes
informatiques (et autres) lorsqu'on souhaite étudier globalement. les aspects de fiabilité et
performance . Cette vision globale est d'ailleurs a l'origine du néologisme "performabilité" .

SiT'on considere des systemes tolérants aux pannes sous ces deux aspects , alors on est en
général conduit 2 modéliser ces systeémes sous forme de chaines de Markov 3 temps continu ol
un ou plusieurs états absorbants représentent le ou les états de panne fatale . On a donc 2 faire &
des systemes ol les phénomenes intéressants sont liés aux états transitoires de la chatne .

Si on suppose par exemple que , parrm I ensemble des états transitoires , seul un sous-
ensemble B représente un mode de fonctlonnement particulier (e.g. le systéme peut effectuer les
taches pour lesquelles il a été congu) , alors on congoit l'intérét de connaitre la distribution du
temps total pendant lequel le systéme se trouve dans ce sous-ensemble B .

A notre connaissance , on trouve dans la littérature soit la distribution de la variable temps
total de séjour si le sous-ensemble B se réduit a un seul état [CINL 75} ou pour des sous-
ensembles B bien particuliers , soit la distribution du temps du premier séjour dans le sous-
ensemble B [NEUT 81] .

Dans ce rapport , on met en évidence l'expression de la distribution du temps total de sé€jour
dans un sous-ensemble d'états transitoires B quelconque . Ce résultat est obtenu au chapitre 4
apres avoir préalablement (chapitre 3) mis en évidence la distribution du nombre total de visites
effectuées dans le sous-ensemble B . Les généralités et l'introduction des principales notations
sont regroupées au chapitre 2 . Dans le chapitre 5 , on met en évidence une autre propriété
importante du temps total de séjour dans le sous-ensemble B qui peut s'énoncer ainsi :

"1l existe toujours une chaine de Markov 2 temps continu sur un espace d'état de cardinal ;

Bl + 1, donc plus petite que la chaine initiale , comprenant un état absorbant et telle que la
distribution du temps d'absorption sur cette derniere chaine soit €gale a la distribution du temps
total de séjour dans le sous-ensemble B de la chafne initiale ." Le générateur infinitésimal de
cette nouvelle chaine est également mis en évidence au chapitre 5 .

- Les deux demniers chapitres sont consacrés aux exemples et aux conclusions .

2. GENERALITES ET NOTATIONS.

Soit X= {X;,t2 O} un processus markovien sur un ensemble d'états E fini ;
on pose E={1,2,., m, m+l}ou 1, 2,..., m sont des états transitoires et m+1 est
absorbant .(Le cas ol E contient plusieurs états absorbants ou des classes d'états récurrents
n'ajoute pas de difficulté théorique ; il est évoqué dans la remarque de la section 4).

Soit A le générateur infinitésimal du proce ssus X, on pose:
A=) et MDEA, ; 1<i,j<m+l
Y N =M =1,]% .
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A(i) est donc le taux de départ instantané de I'état i . Afin de simplifier I'écriture des
expressions conditionnelles & 1'état initial , on pose: '

P() S P(. Xy=i) . (probabilité)

E() £ E( /X,=i) . (espérance)

Dans toute la suite , on écrira V.A. pour variable aléatoire . Sans nuire 2 la généralité , on
numérote les états de E de la fagon suivante :
E=BuB®uU{m+1}.
ot B={1,.,l}, 1</ <m
et B¢= {/ +1,...,m} lorsque B® n'est pas vide, i.e lorsque / < m.

Soit W la V.A. "temps de séjour cumulé dans B sur [0,+s[". Rappelons que 1'objet de ce
rapport est d'obtenir la distribution de W . W peut s'écrire comme une somme de temps de
séjour :

! N.

’ k
wo X3

j=1 k=1

ou ’T;‘ est la V.A. "temps du k-i¢me séjour dans 1'état j" et Nj la V.A. "nombre total de visites
al'étatj sur [0,+co[".Ona:Vk 20,’[';‘ ~ EXP(A(j)) i.e T;‘ suit une loi exponentielle non
négative de taux A(j).

Compte tenu des propriétés markoviennes du processus,on a :
‘v" je{l,... ,m},les V.A. (T;)kél et Nj forment un ensemble de V.A.mutuellement
indépendantes. Notons n les éléments de IN? et N la V.A. vectorielle (N{,...,Np.

Sachant N =n , W est une somme de V.A. indépendantes et donc la transformée de
Laplace de la densité conditionnelle de W sachant N (et I'état initial i) s'écrit

i !
E(e*V/N=n) = H[Ei(e'ST:)]“j = H[?»(i) I AG)+s]
j=1 =1

on en déduit:

1<i<m , Ei(e-sW) = Z Pj(N =1) Ei(e-sW/ N=n)
n

I}
= 2 Pi(N =) H[)\.(]) / X(j)-;.s]nj
n j=1



Notons & =(0ty ,..., 0, Oy 5., Oy, O 1) le vecteur ligne des probabilités initiales
pour X et introduisons P = (pij) 1<i,j <m+1 lamatrice des probabilités de transitions de 1a
chaine de Markov a temps discret Z ={Z ,ne IN},incluse aux instants de changement d'état
du processus X;

ona: ?»ij/k(i) siiz] et i#m+l
p;= 1 sii=j et i=m+l
0  sinon

Introduisons aussi les notations suivantes :
A 2 diag(A(1),...,A(]))  (matrice diagonale)
< diag(A(i+1),..., A(m))  (matrice diagonale)
diag(A(1) ,..., A(m)) (matrice diagonale)
.1; le vecteur colonne de dimension / dont toutes les composantes sont égales 2 1
.11 le vecteur colonne de dimension m-/ dont toutes les composantes sont égales 2 1
Ly = (®g,..., o)
Qpc = (OLfpq 5eees O6)
.Q la matrice déduite de P en supprimant la (m+1)i¢me ligne et la (m+1)iéme colonne
de P. .
.Les matrices Q;,D, C, Q.7 de tailles respectives (1,/) , (I,m-l) , (m-L}) , (m-I,m-I)
telles que Q s'écrive sous la forme suivante:

Ty

A,
A

(1

Q = Ql D
C Qm—l

. Les matrices identité I, et 1,1 de tailles respectives (,/) et (m-I/,m-/)
- La matrice identité I de taille (m,m)
Notons encore Ngpla V.A. "Nombre total de visites aux états de B={1,...,/ }"ie:
Ny= Nj+ ... + N,
La section suivante est consacrée & la mise en évidence de la distribution de la V.A. Ng.
Enfin , nous aurons aussi besoin des notations suivantes :
.B = Qg+ Qge(l - Q. ,)‘IC (vecteur ligne de dimension /) .
.HE Q+D(,,-Q,)C ( matrice carrée (/,0))



3. DISTRIBUTION DE I.LA VARIABLE ALEATOIRE Ny

1 THEOREME .
Cette distribution est mise en évidence par le théoréme suivant:
THEOREME 1;
@  P(Ng=0)=1-81,
(b) P(Np=k) = BH!(1,- H)L, k21

DEMONSTRATION :
Introduisons les notations suivantes pour des vecteurs colonnes :
VK= @(Ng=k) , 1<i</ , k20
Vo K S@(Ng=k) , l+1<i<m , k20
.'pm_lﬁ (P mi1)» I +1 SiSm  le vecteur des probabilités de transitions de
B¢ vers {m+1}

. p_lé (Pj me1) s 1Sisl le vecteur des probabilités de transitions de
B vers {m+1}

- 0, le vecteur ligne de dimension / dont toutes les composantes sont nulles

.+ 0, levecteur ligne de dimension m-/ dont toutes les composantes sont nulles
Notons qu'avec ces quatre derniéres notations , la matrice P peut s'écrire :

Q D ]
P = C Qm—[ pm-l ( 1 )
Q1 Qm-t . 1

On a, d'apres le théoréme des probabilités totales :

il

Z P(Ng=0,Z =m+l)
n=0

si keB® P (Ng=0)

= Z P(Ng=0,Z =m+1)
n=1

n=0

or, pour n>0: .
P(Np=0,Z ,,=m+l) =P(Z€eB",...,ZeBZ , =m+l)

5



m
= Z P(ZeB,...,Z ,eB°, Z=h,Z ,=m+l)
h=/+1

cette derniére expression peut encore s'écrire en conditionnant :

m

= z P(Z, =-m+1/ZeB",...,Z eBS Z=h)P(ZeB"..., Z, ,€B%Z=h)
h=l+1

m

= 2 P(Z,, ,=m+1/Z =h)P( ZeBS,..., Z,,€B%Z=h)
h=[+1

car Z est une chaine de Markov

m
= Z Pk( ZIE Bc,..., Zn-le BC, anh ) ph m+1
h=Il+1

d'oll en remplagant dans (2) pour ke B®et n>0, on obtient :

oo m

De plus, si n=0, il est facile de vérifier que ce résultat reste valable si I'expression
P(ZeB",...,Z e B Z =h ) désigne par conventiqn I (k).

Pour continuer la démonstration du théoréme 1, introduisons le lemme suivant qui donne la
probabilité P, (Z,eB°,..., Z,,€B%Z =h)ie,laprobabilité que , partant de 1'état ke B¢ le
processus soit dans 1'état he B€ au bout de n transitions dans B°.

lemme :  Soit I+1<hk<m (ie. les états h et ke B%)
alors pour n20 , P(ZeB°,..,Z ;e B%Z =h) = Q.. /"(k,h)

démonstration du lemme.

Ce lemme se démontre par récurrence.
Pourn = 0, le résultat est trivial compte tenu de la convention ci-dessus.
Pour n = 1 et pour n = 2, bien que cela ne soit pas nécéssaire 2 la démonstration , notons que :

pour n =1 P(Z,=h) =p,, =Q, (kh)
6



Z P(Z,=i,Z,=h)

i=l+1

pourn =2 P(Z,e B%Z,=h)

Z PP = Qg (k)

i=l+1

supposons le lemme vrai au rang n-1 c'est 2 dire :

P(Z,€B,..., Z,5e B, Z,; =h) = Q_ l(kh)

P(ZeB°,..., Z, 1€ B%, Z, = h) = 21, f“( Z,€B°,...,Z,,€ B%,Z  =i,Z =h)
i=l+

Zz f"(z =h /Z€B,..., Z, € B Z, , =i) P(Z,e BF,..., Z, ,e B%, Z, | =)
i=l+

z P(Z,=h /Z_  =1) Q m1(k,i) car Z est une chaine de Markov
i=l+1

i=l+1 .

fin de démonstration du lemme.

Ainsi, pour keB€, P, ( Ny = 0) peut encore s'écrire :

=] m
Pk(NB"O = Z Z mln(k’h) Ph m+1
n=0 h=Il+

on en déduit matriciellement :

y_m_l(_o) = Z Qm-ln P
n=0



Cette série géométrique converge car , pour tout k et touth € B ona:
.pourtoutn=20 , Q_ "(k,h) <P"(k,h) par le lemme .
. PP(k,h) >0 quand n —+e car B est un ensemble d'états transitoires .

On obtient donc :;
V,..0)= (et - Qm-l)-l Pni (3)

Par ailleurs , P étant une matrice stochastique , on obtient 2 partir de son écriture (1) :
Ql, + Dl ,+p;=1,
Cli+ Qudmy +Rm =1,

d'otut I'on tire facilement :
p={-Q)L -D1, 4
Dp. = (Im-l - Qm-l) -l—m- l- Cll (5)

I'expression (3) peut donc se réécrire sous la forme suivante :
Vi) = 1, - (- Q! Cl (6)

par ailleurs, en utilisant la connaissance du vecteur des conditions initiales ,on a :
P(Np=0) =g V/(0) + ggc V. (0) + 01,

ce qui donne d'apres (6) , puisque trivialement V=0,
P(Np=0) =0gely ; - 0ge (- Q) CL + 0,

de plus les conditions intiales vérifient :

opl; +0pel, ,+ o0, =1

donc

-P( Ng=0)=1- (o5 + Ope (X, - Qm-l)-l C)lI )
=1B1, compte tenu de la définition de 3 2 la section 2

ce qui acheve la preuve de 1'assertion (a) du THEOREME 1. ,
Pour prouver I'assertion (b) du THEOREME 1 on proceéde comme suit :

pour k>1 eti # m+1 Pi(Np =k)=P(Np=k/Z; =)
m-+1 : .
= Z P(Ng=k/Zy=1,Z,=j)P(Z,=j/Z,=1)
j=1



m+1

Z pP(Ng=k/Zy=i,Z =j)

J_

Mais , compte tenu des propriétés de la chaine de Markov et compte tenu de ce que N est

un nombre de visites sur [0,+o<[ ,0n a:

siieB P(NB=k/ZO=i,ZI=j) =P(NB=k-1/ZO=j)
si ie B¢ P(Ng=k/Zy=1i,Z, =j) = P(Ng=k/Z;=j))
onadonc :
m+1
si 1<i<! P(NB—k)—Z pUPJ(NB—k-l) k21
J_.
m+1
‘1

ce qui donne matriciellement :

V&K =QVk-1)+DV V.. k1)
YV1H=QV,0)+DV,_, (0)+p
—m—l(k) =C y_,(k) + Qm—l Xm_1(k)

car pour tout reIN*, P, (Np=1)=0 et

en reportant dans (8) , on obtient :

Y& =(Q+D(y,-

~ soit d'aprés les notations de la section 2:
V,(k) = H Y (k-1)

on obtient ainsi :
V,(k) = H1 V(1)

Pri(Ng=0)=1
la relation (10) nous permet d'écrire V,_ (k) en fonction de V (k):

Vot = (I - Qp )'C V()

k=21

Q)0 V(k-1) k>1

k>1

k21

(7

®
&)
(10)

(11

(12)

Reprenons l'expression de V(1) donnée par (9) . Comme V,(0) est nul, si I'on remplace

9



p; etV (0) par leurs expressions respectives (4) et (6) , on obtient :
V(1) =Dy ; - Oy~ Qud' CL) + (;-Q)L, -DL,

soit en simplifiant
V(1) = (I;- Q- DIy - Q) O

ce qui donne en utilisant les notations :
V1) = (- H,

l'expression (12) peut donc se réécrire :
V() = B! (1, - H)L, k>1 (13)

la connaissance du vecteur des conditions initiales nous permet d'écrire:
P(Np = k) = 05 V(k) + @ge V, (k) k21
(P,y,1( Np = k) étant nul pourk > 1)

donc en remplagant V (k) et V... (k) par leurs expressions respectives (11) et ( 13), on obtient;
P(Np=k) = ag H! (I, - H); + oge (I, ;- Q, ) 'CH¥! (I, - H)L . k>1

soit en utilisant les notations introduites:
P(Ng=k) = B H¥!(1;- H)L, k>1

ce qui prouve l'assertion (b) du THEOREME 1.

Remarquons que : ZP( Ng=k) =1 car ZP( Ng=k) =81,

2 Interprétation héoréme 1
Désignons par K, ,n > 1, 1a V.A. " n-iéme état de B visité ". Soit @ une réalisation du
processus , alors on écrira :

Ky(@)= [ j sijestlen-ieme état de B visité pour la réalisation ®
0 siNg(w)<n

* Interprétation du vecteur 3
Exprimons la distribution de la V.A. K,. En conditionnant par rapport a I'état initial , on

peut écrire pour tout je B:
si ieB, P(K = [1 si i=



si i€ B, P(K, =j) = z P(K, =j,Z =j)
. n=0

=2 P(K;=j,Z,=})
n=1

= z Pi( Kl =j » Zn+1 = J) (14)
n=0
or,pourn>0  P(K,=j,Z, =j)=P(ZeB°,.., Ze B 7, =j)

m .
=Z P(ZeB",...,Z, 1€B%, Z,=h , Z,,, =j)
h=I+1

cette derniére expression peut encore s'écrire en conditionnant :

m
= g IPI( Zn+1 =j / ZIE Bc,..., ZD-IE Bc, Zn=h ) Pl( ZIE Bc,.. .y Zn_le Bc, anh )
=+

m
= Z P(Z,,,=i/Z=h)P(ZeB",...,Z ,€B° Z =h) car Z est une chaine de Markov
h=[+1

m.
= z Pl( ZIE Bc,. . ;, Zn_le Bc, Zn=h ) ph]
h=[+1

d'ou en remplacant dans (14) pourie B®etn>0:

o m
P(K, =j)= > > P(Z,eB,..., Z, € B%, Z,=h ) py,
=0 h=/+1

pour n=0, il est facile de vérifier que ce résultat reste valable si I'expression

11



P(Z,eB,..., Z; ,€B Z =h ) désigne par convention I _(i,h). Sil'on applique maintenant
le lemme , on obtient :

©o m
P(K,=j)= 2 Z Q.. (i,h) Ph;
n=0 h=[+1 .

que I'on peut encore écrire matriciellement
P(K; =)= z [Qu."ClG,j)
n=0

[Qg."C](i,)) est donc la probabilité que , partant d'un état i de B, le processus entre pour
la premiere fois dans B a la (n+1)-i€me transition et par visite a I'état j .
On a vu précédemment que cette série converge , donc on peut écrire :

P(K, =j) = [(y, - Qu)'CIG)) (15)
en déconditionnant par rapport 2 1'état initial i , on obtient :

m+1

P(K,=) = Z o, P(K,=j))
i=1

l m
= Z o, Pi(K, =j) + Z o P(K; =) car P, ,(K;=j)=0
i=1 i=l+1

m
- o+ 20yl - Q) CIG)

i=l+1

-si l'on note Bj Ia j-i€me composante du vecteur ligne § , on voit facilement que:
B,=P(K, =)

Bj est donc la probabilité que le premier état de B visité soit 1'état j .

12



* [nterprétation de la matrice H= (H(,j)) 1<i,j<! (ie i,jeB)

Le cas n=1 correspond 2 l'interprétation de § vue précédemment .Pour n=2 et je B, on peut
écrire :
si ie B:

m+1

Pi(Kz = J) = 2 Pi(Kz =j ’ Zl =h)
h=1

cette expression peut encore s'écrire :

l m
P(K,=)) = Z P(K,=j,Z;=h) + z PK,=j,Z; =h)

car P(K,=j,Z, =m+1)=0

11 est simple de voir que la premiére somme de cette derniere expression est égale a D ;
quant 2 la deuxiéme somme ,ona:

pour /+1<h<m
P.(K,=j,Z, =h) =PK,=j/Z, =h) P(Z, =h)

or

donc :

m
. f .
PiK,=))=p; + Z Pin Pn( Xy =1J)
h=[+1

en utilisant la relation (15) , on obtient :

m
PiKy=)=py + z Pip [0 s - Q) ICl(h,)
h=I+1

cette derniére relation s'écrit matriciellement : (i, j €B)
Pi(K, =) =pj+ [DUp; - Quo )1CI(0,)) |
13



on remarque alors , par définitionde H , que pouri, je B:
Pi(Kl = J) = I[(i,j)
Pi(K, = j) = H(i,j)

Montrons par récurrence que : pour toutn>1, P(K,=j)= H“'l(i,j) i,jeB

pour i, je B supposons que P(K_ =j) = H*!(ij) n=0
Soit i,jeB et n#0, on a par le théoréme des probabilités totales :

m+1

P, =)= Z Pi(K,1=]7,Z, =h)
h=1
m
=1

m
= Z P(Z, =) P(K,,,=j/Z, =h)
h=1

m

= Zpih Py(Kp,1 =i/Z; =h)
h=1

m
= 2 pih Ph(Kn = J)
h=1
l m
= Z Pin Ph(Kn =j) + Z Pin Ph(Kn =j) , ' (16)
h=1 h=/+1

Pp(K, =j) est connu par hypothése de récurrence mais seulement pourheB={1,...,/}.1
nous faut donc calculer P, (K_ = j) pour he B¢, je B. Soit donc he B et jeB,ona:

m+1
Ph(Kn =j) = Ld Ph(Kn =], Zl =K)
k=1

14



k=1

m

Z P.(Z, =k) P,(K, =j/Z, =k)
k=1

= Z Pri P(K, = 1) ' an
k=1 :

Pour simplifier 1'écriture , introduisons les vecteurs colonnes :
Vi) S (PUK;=])) reB={1,.,0}
Vo)) S (PKy=j))  1eB°= {41 ..., m}

la relation (17) devient alors matriciellement ;
Vo)) =CYn,j) + Qp, ¥V, (n,)

- soit:
Xm_g(n,j) =( Im-l - Qm—l )-IC y,(n,j)

ce qui donne pour he B¢= {l+1,..., m},

l

Ph(K =j)= Z [(Tps= Quy)'ClhK) P(K, =)
k=1

gréce a cette derniere relation , la relation (16) devient :

l l
Pi(K,,1=1) mePh(K =]) + hE;pm kZ[(Im, Qu.; ) ICI(hk) P (K, = j)
=l+1 =1

en utilisant 'hypothése de récurrence , on obtient :

! !
PiKp, =) ZPmH“I(h,J) + me Z[(Iml Qu1 ) Cl(h,k) H™ (k)
h=l+1 k=1
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ce qui donne matriciellement :
P(K,,; =J) = [QH™11(j) +[D(I - Qp,)'CH™](,j)
= [(Q1 + D(Im_z' Qm.l)-lC)Hn_I] (i,j)
= H"(i,j)

On a donc le résultat suivant : pour tout i,je B, P,(K, =j) = H*1(i,j) n>1
Ainsi , H*1(i,j) est la probabilité que , partant de ie B, le n-idme état de B visité soit 1'état j-
Notons qu'avant d'atteindre I'état j , le processus a évolué librement dans tout l'espace E .

* Interprétation de_la distribution conditionnelle de la variable aléatoire Ny sachant l'érar
initial .

Pour ie B et k=1, la formule (13) nous permet d'écrire :

I
P(Ng=k) = EE[H*%L-HHGﬁ
=1
I

l
Zl 2_.: H*!(,h) [1;- H](h,j)

ce qui nous donne par le résultat trouvé précédemment :
/ l
= 2P, =h) D01,- Hih)
h=1 j=1

~d'ou, vu que H(h,j) = Py (K, =j) pourh,jeB

! I
= zPi(Kk =h)[1 - ZPh(Kz =]
h=1 j=1

l
=2F‘i(Kk =h)P (K, =0)
h=1

or , pour he B, P, (K, = 0) représente de fagon immédiate la probab111té de ne plus revenir
dans B sachant que 1'état initial est h . Donc , pour ie B et k>1 :
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!

P(Np=k) = ZPi(Ie k-ieme état de B visité = h) P, (quitter immédiatement B et de .

h=1 ne plus jamais y revenir ).

Pour ie B€etk>1, on a grice aux formules (11) et (13):

l

P,(Np=k) = 2 [ - Qup'C HEI(T,- H)IGj)
j=1

I |
2 [~ Q. 'ClG,h) [HEY(T, - H)(h,j)
j=1 h=1

! !
2 (s~ Q) 'CIGh) Z [HX1(, - H)](h,j)
h=1 j=1

/

- ZPi(Kl=h)Ph(NB=k)
h=1

)
= Z P,(le premier état de B visité est h) P,(Ng=k).
h=1

Traitons maintenant le casou k=0
Pi1(Ng =0) = o ., = probabilité de démarrer dans 1'état absorbant.
Si ie B:
P,(Ng = 0) = 0 de fagon triviale.

Si ie B¢, la relation nous donne:
/
PNg=0)=1 - 21, ([t - Qo) ICIGL))
J:

ce qui donne par la relation obtenue pour l'interprétation de 3 :

17



/

Pi(Ng = 0)=1 - Z PiK;=)) = P(K, = 0)
=

= P;(ne jamais entrer dans B).

4., DISTRIBUTION DET.A VARIABLE ALEATOQIRE W

Pour calculer la distribution de cette V.A. par l'intermédiaire du théorgme 1, nous allons
utiliser le procédé d'uniformisation au processus X.

La technique d'uniformisation [ROSS 83] consiste 2 construire une chaine de Markov
Z' = {Z’,, ne N}et un processus de Poisson {N(t) , t > 0} indépendant de Z* et de taux W tels
que X(t) = Z"y, de la fagon suivante :
.on choisit it réel tel que : p 2 max(A(i),i=1,..., m)
et si P* désigne la matrice des probabilités de transitions pour la chaine de Markov Z*

P(Z' 1 =§1Z0=0)=p"=| 1-AGp sii=j
Ay/n sinon
ce qui nous donne la relation :
P =l +A/N (18)

Sur le processus uniformisé , le taux de sortie de chaque état est alors constant et égal a p
et Z* est la chaine de Markov incluse aux instants de changement de transition du processus _
uniformisé . I n'est donc pas étonnant de voir apparaitre sur le graphe de la chaine de Markov
Z" des rebouclages .

Désormais , les notations comportant des étoiles en exposant désignent les mémes entités
que celles n'en comportant pas mais elles réferent le processus uniformisé équivalent .

Notons A, la matrice carrée (m,m) déduite de A en supprimant la derniere ligne et la
derniere colonne de A
grice 2 la définition de P, on peut écrire :

A =-AI-Q)

de la relation (18), on tire :
Q' =I+A/u

soit :

Q'=1-A0-Q/u

18



En décomposant cette derniére relation en sous matrices de la méme fagon qu'au début de
ce rapport , on obtient :

Q =L-A1-Q) /1 - @
D'= AD/p (b)
C'=A,,Cln ©
Qut =Ly~ Ap Iy - Q) /B (d)

Nj* étant I'équivalent de Ny, sur la chaine de Markov Z*

on a de méme 1'équivalent du théoréme 1:
P(Ng*=k) = B*H'¥(1,- H")J, k21
P(Ny*=0)=1-p],

la V.A. W peut donc désormais s'écrire sous la forme suivante :
Np
i=1

ou les U, sont des V.A. de loi exponentielle de taux p . Comme ici les V.A. U; sont
indépendantes et identiquement distribuées , la transformée de Laplace de W donnée au début
de ce rapport peut s'écrire plus simplement :

Ee™) = D, PNy = k) 1/ st
k=0 :

= Z FH™IAHNL (u/p+s)* +1-B'1
k=1

=B ( Z H (p+s)¥) (- HO1, + 1- B*,
k=1

=37/ pas)(I- (/ pas)HY @ - HOL +1-B1,

= uB* (sh+pn (- HY)' (- HOL, +1-B°Y,
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En utilisant les relations (a),(b),(c),(d) et les définitions de 8" et H', il est simple de voir que :
B'=B et H'=L-A,( -H)/p

de plus, si l'on pose :
TS -u ;- H") ce qui entraine T = - AT, -H)

on obtient :
Ee*W)=1-B1, - BGL-T)!TY,

et -B (sl -TY!T1, n'estautre que la transformée de Laplace de la fonction
f(t)= -BeTtT],

La distribution de W est donc donnée par :
P(W<t)=1-Belt],

of T=-A(-Q-D(y;-Qup'C) et B = ap+apelly,-Q,)'C

On remarquera que T est une matrice carrée d'ordre cardinal de B. D'un point de vue
numérique , la difficulté réside dans le calcul de l'inverse de la matrice (It~ Qp.p dont
l'ordre est €gal au cardinal de B. En posant , X = (I ,- Q)" C , on pourra résoudre en X
'équation matricielle (L= Qup X = C .On utilisera par exemple la méthode de factorisation
LU ou une méthode itérative si la matrice (Lpg- Qp.p) €5t creuse.

Remarque ;

Supposons que E contienne un nombre fini k de classes récurrentes et un nombre fini r
d'états absorbants . Soit C(1), ..., C(k)les k classes récurrentes , on agrége chacune de ces
classes en un état absorbant que I'on note c(i) pour laclasse C(i) , i=1, ...,k delafagon
suivante :
pour I1<i<m et 1<j<k :

A’ic(j) = Z 7Lih

he C(j)

E est maintenant formé de m états transitoires et de k+r états absorbants . En posantu = r+k ,
on réordonne alors E de la fagon suivante :

E={1,.,1,l+1,...,m,m+1,..., m+u}
ou m+l,..., m+u désignent ies u états absorbants de E. On regroupe alors ces u états en un
seul €tat absorbant que I'on note a . Il est simple de voir que si I'on pose :
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pour 1<i<m :

m+u

z }\r s )\«ai=0 et Xaa=0

—m+1

et si 'on donne l'indice m+1 & l'état a alors on retrouve le processus X de départ.
. TEMPS D'ABSORPTION P LE PROCES REDUIT

Soit Y = {Y,, t=0} un processus markovien sur un ensemble d'états B L {a} _
ou B = {1,..., [} est formé d'états transitoires et ol a est un état absorbant . Soit M le
générateur infinitésimal du processus Y; en donnant l'indice /+1 2 I'état a, M a la forme
suivante :
M= | T TO
0 0
ou T est une matrice (/,/), T% un vecteur colonne de dimension / et Q un vecteur ligne
de dimension / .
Soit Ta la V.A. "temps d'absorption du processus Y sur [0,+oo[".
Soit (8, B,,,) le vecteur des probabilités initiales de Y od B, est la probabilité que le
processus soit dans I'état absorbanta 2 t = 0 et ol B = B> B -

Ona: P(Ta<t) = P(Y,=a)

)
- 2P
=1

[ I+1

=1- z Z BiPy(Y, =

=1 i=1

R |
S 1- 2 DBPY, =)

j=1 i=1

l l
S 1o DB P
-1
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=1-peTty,

Donc en prenant :
T=-MN@-Q-DUy-Q,)7'C) et B = op+apel,;-Q,)'C

on obtient le résultat annoncé dans la section 1, A savoir :
La distribution du temps de séjour cumulé dans B sur [0,+co[ pour le processus X est égale
a la distribution du temps d'absorption pour le processus Y .

6. EXEMPLES,

Pour illustrer ce rapport , deux exemples numériques sont exposés dans cette section.

Exemple 1.
Soit le schéma suivant décrivant un processus markovien dont les taux de transitions
correspondent aux valuations des arcs :

On choisit pour état initial : g =(1/2,0,1/2,0,0 ).
Ona:m=4, E={1 »2,3,4,5}etl'on prend [ =2 c'est 2 dire : B={1,2}
Le générateur infinitésimal de ce processus est :
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0
0 3 0 3 0
A = 2 0 3 0 1
0 1 0 -2 1
\0 0 0 0 © )
on en déduit :
(0 172 172 0 O \
0 O 0 1 O
P = 23 0 0 0 13
0 12 0 0 12
\vO 0 0 0 1 )

La simplicité du processus considéré (pas de transitions de 1'état 2 vers letat 1) nous
permet d'appliquer 2 méthodes :

Ergmierg' méthode : calcul de la distribution de 1a V.A. W 2 partir de la formule de la
section 2 par le biais de la transformée de Laplace. '

Rappelons 1a formule générale de la section 2 :

1<i<m E(e'sw)—ZP(N n)H(m)/m)+s)m
n =1

en l'appliquant a cet exemple , on obtient :

E (e’W) = Z Pi(N; = n, Ny = m) (ML) / A(1)+8)? (M(2) / A(2)+s)™

n,m

E3(e'sw) = 2 Py(N; =n, N, =m) (A1) / A(1)+s) (A(2) / A(2)+s)™

n,in

Remarque : le calcul de Ez(e’sw) , E4(e'SW) et Es(e'sw) n'est pas nécéssaire ici
puisque @, , O, et 05 sont nuls.

Ona:A(1)=2c¢et A(2)=3.

Il nous reste donc a calculer P/(N; =n,N,=m) et P;(N, =n,N,=m).

On voit de fagon immédiate sur le graphe que :
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(P13P31)n- 11313}935 si m=0 et n>1

Pi(N;=n,N; =m) = (p13p31)n-1p12(p24p42)m- 1p24p45 si m#0 et n=1
0 sinon
P31(P13P3)™ Lpyspas si m=0 et n>1

Ps(N;=n,N,=m)= P31 (P13P31)n-lplz(P24P42)m-1P24p45 si m=0 et n>1
P35 si m=0 et n=0
0 | sinon

Ce qui donne en remplagant les p;; par leurs valeurs et en passant aux valeurs
numériques dans les expressions de E;(eY) et E3(e'sw):

Ee™™)=1/Gs+4) + 9/(Gs+4)2s +3)

et
Ese™™)=1/3 + (2/3)E(e™W)
or, ‘
E€*W)=(1/2)Ee’WV) + (1/2)E,e™W)
soit :

E€*W)=1/6 + (5/6)E W)

si l'on note | 1a loi de W et |, 1a loi conditionnelle de W sachant X,=1, on a :
H=(1/6)3, + (5/6), ol §; est la masse de Dirac en 0

on remarque que El(e'sW) est la transformée de Laplace de la fonction suivante,
f(t) = (28 /3) e (4/ 3t _ g o-(3/2)t

d'ou l'on en déduit par un calcul simple :
L([0t])=1-7 e-(4/3)t | g o-(3/2)t

puis finalement :
POW <t)=p([0,5]) = 1-(35/6) e 4/t 5 (B/2)t

Deuxi¢me méthode : calcul de distribution de la V.A. W a partir des résultats des
sections 3) et 4) de ce rapport .

Dans ce cas particulier yon a: m-/ =/ = 2 ; pour une meilleure compréhension , on
choisit de remplacer l'indice m-/ par l'indice B et I'indice / par I'indice B .
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A partir de la matrice P, on déduit les quatre sous-matrices suivantes :

Q=| 0 12 D= [12 0
0 0 0 1
c=(230 Que=[ 0 0
0 12 | 0 0

etde la matrice A, ontire: Ap=diag(2,3) (matrice diagonale).

Ona:T=-Ag(I5- Qg-D(Ige- Qpe)!C) et B =gp +ope( Ige- Qge)'C
ce qui donne numériquement :

T=| -43 1 et B=(56,0)
0 -372 ' ‘

Onavuque:P(W<t)=1 -ﬁeTt_l_2
donc , par un calcul simple (diagonalisation de T) , on obtient finalement :
PW<t)=1-(35/6)e /3t 1502

qui est bien le méme résultat que celui de la premiére méthode .
" De la matrice T , on déduit aisément le schéma du graphe de transition correspondant au
processus réduit dont 1'état initial est (5/6,0, 1/6) :
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Exemple 2,
Soit le schéma suivant décrivant un processus markovien dont les taux de transitions
correspondent aux valuations des arcs:

4/15 1 1 4/15

Ona:m=5cestadire E = {1 ,2,3,4,5,6}.
On prend / =3 c'est a dire B={1, 2, 3}.
On choisit pour état initial : o = (1/4, 1/4, 1/4, 1/8 , 1/8,0). . ’

Le générateur infinitésimal de ce procéssus est:

(-1 12 172 0 0 0 \
4/15 -4/5 4/15 4/15 0 O
A = 4/15 4/15 -4/5 0 4/150
0 1 0 3 1 1
0 0 1 1 31

\ 0 0 0 o'oo]
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On en déduit :

( 0 12 12 0 0 O \
173 0 1313 0 O
13 173 0 0 13 0
0 113 0 0 w3113
0 0 1313 0 13

\0000401)

Pour cet exemple , comme dans le cas général , il est tres difficile de calculer la
distribution de la V.A. W a partir de la premiére méthode (cf exemple 1) ; on a donc recours
aux résultats des sections 3) et 4) de ce rapport ( i.e. deuxiéme méthode ) .

A partir de 1a matrice P, on en déduit les quatre sous-matrices suivantes :

0 12 112 \ 0 O
Q; = 173 0 173 D=1|13 0
173 113 0 / 0 173
C = 0 173 0 \ Q, = 0 1713
0 0 173 / 173 0
et de lamatrice A, on tire : A, = diag(1,4/5,4/5) (matrice diagonale) .

Ona:T=-Ay( ;- Q-D(L,- Q,)IC)

et

ce qui donne numériquement :

-1 12 112
4/15 -7/10 3/10
\ 415 '3/10-7/10

T

et B=(1/4,5/64,5/64)

Onavuque:P(W<t)=1-Belt1,

donc , aprés diagonalisation de T, on obtient finalement :
P(W<t)=1+aeXt+beYt

ol : x=(21+@2)12%) /30 ;5 y=(21-G2)12)/30

a=-(13/64)-(253/64(321)172) ; b =-(13764) + (253/ 64(321)112)
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De la matrice T , on déduit aisément le schéma du graphe de transition correspondant au
processus réduit dont 1'état initial est (1/4,5/64 ,5/64 ,19/32) :
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. CONCLUSIONS .

Dans ce rapport , nous avons essentiellement mis en évidence la distribution de W et la
caractérisation d'une autre chaine de Markov plus petite dont le temps d'absorption a méme
distribution que W . ‘ |

Les exemples trait€s ont été pris volontairement petits dans un but pédagogique (et aussi
- afin d'obtenir manuellement une expression formelle de la distribution de W ) , mais il est
possible d'appliquer les nouveaux résultats (calcul de la distribution de W ) A des systémes
ayant plusieurs centaines d'états . La difficult€ numérique est essentiellement celle du calcul
de la matrice T .

Enfin , le probléme traité dans ce rapport est A rapprocher de celui du de la distribution
du temps total de séjour W(t) dans B sur un intervalle de temps fini (0,t) .Pour ce dernier
probleme, il existe des méthodes numériques telles [TYER 84] (reposant sur la technique
de l'uniformisation [ROSS 83] ) et [SOUZ 85] mais ces méthodes ne permettent pas
d'obtenir la distribution de W.
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