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RESUME

Ce rapport résume une partie - environ la moitié - des études effectuées
dans le cadre du groupe de travail algerennes., Ces études portent toutes
sur le calcul des probabilités stationnaires pour des réseaux markoviens
dont 1l'ensemble des états est fini ou dénombrable., Ce rapport comprend
trois parties.

STEADY-STATE PROBALITIES FOR MARKOVIAN
SYSTEMS

ABSTRACT

This report is an account of some results stated by algerennes seminar
about steady-state probabilities for markovian systems. This report has
three independent parts,

* M.A. ASTOUATI, R. BELLAMINE, F. CHARLOT,-A. KHELLADI, T. LARDJANE,
O. LAGHA, M. LEBAH B. OUMEHDI et J. PELLAUMAIL.



CHANGEMENT DE VARIABLE ET PROBABILITES STATIONNAIRES

INTRODUCTION

Considérons un processus dont l'ensemble des états E est fini
ou dénombrable. Le calcul des probabilités stationnaires d'un tel processus
se raméne 3 la résolution d'un systeme (fini ou infini) d'équations linéaires
qui peut s'écrire AP=DP ol les "matrices carrées" (finies ou infinies) A
et D sont connues tandis que P est la "matrice uni-colonne" des probabilités

stationnaires.

Plusieurs auteurs ([Bog], [BoP], [...], etc...) ont proposé, dans
des cadres particuliers, des algorithmes de résolution du systéme AP =DP
qui reviennent, explicitement ou implicitement, 3 trouver deux "matrices"

R et Z, ob R est "calculable", telles que P=RZ , le nombre d'inconnues
apparaissant dans Z étant beaucoup plus faible que dans P, Le systeme -
initial devient alors ARZ =DRZ .

Nous proposons ici une amorce d'étude systématique de cette métho-
de. Plus précisément, au paragraphe A, on donne des conditions, assez géné-
rales, suffisantes pour avoir la situation expliquée précédemment. Un
exemple simple illustratif en est donné au paragraphe C. A notre connais-
sance, les deux cas ol la méthode du changement de variable apporte les
simplifications les plus spectaculaires sont, d'une part le cas ol il y a
une priorité (paragraphe D), d'autre part le cas ol les lois de service ne
sont pas exponentielles (paragraphe E) : dans ce cas, il faut utiliser la
P-modélisation (cf., [Pel]).

Par ailleurs, nous proposons, au paragraphe B, une méthode ori-

ginale de résolution (exacte ou approchée) du systéme ARZ =DRZ .

* par M,A, Astouati, R. Bellamine, F. Charlet, A. Kbhelladi, T. Lardjane,
0. Lagha, M, Lebah, B. Oumehdi et J. Pellaumail ' ‘
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Avant de terminer, nous tenons a remercier chaleureusement
1'équipe E VP de Lannion, notamment P. BOYER, pour ses conseils et ses
suggestions : & notre connaissance, c'est cette équipe qui a le plus

expérimenté la méthode du changement de variable.
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A. GENERALITES

A.1 Hypothéses de base

On considére un processus X := (Xt) markovien homogéne

ter
dont l'ensemble des états £ est fini ou dénombrable. On suppose que ce
processus X est ergodique et on ne s'intéresse qu'a son régime station-

naire. Pour tout couple (e,e') d'éléments de E avec e #e', on pose :

. 1 .
a(e,e') s= lim. = Proba [X, , =e'|X, =e] et a(e,e) := 0
! hvo h t+h t

Soit (p(e))eeE la probabilité stationnaire associée au pro-
cessus X ; cette famille de nombres positifs est caractérisée par les

deux conditions suivantes :

(i) r p(e) =1
e€L

(ii) quel que soit e élément de E, p(e) I a(e,e') = I p(e')a(e’',e)
: e'€E e'et .

Si E est fini, soit E := {0,1,...,N} , le systeéme (ii) peut
s'écrire AP =DP oU P est la matrice (uni-colonne) (N+1)x 1 définie
par Pi := p(i) et A et D sont des matrices (carrées) (N+1)x(N+1)

0 si i#j
définies par Ai,j := a(j,i) et Diaj $=
d(i) si i=j
N
avec d(i) := I a(i,k)
k=0

A.2 Cas ou E est fini

On considére d'abord le cas ot E := {0,1,...,N} .

Soit m et r deux entiers avec l&«r<«m , Pour tout entier
n tel que O0<«n<(N+l-m)/r , soit Z ' la matriee-uni-colonne’ & m-lignes

(matrice (mx1)) définie par"(‘Zn)i 'z p(rh+i=1),



On_suppose que, pour tout entier n tel que 0<&n< (N+1-m)/r ,
il existe une matrice Hn carrée (mxm), immédiatement calculable a partir

des coefficients a(e,e') et telle que

Zn"-l = Hn Zn .

Pgsons Jn i= Hn-l H'_'_2 ves Ho .

La relation précédente donne alors :
Zn = Jn Zo .

On peut donc calculer "linéairement" toutes les matrices Zn’
et donc 1a matrice P, en fonction de Zo ; autrement dit, on est ramené

a4 la détermination de la matrice Z0 qui comporte m inconnues.

Du point de vue "abstrait", le paragraphe précédent dit qu'il
existe une matrice ((N+1) xm) - appelons-la R- qui s'exprime simplement
en fonction des matrices Jn et telle que P= RZ0 . Cette relation repor-
tée dans le systéme initial (A-D)P = O donne (A-D)RZoz 0, c'est a dire
que 1'on s'est ramené & résoudre un systéme linéaire comportant m inconnues

alors que le systdme initial comportait (N+1) inconnue

En fait, du point de vue "concret", il n'y a pas lieu, en géné-
ral, d'expliciter la matrice R pour calculer le produit (A-D)R. Par ail-
leurs, on proposera ultérieurement une méthode de détermination de Z0
qui ne nécessite pas de résoudre le systeéme (A-D)R Zo= 0 (cf. Méthode

des convexes au paragraphe B).

A.3 Une situation assez générale

On suppose toujours que E 3= {0,1,...,N} et on va donner des
conditions suffisantes assez générales pour lesquelles les hypothéses du

paragraphe A.2 qui précéde sont satisfaites avec r=1.

N




On se donne donc un entier m, avec m>1, et on suppose qu'il
existe un entier q, avec 0<q<m, tel que, pour tout entier n avec 0<n<&N-m,

on a les deux propriétés suivantes :
(i) a(j,n+q) = 0 pour j <n et pour j >n+m

(ii) a(n+m,n+q) > O

On suppose, de plus, que pour tout élément n de E, on a p(n) >0:
ceci n'est pas une restriction mais signifie que E est l'ensemble des états

récurrents.

Soit n un entier avec O&«n&N-m .

Considérons 1'équation d'équilibre & 1'état k := n+q ; elle peut

s'écrire :

n+m
-Z p(jla(j,k)
J=n

p(k)d(k)

ce qui implique :

1 _ n+m-1
p(n+m) = {p(k)d(k) - = p(jla(j,k)}
a(n+m,k) Jj=n

autrement dit, p(n+m) est une fonction linéaire des p(j) pour n< j<n+m,

Appelons Z_ la matrice uni-colonne 2 m lignes (matrice (mx1))

définie par (Zn)i = p(n+i-1) pour lgigm.
La relation ci-dessus peut s'écrire

p(n+m) = K, Zr|

ol K est la matrice (1 xm) définie par

(K.). = -a(n+i-1,k)/a(n+m,k) pour ‘k;r.‘n+i-l

(Kn)k-n+l = d(k)/a(n+m,k)



Ceci peut encore s'écrire

Hdm,p = Ky 5 (B 5 =1 et

0 dans les autres cas.

(H)

n‘i,j

A.4 Les équations surabondantes

On garde les hypothéses‘donnéeé au paragraphe A.3 qui précade.

Pour calculer P en fonction de Z0 s Suivant 1'algorithme qui
précéde, on a utilisé les équations d'équilibre pour tous les états de la
forme n+q avec 0<n<«N-m. Les équations associées aux autres états cons-
tituent alors un systime de m équations dont la résolution permet de cal-
culer ZO : en général, ce systeme a une seule solution positive & une

constante multiplicative pres.

En général, les équétions d'équilibre associées aux états j pour
J<q permettent de calculer "linéairement® Z, en fonction des p(i) pour
i<m-q : on a donc (m-q) inconnues au lieu de m. Par ailleurs, les autres
équations surabondantes sont celles associées aux états J pour j »N-m+q .
Il s'agit donc d'équations "faciles" & expliciter, c'est 2 dire qu'il
n'est pas nécessaire de calculer explicitement (A-D)R + il suffit de cal-

culer Jn pour n »N-m+q .

A.5 Calcul de Jn

Les équations données en A.4 ci-dessus permettent de calculer
explicitement Jn . Plus précisément, la iléme colonne de Jn est égale 2

oy . |
Zn quand on prend (Zo)j 3= i,j 'F (Zo)j ol Si3j désigne le symbole de



Kronecker classique. Autfement dit, pour l«i<m (éventuellement pour
l& j<m-q), on pose (Z ) i j et on calcule’"formellement" le Zn

’
338001é comme 1nd1qué en A 3, ce qui donne Z $ on a ensuite

(Zn,--o Zn,..z )

Bien entendu, Z ne peut plus étre con31dérée comme une proba-
bilité : certains coefflclents de Z peuvent donc étre négatifs.

On note que les "calculs" sont les mémes quel que soit i :
seul (Z ) dépend de i, On peut donc calculer J en utilisant la technique
du calcul parallele.




B. LA METHODE DES CONVEXES"

B.1 Cadre général

On revient aux hypothéses générales données au paragraphe A.2.

Nous avons vu, précédemment, qu'on était ramené & calculer Zo’
c'est & dire & déterminer m - éventuellement (m-q) - inconnues positives

4 une constante multiplicative pres.

Une fagon de calculer Z0 est d'utiliser des équations surabon-
dantes, comme expliqué au paragraphe qui préceéde. Nous allons proposer
maintenant une autre méthode qui est utilisable méme si N=w, Cette méthode
est intéressante si m est "petit" par rapport a N, Elle a été testée sur
quelques exemples.,

Posons
C,:= {Z:2>0 et Yk, Ocken, 3,Z>0} et
t?n 1= {Z:Z€C et g |P(i)| =1 avec P=RZ}
ol Z est une matrice (;:?l) et ou JkZ »0 signifie que chaque terme de
Jk Z est positif., La famille (Cn)n>0 est une suite décroissante de cénes

cor:vexes ; en général, pour n grand, Cn se réduit "presque" A une demi-
droite. Dans ce cas, Z0 est "presque" déterminé puisque, évidemment, ZO
appartient 3 Cn’ quel que soit n.

De plus, considérons le cas ol l'on arr8te les calculs pour
n=s avec, évidemment, s« (N+l-m)/r . Soit Z_ un élément de C, et soit
Pa =R Za la matrice des "probabilités stationnaires" associde. Si Pe est
la matrice des probabilités stationnaires exactes et pour toute distance

d donnée sur RN+1, on a :

d(P_,P ) & Sup. d(P_,RZ)
a’ e Zésgs a

e qui peut donner une majoration :

[\1]
b o]
[=]
(7]
cr
@
L]
[
o
i
(=8
[«X
®
(/1]
©
lg]
L}
D
[
L]
o
[«%
c.
m
[1)]
114
-
[5)
=3
X
o
put
QO
Q.
(1]

des convexes,

* par M,A, Astouati, F. Charlot et J. Pellaumail



B.2 Cas ou E est infini

Introduction

Considérons le cas ol les hypotheses données au paragraphe A.2

sont satisfaites sauf que N =+ c'est 2 dire que E:=|N . Dans ce cas, il

n'y a pas d'"équations surabondantes".

Si on ne dispose pas d'un algorithme permettant de calculer

explicitement les probabilités stationnaires, la seule méthode "praticable"

est alors la méthode des convexes.

B.3 Existence et unicité

1°)

20)

Proposition 1 :

On suppose donc E := N et on pose C := N C, -
n>o

Alors C est une demi-droite (danism).

Preuve :

Notons d'abord que pour toutes les propriétés de ce type on peut se

la probabilité stationnaire d'&tre dans 1'état e pour la "chaine

"incluse" aux instants ou il y a un changement d'état. On a

ple) = K p(e) £ a(e,e')
el
La correspondance entre les propriétés de p et celles de p est

donc immédiate.

Puisque le systime est ergodique, C n'est pas vide. Par ailleurs,
considérons deux éléments Z et Z' de C ; soit P et P' les "matrices”
(infinies) associées ; P et P' induisent des mesures positives inva-
riantes pour la ch&ine incluse donc P et P' sont proportionnelles

(cf., par exemple, [Rev] th 3.1-10) donc Z et Z' sont proportionnels.
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B.4 Convergence

Proposition 2 :

On suppose toujours E :=IN. Pour tout entier n, soit Zn un
élément de C - On suppose que, quel que soit € >0, il existe un entier

u(e) tel que, quel que soit n>u(e), on ait

S Moz et oz
)X J, Z £ € z J 2
k=u(e) kn k=0 k™n
m
avec ||V = & |v(i)|

i=1

Pour tout entier n, on pose

pll‘(rk+1-l) := {(Jk Zn)i} lk‘n

n - . N
wm) 3= Toppl) et p(K) = ph(k)/u(n)
=0

P, = (pn(j))jzﬂ

Alors la suite (P ) converge dans 21 vers la probabilité

n’n>o
stationnaire P qui est associde &4 Z avec Z élément de C := N Cn .
n>o
Preuve :

1°) Pour tout entier n, Pn est une probabilité par construction. De plus,

quel que soit €» 0, il existe un entier u(e) tel que, quel que soit n :

z p_(k) £ e/r
kau(e) "

et la suite (P) admet une valeur d'adhérence P dans %, .
n’n>o 1

29) Pour tout entier n, soit Y, = (pn(k))

o<kgm=-1

Yn est proportionnel i Zn et appartient a Cn ; puisque (cf. proposi-
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tion précédente) C est réduit a une demi-droite, la-suite (Yn)n>o

converge dans R" vers Y. On en déduit la convergence de
(Jan , JlYn yeeoy JeYn)n>o vers (JOY goos JeY) pour tout entier e ;

ceci et le 1°) implique la convergence dans zl de (Pn)n>o vers P,

B.S Cas ou H est fixe

Théoréme :

On se place dans le cadre introduit en A.2, avec, notamment
Zn+l = Hn Zn et on suppose que Hn= H ne dépend pas de n. De plus on
écrit la matrice Z0 sous la forme Z°= KU ot K est une matrice (rec-
tangulaire) (mxs) et U est une matrice (uni-colonne) (sx1) : U cor- -
respond aux inconnues qui sont déterminées soit par les conditions asso-

ciées a la capacité limitée, soit par la propriété (f8) : % HH KU || <+e
n=o

quand la capacité est illimitée, Les relations Zo= KU correspondent

aux équations pour les états avec "peu de clients",

Soit H=E+F la décomposition canonique de la matrice H pour
laquelle EF =FE =0 et toutes les valeurs propres non nulles de E (resp.
F) ont un module <1 (resp. »1) : on peut, par exemple, obtenir cette

décomposition en considérant les réduites de Jordan.

Soit d le nombre (strictement positif) tel que, pour toute
matrice (mx 1) X, on ait H Z || <d ” X H ou X=Y+Z est la décomposition
(unique) de X telle que EZ=0 et FY=0 ,

1°) Soit U' la solution associée au cas 2 capacité infinie. Alors U' est,
a une constante multiplicative pres, la solution (unique) ‘du systeme
FKU' =0 .

29) On définit E’n comme en B.1'. Rappelons (cf. A,2) que r est le

nombre de fois ou chaque probabilité d'état apparait dans la somma-
[} .
tion I I (Hk)()l . Si X appartient 3 <en on a donc
k=o 1 .
n .
: 0t er
k=o 1



1°)

2°)
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Soit X et X' deux €léments de ek et X=Y+Z et X'=zY'+Z' les

décompositions associées; d'une part Y=zAY', d'autre part

2rd
- ' ——— o
lz-2' Il « =
Preuve :
On a évidemment H" = EN+F" ; de plus, pour tout vecteur X=Y+Z
[e ]
avec FY=0et EZ=0 ,» H'X=E"+F"Z ; onaaussi £ |[E"V]| < +w
n=o
et z ||FnZ || =+ sauf si Z=0 ; par hypothdse, le systéme consi-
n=o
[+
déré est ergodique, ce qui implique I || H™x | <+ pour X=KU'
n=o

donc, dans la décomposition X =Y+Z ci-dessus, Z=0 soit FX=0 , On

a donc, nécessairement, FKU'=0 ,

Réciproquement, H, U et K ayant été construites de fagon a
prendre en compte toutes les équations de C.K., on sait qu'il existe

une seule matrice U' (2 une constante multiplicative prés) telle que

£ ||H"KU'|| < +» (du fait de 1'ergodicité). Or, pour toute matrice
n=o ’ o o
U' telle que FKU'=0,ona I |JHKU'|l= = |JE"KU'||< +=

n=o n=o

donc le sous-espace vectoriel des matrices U' telles que FKU'= 0

est de dimension 1.

Soit X et X' éléments de €n ; soit Xn:HnX et X;\:HnX' ; soit
Xy = Yn+2n et Xp = Ylf]+2r" les décompositions de X, et X) comme
indiqué précédemment,

D'une part, pour tout entier n, || Z, | < d “Xn“ et
Nz Il < dlix |l
k k ; ‘
D'autre part, I || Xn I = ¢ = Xn £ r et, de méme,
K n=o0 n=o i
2 Uxrller
n=o I n 1

k.
On en déduit que 2 {|[z_ || + || 2! lit< 2rd
n=o
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2r d
k

On a donc, Sup. ||F™(Z-Z)|l ¢« sup. (||z_ ||+l Z' |]) «
ognsk osnsk M n-

Puisque toutes les valeurs propres de F, en restriction aux vecteurs Z

tels que £EZ= 0, sont de module supérieur ou égal a 1, on a

d
lz-21]| « 2L

Remargues

1°) Tout ce qui préctde s'étend au cas ot H dépend de n avec les hypo-

theéses adéquates, mais ceci conduit 3 un formalisme assez lourd.

2°) Le 2°) du théorgme qui précéde peut 8tre utilisé dans le cas a capa-
cité infinie (convergence dans la méthode du convexe) ; il permet
aussi de voir dans quelle mesure le cas & capacité infinie est une

bonne approximation du cas 2 capacité limitée.

B.6 Une autre approche

Le paragraphe B.5 qui préceéde montre que la connaissance des
valeurs propres de H donne une minoration de la vitesse de convergence
quand on utilise la "méthode des convexes". Toutefois, il n'est pas cer-
tain (?) que cette minoration soit la meilleure : en effet, le théoréme
qui suit (cf. [Ast]) donne une vitesse de convergence qu'il ne semble

pas possible d'obtenir simplement par 1'étude des valeurs propres.

Théoréme

a -b
Soit.ﬂ?l'ensemble des matrices A de la forme A :(’
-c d

avec a>0, b>0, ¢>0, d>0 et ad >bc. Pour tout élément A de (1’, soit
f(A) = (ad/be)-1 et soit C, l'ensemble des couples ‘(x,y) de réels tels
x>0, y>»0, ax-by »0, -cx+dy »0 et x+y =1 . .

On a alors les propriétés suivantes :



1°)

2°)

3°)

1°)

20)

3°0)

14

Le diamétre de C, est majoré par f(A)/VZ .
L'ensemble (7€est stable pour le produit matriciel.

Soit (Ak)14k4n gne suite d'éléments de a?telle gque, quel que soit

_ n
k, l«k<n, f(A)< e ;onaalors f( 7 Ak) < /(-1
k=1

Preuve :

. _.d b .
Le diamdtre de C, vaut & = (E:H - Z:EJ Y2 soit |

§= @ -1 VZ/1a+D0+d) < AT

a. =-b
Vérification immédiate ; plus précisément, si A ) et

a' -b!'
A' = ( ) s un calcul élémentaire donne
-c'! d'

FOAR') = F(AIF(AY)/ [2+F(A) +F(A") +u]

aa' dd?

(2]

L'égalité précédente implique
F(AAY) < FAIFCA')/ [2+F(A) +F(A") ]

L'inégalité donnée au 3°) se vérifie alors facilement en raisonnant

par récurrence croissante sur n .
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C. PREMIER EXEMPLE

C.1 Description du réseau

On considére un réseau ouvert comportant deux stations F et G
ou un réseau fermé comportant trois stations F, G et H. On suppose qu'il
n'y a gu'une seule classe de clients. Un état e du réseau sera un couple
(i,j) d'entiers ot i (resp. j) correspond au nombre de clients dans F
(resp. G). On suppose que le nombre de clients dans G est limité a J.
51 le nombre de clients dans F est limité & I, l'ensemble E des états
est E := {0,... I} x{0,... J} ; si la station F est a capacité infinie,
E :=INx{0,... J} .

On suppose que l'évolution du processus est markovienne relati-
vement & cet ensemble d'états et que chaque transition d'un état e a un
état e' correspond au déplacement d'un seul client, Le générateur infi-
nitésimal est alors caractérisé par les six familles de paramétres sui-

vantes :

e(i,j) (resp. e'(i,j)) 1= taux d'entrée d'un client en F (resp. G)
(quand 1'état est (i,j)).

d(i,j) (resp. d'(i,j)) 1= taux de départ d'un client de F (resp. G)
(vers lfextérieur si le réseau est ouvert ou vers H si le

réseau est fermé).

t(i,j) (resp. t'(i,j)) := taux de transfert d'un client de F vers G
(resp. de G vers F).

Autrement dit (cf. A.1) :

e(i,j) = a [(i,j),(i+1,5)] ... etc...

C.2 Equations

Soit p(i,j) 1la probabilité stationnaire d'étre dans 1'état

(i,j). Posons

* par M,A, Astouati, T. Lardjane et B. Oumehdi
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h(i,3) 1= (evel+ded!+tat!) (4, )
L'équation de Chapman-Kolmogorov associée & 1'état (i,j) peut s'écrire :

p(i+l,j) = {(ph)(i,j)-(pe)(i-1,3)-(pe')(i,j-1)
-(pd") (1, j+1)-(pt) (i+1,j-1)=(pt') (i-1,j+1)} /d(i+1,])

avec les conventions usuelles "aux bords" : p(-1,j) = 0 ... p(i,J+1) = O ...

etc...

Par ailleurs, posons f(i,j) = i(J+1)+j ; f est une bijection
de E sur IN (resp. {0,1,... N}} si G est & capacité infinie (resp.
limitée), avec N := (I+1)(J+1)-1 .

Considérons d'abord le cas ot G est & capacité limitée. La
bijection f permet d'identifier E et l'ensemble {0,1,... N}.
On suppose que, pour tout état (i,j) avec i »1, d(i,j) >0 . On vérifie
alors immédiatement que les conditions données en A.3 sont satisfaites
en prenant m := 2(J+1) et gq := J+1 . Toutefois, nous allons définir

Zn et Hn d'une fagon plus "économique"que celle proposée en A.3 .

Pour tout entier n, 0gn<I , soit Xn la matrice unicolonne

définie par X (j) t= p(n,j-1), pour 1< j<1+J .
Pour n=-1, posons X_l(j) = 0
Les équations de C.K. s'écrivent alors

= U X + VX + WX
nn n n-

Xn+1 n n+l 1

ot U, V et W, sont des matrices carrées (J+1) x(J+1) qui s'expriment

immédiatement en fonction des paramétres e, e', d, d', tett',

Par exemple :

U,(3,3-1) = -t(n+1,j-2)/d(n,j-1)

et Un(j,k) =0 pour k#j-1
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En fait, il n'est pas nécessaife‘d'expliciter ies matrices Un’
Vn et wn : il suffit de noter que la matrice (I-Un):est triangulaire et
immédiatement inversible. La relation peut donc s'écrire :

X = En Xn +F X .avec Cowe o

n+1 n n-l

o - ..l o - -l
Ep 2= (I-U)™7 Vet Foe= (I-U )77 W

n n

Posons alors, en utilisant les notations classiques par blocs :

X 0 I

xn+1 n+1 En+l

Les relations ci-dessus deviennent Zn+l = Hn Zn ,'ce qui raméne a la

situation indiquée en A,2 .

xi
)
ono

qu'il y a (J+1) inconnues auxiliaires (la matrice Xo). Ces inconnues guxi-

Pa; ailleurs, Xl = EO X0 soit Zo = ( c'est a dire

liaires peuvent &tre déterminées soit en utilisant la méthode des convexes (uti-
lisable méme si I =+®) soit (pour I<+«) par la relation EX;+F X; ;=0

C.3 Quand E_ et Fn sont fixes

Nous avons vu, en C.2, que l'on avait la relation

Considérons le cas ou les matrices En = £ et Fn = F sont
fixes., On-a alors :

X = Pn(E,F) X1 + Pn_l(E,F) F X0

n+l

ol Pn(E,F) est la somme de tous les mondmes distincts de degré n en E
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et F si on considdre que E est de degré 1 et que F est de degré 2.

Ceci se vérifie en raisonnant par récurrence sur n ; évidemment,
en général, £ et F ne commutent pas ; il faut donc distinguer EF et FE.
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D. DEUXIEME EXEMPLE : CLASSE PRIORITAIRE *

D.1 Introduction

On étudie un réseau markovien ergodique, composé de deux sta-
tions avec deux classes de clients - 1'une des deux étant prioritaire
dans une station et les lois de service étant exponentielles - pour lequel
on va donner un algorithme simple permettant de calculer effectivement,
avec un ordinateur, les probabilités en régime stationnaire, moyennant la
"ﬁéthode de changement de variable", qu'on notera par la suite : M.CV .
En fait, dans cette partie, la M.C.V est utilisée & deux niveaux (M.C.V2) .,

Plus précisément, la M.C.V permet de remplacer le vecteur initial

des inconnues, qui dépend de 4 paramdétres par un vecteur d'inconnues

auxiliaires qui dépend de 2 paramétres.

D.2 Hypothéses et notations

On considére un réseau ouvert ergodique R constitué de deux
stations, que l'on appellera E et F, avec 2 classes de clients, les

lois de services étant exponentielles.

On suppose que :

- & chaque instant, 1l'évolution ultérieure du réseau ne dépend que du

nombre de clients de chaque classe dans chaque station,

- l'ordre dans lequel les clients sont arrivés dans les deux stations

n'intervient donc pas,

- chaque station est & capacité limitée pour chaque classe,

On appellera e état du réseau R un 4-uplet (il ,i2 ,jl ,jz)
oli, pour tout k, k=1 ou 2, ik (resp. jk) désigne le nombre de clients
de classe k dans la station E (resp. F). Pour cet ensemble d'état, 1'évo-

lution du réseau est markovienne.

Les hypotheses sont les hypdthéses habituelles : notamment la

% par ‘M, Lebah et J. Pellaumail
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probabilité d'avoir deux clients qui se déplacent entre t et t+dt est
un infiniment petit en dt d'ordre deux (et donc négligeable). On se

limite au cas ol les clients ne peuvent pas changer de classe.

Soit k un entier tel que lgk<K et e un état de R, on

notera par :

- Ik (resp. Jk) la capacité de la classe k dans la station E
(resp. F),

- ak(e) (resp. a&(e)) le taux d'arrivée de la classe k en E

(resp. F) si R est dans 1'état e,

- tk(e) (resp. t&(e)) le taux de transfert de la classe k de
E vers F (resp. de F'vers E) si R est dans 1'état e,

- dk(e) (resp. d&(e)) le taux de sortie de la classe k en E
(resp. F) si R est dans 1'état e.

Evidemment, on suppose que si la station E (resp. F) pour la

classe k est :
- vide alors les taux d, et t, (resp. dy et t&) sont nuls,

- pleine alors les taux a, et t& (resp. a|, et tk) sont nuls ,

On notera :

- E+6k-6L (resp. e+6&-6k) 1'état e avec un client de classe

k en plus en E (resp. F) et un client de classe k en moins en F (resp.

- e+6k (resp. e+6é) 1'état e avec un client de classe k en

plus en E (resp. F),

- e-ék (resp. e-G&) 1'état e avec un client de classe k en

moins en E (resp. F).

On notera p(e) la probabilité stationnaire, pour le réseau R
d'étre dans 1'état e avec la convention usuelle ;: p(e) :=0 si e con-

tient une composante négative.

Les équations de C.K. (Chapman-Kolmogorov) pour tout état e,
sont 3

E),
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2
(Bp)(e) = I ((akp)(e-ﬁk)+(a|'<p)(e-<5|'<)+(tkp)(e+6k-6t'<)+
k=1
(t&p)(e-ék-'-é"()ﬂn-(dkp)(e+6k)+(dl'<p)(e+<Sl'<) )
2
ou, pour tout état e, B(e) := I (ak-fa&-ftk-+t&-+dk-rd&)(e) .
k=1

On suppose que la classe 1 est prioritaire (avec préemption)
dans la station E, c'est 2 dire que le taux de service (t2+d2) de la
classe 2 dans la station E est nul dés que le nombre il de clients de

classe 1 en E est non nul.

On suppose aussi que, pour tout état e := (il ,i2 ’Jl ,jz)

avec j,>0, on a dé(e)>0 .

D.3 Inconnues auxiliaires et premiére étape

Les inconnues auxiliaires que l'on choisit sont les probabilités

p(e) pour les états de la forme e := (il , 0, jl,U) et ceux de la forme

e = (090,Jl,j2).

Le probléme est donc de montrer que 1'on peut calculer (linéai-
rement) toutes les probabilités p(e) en fonction des seules inconnues

auxiliaires indiquées précédemment.

La premigre étape consiste & calculer les probabilités p(e)

' pour les états de la forme e = (il,O,jl,jz). Pour cela, on raisonne par
récurrence croissante sur jz en commengant par jz =0 . Supposons donc que
l'on ait su calculer (en fonction des seules inconnues auxiliaires) les
probabilités p(e) pour les états e = (il,O,jl,jz) tels que jz .sj; :
pour j; = 0 , ces probabilités font partie des inconnues auxiliaires, ce

qui donne l'initialisation du raisonnement par récurrence.
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L'équation de C.K. relative & 1'état (11, ,31,32), avec 11 %1,
permet de calculer p(ll,U,Jl,l+J2) puisqu'on a supposé d'(e+6') >0 ce qui
achéve le raisonnement par récurrence : rappelons que les p(O O,Jl,l+32)

font partie des inconnues auxiliaires.

D.4 Deuxiéme étape

Dans la premidre étape, on a calculé, en fonct@on des seules
inconnues auxiliaires, les p(e) pour e :(il,O,jl,jz). Le calcul des autres
probabilités p(e) est alors standard : il se fait par récurrence croissante
sur 12. La premiére étape donne 1'initialisation (cas 12.-0) Ensuite, sup-
posons connues les p(e) pour les états de la forme (.,¢2,.,.) avec 126112 ;
les équations de C.K. pour les états e de la forme e = (0, 12,,, .) ou
e _(1l,l+12,.,.) avec 1].>0 ne font intervenir que les probabilités des
états de la forme e -(.,1+12,.,.). On a donc un syst2me linéaire avec
autant d'inconnues que d'équations. Ce systime S(i;) a une seule solution

(réseau ergodique), ce qui ach2ve le raisonnement par récurrence,

D.5 M.C.V.2

On a donc, pour chaque valeur de i; s & résoudre le systeéme
S(i;) f on peut, pour ce faire, utiliser les algorithmes classiques de
résolution de systémes lindaires. Toutefois, il est en général préférable
d'utiliser un algorithme spécifique qui revient a adopter la méthode du
changement de variable a un deuxiéme niveau (M.C.V.2) en procédant comme
suit.

Rappelons que les p(e) pour e de la forme e = (.,iz,cgo)
avec izs:i; sont déja "calculées". Introduisons comme nouvelles incon-
nues auxiliaires (intermédiaires) les p(e) pour e de la Forme-

e = (.,l+i;,.,0) - soit (l+Il) (l+Jl) nouvelles inconnues., En raisonpant

par récurrence croissante sur jz, on peut alors calculer -en fonction de

ces nouvelles inconnues auxiliaires et des p(e) antérieurement "calculées"



les p(e) pour les états de la forme e = (.,1+i;,.,.) (donc j2 quelcon-
que). Plus précisément, 1'équation de C.K. pour 1'état e si il> 0 ou

(e-éz) si i;=0 permet de calculer p(e+6é) puisque dé(e+dé)>[L

Enfin, il reste, comme équations "supplémentaires", les équa-
tions liées aux états e de la forme (.,l+i;,.,32) qui permettent de
calculer les nouvelles inconnues auxiliaires. On a donc remplacé la ré-
solution d'un systeéme a (l+Il)(lle)(l+32) équations par la résolution
d'un systéme a (l+Il)(1+Jl) équations.

0.6 Conclusion

Pour le réseau considéré, le systéme des équations de C.K.
comporte (1+Il)(l+12)(l+Jl)(l+Jz) inconnues (et autant d'équations).
L'étude qui précéde montre qu'on peut se ramener & la résolution de 12
systémes 2 (l+Il)(l+Jl) inconnues {cf. D.5) puis & la résolution d'un
systéme 2 [(1+11)(1+Jl)+(1+31)(1+32)] inconnues (cf. D.3).
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E. JROISIEME EXEMPLE : FILE GI/GI/1™

E.1 Introduction

L'objet de ce paragraphe est d'expliquer un algorithme qui
permet de calculer, rapidement et avec une faible taille mémoire, les
probabilités stationnaires d'un réseau fermé comportant deux stationg
dont les lois de service ne sont pas exponentielles. Ce méme élgorithme
permet aussi de calculer, avec 1'approximation souhaitée, les probabilités
stationnaires d'une file unique généralisant la file GI/GI/1. La générali-
sation réside en ce que tous les taux peuvent dépendre de tous les para-
métres d'état.

Globalement, la méthode proposée est analogue a celle de la
chaine incluse : les gains en taille mémoire et temps de calcul reposent

sur l'utilisation de la P-modélisation introduite dans [Pel].

Pour plus de détails, voir [Oum].

E.2 Description du modéle

Soit J, K et M trois entiers strictement positifs, Soit J'
fesp. K', M') 1'ensemble des entiers j tels que 1<j<J (resp. lsk«K,
O<mg<M), On pose soit E := (J' xK'xM') (cas d'un réseau fermé), soit
E = (3' xK' xN) -oUN est 1'ensemble des entiers - (cas d'un réseau ou-
vert).

Le modele considéré est un processus markovien homogéne (Xt)teT
qui admet E comme ensemble des états et qui évolue en temps continu :
en fait, on ne s'intéresse qu'a la loi stationnaire de ce processus qui
sera supposé ergodique, La loi d'évolution de ce processus est caractérisée
par son générateur infinitésimal ; autrement dit, elle est caractérisée par

la fonction positive g définie sur (E xE) par :

gle,e') := éig. {%-Proba [xt+h =g! Ixt =e] }

* par B. Oumehdi et J. Pellaumail



25

On supposera que, pour tout état e, g(e,e) =0 ce qui ne res-

treint en rien la généralité du processus étudié.

Nous allons maintenant définir cette fonction g. Pour cela,
nous supposons données deux fonctions positives, a définie sur (ExJ')

et d définie sur (ExK'). On pose alors :

(i) quel que soit (j,k,n,j') élément de (ExJ') avec j'#1 :

9 [(jyk,n)’(j'ykyn)] = a(j;k,n,j')

(ii)  quel que soit (j,k,n) élément de E :

g [(j,k,n),(l,k,n+l)] = a(j,k,n,1)

(iii) quel que soit (j,k,n,k') élément de (ExK') avec k'#1 et n>1 :
g [(j,kyn)y(jv k'vn)J = d(j,k,n,k')
(iv)  quel que soit (j,k,n) élément de E avec n>1 :

g [(J;k’n)a(jyl’n‘l)] = d(j,k,n,1)

(v) g(e,e') = 0 dans tous les autres cas.

E.3 Exemple

Ce qui préceéde permet notamment d'approcher (autant qu'on le
veut) une file GI/GI/1, ou de modéliser un réseau fermé composé de deux
stations Sl et S2 avec un seul serveur et dont les lois de service peu-
‘vent étre associées & un ensemble fini d'états fictifs. Dans le cas d'une
file PH/PH/1 (resp. un réseau (Sl,Sz)), n correspond aux nombres de’
clients dans la file (resp. dans SZ)’ J correspond a 1'état fictif pour
la loi des inter-arrivées (resp. pour la loi de service dans la station
Sl) et k correspond a 1'état fictif pour la loi des départs (resp. pour

la loi de service dans 52).

Pour toutes les lois considérées, on suppose qu'il s'agit d'une
modélisation avec pivot, c'est & dire que, un départ ou une arrivée se

produit & chaque fois que 1'état fictif associé reprend la valeur 1 (cf.

[Pe1]).
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En fait, le modele proposé est beaucoup plus général que les
deux exemples donnés ci-dessus puisque tous les taux (non nuls) peuvent
dépendre de tous les paramétres qui interviennent dans les états consi-
dérés,

E.4 Hypothéses sur les fonctions a et d

Si le réseau est fermé (n<«<M) on doit évidemment avoir
a(j,k,M,1) = 0. De plus, on suppose que ces fonctions sont telles que le

processus (Xt)t€1. associé est ergodique.

Par ailleurs, les algorithmes proposés ultérieurement nécessi-
tent quelques restrictions complémentaires sur 1'évolution des états fic-

tifs. On suppose donc que :

(i) a(j,k,n,j') =0 sionaalafois j'<j et j'#1

(ii)  d(j,k,n,k') = 0 si on a & la fois k'<k et k'#1

On note que ces hypoth&ses portant sur les fonctions a et d
sont un peu moins restrictives (avec des notations différentes) que les
hypothéses données dans [Pel].

E.5 Principe de L'algorithme

Soit p(e) la probabilité stationnaire, pour le processus (xt)teT
d'étre dans 1'état e. On définit la matrice (uni-colonne) ((J+K) x1)

de la fagon suivante :

e

pour l&j<d, (Z ). :=p(j,1,

J

)
/

n’j '
3 )
pour l¢kgK-1, (Zn)J+k t= I p(j,k+l,n) a(j,k+1,n,1)
J=1
J
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La base de cette étude consiste a noter que, d'une part on
peut (facilement et directement) calculer toutes les probabilités {p(e)}eeE

en fonction des matrices (Zn) d'autre part, Zn+ se calcule linéai-

’
rement en fonction de Zn. Cezi’oest vrai pour n >0, lEn raisonnant par
récurrence sur n, on peut donc calculer toutes les probabilités station-
naires en fonction de la seule matrice Z0 . Pour k>o, (Zo)J+k =0
(ef. E.2.(iv)).

Enfin, les "inconnues auxiliaires" {(Zo)j}lsj-sJ sont déter-
minées, soit par les équations de C.K. liées aux états e =(j,k,M) (si

la capacité est limitée & M), soit par la méthode des convexes.

Le fait qu'on puisse calculer Zn+1 en fonction de Zrl corres-
pond & la méthode bien connue de la "chaine incluse" : ici on considire
la chaine incluse aux instants ou il y a soit un départ, soit une arrivée.
Toutefois, la modélisation avec pivot (ici pour les arrivées et pour les
départs respectivement) évite l'utilisation du théoréme de renouvellement

ainsi que tous les calculs, souvent complexes, qui s'y rattachent.

Plus précisément, considérons les équations de C.K. pour les
.états e de la forme e= (j,k,n) avec j#1, k#1 et de la forme e = (j,1,n~1)
avec j#l (pour n fixé) ; il y a JK.telles équations j ces équations font inter-
venir exclusivement les probabilités p(e) pour e = (j,k,n) avec j#1 et k#1
et les matrices Zn et Zn-l : en les résolvant, on obtient donc ‘Zn en fonc-
tion de Zn-l .
Jusques ici, on n'a pas utilisé les conditions E.4.(i) et (ii) :
si ces conditions ne sont pas satisfaites, ce qui précdde montre que, en
général, pour chaque valeur de n, on a & inverser une matrice a JK
lignes et colonnes. En fait, le paragraphe qui suit montre que les condi-
tions E.4.(i) et (ii) permettent de calculer directement et rapidement

Zn+1 en fonction de Zn sans inversion de matrice,
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€E.6 Passage de n a n+l : initialisation

Dans ce paragraphe n est fixé ; le probléme est de montrer
comment calculer Zn en supposant Zn-l connu, Pour alléger les notations,
appelons Uj la famille des p(e) pour les états de la forme e =(j,k,n),
l<k<K,

Considérons d'abord les équations de C.K. pour les états
e=(1,k,n) avec k>2 et pour 1'état e=(1,1,n-1) ; ces équations font
intervenir exclusivement les probabilités p(e) pour les états e = (1,k,n)
avec k >1 et la matrice Zn-l 3 en les résolvant on peut donc célculer les
p(e) pour e de la forme e=(1l,k,n), k>1 en fonction de Zy (cet aspect

de 1'algorithme repose essentiellement sur la condition E.4 (ii)).

En fait -et ceci utilise la condition E.4.(i) - la résolution
se fait directement en utilisant une M.C.V.2 (cf. D.4) mais avec une

seule inconnue auxiliaire, a savoir x := p(1l,1,n).

Supposons donc, provisoirement, x connu. On raisonne alors par
récurrence croissante sur k ; l'équation de C.K. lide a 1'état e =(1,k,n)
pour k »2 permet de calculer (lindairement) la probabilité de cet état
en fonction de x, de Zn-l et des probabilités des états e pour e=(1,h,n)
2<h <k. Enfin, 1'équation de C.K. associée a 1'état e =(1l,1,n-1) permet
de calculer x en fonction Zn—l exclusivement. Une fois que 1l'on connait

X, le raisonnement ci-dessus donne la famille Ul .

Au niveau de la programmation, on prociéde en trois étapes, avec,
a chaque étape, les mémes calculs formels (calcul des probabilités p(1,k,n)
en raisonnant par récurrence croissante sur k). A la premiére (resp.
deuxidme) étape, on fait "comme si" on avait x=0 (resp. x=1) ; & la
fin de la 2iéme étape, on calcule x 3 enfin, & la troisiéme étape on cal-
cule les probabilités p(1,k,n) .

E.?7 Calcul des Ui

L'entier n est toujours fixé. On vient de voir, en E.6, que
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1'on pouvait calculer la famille Ul en fonction de Zn-l' On raisonne
alors par récurrence croissante sur j. Supposons que 1l'on ait su calculer
en fonction de Zn-l’ les familles Uh pour 1<£h<j. On calcule alors Uj
suivant le méme principe que celui utilisé pour Ul . Provisoirement, on
introduit 1'inconnue auxiliaire x=p(j,1,n) ; on calcule p(j,k,n) pour
k »2 en raisonnant par récurrence croissante sur k et en utilisant
l'équation de C.K. associée & 1'état (j,k,n). Enfin, on détermine x 2

l'aide de l'équation de C.K. associée a 1'état (j,1,n-1).
Enfin, compte tenu de la définition de Zn’ il est évident que:

1'on connait Zn dés que l'on connait toutes les familles Uj y 1<j<d,

Ceci achtve le raisonnement par récurrence sur n.

E.8 P-modélisation

Dans [Pel], la modélisation avec pivot considérée est un peu
plus restrictive que celle proposée précédemment. Plus précisément, elle
revient & remplacer les conditions E.4.(i) et (ii) par les deux conditions

suivantes :

0 pour (j-1)(j'-1)(j'-j-1) #0

(1) ald,k,n,j")

(ii)  d(j,k,n,k') = 0 pour (k-1)(k'-1)(k'-k-1) £ O

Si cela n'augmente pas trop le nombre d'états fictifs, il y a
intérét 3 ce que ces conditions E.8.(i) et (ii) soient satisfaites. En
effet, elles permettent de diminuer sensiblement les tailles mémoires

nécessaires et le nombre de calculs. a:effectuer.

Notamment, le nombre de calculs a effectuer peut &tre estimé

de la fagon suivante quand on limite n a M :

1°) Si on utilise la méthode "classique" de la chaine incluse, et sans
compter les calculs liés au théoréme de renouvellement ni le calcul
final de Z0 y on a, pour chacun des J "vecteurs de base" lids 2 Z0

M systémes linéaires a résoudre, chacun d'eux comportant JK inconnues
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(et étant, en général, mal conditionné).

Par contre, si on procéde comme indiqué précédemment, avec les
conditions E.8.(i) et (ii), le nombre d'opérations peut facilement &tre
estimé 2 15KMIZ

initialisations et les calculs finaux (cas ou K est grand).

multiplications et autant d'additions si on néglige les

De plus, dans ce cas, la taille mémoire nécessaire est de 1l'ordre

de 6KJ, si on ne compte pas la mémoire utilisée par les paramdtres a et d.

Enfin, si on procéde directement (sans utiliser la méthode de
la chaine incluse), on a & inverser une matrice creuse qui a MJK lignes

et colonnes.

La faible taille mémoire nécessaire et le nombre relativement
peu €élevé de calculs 3 effectuer ont permis d'implanter, sur un micro-
ordinateur, l'algorithme expliqué précédemment avec les conditions
E.4.(i) et E.8.(i).

Notamment, on a testé dans quelle mesure une combinaison de
lois constantes, pour la loi de service, pouvait &tre approchée par une
combinaison de loi d'Erlang : on s'est limité & J=2 et M=20 ; par _

contre on a fait varier K de 2 a 100.

Le programme a été vérifié en considérant des réseaux de Cox
pour lesquels la loi associée est, en fait, la loi exponentielle : pour
plus de détails, voir [Qunﬂ.
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F. UN CAS PARTICULIER SIMPLE *

F.1 Introduction

On va maintenant donner un exemple pour lequel la "méthode des
convexes" est particulidrement facile & étudier et & mettre en oeuvre.
Cet exemple contient notamment le cas d'une file GI/M/r '"généralisée" }
la méthode proposée a été implémentée sur ordinateur et se révele Btre
extrémement efficace. Cependant, malgré 1'abondance de la littérature sur
1'étude de la file GI/M/1, il semble que cette méthode n'a pas été exploi-
tée précédemment.

L'une des "généralisations" par rapport & la file GI/M/r réside

dans le fait que tous les taux g(e,e') peuvent dépendre des états e et e'.

F.2 Notations et hypothéses

Soit m et n deux entiers, my1l, nx1l, Soit J l'ensemble des

entiers j tels que lgjgm.

L'ensemble E des états est l'ensemble des couples (j,k) avec
J élément de J et Ogkgn, Pour Ogckgn, on appelle Ek 1'ensemble des
couples (j,h) avec j élément de J et Oghgk : on a donc E=E_.

La fonction positive g définie sur (ExE) est supposée satis-

faire aux propriétés suivantes :
1°) 9[(i,h),(j,k)] =0 pour |h-kl>1.

2°) 11 existe deux fonctions positives u et vy définies sur E telles
que g[(i,k-l),(j,k)] = u(i,k)v(j,k) .

3°) Quel que soit k, O0<kgn, et pour tout couple (e,e') d'éléments de Ek ’
. . - - 1
il existe une séquence (wj)lsjsh; telle que vy=e, v =e et, quel
que soit j, l<j<h, vy appartient 2 E et g(wj,wj+l);£0 .

* par R, Bellamine et J. Pellaumail
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La propriété 3°), pour k =n, implique que le systime est ergodi-
que. On appelle q la probabilité stationnaire c'est & dire l'unique fonc-
tion (positive) définie sur E et qui satisfait aux deux propriétés sui-

vantes

(1) quel que soit e, q(e) Z g(e,e') = L q(e')g(e',e)
e' e'

(ii) Zq(e) =1
e

F.3 Théoréme

Soit X, la matrice (mx 1) -matrice uni-colonne - dont le terme
de la j-i2me ligne est défini par (xk)j = q(j,k). Alors, quel que soit k,
O<k<n, il existe une matrice (carrée) (m xm) A qui ne dépend que de
g(e,e') avec soit e=(i,k), soit (e,e')=((j,k+e),(i,k)) -avec €=+l
ou €=-1 - et qui est telle que Xk =Ak Xk.‘_1 « Cette matrice est a termes
positifs,

Preuve :

1°) Pour e= (j,k), la condition (i) s'écrit :

(1) q(e) E' g(e,e') = u_j +ug+u;  avec

m
u; = h);l q(h,k+i)g [(h,k+1),(j,k)]

Par ailleurs, la condition (i) implique

m m
(2) bX r qlh, k-l)g[(h k=1),(x, k)] = v
x=1 h-l

m
avec v' = T ;; q(y,k)g[(y,k) (x5k=1)]

x=1 y=l

Compte tenu de la propnété 2°) de la fonction g, cette relation (2)

peut aussi s'écrire :




2°)

30)
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m m
I vix,k) I q(h,k-1)u(h,k) = v'
x=1 hsl

Ce qui implique :

m
u = v(i,k) v'/ . v(x,k)

x=1
La relation (1) peut alors s'écrire Bk Xk=(3k xk+l ou Bl< et Ck sont deux
matrices (carrée)(mxm) qui ne dépendent que des coefficients g(e,e')

avec soit e= (i,k) soit (e,e!) = ((j,k+€),(j,k)), j fixe, 1€i<m et
€=+l ou e=-1,

On va maintenant prouver que les matrices Bk y 0€k<«n-1, sont inver-

sibles. Pour cela, on va raisonner par récurrence croissante sur k.

Considérons d'abord le cas k =0, Le systdme global est ergodique,
donc il existe deux matrices uni-colonnes X0 et X1 telles que

BO XO=CO Xl 3 si la matrice Bo n'est pas inversible, son noyau n'est
pas réduit a 1'élément 0 et il existe X(')# XO tel que Bo X‘_!):l'_‘0 Xl :
la famille q' associée 2 (X"),Xl,... Xn) est alors une solution de
(i) distincte de q ce qui contredit l'unicité liée a 1'ergodicité.
Supposons alors que les matrices Bk soient inversibles pour k< j.
Pour k< j, on pose Ak: B;l Ck . On sait qu'il existe deux matrices

i- X . t . X.=C.X. , ., Si i
uni-colonnes XJ et XJ_'.1 elles que BJ XJ CJ XJ+1 Si la matrice

Bj n'est pas inversible, il existe Xj #Xj telle que Bj Xj =Cj Xj+l "

La famille q' associde & (.ye.e, l\j_2 Aj-l Xj , Aj—l Xj , Xj ,XJ.+1,XJ+2,...)

est une solution de (i) distincte de q ce qui contredit 1l'ergodicité.

I1 reste a prouver que la matrice Ak-l = B;il Ck-l est a termes posi-

tifs. On fixe donc k. Soit i un élément de J. Soit g' la fonction

définie sur (Ek xEk) de la fagon suivante :

a) g'(e,e') :=g(e,e') si e oue' n'est pas de la forme (j.,k) avec
J éléments de j
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b) g'[(i,k),(4,K)] =0

) g'[(dk ,(5,k)]

r si j#i

La propriété 3°) de la fonction g implique que le systeme (Ek,g')

k-1 et X&

termes de ces matrices sont positifs et on a X&_l= Ak-lxi : rappelons

est ergodique., Soit X les matrices associées & g' ; tous les
en effet que les matrices Bk-l et Ck-l (et donc la matrice Ak-l) ne
dépendent pas de g(e,e') pour e=(j,k) et e'=(j',k) .

Quand r tend vers l'infini, la matrice Xi tend vers une matrice dont
tous les termes sont nuls sauf celui de la i-igme ligne : ce qui précdde
montre que la matrice uni-colonne Ak-lxﬂ .est a termes.positifs, clest
3 diré:.que (en passant 3 la limite) Ak-].ui est une matrice & termes
positifs ol Ui est la matrice uni-colonne dont tous les termes sont
nuls sauf celui de la i-i2me ligne qui est égal a 1. Ceci étant vrai
quel que soit i, la matrice Ak-l est elle-méme & termes positifs, ce

qui achdve la démonstration.

F.4 Méthode des convexes si Ak est _inversijble

Nous allons montrer maintenant que, dans le cas étudié dans ce
paragraphe, la méthode des convexes est trés simple & mettre en eeuvre,
Définissons d'abord les matrices Jk par récurrence sur k en posant
-1

J

JO = matrice unité et Jk = Ak k-1°

Comme en B,1, posons :

C,t={2:Z>0 et Vu, 0<uck, 3,70}

Rappelons que la notation Z %0 signifie que tous les termes de

la matrice Z sont positifs.

ice A est 2 termes positifs (quel que soit k)

Comme en F,3, appelons Ui la matrice uni-colonne (mx 1) dont

tous les termes sont nuls sauf celui de la i-idme ligne qui est égal a 1.
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m
Une matrice V (m x1) est positive si et seulement si V = I ViUi ol
(vi)igish est une famille de nombrés’positifs., Puisque Z appartient 2 Cpo

si et seulement si V := Jk 2%0, on obtient que Ck est 1l'ensemble des

3

matrices Z de la forme L v, J;lu. .
Cqop 4 i

Autrement dit, Ck est le cone convexe issu de 0 dont les bords

Lu .

sont les demi-droite socié K i
S roites associées aux vecteurs (Jk i’1<i<m

F.5 Exemples

L'exemple essentiel pour lequel toutes les hypoth2ses données
en F.2 sont satisfaites est celui de la file GI/M/r sous réserve gque la
loi du délai entre deux arrivées soit modélisable par 1l'intermédiaire
d'états fictifs, Dans ce qui précéde, on a supposé que l'ensemble des états
est fini, c'est 3 dire que la file est & capacité limitée n : si la file
n'est pas a capacité limitée, on peut utiliser tout ce qui précéde et faire

tendre n vers 1l'infini,

La "méthode des convexes" est particulidrement intéressante si
la probabilité d'atteindre la capacité limite est faible, c'est a dire si
les contraintes quand cette capacité limite est atteinte n'interviennent
pratiquement pas : en effet, dans ce cas, utiliser ces contraintes conduit

a des erreurs de calcul considérables,

La méthode proposée précédemment est également la "bonne méthode"
pour calculer les probabilités stationnaires si on considére une file
M/GI/1/c, & capacité limitée n, dont la loi de service est modélisable par
des états fictifs et quand la probabilité d'avoir une file vide est faible
(situation de saturation) } dans ce cas utiliser les équations assocides
aux états pour lesquels la file est presque vide conduit A des erreurs de
calcul considérables. On se raméne & la situation antérieure en interver-
tissant les réles de k et (n-k) .
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Fe6 Cas infini et A matrice fixe

Considérons le cas ol n est trds grand (éventﬁellement infini),
ol la probabilité stationnaire "charge" essentiellement les états (j,k)
pour lesquels k est "petit" et ol la matrice Ak est fixe pour k>r
ces conditions sont satisfaites si on. considére la file GI/M/r. Dans ce
cas, le convexe Cg (resp. C_) est "presque" (resp. exactement) réduit 2
une demi-droite. Donc, pour connaitre ce convexe, il "suffit presque" d'en

connaftre une demi-droite.

Soit Y la limite, en direction, des matrices A" Ui quand n
tend vers 1'infini (cf., F.4 et B.3). La matrice Y &st définie & une cons-
tante multiplicative prés, elle est 2 termes positifs et est telle que
AY zaY avec a>0 : si on suppose que le systeéme est ergodique quand n-
tend vers 1'infini on a méme a> 1,



SUR LA RESOLUTION D'UN SYSTEME
D’EQUATIONS LINEAIRES
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(deuxiéme partie)

RESUME

On donne la solution exacte d'un systéme particulier d'équations linéaires..

Des applications seront données dans la troisizme partie,

ABSTRACT

The exact solution for a specific system of linear equations is stated,

Some applications will be given in next part,



38

NOTATIONS

Pour tout entier k, k2, on pose :
T(k) :=T) t={1,...,k} :=ensemble des entiers j avec 1< j<k .

Uk :=ensemble des (k-1)-uplets d'éléments de (Tkka). Un &lément v de
U, peut donc s'écrire ¢

v==((vl’vi) "“’(vi’vi)'"”’(vk-l’vl'(-]))

V, :=ensemble des &léments v :=(...(vi,v{2...) de U, qui sont tels
3 - L ]

que, pour l&j<k-1, vi <vj+‘

wk est le sous-ensemble de V, constitué des é&léments

et, pour I<jgk=1, Vs #VJ! .

v :=(...(vi.vi)...) qui satisfont 3 la propriété suivante : il
n'existe pas d'application h définie sur Tj , avee 1<j<k , 3

ot .
valeurs dans Tk-l et telle que Vi(1) vh(j) et, pour 1<i<j,

Vh(i+1) =Vh(i) °

Dans ce qui suit, § est le symbole classique de Kromecker, c'est

u,v

3 dire que éu,u t=1 et, si ut¢v, au,v =0 ,

Etant donné n>»2, i et j avec 1<i«n et 1< j<n, et une matrice A
(nxn), on introduit les matrices (nxn) suivantes qui sont définies
par l'intermédiaire de leur terme général :

My i 2785 h

L’
(L;(a)),

T e 8
L . .
(L (A, | tea

(Cj(A))

h
ix 85.n

b,k ~%h,k 85,k

Pour tout élément v := (...,(vi,vi),...) de V_ , soit M  la matrice

(nxn) dont le terme général est définie par :
o i i . . P

(Mv)'n,k t=-1 si il existe j tel que (h,k) (vj,vj)
"= - . I3 3 = '

(Mv)h,h t=+1 si il existe j tel que h vi

(Mv)h,k t=0 dans tous les autres cas.
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LEMME | et NOTATION r

Soit A une matrice {nxn) dont la somme des lignes est nulle. On a

alors, guels que solent i et j
déc(A+M; -Li(g)) = dét(A +Mj --Lj(A))

Cette gquantité sera notée r(A),

Preuve :
dét(a +M, -Li(A)) = dét(A M, -Li(A) -Li.j(A) +Mj —Lj(A))

(on a remplacé la jlgme ligne de A par la jlsme ligne plus la somme
des autres)
=d'tA—L.'.A)+M.-L.A

ét( 1,3( i (a))

leme .i8me

(on a retranché la "nouvelle" ligne de la i"=" ligne)

= dét(A+ My -L; (a))

(on a ajouté la '"nouvelle" jLreme ligne 3 la jlgme ligne).,

LEMME 2

Pour tout élément v de Vm avec m>2 , on a r(Mv)=l si v appartient

a wm et r(Mv) =0 dans le cas contraire,

Preuve :

On raisonne par récurrence croissante sur m. Pour m=2, on a soit

1 O 0 -1
M = , soit M = ; dans ces deux cas v appartient
v v
-1 0 0o 1
a W2==Wh et g(Mv) =], ce qui prouve l'initialisation du raisonnement

par récurrence.

On suppose alors que la propriété est satisfaite pour tout entier k

k€m-1, Soit v un élément de V et M la matrice associée,

. \ . . .i8me
ler cas ¢ 1l existe i, 1€i<m, tel que tous les termes de la i

ligne de M, sont nuls sauf (MY)I i qui est egal a+l. Dans ce cas, on

ieme’

développe par rapport i la i ligne 1le determlnant
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r(Mv) = dét [MV'FMj'-Lj(M§)]? avec j #1i, ce qui revient 3 supprimer la

~
eme

.iéme .. .1
-~ ligne et la 1 =

i colonne de MV .

Dans cette transformation, la matrice M, devient une matrice Mu avec

u élément de Vo1 De plus, u appartient 2 wm 1 si et seulement si

1
v appartient a Wo (ce qui achéve le raisonnement par récurrence dans
ce cas) : en effet, si h est la fonction qui intervient dans la défi-
nition de W, » Ppour tout indice i, la ligne vh(is de la matrice M,
contient au moins un terme égal & ~1 et elle ne peut pas &tre suppri~

mée dans la transformation précédente.

2éme cas ¢ cas contraire du ler cas.
Dans ce cas on va prouver, d'une part que r(Mv)==0, d'autre part que
v n'appartient pas a W ce qui achévera le raisonnement par récurren-

ce dans ce cas.

Dans la matrice M& , mis A part la colonne nulle, dans chaque colonne
il y a un terme &gal 3 +1 (sur la "diagonale") et un terme &gal a -1:
or (Zége"cas), il ne peut pas y avoir de terme +1 seul sur sa ligne
donc, sur chaque ligne ol il y a un terme égal & +1, il y a aussi.un
terme &gal & -1 et celui-ci est unique (sinon il y aurait davantage
de termes &gaux i -1 que de termes égaux 3 +1). Ceci implique d'abord

qu'il y a une ligne nulle et donc r(Mv)==O.

De plus, construisons la fonction f par récurrence de la fagon suivan=:

te : soit z 1'indice d'une colonne non nulle ; posons f(1) :=z . Suppo~-

sons £(] éfini . .y = i j 'indi

o qu? (j) est défini avec (Mv)f(J),f(J) +1 . Soit f(j+1) 1l'indice
ui existe et qui est uni tel . . == i

q q ique) tel que (Mv)f(J),f(J+l) 1, ce qui

implique (Mv)f(j+l),f(j+l) =+] ,

Il existe alors j <m tel que f£(j+1) =z et ceci implique que v n'appar-

tient pas i Wm : 11 suffit, en effet, de définir h(i) par £(i) =Vp(i) *

THEOREME |
Soit n>1, Soit d :=(d. . . . [ 3
1 d (d1,3)1616n,1£36n une famille de nombres (réels
ou complexes). On suppose que, quel que soit i, di i =0 , Soit A la
matrice (n xn) dont le terme a;

s 8
.leme
j -

. s=(A), . de la ifgme ligne et de la
J 1,3

?
colonne est défini par
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Pour tout élément v :=(...(vi,v{)...) de V. on pose :

r(d) :=r(A) et

n-} n-1
c(A,v) := 1 (-a D= 71 d_,
i=1 ViYi i= VioYy
On a alors :
r(d) =x(A) = I c(A,v)
v eW(n)

Preuve :

r(A) est un polynSme P homogéne de degré (m-1) par rapport & 1'ensemble
des variables ai,j « De plus, si on développe le déterminant associé

a r(A) suivant les colonnes, on constate que, dans chaque monome du
polynSme P, il n'y a pas de produit de la forme ai,j ah,j . ‘Autrement
dit, P est une combinaison linéaire de monomes, chacun de ces monomes

étant de la forme c(A,v) avec v &lément de V,» On peut donc écrire

r(A) =P = % Yy c(A,v)
v eV(n)
On va maintenant prouver que v, =1 si v appartient 3 W et que yv=0

dans le cas contraire,

Soit v :=(...(vi,V{)...) =(aea(v(i),v'(i))...) ; pour calculer Yy
il suffit de calculer r(A) quand, dans A, on prend, pour |<i<&n-1,
dv'(i),v(i) ¢= 1 et, dans tous les autres cas, dh,k t=0 . La matrice
A est alors exactement la matrice MV et le lemme 2 achéve la démons-

tration, '

THEOREME 2

"Soit n >1. Soit d :=(d une famille de nombres posi-

. L), . ‘

i, j'ieT(n),jeT(n)

tifs avec, quel que soit i, di i =0, Les deux propridtés suivantes
?

sont alors équivalentes :
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(i)  t(d) #0
(ii) il existe k élément de Tn tel que, pour tout dlément i de Tn on
peut trouver une application f définie sur Th" avec W<n ,
o =1 ) = 3 1
telle que £(1) =i, £f(H) =k et, pour 1<j<H, df(j),f(j+1)>0 .
Preuve :

On va démontrer que chacune de ces deux conditions &quivaut i la pro-

priété suivante :

(iii) i1 existe k élément de T,, et une application h définie sur T,

telle que h(k) =k et qui satisfait aux deux conditions suivan-

tes :
a) quel que soit i &lément de T » i#k, ona d; h(l)

b) quels que soient i et j avec i #k , &lément de T et i>o0
on a hI(i) #i .

Notons que cette propriété permet de mieux comprendre la ‘structure

des

1°)

2°)

€léments de wn .

(i) implique (iii).

Puisque c(A,v) est positif quel que soit v, on a r(d) #0 si et
seulement si il existe un &lément v de W, tel que c(A,v) >0,
Considérons un tel &lément v, Soit k 1'élément (unique) de T,
tel que, quel que soit i, v{ #k (c'est & dire 1'indice de 1la
colonne nulle de Mv). On définit alors la fonction h de la fagon

suivante : soit i &lé&ment de Tn s 1#k,

I1 existe un entier j (unique) tel que i.=v§ 5 on pose alors
h(i) =V . Autrement dit, h(i) est l'unique entier tel que

; ==1., D'une part, c(A,v) >0 implique (iii)-a) ; d'autre

(Mv)h(i),x

part, v élément de W implique (iii)-b),

(iii) implique (i).
On reprend "a l'envers" le raisonnement qui précéde., Autrement dit,

on construit d'abord la matrice M en posant (M ), =~} pour

n(i),i

tout 1#k (la kleme colonne de M étant nulle) et (M ; 3=1. La
2

matrice M caractérise alors v, La propriété (111)—b) implique
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. que v appartient 3 W. . La pro_pi‘-iété. €iii- =a) implique c(A,v) >0,
On a donc r(d) >0, ' ' ‘ S

3°) (iii) implique (ii)
On prend le méme entier k dans les conditions (ii) et (iii). Soit
i élément de T, 3 il existe m tel que (i) =k ; on construit donc
f en posant £(j+1) =h[f(j)]. .

4°) (ii) implique (iii)
Ce 4°) est un lemme Elémentaire de théorie des graphes, Plus
précis@ment, la fonction h peut &tre considérée comme une famille
d'arcs orientés (i,h(i)) sans boucle (condition (iii)-b)) mais
avec un point "terminal" k. On construit alors h de la fagon sui-
vante : on pose &videmment h(k) =k . Supposons que 1'on ait défi-
ni h sur T'C.Tn (avec k€ T') en sorte que, si on suit les arcs
associés a h et T', on aboutit toujours a k (systéme connexe),
mais sans avoir de boucle. Si T' est différent de T, » on va mon-
trer qu'on peut prolonger h sur T" avec T'CT", T' #T" . En effet,
soit.i €lément de Tn\T' ; soit f la fonction donnée 3 la condi-
tion (ii), Soit j le plus petit entier tel que f(j) appartienmne
aT' (onaj>1), Pour 1<i<j, on pose h [f(i)] = £(i+1) . On
vérifie immédiatement que h est le proiongement cherché. En ité-
rant le procédé, et puisque Tn est fini, on obtient la propriété

(iii).

NOTATIONS

Soit n> 1, Soit d :=(di une famille de nombres avec

D)o, .
»3 " lgign, Igjgn
di i=0 quel que soit i, Soit i, 1gign ; on peut écrire :

’

=1
ol si(d) est un polynSme homogéne de degré (n-1) de l'ensemble des

n
r(d) = si(d) + E di,j tj,i(d)

variables (dh k) avec h#1i et tj i(d) est un polynSme homogéne de
] ]
degré (n-2) de l'ensemble de ces mémes variables, Evidemment, on
pose t:i i(d) t=0, Cette écriture est unique (théorie classique des
*

polynBmes) c'est 3 dire qu'elle constitue une définition de si(d) et
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et de t. .(d).
joi

?
THEOREME 3

Soit n> 1. Soit d :=(d une famille de nombres telle

i,j) l€ign, 1€ jsn

que r(d) #0 . Soit (ui) une famille de nombres telle que

n 1€ign
- , ) ) - , . . ' , .
if] ug 0. Soit (xl)lsxsn la solution du systéme suivant d'équations
n
(i) .X xi = ]
i=]
n n
ii uel que soit i, x, L d, , = I x. d.
(ii) g q P i i, & 3 95,1
J=1 J=1
, ) ) , . , ) . .
Soit (yl)lélén la solution du systéme suivant d'dguations

n
(iii) I y; =1
=]

[

n

: n
(iv) gquel que soit i, Y I 4, . = -u; + I y. d. i
= j=l J JI

On a alors (quel que soit i, 1«€i<n) :

(v) xi = Si(d)/r(d)
n
(vi) y; = xi+j‘=£’ uj tj.i(d)/r(d)
De plus, quand tous les nombres (di j) sont positifs, on a :
»
n . n
(vii) |y, -x.| « & lu.| t. ./r ¢ L lu.| /4, .
i i . . g i . . s i
i=l,i#i 3 3 j=1,j#i 3 &
Preuve

1°) Pour l<ign, on introduit les matrices (nx 1) suivantes, définies

par leur terme général :
(0p)y = 83 3 By 3= 5 (D) 1=y
Uy 1= —up =gy D *s;

De m€me, on introduit les matrices (nxn) suivantes :



2°)

(o!) =4

i"h,k i,h 8

i,k
et (U!)

et (UY) :

i‘h,k -8

u,

i,k "h

Les &quations (i) et (ii) sont équivalentes au systéme suivant

i’k %k [, C1-8;
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RREL N

B, X=0, avec B, :=A-Li(A) +M,

La solution de ce systéme d'équations est donc, suivant un résul-

tat classique d'algébre linéaire &lémentaire

= dé - ' -y .
x; = dét [B, -C, (B;) +0!] / d&e(B;)

Or dét(Bi) =r(A) ; de plus, Si(d) est la valeur de r(d) quand on

remplace d; jo l«j<n, par O

si(d) r(A - Ci(A))

L}

dét. [B; -, (8,) +0!]

ce qui prouve (v).

Les Equations (iii) et (iv) sont &quivalentes au syst&me suivant

;3 on a donc

det.[a-c (a) +y, -1, [a-c. (W)]]

dét. [A-L;(a) +¥; - [c,(A) -1 (c,(a))]]

Bi Y = Ui avec Bi 1= A--Li(A)-rMi

ce qui implique, comme au 1°)

= a ] -
yi = dée.[B; -C;(B;) +U} ]/ dée(B,)

=t [A-C;(A) +UY ]/ x(d)

Notons que le systéme (iv) implique jy u

lignes de la matrice G, :=(A-—Ci(A)-+Ug) est nulle, ce qui permet
de définir r(G;). Si on développe r(G;) sous la forme
dét(Gi-Li(Gi)-+Mi), cette quantité revient exactement i dévelop-

per r(A) sauf que, dans la matrice A, pour l¢jgn, j#i, on

remplace di,j

s et t et de 1l'unicité de 1l'écriture d'un polynSme

n

I=1

par uj .On a donc, compte tenu de la définition de

la somme des
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n
r(6) = 5;(@) + I uit (a)

J=1

ce qui donne la relation (vi),

Quand les nombres ds i sont positifs, la définition de tj i(d)
» $ ]

implique, pour i#j :

tj,i(d) /r(d) € 1 /di,j

d'ol 1'inégalité (vii),

THEOREME 4

Soit E un ensemble comprenant n éléments, n > 1. Pour tout &lément e
de E, on appelle F(e) l'ensemble E privé de 1'élément e. Soit .g une
fonction, réelle ou complexe,définie sur (E xE). Soit H 1'ensemble
des couples (e,h) ol e est un lément de E et h est une application

définie sur F(e) satisfaisant aux propriétéds suivantes :

(i) h(e) =e

(ii)  pour tout élément e' de F(e), g [e',h(e')] #0

(iii) pour tout élément e' de F(e) et pour tout entier k>»1 on a
hk(e') #e'!

Pour tout é€lément e de E on suppose g(e,e) =0, On pose alors :

r(g) := z I g[e',h(e')]
(e,h)eH e'eF(e)

puis, pour tout élément e de E :

r(g) = s (g) +-e'eEF(e) gle,e") ter o (8)

ou 8, est un polyndme homogéne de degré (n-1) de 1'ensemble des va-
riables g(e',e"), e'fe et ter o ©St un polynéme homogéne de degré
?

(n-2) relativement & 1'ensemble de ces mémes variables.
@

L'écriture qui précéde définit s, et ter o POUE e' e ,
. ?

On considere le systéme suivant d'équations (ot la famille (xe)eEE

est la famille des inconnues) :
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(iv) z x, = 1
eE€E

et, quel que soit e élément de E :

(v) x, I gle,e') = ¢ X, gle',e)
e'eE e'el
Si on suppose r(g) #0 ,ce systéme a une et une seule solution définie

par, quel gque soit e élément de E :

(vi) x, = se(g)/r(g)

Preuve :

Ce théoréme 4 est un corollaire immédiat de la premié&re partie du
théoréme 3. Les modifications se situent au niveau de la présentation :
- d'une part, la condition (ii) permet d'éliminer dans 1l'écriture de

r les produits nuls,

- d'autre part, la formulation du théoréme 4 ne privilégie aucune re-
lation d'ordre sur E ; c'est uniquement au niveau de la démonstra-
tion du théoréme 3 qu'il &tait nécessaire d'identifier 1'ensemble E
et 1'ensemble des n premiers entiers pour pouvoir utiliser les no-

tations matricielles et la théorie des déterminants.

Nous allons maintenant donner un exemple non trivial pour lequel on

peut calculer explicitement r(g).

UN EXEMPLE

Dans cet exemple, E est 1l'ensemble des couples (i,j) avec 1gigé et
ogjgm ; gle,e') est différent de O dans les cas suivants et ceux-13
seulement :

(i) e=(i,j) et e'=(i',j) avec i'>1i et i+i'#5

(i1) e=(3,j) et e'=(1,j+])

(iii) e=(4,j) et e'=(2,j+1)

(iv) e=(2,j) et e'=(1,j-1) , j=>1

(v) e=(4,j) et e'=(3,j-1), j=1
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Considérons une file unique, 3 capacité limitée m, dont la loi d'arri-
vée et la loi de service sont le produit de convolution de deux lois
exponentielles et donc peuvent &tre modélisées comme suit : pour cha-
cune de ces deux lois, la modélisation se fait par 1'introduction de
deux états fictifs que l'on notera a et a, (resp. d, et d2) pour la
loi d'inter-arrivées (resp. d'inter~départs). On pose f(al’dl) =1,
f(az,dz) =4 , f(al,dz) =2, f(az,dl) =3,

En ce qui concerne la loi d'arrivée, 1'état fictif passe de 1'&tat a;
a 1l'état a, sans provoquer d'arrivée. Par contre, quand 1'&tat fictif
passe de 1l'état a, 2 1'état a, ceci provoque une arrivée, La modé&li-

sation est parfaitement analogue au niveau des départs,

En vérifie alors immédiatement que, pour ce modéle, les conditions
(i) 3 (v) sont satisfaites en prenant comme ensemble E les couples
(i,j) ol j est la taille de la file et i est la valeur de f pour le

couple  d'états fictifs considére.

Pour alléger les notations, quel que soit j, j >0, on pose :
ux;y(j) =g [(x,3),(y,1)] ; v'(§) :=u2,4(j) :

VI rmug L (5) 3 w(3) smuy L) 5 W) tmuy ()

a3(3) =g [(3,1),(1,5+D] 5 q,() =g [(4,1),(2,5+1)] ;

933> :=g[(2,§),€1,§-D] 5 q}(3) =g [(4,5),(3,i-D] ;

w(j) s=(w'+w")(j) ;

Pour | «i<4, on considére les fonctions ai(.) définies par récurren-

ce (croissante) sur j de la fagon suivante :
al(o) s= (w" q3v' qa)(o) : az(o) = (q, q, viw')(o) ;
a3(o) t=(wv'y" q4)(o) :

et, pour j>1
3
al(j) :=(Q3 W")(j) {(V'qa)(j) ii] ai(j‘l)

+ (v' q(")(j)(a‘+a2)(j-l) + [qi(q[ﬁqlz)] (i) a,(j-n}

3
a,(j) :=(q3q,v'w")(j) g a;(j-1)
i=]
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3
a3(j) = (v" qa)(j) {tv' w(3) 151 ai(j-l) + (qé w')(j) al(j—l)}

On définit de fagon analogue les fonctions bk(j) sauf que, dans cha-
que couple e =(i,j), on intervertit les rSles de 2 et 3 pour i d'une

part, de j et (m~j) d'autre part : attention, il n'y a pas d'inter-

version en ce qui concerne 1'indice k dans bk(j).

3 3
On pose as(j) 1= I ..ai(j) et bs(j) = I bi(j) .

i=1 i=1
Si e est de la forme (i,m) on a : sty
sl,m(g) = (q; v"v')(m) {a +a,) (m-1) +(q, v" q;)(m) a,(m-1)
sz,m(g) = (q; v"w')(m) ag(m-1) + (q; v" w")(m) ag(m~1)

83’m(g) = (ql'. w'v')(m) (a|+az)(m—l) +ql: qi w" (m) a,(m-1)

sl;,m-l(g) = (v'v"w)(m) ag(m=1) + (v"w" q3)(m) a,(m-1)

Si e est de la forme (i,0) on a des relations analogues qui donnent
8i,0 °0 fonction des fonctions bi(m-l).

Quand e =(i,j) est tel que 1&j«m-1, on a les relations suivantes
dans lesquelles les symboles j et j~1 ont &té omis (v',...q3,.. sont

pris au point j ; a, et bi sont pris au point (j-1)) :

s ql:v'v"(al+az)b5 +q4v'v" aS(bl+b2)

1,j
] ] 11] 1
* 939, a,bgvitazq agbv

*a39(a+a) b v+ q3q, a,(b;+by) v"

- ] " 1 T ]
S, . =w'v [q4(bl+b2)+q4 bS] ag +w q3bl(q4+q4) ag

" 1 11]
+ w q" 33 v bS

= w' vt "ot '
8. .= w v[q4(a]+a2)+q4 a5] b5+w qza,(q4+q4) a
' ' '
+ W q4b3 viag

= | " ) 1 " ] ”
34.j v'v wa5b5+v Qv a5b1+v QW a]b5
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Preuve :

1°) H est 1l'ensemble des applications h' définies sur E, & valeurs

2°%)

3°%)

4°)

dans E et qui satisfont aux propriétés suivantes (cf, théoréme 4) :
(i) il existe un élément hl et un seul de E tel que h'(hé) =h} .
(ii) quel que soit e &lément de E, e#h) ,g[e,h'(e)] #0 .

(iii) quel que soit e element de E, e#h' s et quel que soit

l'entier k> 1 on a h' (e)#e .

On introduit les notations suivantes, pour j<m.:

E(j) := Ej est le sous-ensemble de E constitué des couples (i,k)
avec 1<£i<4 et ogk«j ; H(j) est l'ensemble des applications h
définies sur l'ensemble Ej pour lesquelles les deux propriétés

suivantes sont satisfaites :

(i) il n'existe pas de couple (i,k) =e appartenant i Ej tel que
h(e) =e .

(ii) il existe un &lément h' de H tel que h soit la restriction
de h' 3 E, .
J

F(1,3) est 1'ensemble des &lémz=nts h de H(j) tels que
h(3,3) =(l,j+l) et h(1,j) =(3,3) ;

F(2,j) est l'ensemble des éléments h de H(J) tels que
h(3,3j) =(1,j+1) et h(1,j) =(2,3) ;

F(3,j) est 1'ensemble des &léments h de H(j) tels que
h(3,j) =(4,3).

La famille {F(i’j)}l<i<3 constitue une partition de H(j).

Si h appartient 3 F(3,j), on a h(4,j) =(2,j+1): en effet, rai-
sonnons par l'absurde et supposons h(4,j) =(3,j-1) ; il existe
un entier k tel que hk(3,j-l) =(1i' ,j+l) 3 si on considére le plus
petit de ces tels entiers k, on a k" (3,3-—]) =(i',j) avec i'=3
ou 4 ce qui contredit la condition 1°)(iii). Ceci explique que,
dans les relations de récurrence sur les fonction a; il n'y a
jamais de produit de la forme v" q[: . On prouve alors que
h(2,3+1) =(4,j+1) ou (2,j+1).



5°)

6°)

7*)
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De fagon analogue, si h appartient 3 H(j) et si h(1,j) =(2,3)

(ce qui est le cas si h apéartient 3 F(2,j)) on a h(2,3) =(4,3)
(on n'a donc pas de produit de la forme w' qé) ; 13 encore, rai-
sonnons par 1'absurde et supposons h(2,j) =(1,j-1) ; il existe

un entier k tel que hk(l,j-l) =(i',j) ; pour le plus petit de ces’

k+l(2

tels entiers k, on a h »J)=(i',j) avec i' =1 ou 2 ce qui con-

tredit la condition 1°)(iii).

Enfin, si h appartient 3 F(2,j), le méme type de raisonnement
montre que h(4,j) =(2,j4l) et alors h(2,j+1) =(4,j+1) ou (2,j+1).
Pour chaque couple (i,j), féi~<3, j>1 et pour chaque &lément h'
de F(i,j-1), on détermine quels sont les &léments h ae H(3) qui
prolongent h' et a quel ensemble F(i',j) ce prolongement h ap-
partient, Compte tenu du 4°) qui précéde, cette &tude est trés
simple si i =2 ou i=3, Etudions le cas i =1, On considére donc
un &lément h' de F(1,j-1),

ler cas : le prolongement h de h' appartient 3 F(1,3) ; on a
quatre possibilités distinctes, h(2,j) =(4,j) ou (1,j-1) et
h(4,j) =(3,j-1) ou (2,j+1).

28me cas : le prolongement h de h' appartient a F(2,j) et il n'y

a qu'une seule possibilité,

3éme cas : le prolongement h de h' appartient a F(3,j) et il y a

trois possibilités : on ne peut pas avoir i la fois h(1,j) =(2,3)
et h(2,j) =(1,j-1).

Pour tout couple (i,j), 1<€i<3, j >0, on pose :

a;(j) = I I g [e,h(e)]
h €F(i,j) eekE(])
L'étude effectuée ci-dessus montre que ces fonctions satisfont

aux relations de récurrence données précédemment.

La file considérée étant parfaitement symétrique quand on inter-
vertit les départs et les arrivées, on a les propriétés analogues

pour la famille bi(j).

Plus précisément, on définit les ensembles E; » H'(j) puis

(6(i,3))

de fagon analogue 3 Ej , H(j) et (F(l,]))léis3 :

113
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notamment Ef(j) =E5 est l'ensemble des couples (i,k) avec 1<&i<4

et k>m-j (rappelons que m est la taille maximale de la file) et : -

H'(j) est 1l'ensemble des applications h définies sur Ej satisfai-

sant aux conditions (i) et (ii) données au 2°) de cette preuve,

Par exemple, pour i =1, G(1,j) est 1'ensemble des é€léments h de
H'(j) tels que h(2,m-j) =(1,m~j-1) et h(1,m-j) =(2,m~j) ; de méme
G(2,j) est l'ensemble des &léments h de H'(j) tels que

h(2,m-j) =(1,m=j=1) et h(i,m=j) =(3,m~j) ; enfin G(3,j) est l'en-
semble des &léments h de H'(j) tels que h(2,m-j) = (4,m-j).

Enfin, on pose :

bi(i) == I I g[e,h(e)]
heG(i,j) eeE'(j)

8°) Les relations données pour la famille s_(g) s'&tablissent en con-
' sidérant tous les cas possibles comme pour les relations de ré-

- currence portant sur la famille a,(.).



PROBABILITES STATIONNAIRES
DE QUELQUES PETITS SYSTEMES MARKOVIENS

par A. KHELLADI,
0. LAGHA,
J. PELLAUMAIL,

(troisiéme partie)

RESUME
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markoviens en utilisant le th&or&me fondamental de la deuxiéme partie,

ABSTRACT
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INTRODUCTION

Dans cette partie, nous allons donner quatre exemples de "petits"
systémes markoviens dont la probabilité stationnaire peut &tre calcu-

lée a 1'aide du théoréme 4 de la partie précédente.

Rappelons que, les Eléments de H - dont la détermination joue un réle
crucial pour appliquer le théoréme 4 - s'interprétent en termes de
théorie des graphes. Plus précisément, les &léments dé E étant des
points, les éléments de (E xE) sont des arcs orientés, Soit G 1'ensem-
ble de ces arcs orientés (e,e') pour lesquels g(e,e') #0. Un &lément
(e,h) de H est alors la donnée d'un "point terminal" e et d'une famille
d'arcs (e',h(e')) appartenant tous i G, telle que de chaque point e’ #e
part un arc et un seul, soit (e',h(e')), et telle que si un "observa-
teur" parcourt ces arcs, en respectant leur orientation,, il ne revient
jamais en un point qu'il a d&ja visité et, par conséquent, il finit

par arriver en e,

Un élément de H pourrait donc &tre appelé un "réseau fluvial connexe", .
Cette interprétation facilite considérablement 1la compréhension de ce

qui suit,

Notons aussi que, pour tout &lément e de E, on a :

ée(g) = z m-  gle',h(e")]
(e',h)eH,e'#e e'cF(e)

autrement dit, pour calculer s.(g), on considére toutes les familles
d'arcs orient&s &voquées précédemment - les réseaux fluviaux - pour

lesquelles e est le "point terminal,

PREMIER ‘EXEMPLE : FILE UNIQUE

Dans cet ‘exemple, E est 1'ensemble des entiers k, lg¢kgn., La fonction
g est telle que g(i,j) #0 si et seulement si |i=j| =1. On voit immé~
diatement que, 3 chaque &lément i de E correspond une fonction h et
une seule : si 1<i<n, elle correspond aux deux chemins, issus res-

pectivement de 1 et n, qui aboutissent en i. On a donc :
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n _i-1 n
x(@ = [ n g,i+D] [ = g@,i-n]
i1 =1 jming '

Evidemment, ceci est compatible avec le résultat classique

xi/xiﬂ = g(i+1,i)/g(i,i+1),

Plus précisément :

i-1 "'n
s;(g) = w g(j,j+1) ® g(j,i-1
j=1 j=i+l

DEUXIEME EXEMPLE

Dans cet exemple, E est l'ensemble des entiers k, 1€«k&n et n est
"petit". On va traiter les cas n=3, 4 et 5 mais, évidemment, la
méthode proposée s'&tend facilement 3 des valeurs plus grandes de n

a8 condition toutefois que n ne soit "pas trop grand". On fera "comme
si” 1'on avait g(i,j) #0 pour i #j ce qui, pour le probléme &tudié,
n'est pas une restriction, On note X 1l'ensemble des permutations x de
E, c'est 3 dire 1'ensemble des bijections de E sur E. Pour alléger

les notations, on pose x; =x(i),
On a alors :
1°) Pour n=3 :

L g(xyx ) a(xg,x,) *% g("3”‘1)]
xéX

r(g)

2°) Pour n=4 :

r(g) = g(xz.xl)[g(x3.x2) 8(x,,%3) + g(xq,%,) g(x, ,%,)
x€X

+-él-' 8(x3,xl) g(xa,xl)]

3°) Pour n=5 :

5. 5
1
r(g) = T g(x,,%x,) {== I g(x:px )+ 7 g(x.,x._ )
X EX 277 241___3 171 =3 1771-1

+ h g(x3,xl) g(x4,x3) }

avec

1 I
h := —21- g(xs,xz) +g(x5,x4) +'i‘ g(xssxl)
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De plus, dans ces trois cas, x, est le "point terminal" : pour calcu-

i .
ler si(g) il suffit donc, dans les expressions qui précédent, de rem-

placer z par z .
x€X x€X,x =1

TROISIEME EXEMPLE : FILE REGULEE

Soit u, v, w trois nombres entiers avec O <u<v <w, Dans cet exemple,
E est 1l'ensemble des couples d'entiers (i,j) avec O<j<«<wet i=1 si
j<u, i=23si j>v, et i=1loui=23siucjcv ; gle,e') est différent

de zéro dans les cas suivants et ceux-l3 seulement

e=(1,j) , e"=(1,j") , jev, j'«v, j#i', |i-ji'l =1,
e=(2,j) , e' =(2,j") , u<j, u<ji', j#i', li-i'l =1
e=(2,u) et e'=(1,u-1)

e=(1,v) et e' =(2,v+l])

Si g est positif il définit le générateur infinit&simal d'une file
unique régulée par un indicateur qui peut prendre les valeurs 1 ou 2.
L'évolution de 1la file est markovienne si on comnait la taille de la

file et 1'&tat de l'indicateur.

Si la taille de la file dépasse (strictement) la valeur v, l'indica-
teur prend la valeur 2 et il garde cette valeur 2 jusqu'’3 ce que la
file ait une taille qui devienne (strictement) inférieure a u : 1l'in-
dicateur reprend alors la valeur 1 jusqu'id ce que la taille de la file

dépasse (strictement) la valeur v,

-

Par ailleurs, la file est a capacité limitée w.

On suppose évidemment que les taux d'arrivée et/ou de service dépen~-

dent de 1'état de l'indicateur, Par exemple, quand l'indicateur prend
la valeur 2, on peut supposer que l'on augmente le nombre de serveurs
ou que l'on limite le taux d'entrée. Cet exemple a &té Gtudid par

LE NY sans utiliser le théordme de l'introduction.

L'ensemble des couples (arcs orientés) (e,e') tels que g(e,e') #0
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a une forme trés simple., Il est donc facile de déterminer les divers
systémes d'arcs associ&s au théoréme donné dans l'introduction, et

on obtient ce qui suit,

Pour alléger les notations, on pose :

=g [(1,v),(2,v+1)] et =g [(2,u0),(1,u-1)]

On introduit les fonctions suivantes, pour j<k @

k-1
ax(j,k) =T g (x,i),(x,i+l)]

1=)

‘ k

b (i,k) := @ g [(x,i),(x,i-1)]
i=j+1

Evidemment, suivant les conventions usuelles,
ax(j.j) =1 et bx(j,j) =1,

On a alors :

- pour Ogigv ¢
v-1
s(l’i)(g) = b2(u,w) d {._Z ) a,(o,i) bl(i,j)al(j+l,v) c
v j=e(i)

+ al(o’i)bl(i’V)}
ol e(i) :=sup, {u-1,i}

- et pour u<icw :

. e'(i)
s(z’i)(g) = al(o,vd c{ jfu bz(i,w) az(j+l,i)b2(u,j) d

+ bz(i,w) az(u,i)}

ol e'(i) :=inf. {i-1,1+v}

QUATRIEME EXEMPLE : FILE UNIQUE AVEC DEPARTS GROUPES

Dans cet exemple, E est l'ensemble des entiers j, Ogjgn-1 ; g(j,k)

est différent de O dans les cas suivants et ceux-13 seulement :
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1°) 0£j<n=2 et k=j+1

2°) 0k <jgn-1 et j-kg2

Autrement dit, si g est positif, il définit le générateur infinitési-

mal d'une file dont 1'évolution est markovienne relativement i la

taille de la file, les arrivées se font une 3 une mais les départs

peuvent &tre groupés, la taille du groupe &tant inférieure ou égale 3

deux.,

On pose :

j

b(3) = = g[i,i+l]
i=o

a(0,1) := g(1,0) ; a(1,1) := a(2,1) :=0 ;

a'(0,1) :=g(1,2) ; a'(1,1) := a'(2,1) :=0

ensuite, les fonctions a et a' sont définies par récurrence croissante

sur i et j pour j>1 et 0&i<j&n-2 de la fagon suivante

- pour i<j :
a(i,j+1) t= a(i,j) [g(i+1,j~1) +g(j+1,i)]

+a'(i,j) g(j+1,j=1)

a'(i,j+1) := a(i,j) g(j+1,j+2)

~pour i=j :
a(i,j+1) = b(j=1) [g(i+1,5-1) +g(j+1,1)]
a'(j,j+1) = b(j=1) g(j+1,j+2)
On a alors, en posant g(n-1,n) := 0 :
- pour i<n~] :
si(g) = a(i,n-1)
et sn_l(g) = b(n-2)

Preuve :

1°) On introduit les notations suivantes :

H est 1'ensemble des applications h'définies sur E, & valeurs dans
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E et qui satisfont aux propriétés suivantes (cf, introduction) :
(i) il existe un &lément h! et ‘un seul de E tel que h'(hé) =h(;
(ii) quel que soit i, O<i<n-1, i#h! , gli,h'(i)] #0

(iii) quel que soit i, O«i<n-1, i#£h' , et quel que soit l'en-
X o
tier k, k>1, onah' (i) #1i .

Ej i= {0,...,j} est 1'ensemb1e_des entiers i, 0<igj .

H(j) est l'ensemble des applications h dé&finies sur ‘1'ensemble Ej
pour lesquelles il existe un Elément h' de H tel que h soit la
restriction de h' 3 Ej ; si hc',sj_, on pose h_ :=h<') (ce qui
est possible puisque hc'> ne dépend que de h) ; si hé >j , on

pose ho =3+l
F(1,j) est l'ensemble des &léments h de H(j) tels que h(j) <j .

F(2,j) est l'ensemble des &léments h de H(j) tels que h(j-1) < j-1
et h(j) =j+1 .,

F(3,j) est 1l'ensemble des &léments h de H(j) tels que h(j-1) = j
et h(j) =j+1 ;

F(4,j) est l'ensemble des &léments h de H(j) tels que h(j) =j
(et donc h =3) .

La propriété (ii) de H implique que la famille (F(k’j))l<k.s4 est

une partition de H(j).

Evidemment, toutes ces notations s'interprétent simplement en
termes de théorie des graphes et cette interprétation facilite la
compréhension de la preuve qui suit : notamment h est le "point

terminal®,

Soit h un &lément de H 3 supposons qu'il existe i <n tel que
h(i) ¢i ; nous allons prouver que ho‘< i, Ceci est &vident si
h(i) =i . Supposons h(i) <i et raisonnons par 1'absurde. Puisque
l'ensemble E; est fini, la propriété (iii) de H implique qu'il

existe k »1 tel que hk-(i.) »1 ; soit k le plus petit de ces tels
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entiers ; la proprié&té (ii) de H implique hk(i) =i ce qui contre-
dit (iii),

On en déduit que, si h appartient 3 H(j) et s'il existe igj tel
que h(i) <i, on a h &«i. Notamment, si h appartient i F(1,j) ou

F(2,j) on a hoéj-l.

Soit h un &lément de H ; supposons qu'il existe i<j tel que 1l'on
ait a4 la fois h(i-2) =i-1 et h(i-1) =i ; en considérant 1'ensemble
{i,«..,n=1} et en raisonnant comme au 2°) ci-dessus, on montre que
h »i.

On en dé&duit que, si h appartient 3 H(j) et s'il existe i<j tel
que h(i-2) =i-1 et h(i-1) =i, on a h°>i. Dans ce cas, le 2°)
implique h(u) >u pour u<i. Notamment, si h appartient i F(3,3),

ho %2j+1 et si h appartient 2 F(4,j), h(j-1)=j .

Pour chaque valeur de k, 1<k <4, on va &tudier quels sont les
€léments de H(j+1) qui prolongent les &léments de F(k,j) et auquel

des ensembles F(k',j+1) chaque tel prolongement appartient,

On considére d'abord le cas j »2. Si h appartient a F(1,j), on
peut le prolonger en posant h(j+1) :=j~1 ou h(j+!1) :=j, ce qui ..
donne un élément de F(1,j+1); on peut aussi poser h(j+1) :=j+2 ce

qui donne un élément de F(2,j+1), Par contre on ne peut pas poser
h(j+1) :=j+1 puisque hy < j-1 (cf. 2°)).
Si h appartient i F(2,j) le seul prolongement possible consiste

d poser h(j+1) :=j~1 (cf, 2°) et 3°)) et on obtient un &lément
de F(1,j+1).

Si h appartient 3 F(3,j), il y a deux prolongements possibles en
posant, soit h(j+1) :=j+1 et on obtient un &lément de F(4,3+1), soit

h(j+1) :=j+2 et on obtient un &lément de F(3,j+1),

Enfin, si h appartient 3 F(4,j), il y a trois prolongements possi-
bles (rappelons que, dans ce cas, h(j~1) =j) : seul le prolonge-

ment h(j+1) :=j+1 est impossible,
On pose g(j,j) := 'l, quel que soit’ j.

Des considérations qui précédent on déduit facilement que @
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i
b(j) = I m gi,h(i)]
heF(3,3) i=o '

j
b(j-1) = I 7 g[i,h(i)]
heF(4,j) i=o

en effet, F(3,j) et F(4,j) n'ont qu'un seul &lément.

Soit G(i,j) (resp. G'(i,j)) l'ensemble des &léments h de F(1,j)
(resp. F(2,j)) tels que h(i) =i : ces ensembles sont vides pour
ixj.

De plus, on vérifie que les formules de récurrence données sur

a(i,j) et a'(i,j) sont satisfaites si on pose

h]
a(i,j) = I 1 glk,h(x)]
heG(i,j) k=o

j
a'(i,j) == I n g[k,h(k)]
heG'(i,j) k=o

Le calcul de s; est alors immédiat.
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