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Résumé :

Un schéma multigrille non-linéaire est &tudié pour résoudre des
écoulements en aérodynamique bidimensionnelle. Les différents niveaux de
grilles sont construits & partir d'un critdre de rarffinement local
dépendant de la solution calculée. Ce schéma s'est révélé plus efficace
que celui obtenu sur un seul maillage (la grille.la plus fine). Il stagit
donc d'un schéma multigrille de type "full" multigrille pour la partie
d'initialisation, avec une méthode itérative de base de type
Lax—Wendrbff, pour des éléments finis, couplée avec 1la technique des
maillages adaptatifs. Les cas tests présentés ont &té calculds sans

viscosité artificielle. -

Summary :

Some aerodynamic test cases in two dimensions are developed using a
non—-linear multigrid scheme combined with adapted meshes following the
physical solution. The final solution is automatically smoothed, compared
to an usual approximate solution obtained by a one mesh scheme, without

using artifical viscosity techniques.
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1. Introduction

L'approche multigrille en différences finies, couplée avec des
méthodes itératives de base bien adaptées aux équations a résoudre, s'est
montrée tr&s efficace pour des problémes d'aérodynamique moderne [1],
[2]). Elle a donné des résultats satifaisants également en éléments finis

[31, C41, [51, [6].

La technique des multigrilles présente deux  aspects
1'accélération de 1la résolution itérative, (éfficacité en convergence
itérative), et l'efficactié’ dans le raffinement des maillages
(convergence de 1'approximation). Nous désignerons par multigrilles
globales les algorithmes dans lesquels les différentes grilles sont
obtenues . par division uniforme, permettant ainsi des interpolations
évidentes lors des transferts d'information d'une grille & 1'autre. Cette
technique de raffinement est coliteuse en place mémoire, ainsi qu'en temps
de calcul, puisqu'elle n'est plus, au deld de la grille grossiére,
adaptée a 1la solution physique & calculer. De grandes zones, peu
importantes pour la solution exacte, se troqvent subdivisées, alors que
d'autres zones nécessitant plus de précision ne sont pés suff isamment
raffinées. Cependant dans le contexte de maillage non-structuré, cette
méthode, simple 3 mettre en oeuvre et dont 1'interprétation des
transferts est aisée, a donné des résultats encourageants pour la
résolution des é&quations d'Euler, [4], [5], ou 1la résolution des
équations de Navier-Stokes [6], par une méthode d'éléments finis. La
grille fine qui résulte de cette construction manque de précision, et
done l'efficacité réelle de la méthodologie multigrille globale est donc

discutable.

or, la flexibilité géométrique des éléments triangulaires permet des
processus de raffinement local : les triangulations qui en résultent, ont
leurs noeuds respectifs accessibles par adressage indirect.- L'approche
globale doit alors &tre modifiée. Pour avoir des interpolations linéaires
entre les diverses grilles, ces triangulations doivent &tre déduites par
‘raffinements successifs d'un maillage initial déja bien adapté au cas de
'calcgl. La génération de ce maillage initial est trés importante : peu de
points, mais bien répartis, la géométrie bien respectée ... etec. A partir
de ce maillage initial, et de sa solution correspondante, la grille

suivante est construite selon une technique de sous-maillage adapté,ret
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donc elle est différente selon chaque cas de calcul, (équatiqns Aa' Euler
ou de Navier-Stokes, régime ﬁranssonique ou supersonique, capture de
chocs ou de tourbillons, angle d'incidence dg corps, ... etc)., Les
niveaux de grille suivants sont construits par la méme technique. Les
triangulations successives ainsi obtenues dépendent non seulement de la
géométrie et d'une estimation a priori des zones critiques du domaine de
calcul, mais aussi de la solution. De grandes zones restent souvent non
divisées, (loin du corps en aval ou loin des chocs..., par exemple), et
dans ces régions non raffinées la technique multigrille doit &tre réduite
3 des calculs de type monogrille. Des schémas numériques adaptés 2 chaque
zone sont donc envisagés et conduisent 3 des schémas multigrilles de type
"dynamique". Ceci raccorde 1la méthodologie multigrille & celle des

maillages adaptatifs.

2. La méthodologie multigrille

Nous présentons dans ce paragraphe le schéma multigrille que nous
employons, et la manidre de le coupler avec la méthode de maillages

adaptatifs. Cela constitue 1'idé€e de base du schéma multigrille local que

nous développons actuellement. Nous employons ici un schéma multigrillé
non-linéaire de type "Full Approximation Storage" - FAS - [7], avec une
phase d'initialisation par 1'approche "Full Multigrid iteration" - FMG -
[8]. L'approximation spatiale est de type éléments finis. Les différents
niveaux de discrétisation sont obtenus par des raffinements successifs
d'un maillage grossier déj3 bien adapté au cas de calcul.

Nous nous intéressons au calcul de solutions stationnaires d'un
systéme instationnaire : 1'intégration en temps du mod2le semi-discretisé
tend vers ces solutions. La philosophie multigrille pour ces problémes
pseudo-instationnaires [6] repose sur le choix d'un schéma instationnaire
comme méthode itérative de baée, (MIB), le cycle multigrille remplagantb

1'itération en temps dans un algorithme monogrille.

Cette méthode itérative de base, pour les cycles multigrilles et
pour les itérations internes & chaque niveau, est un schéma de
Lax-Wendroff, d'ordre deux, de type Galerkin centré, pour 1'approximation
as en temps {prédicteur / correcteur). Ce schéma
s'est montré performant pour la résolution des équations de Navier-Stokes
ou d'Euler [9], [10]. En différences finies, les schémas de Lax-Wendroff

se sont montrés utiles dans des algorithmes multigrilles [2], [25].
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2.1. Historique

Le développement de méthodes multigrilles appliquées i des problimes
instationnaires et hyperboliques ont donné lieu & peu de résultats
théoriques, contrairement aux systémes elliptiqués {71, [8]. Cependant
elles ont eu un certain succés dans la recherche des solutions dynamiques
" des systémes de lois de conservation, lorsqu'on‘emploie des techniques de
continuation (11], [12]. Dans ce contexte, les différents niveaux
correspondent & des séries de paramdtrisations, qui définissent des arcs,
de plus en plus rapprochées. _

D'autre part, des schémas multigrilles combinés & des méthodes
multi-pas en temps de type Runge-Kutta, ont été utilisés également avec
succés pour déterminer des solutions stationnaires de systémes régis par
les équations_ d'Euler [1], [14], ([15]. Dans ce cas, un modéle
semi-discrétisé en espace est construit en écrivant les lois de
conservation sous forme intégrale sur chaque cellule de la discrétisation
spatiale. L'intégration en temps vers un état stationnaire de ce modéle
s'effectue ensuite par un schéma de type "time-stepping"
pseudo-instationnaire, implicite ou explicite. Le pas de temps optimal
augmente avec la taille caréctéristique de la discrétisation spatiale. La
combinaison de la méthode multigrille et du schéma "time-stepping"
devrait alors assurer la convergence. Cette philosophie donne de bons
résultats en différences finies, [14], [15], ol les différents niveaux de
discrétisation sont construits d'une fagon évidente, (un point sur deux,
une ligne sur deux, dans chaque direction ...).

I1 faut aussi mentionner les méthodes multigrilles, dites
algébriques, dans 1lesquelles les niveaux successifs sont déduits
algébriquement de 1la grille fine : ce qui permet de concevoir plus
facilement des méthodes s'appliquant 3 des maillages non-structurés [3],

(51, [24].

L'idée de base d'un algorithme multigrille est la suivante : des
corrections sont calculées sur une grille grossiére, 1la solution est
approchée sur la grille fine. Les opérations d'interpolation et de
restriction de ces corrections (solutions sur les différents niveaux)
sont simplifiées dans le cas ol les noeuds de la grille la plus grossigre
sont systématiquement des noeuds des grilles suivantes, (grilles

emboitées).

|
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Pour des élémentSHfinis, combinés & une méthode de raffinement
local, la construction de la méthode multigrille est plus complexe ; ici,
nous avons employé'un générateur de maillage non structuré pour la grille
grossiére, les grilles suivantes sont construites par la technique de

maillages adaptatifs décrite plus haut.

2.2. Equations et résolution sur une grille

Les systémes 3 résoudre sont de la forme

%% + L(W) =0 sur Qe Rd
(1)

+ conditions aux bords

+ conditions initiales

L est un opérateur différentiel aux dérivées partielles,

non-linéaire de non-linéarité en général quadratique.

On considdre une triangulation {qg’h} de Q. Soit @, le domaine

h)
discrétisé de Q par cette triangulation. L'approximation de Galerkin de

(1) par des él8ments finis P1 s'éerit

wn+1_wn *> n -
J'Q A .¢h dxdy = jQ Lh(w ).V(bh dxdy
h h h
(2) > oy
[aﬂh (L, (W).n) ¢ do
¥ € vh

v, o =lee C°(AQh) /ldp e P, ¥T e )

On dénote par Lh 1'opérateur discrétisé de L, qui comprend aussi les

termes de dissipation artificielle éventuels. Ath représente un pas de
-n n

temps local, W est une estimation de W calculée aux bords, qui prend en

compte les conditions limites.

Partant de (2) on peut construire un schéma prédicteur/correcteur de
type Lax-Wendroff, qui est une approximation centrée en espace avece
avance en temps i deux pas.

(2) s'écrit sous la forme d'un étape prédicteur :

-
+
(3) W(T) = = {[[ Wdxdy - a At [ L (W%).0 do} ¥T €%

aire(T) T ’ ‘dT h n
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et d'une étape correcteur :

n+l n
W ' -W _ &on
ffgh-zo 7 I ¢ dxdy = C. HQth(w ).Tg, dxdy
> P
v, [ L qu ).V, dxdy
(¥) no N
- f39h¢h(Lh(w).n) do
+xJfg f(Wn)<an,V¢h>dxdy
h
¥4, €V

Le dernier terme ést un terme de viscosité artificielle, ol y est un
coefficient, qui localise 1les choes et ajoute un peu de dissipation
supplémentaire aux termes visqueux de 1'opérateur Lh' Ce terme n'est pas
une perturbation des équations de départ, (1), et n'agit pas exactement

comme un terme de régularisation de résidu,

2.3. Construction d’' une suite de triangulations emboitées

Les différents niveaux de discrétisation de @ serdnt dénotés par
QH 9H-1 ces Qh, du plus grossier au plus fin. La triangulation {@E%} de
QH est générée par un mailleur automatique & partir des données
géométriques du probléme [16] et d'une estimation des zones eritiques 3
raffiner, certaines zones et lignes ' de points étant choisies
naturellement,

Une premi®re solution de (1) est calculée sur 9, Par le schéma
de Lax-Wendroff, avec un coefficient de viscosité artificielle
non-négligeable en raison du faible nombre de points du maillage. A
partir de cette premidre solution, ., ©St construite en raffinant les.
"zones critiques choes, variations de densité.... Pour un écoulement
autour d'un profil d'aile NACA0012, dans un cas transsonique, ce sont
essentiellement les zones autour du corps et dans son sillage qui sont
raffinées. Dans un ¢as supersonique, ce sont les zones autour du choe
décollé a 1'avant, d'interaction couche-limite/choc, et du sillage qui
deviennent importantes. Déja au niveauy du maillage grossier, ces zones
sont définies et 1les triangles y sont moins.grossiers (voir Fig 1 : le
maillage grossier, cas transsonique ; et Fig 2 : cas Supersonique). Aprés

calcul d'une solution intermédiaire sur QH—1’ un maillage plus fin est
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obtenu & partir de cette nouvelle solution. Les critéres de raffinement
1ocal dépendent des variations des quantités physiques : norme du

gradient du Mach (supersonique), produit vectoriel vitesse-gradient du

R— i

Mach (couche-limite), variations de 1'entropie (chocs)...etc. Les
différents triangles du niveau grossier que l'on cherche a raffiner par
ces critéres sont ainsi divisés en deux ou en quatre. Cette division |
n' est pas forcément faite sur tous les triangles du maillage grossier. Le
maillage ainsi obtenu est ensuite complété afin de ne pas créer des
&1éments non-conformes. Pour plus de détails sur ces techniques,‘on peut
se.référer-é [21], [22];

2.4. M&thode multigrille 3 2 grilles

Rappelons ici le cycle classique de deux grilles - (QH, Qh). Il

s'agit de résoudre (1) sur la grille fine, Q avec des corrections

h’
calculées sur la grille grossiére QH. On a alors

Lh(W) = 0 sur Qh

(5) _.n
et W = wh + vh.

wh est la solution approchée, ca;culée par n-itérations d'une

méthode itérative de base de résolution de (1) sur Qh' Vo est 1'erreur.

L' équation de correction sur QH st éerit

h n h . n h n
(6) LH(IH Wh+vH) LH(IH Wh) = IH rh(wh).
h o .
IH est 1'opérateur de restriction de Qh dans QH ; pour des

e s h . .
triangulations emboitées, IH est une simple injection : chaque noeud de

QH est un noeud de Qh'

La correction VH peut &tre définie comme

(n v, =W, -1
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Sur QH, AtH est relativement plus grand, le nombre de noeuds est
moindre, les calculs sont moins nombreux par itération, et la convergence
vers 1'état stationnaire (ou L{W) = 0) est plus rapide. Aprés résolution

H

de (8), W, est transféré en.tant que correction, (7), sur & par
interpolation linéaire : '

nouveau ancien
(9) W,

H h ..n
h = wh + Ih(wH'IH Wh).

H .
{Ih} sont les opérateurs d'interpolation des valeurs calculées aux noeuds

de QE% a QE;f

La matrice pour un cycle complet multigrille - injection,

correction, interpolation - avec v itérations de la MIB par cycle s'écerit

symboliquement
H H  -1.h v
(10) M = {14 I Ly IH} Ly

(I_.h représente aussi la matrice interne dé la MIB).

Par analogie avec le cas elliptique, une vitesse de convergence peut

8tre estimée par

H
oM =[],

L"V ~ norme d'un espace fonctionnel adéquat pour la discrétisation de

(1) et les solutions approchées des solutions stationnaires de (1).

Le cycle 2-grilles multigrille, se résume :

(a) On effectue quelques itérations d'une MIB sur Q pour
résoudre (2).
On obtientvw;.
(v) On calcule Qh(wg)l:1
On projette par Ih sur QH.
On obtient 1'équation (8).
On résoud cette équation de correction avec (AtH) par la MIB.
(e) ®n interpole le résultat de (b).
On obtient ainsi une correction sur Qh- .
(d) On effectue quelques itérations de la MIB avec (Ath)'pour

obtenir wﬁ+1.
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L'extension & plusieurs grilles est évidente : la philosophie reste
la méme, les équations de correction sont résolues sur les grilles les
plus grossiéres ; leurs solutions sont interpolées pour corriger 1le

calcul de la solution sur la grille fine.

Le stade d'initialisation (a) est remplacé par 1l'algorithme "Full
Multigrid" - FMG.

(a;) On résoud (2) sur Qy Par intégration en temps selon (3) et (4),
: n .
jusqu' a - une solution WH! On réinitialise sur Q. _, par

H -1 .0
() Tyt Wy Th-1 = Wy
™
ou f‘H_,| représente la correction apportée 3 wH par les
conditions limites données sur QH-1'
(a2) On résoud le systéme (2) par la méthode multigrille avec
' deux-grilles développée ci-dessus, avec n2~cycles, jusqu'a une
; n 4
valeur petite du résidu (L(W 2)~O). Cette solution est ensuite
réinitialisée sur Qh par (11),
(a3) On effectue le cycle complet multigrille avec 3 grilles pendant

n3-itérations.

n

En pratique le résidu L(WH1) stagne assez rapidement & 0(10“3

),
(n1~ 80 itérations dans tous les cas présentés ici) & cause de AtH et de
la viscosité interne du maillage. Cependant n2 et n3 doivent toujours
8tre du méme ordre, soit de 1'ordre de 200 itérations en pratique pour un

maillage fin de plus de 2000 noeuds.

3. La méthode multigrille locale

La construction successive de QH,‘Q «+Q,_ par un raffinement local

H-1""""h
1ié aux solutions intermédiaires modifie 1'algorithme global FMG aux
niveaux des - interpolations et des réinitialisations (10), (11). Le

raffinement se présente par zones avec une 2zone de raccordement en

a °

T - [ e N A er
voraure, "“gR"
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B B
A
A
@ <>
cas supersonique cas transsonigue

Les triangles de QH se trouvent divisés en deux ou non-divisés dans
la zone B et en quatre dans la zone A, selon le critere choisi pour
sous-mailler. Ensuite un raccordement est effectué autour de A pour que
‘%;H-1 soit une triangulation admissible (éléments finis conformes). Les

opérateurs d'interpolation {I:_ } doivent &tre maniés différemment selon

cette division, (la division é; 3 est interdite). L'opération (11) de
réinitialisation entre chaque &tape du schéma FMG n'est effectuée qu'aux
triangles raffinés. La précision du calcul de la solution {wh} est donc
améliorée par cette technique de raffinement. L'intégration de cette

technique dans le schéma multigrille permet de transférer des corrections

précises, calculées sur des sous-maillages représentatifs, ce qui tend 2
optimiser 1'approche multigrille. En différences finies, 1'accélération
du schéma multigrille par cette décomposition par zones avec raccordement
pour les différents niveaux, a déj& fait ces preuves [13]. Le choix du
maillage grossier de départ est crucial ; c'est 3 partir d'une solution
approximative calculée sur celui-ci que 1les autres grilles seront

construites.

L'algorithme de raffinement local combiné avec une méthode

multigrille locale peut &tre présenté par les stades suivants
STADE 1 : Construction d'une géométrie multigrille.

(a) On génére uh maillage grossier, (moins de 300 noeuds), avec une

répartition des points adaptée au cas de calcul en question.

(b) On calcule une solution stationnaire (convergée) par la MIB sur ce

maillage. Un coefficient de viscosité artificielle ¥ non-nul est
nécessaire pour assurer la convergence en raison du faible nombre de

points.



(e)

(d)

(e)
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On utilise une procédure de maillage adaptatif : en fonction de 1la

solution (b) sur (a), les zones critiques (choes, couche
limite, ...ete) sont raffinées, (division non-uniforme par deux ou
par quatre des triangles concernés). Un deuxi®me maillage est ainsi
obtenu, (contenant de 1'ordre de deux et demi 3 trois fois plus

d'é1éments que le premier).

On retourne en (b) pour obtenir une nouvelle solution sur (e), (la

valeur du coefficient y peut @&tre réduite puisque le nouveau
maillage est plus fin et mieux adapté) ; ensuite, (c) est effectué i

nouveau pour définir une nouvelle grille plus fine.

On construit une structure de données pour la méthode multigrille

locale, avec les triangulations sucgcessives stockées en pile et avec

leur index de division par deux ou par quatre pour chaque

raffinement.

STADE 2 : Schéma FMG local

(a)

(b)

(e)

(d)

On effectue n, itérations de 'la MIB sur la grille grossidre en tant

que monogrille jusqu'd convergence ; on obtient ainsi la solution

"stationnaire" sur cette grille :

n
w(O) mod&le ] 1

b f de [discrétisé H > H

{

On initialise une solution sur la grille (H-1)

n n
H-1 1 H-1 1 (0)
IH (WH ) o+ GH (WH ) -+ WH_1,

~ H 1 X . N . )
ou GH est 1'opération d'interpolation -du résidu absolu de 1la
n
. 1 . v vl
solution W, min |W,-W,
conditions limites aux noeuds supplémentaires de Q

|, plus un terme qui prend en compte les

H-1

On effectue n., cycles bigrilles entre @ et QH jusqu'a obtention

2
d'une précision correcte de la solution.

H-1

(0) "2
Wy > Wy

On réinitialise une solution initiale sur la grille suivante (plus

fine).
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(e). On effectue n3 ecycles trigrilles entre Qh’ QH-1’ QH’

Remarques :

Chaque grille étant construite par raffinement local, les opérateurs
d'interpolation {12—1}, d'initialisation {Gg-1}, {WH} sont différents
pour chaque type de triangles, (division par deux ou par quatre entre
chaque grille). De méme, l'allocation des nouveaux noeuds n'étant pas
forcément au milieu de chaque cdté de 1'ancien triangle de la grille
précédente, il faut prendre certaines précautions dans-lﬂeétimation de
ces interpolations linéaires, ainsi que dans le stockage des valeurs de
la matrice Lh, (tableau de connexion). La précision supplémentaire
apportée a la solution par 1'accélérateur "multigrille" raffinement local
est trés appréciable (voir Paragraphe 4).

Sur le niveau le plus bas, le schéma devient "global" ; alors que
pour les niveaux supérieurs, le calcul est "local", en effet lorsqu'il y
a division par raffinement les opérations du schéma multigrille sont

locales.

4, Résultats

Nous travaillons dans le cadre des équations de Navier-Stokes

compressible pour (1), ou L contient également les flux visqueux {6].

a) Présentation des figures

Les figures (2) & (6) illustrent les ‘différents maillages
utilisés pour construire les géométries multigrilles (référencées "GEOMET
1 3 4"). Les grilles grossidres (2) et (5) sont générées par un mailleur
automatique développé sur mini-ordinateur (Appollo) par [16]. Le
raffinement des zones critiques peut &tre contrdlé. Une limite supérieure
du nombre de points pour cette grille grossiére'est fixée 3 300 noeuds.
Ce maillage initial est donc déji adapté, au sens ou la répartition des
points est modifiée par une connaissance a priori des phénomeénes.
Ensuite, les niveaux supérieurs sont obtenus par la technique de

raffinement local selon le eritdre de recherche des maxima de

> ->
(W.TM + u AVM)

|| G.vm + Gawm ||
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a = vitesse, M = Mach, L = distance du point considéré au corps.

D'autres critdres peuvent &tre utilisés pour améliorer ces
raffinements. Cependant, bien que ces maillages ne soient pas optimaux,
ils suffisent pour mieux calculer la solution avec un plus faible nombre
de points pour la grille fine (entre 1000 et 2000 points), comparé a des
maillages construits par division uniforme (environ 3200 points), [6].
Ceci est bien illustré par 1les figures suivantes (de 8 & 23), qui
comparent les résultats de la méthode multigrille locale avec ceux

obtenus par la méthode "globale", ([61).

Liste des figures "géométrie”

(2) zoom autour du NACAQ012 :
grille grossi&re pour un cas transsonique
Mach , M = 0.85
«©
500

Reynolds, Re
nombre de noeuds, ns = 233

nombre de triangles, nt = 428

(3) zoom autour du NACAQO12 :
3&me niveau de raffinement local pour le méme cas test (2)
ns = 1251, nt = 2412

() zoom du 4&me niveau sous le cas test (2)
ns = 3095 ; nt = 6042

(5a) zoom de la grille grossidre, cas supersonique et domaine 0 2
mailler
M= 2.0
100 £ Re £ 2000
ns = 286 ; nt = 534
Remarque : les lignes de points en gras sont introduites pour
demander un raffinement optimal dans les zones critiques : chocs,
couche limite, trainée, lors de la construction de la premiére
grille.

(5b) Domaine & discrétiser.

(6) grilles intermédiaire et fine pour un Mach égal & 2, & partir de (5).
ns2 = 734 ; nt2 1425 A ®
ns3 = 1815 ; nt3 3539.
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Les solutions calculées par le solveur Navier-Stokes et utilisées

pour construire les grilles des figures 6 sont présentéesQ

GEOMET 1 = (2) + raffinement intermédiaire + (3), (3 grilles)
GEOMET 4 = (2) + 2bis + (3) + (4), (H grilles)
GEOMET 2 = (5) + (6) , (3 grilles)

GEOMET 3 = (2) + raffinement local pour le cas test en incidence
@ = 3°. (3 grilles).

Résultats obtenus sur "GEOMET 1" en multigrille et la grille fine (3) en

monogrille

(8a)

(8v)

(9a)
(9b)

(10)

(1)

(12)

(13)

(14)

lignes d'isodensité.

Schéma FMG ‘local, 100 cycles multigrille pour la phase
tri-grilles.

Résidu = 0.27 10 > ; CFL = 0.7

temps CPU = 66 secondes sur CRAY -1S.

Lignes d'isodensité
Schéma de Lax-Wendroff monogrille sur (3),
2000 itérations, Résidu = 0.22 10-3 ; CFL = 0.4

temps CPU = 153 secondes sur CRAY - 1S.
Lignes d'isomach, correspondant a3 (8a)
Lignes d'isomach, correspondant a (8b).

Comparaisons des lignes d'isodensité entre :
Schéma de Lax-Wendroff Navier-Stokes sur la grille fine aprés
3000 itérations, (279 secondes CRAY), puis aprés 1000 ‘itérations

(86 secondes sur ‘CRAY), et le schéma FMG local a 100 cycles
trigrilles (66 secondes sur CRAY).

Lignes d'isodensité et d'isomach,
Schéma FMG local.
100 + 100 + 240 cycles (123 secondes sur CRAY)

Lignes 4d'isodensité et d'isomach.

Schéma FMG local.

200 + 200 + 400 cycles (279 secondes sur CRAY)

Schéma de Lax-Wendroff sur la grille fine ;

solution obtenue aprés 3000 itérations.

Schéma FMG local : Résultat optimal avec

100 + 100 + 100 cycles (66 secondes sur CRAY)
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Une comparaison entre (11), (12), (13) et (14) montre que 100
cycles en phase trigrille, aprés une initialisation de 100 itérations sur
la grille grossiére plus 100 cycles bigrilles entre les deux premidres
grilles, suffisent pour atteindre une solution approchée qui est

convergée et précise.

(15) Courbe de convergence. Schéma FMG local

(16) Courbe de convergence. Schéma Lax-Wendroff -sur la grille fine.

Ces résultats, obtenus avec une grille fine ayant peu de points,
(1251 points) sont trés compétitifs comparables 3 ceux calculés sur des
maillages plus importants (également adaptatifs) par des schémas de type

monogrille [23].

Sur cette méme géométrie le cas test suivant donne d'excellents

résultats

(17) M, = 0.85 et Re = 1000

lignes d'isodensité et d'isomach, 64 secondes sur CRAY 1-S

(182 Courbe de convergence pour le cas test (Re= 1000)

Résultats obtenus sur "GEOMET 4"

M, =0.85, Re =500, CFL=0.7, x=0.0

(19) lignes d'isodensité et isomach-

Schéma FMG local, 20 + 30 + 50 + 50 cycles.

(20) Courbe de convergence.

Résultats obtenus sur "GEOMET 2"

(21) lignes d'isodensité et d'isomach, M_ = 2.0, Re = 1000,
X = 0.0 ; schéma FMG local, 100 + 100 + 100 cycles,

(22) Courbe de convérgence.

Résultats obtenus sur "GEOMET 4" (incidence non-nulle)

M_= 0.85 , Re

L]

500 , o = 3°

grille fine ns = 1383, nt = 4308, x = 0.0, CFL = 0.7
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(23) lignes d'isodensité et d'isomach.

(24) Courbe de convergence.

b) Conclusion sur les résultats

L'utilisation de maillages adaptatifs pour construire la
géométrie multigrille donne une précision supplémentaire 3 la solution
approchée par ces techniques de multigrilles locales. Leur génération
méme est néanmoins 3 revoir, les critdres de raffinement utilisés
géndrent parfois des irrégularités qui ne sont pas assez régularisées par
le processus d'uniformisation a posteriori. Cependant, les géométries que
nous avons construites ici donnent d'excellents résultaté : ce qui est
également di 3 la souplesse du schéma full multigrille local.

Les solutions présentées ici montrent que 100 cycles trigrilles,
aprés 100 itérations sur la grille grossiére, plus 100 cycles bigrilles
sont suffisants pour atteindre une solution précise. Cette solution (14)
est équivalente 3 un calcul d'environ 2000 itérations par le schéma
Lax-Wendroff en tant que schéma monogrille sur la grille fine ((8b) (9b)
et (13)). Cela correspond & un gain réel de l'ordre de 2.5 en temps CPU.
Le gain en efficacité de calcul eét de 1l'ordre de 5.6. En effet, un cycle
de la 3&me phase FMG locale correspond 3 un calcul de {2+§$7+ﬁ%§} ~ 2,96
flux de référence. On appelle flux de référence le calcul d'une itération
sur la grille fine par le schéma de Lax Wendroff. Cela correspond & une
étape predicteur, une &tape correcteur avec des calculs de flux (Fx’ Gy)
de viscosité physique et de conditions limites. 100 cycles en trigrilles
représentent environ 80% du travail de calcul, donc le coiit total est de
1'ordre de 360 flux de référence pour le schéma FMG local. Ceci équivaut
3 un calcul monogrille de 2000 itérations (un flux Lax-Wendroff par
itération). Les résultats "FMG local" diminuent sensiblement les
inconvénients d{is aux maillages rencontrés par le code "FMG global" [6]
grille fine précise, de faible encombremeﬁt mémoire, solution rapidement
convergée... etc. Par rapport aux schémas monogrilles, ce schéma donne
des résultats analogues a des caléuls sur des maillages plus fins, avec
un gain éppréciable en temps de calcul [23]. .

La méthode est donc tr&s efficace, elle est aussi assez souple
nous avons testé des cas tests trés différents sur des maillages ayant
relativement peu de points, avec des résultats trés encourageants aussi

bien pour la précision de la solution que pour sa.convergence.
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Le code est actuellement utilisé pour des mach compris entre .5
et 3 et des Reynolds inférieurs a 2000, 3 cause de la limitation de 1la
discrétisation des géométries (occupation mémoire) et 1'absence de
viscosité artificielle, (x = 0.0). Nous prolongerons donc cette étude.
pour augmenter la plage d'utilisation. Nous envisageons, par exemple, de

prendre des MIB différentes pour résoudre les équations de Navier-Stokes.

5. Perspectives

Nous. avons constaté que la méthode multigrille tolére
ltutilisation de nombre de Courant, CFL, plus é&levé que son homologue
monogrille ; la fiabilité de la méthode donne des critres de stabilité
plus souples [1], [18].

L' adressage des noeuds entre les grilles est indirect (maillages
non-structurés, non-emboités...) et doit &tre amélioré. L'optimisation de
1'algorithme multigrille local passe obligatoirement par une
restructuration des données géométriques (noeuds/triangles), couplée avec
le stockage des variables. Actuellement 1les différents niveaux sont
rangés selon leur division : non-division, division par deux avec
identification de la numérotation des triangles créés, division par
quatre avec identification_du ﬁriangle central créé.

Une méthode plus optimale serait la suivante :

- chaque T GQEL poss&de une indice supplémentaire a, tel que :

a =1 8i T n"est pas divisé
a =2 si T est divisé en 2 triangles
a =3 si T est divisé en 4 triangles.
. % . .
- sia#1, T » {Tj} € 2s1” {j = %,2 0ugj =1,2,3,4 en coordonnées

locales.

La géométrie est donc remaniée par pile, avec renumérotation des
triangles pour le stockage. Ainsi la triangulation %;H—1 est stockée de
la fagon suivante :

-1) la grille grossiéreqz;

-2) {T e%jm, a=2} -%. »
(r €%, s =3}
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On itére le processus pour les triangulations plus fines. Seuls sont donc
stockés en mémoire les noeuds/triangles nouveaux 3 chaque niveau de
raffinement. Un tableau d'adressage relie ces triangles a leur origine.
Les variables physiques par niveau doivent aussi porter. cette adresse
ceci permet de les dimensionner au nombre de noeuds courants, (ou de
triangles ou de segments... selon la quantité en question). On peut citer
% ce titre les travaux de Bank [19], et de Rivara [20].

D' autres solveurs doivent &tre envisagés pour pouvoir prendre en
compte des écoulements & nombre de Reynolds plus élevés. Une viscosité
artificielle compatible avec la résolution numérique d'un écoulgment
visqueux pour les cas considérés doit &tre intégrée & ces schémas
centrés. Sinon, wune autre approche serait d! introduire une autre
approximation spatiale.

L' approche locale permet de considérer des schémas différents
selon le niveau dans la hiérarchie des grilles : par exemple, un schéma
explicite rapide-sur la grille fine couplé 3 une méthode implicite sur
les grilles grossidres. On réduirait ainsi le nombre de pas de calculs et
on améliorerait la stabilité. Les possibilités'de décomposition en zohes,
de schémas différents par niveau, d'optimisation de la structure des
données, et les avantages des maillages adaptatifs montrent que
1'algorithme dynamique peut devenir encore plus avantageuse pour des
calculs bi-dimensionnels.

Les techniques dites "locales", ou "dynamiques", permettent aussi
de considérer d'autres algorithmes de résolution que celui de FMG. Par
exemple, on peut citer 1'algorithme de DC ("Defect Correction")
-correction des résidus- qui est 1'analogue local de (7), (9) et (11),
ol {L (W)} est calculé par une méthode itérative d'ordre un, et {L (W)}
par une méthode stable d'ordre 2 [17]. La décomposition en zones (flg 1)
S'adapte directement 3 de tels schémas [8]. La combinaison FMG + DC +
décomposition en zones semble &tre un algorithme fiable et 1ntéressant 3

tester en &léments finis.
6. Conclusion

L'algorithme full multigrille local est performant, souple,
efficace et robuste. Nous avons présenté dans le paragraphe 5 les
possibilités ouvertes pour cette méthode. Son utilisation pour des

calculs tridimensionnels passe par 1la restructuration des données

géométriques (occupation mémoire) .
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La gestion des triangulations successives, leur régularisation
optimale sont la clé des résultats obtenus; La construction d'un systéme
expert qui part du maillage initial et qui arrive 34 la solution approchée
par le schéma FMG local en deux dimensions est en cours.

D' autres solveurs doivent &tre envisagés : approximation spatiale
décentrée, viscosité artificielle pour des nombres de Reynolds élevés,
éinsi que des schémas différents selon les niveaux (explicite rapide sur

la grille fine, implicite sur les niveaux grossiers),...etc.
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kt = 3000

’

chi = 0.4.
Solution calculée sur le naca "grossier
(figure 5a),ns = 286

kt = 2000

s chi = 0.0
Solution calculée sur le naca "jintermédiaire"”
(Figure 6), ns = 734
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lud + 100 + 100 cycles
schéma FMG local

X= 0.0 cfl = 0.7

06 secs. CRAY 1s

Figure B8a

------

---------

..........
ye

Figure 8b 2000 itérations
Schéma monogrille -
Lax-Wendrof f vectorisé
X= 0.0 cfl = 0.4
153 secs. CRAY ls
Figures 8
Comparaison lignes d'isodensité. me = 0.85. Re = 500

(a) Schéma FMG local sur GEOMET 1

(b) Schéma Lax-Wendroff vectorisé sur la grille fine GEOMET 1
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Figure 9a

" Figure 9b

Figures 9
Comparaison lignes d'isomach. m« = 0.85, Re = 500
(a) Schéma FMG local 100 + 100 + 100 cycles
(b) Schéma Lax-Wendroff en monogrille & 2000 itérations



‘Schéma monogrille sur
la yrille fine
kt = 3000 .

Schéma monogrille sur
la grille fine
= 1000

—~

/ ///——Schema FMG local :

~— § \\\\\‘_—_ﬂ————J/ 100 + 100 + 100 cycles

Figures 10

/.

Comparaison lignes d'isodensité me= 0.85, Re = 500
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lignes d'isodensité

lignes d'isomach
, Figures 11
Schéma FMG local, 100 + 100 + 240 cycles
meo= 0.85, Re = 500
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lignes d'isodensité

lignes d'isomach

Figures 12
Schéma FMG local 200 + 200 + 400 cycles
meo= 0.85, Re = 500



lignes d'isodensité

lignes d'isomach

Figures 13

Schéma Lax-Wendroff Navier Stokes sur la grille fine
itération . 3000 m» = 0.85, Re = 500

(1251 ns)



lignes d'isomach

Schéma FMG local 100 + 100 + 100 cycles
me = 0.85, Re = 500

Figures 14
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Figure 15
Courbe de convergence L 4
FMG local Résidu au cycle 300 = 2.5077 10
Re = 500 X = 0.0 cfl = 0.7

me, = 0.85
66 sec. CRAY 1-S



34

2® Q° £ 2,297

> \TERATIONS

Lot
RESIDU

10~* <

102,

4077y E‘\_

. miosmm Y 7
Figure 16

LAX-WENDROFF sur la grille fine. m, = 0.85 Re = 500. -
X = 0.0 cfl = 0.4 153 secs. CRAY 1-S
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Schéma FMG local 100 + 100 + 100 cycles
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Figures 19

Schéma FMG local. 4 grilles. 20 + 30 + 50 + 50 cycles
' me= .85, Re = 500
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m_ = 0.85 Re = 500



‘Figures 21

Lignes d'isodensité et d'isomach, Meo

Re = 1000,

X= 0.0 ; schema FMG local,

100 + 100 + 100 cycles

2.0,
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lignes d'isodensité et isomach : NACA en incidence,
meo= 0.85, Re = 500, @ = 3°

Figufes 23
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Figure 24

Mme = 0.85 , Re =500 , o = 3° Schéma FMG local
72 secs CRAY 1-S
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