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Résums :

Ce rapport présente une approche unifiée du probieme de
commande bas-niveau des robots manipulateurs rigides. |1 est scindé en
deux pariies.

La premiere se situe 4 1a frontiére des niveaux haut et bes de
18 commande des robots. Elle introduit et développe 1a notion de
conditionnement des t&ches robotiques vis & vis du probigdme de commands
bas~nivesu. L'importance de cette notion résulte du lien étroit existant
‘entre le conditionnement de la tache robotique et 1a possibilité de
concevoir des commandes efficaces et numériquement bien conditionnées.
L'approche conduit & une méthodologie pour vérifier et, le cas échéant,
augmenter le degré de conditionnement d'une tache robotique. Elle permet :

-ggalement d'aborder de facon originale et de traiter giobalement les
problémes de singularités et de redondance des téches robotigues.

| La seconde partie se situe au niveau de 1'algorithmique de

commande. Elle présente une synthése et une analyse d'une classe de
commandes englobant la plupart des commandes actueilement
opérationnelles dans 'industrie ou proposées dans la littérature. L'étude
est menée dans le cadre des robots rigides équipés de moteurs électrigues
& courant continu. L'analyse est centrée sur les propriétés de robustesse
de 18 commande et met en évidence les ingrédients essentiels d'une bonne

" commande. A cet égard les commandes basées sur T'utilisation de gains
non-linéaires présentent des propriétés intéressantes d'autant plus
qu'elles ne sont pas nécessairemsnt complaxes § mettre en oeuvre.
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AN APPROACH FOR THE SYNTHESIS AND ANALYSIS
OF THE ROBOT MANIPULATOR'S CONTROL

Abstract :

This report presentss unified approach for the low-lavel
control problem of robot manipulators. It contains two parts. :

The first part lies between the high and low robot control
levels. It introduces and develops the concept of robot task conditioning in
relation to the low level control problem. The importance of this concept
resuits from the close link existing between the tesk conditioning and the
possibility of deriving efficient and numerically well conditioned controls.
The approach leads to a methodology for verifying and improving, when
necessary, the conditioning of & robot task. It alsa leads to an original way
of introducing and treating the problems of task singularities and task
redundancy.

The second part lies at the design control level. It presents a
synthesis and an analysis of a class of controls encompassing most of the
controls which are operational in the industry or proposed in the
literature. The study applies to rigid robot manipulators equipped with
electric DC motors. The analysis focuses on the robustness properties of
the control and points out the main ingredients of a good control. In this
respect, controls using non linear gains seem to posess interesting
properties, all to the more as they are not necessarily complex to
implement. .
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Présentation générale

L’objectif de ce rapport est d’essayer de définir une approche cohérente et unifiée pour la
synthése et I’analyse de commandes de robots.

Historiquement la commande des robots a été abordée de fagon ponctuelle et compartimentée
pour résoudre tel ou tel probléme particulier sans que soit vraiment entrepris en paralléle un travail de
synthése pour dégager les principes généraux qui unifient ’ensemble des approches et solutions
obtenues. C’est ainsi que commandes en vitesse, commandes par retour d’effort, commandes
adaptatives, commandes par découplace linéaire,... peuvent apparaitre dans la littérature comme autant
de solutions, parfois antagonistes, pour réaliser diverses tiches robotiques elles-mémes classées en
plusieurs groupes. C’est ainsi que 'étude de la redondance d’une tiche robotique n’a principalement
été abordée que dans un cadre cinématique et qu’il en est de méme pour les tiches basées sur
I'utilisation de capteurs de proximétrie ou d’effort. Au niveau de I’ analyse, les études de stabilité et de
robustesse ont surtout été entreprises, 2 quelques rares exceptions prés, dans le cadre restrictif de la
poursuite d’une trajectoire dans I’espace articulaire du robot. L’ensemble de ces points est repris dans
le présent rapport et intégré au sein d’une approche unique générale de la commande de robots.

Le rapport est scindé en deux grandes parties. La premiére s’attache i caractériser
mathématiquement la notion de tiche robotique et les propriétés qui font qu’une tiche est plus ou
moins facile a réaliser. Le point de vue adopté et développé dans cette partie est que la plupart des
tdches robotiques se raméne d’une fagon ou d’une autre 3 un probléme de positionnement des
articulations du robot et que pour cette raison le probléme de la commande peut généralement étre
exprimé en termes d’un probléme de régulation ol la grandeur i réguler est constituée des valeurs
prises par une fonction vectorielle qui caractérise la tiche. Les variables de cette fonction sont d’une
part les coordonnées articulaires du robot et d’autre part 1a variable temporelle qui sert 2 paramétriser
I’évolution du ou des objectifs  atteindre. La trajectoire idéale du robot est celle qui annule cette
fonction a tout instant. La notion de p-admissibilité d’une tiche est introduite et présentée comme un
moyen de caractériser le conditionnement uniforme de la tiche pendant la durée d’exécution de celle-
ci. L’étude de I’ admissibilité d’une tiche permet déja de se faire une idée des difficultés que pose son
exécution avant méme d’aborder le probléme de commande. La notion de singularité d’une tiche est
définie pour caractériser les tiches qui ne sont pas admissibles pendant toute la durée d’exécution
initialement prévue. Elle généralise les notions classiques de singularités géométriques d’un robot et
de singularités de représentation. Le concept d’admissibilité est ensuite appliqué 2 I’étude de plusieurs
exemples de tiches robotiques. Parmi ces exemples une étude complémentaire est consacrée aux
tiches basées sur I'utilisation de capteurs de proximétrie ou d’effort et des liens sont établis avec
d'autres approches existantes. La caractérisation et I’utilisation de la redondance d’une tiche sont
traitées dans le chapitre suivant avec quelques exemples commentés. Pour clore cette partie le
probléme du passage forcé par des singularités de la tiche est envisagé. Une alternative 3 cette




opération hasardeuse consiste 2 faire dés le départ en sorte que la tiche soit admissible et une méthode
de régularisation des tiches non-admissibles est proposée.

La deuxi¢me partie de ce rapport traite le probléme de commande 2 proprement parler. L’étude
est faite dans le cadre des robots rigides commandés par des moteurs électriques. Aprés avoir rappelé
les équations de la dynamique des robots 2 partir desquelles 1’analyse de la commande sera faite, une
expression générale de la commande est proposée. Les principaux schémas de commande proposés
dans la littérature sont passés en revue et leur unité de structure est mise en évidence. Un outil général
d’analyse applicable A toute tiche robotique admissible et 2 toute commande appartenant 2 la classe
précédemment définie est ensuite présenté. Le coeur de 1’analyse est I’étude des solutions d’une classe
d’équations différentielles non linéaires du second ordre. Cette analyse permet de déduire des
conditions suffisantes de robustesse de la commande. Deux éléments essentiels pour la robustesse sont
d’une part la taille des gains de commande et d’autre part la propriété de positivité d’une certaine
fonction matricielle. La relation existant entre la taille des gains de commande et I'effort de
mod¢lisation consacré au niveau de I'élaboration de la loi de commande est explicitée. II est suggéré
par I'analyse qu’une alternative 2 I'utilisation de grands gains constants est 1’utilisation de gains non-
linéaires qui n’assument de grandes valeurs que lorsque cela est nécessaire. Une étude rapide des
phénoménes qui tendent & s’opposer a I'utilisation de trds grands gains vient compléterI’analyse. Pour
terminer, les répercussions pratiques de la condition de positivité matricielle précedemment évoquée
sont soulignées et illustrées par des exemples.
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1.1 Introduction

Avant de se préoccuper de la commande d'un robot, il faut déterminer la tiche que 1’on veut iui faire
accomplir. L’étape préalable de conception de la tiche robotique reldve d’un niveau de décision
supérieur qui doit conduire A traduire la tiche en termes mathématiques exploitables pour
I’élaboration et ensuite 1’évaluation de 1a commande "bas niveau”. Cette opération de traduction est 2
la fois primordiale, parce qu’elle conditionne complétement 1utilisation future du robot, et délicate
parce que non formalisable de fagon précise. Elle est d’autant plus délicate que des formulations
mathématiques a priori assez semblables peuvent dans certains cas conduire & de grandes différences
de fonctionnement. Ce phénoméne trahit généralement une certaine ambiguité au niveau de la
définition de 1a tiche qu’il conviendra le plus souvent d’éliminer en invoquant des considérations de
robustesse de fonctionnement. Le prix de cette robustesse sera inéluctablement une dégradation des
performances et de la précision dans certaines zones de travail. Il nous faut donc dés le départ prendre
conscience qu'il existe des situations conflictuelles rendant le probl®me de commande difficile, sinon
impossible, & résoudre de fagon totalement satisfaisante. Illustrons cette remarque par un exemple.
Supposons que le but recherché soit de minimiser 1a distance entre 'effecteur d’un manipulateur et
une cible (supposée ponctuelle) dont on connait la position 2 chaque instant. Tant que la cible reste
dans I’espace atteignable par I’effecteur du robot le probléme 2 traiter est un probléme de poursuite.
Lorsque 1a cible sort de ’espace de travail du robot, il n’est plus possible physiquement de réaliser la
poursuite de ia cible et la minimisation de la distance effecteur-cible devient un probléme de pointage
de I’effecteur dans la direction de la cible. La difficulté essentielle provient du fait que ces deux modes
- de fonctionnement, poursuite et pointage, ne sont pas physiquement raccordables. Il suffit pour s’en
rendre compte de considérer le cas d’un manipulateur 2 deux degrés de liberté en rotation et d’une
cible animée d’un mouvement linéaire uniforme dans une direction orthogonale a la frontiere de
I’espace atteignable par I’effecteur du robot (voir schéma ci-dessous).
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sOr est irréalisable en piatique. Le seul moyen de s’en tirer consiste 2 modifier la tiche initiale en
imposant d’abandonner la poursuite parfaite de la cible lorsque celle-ci se rapproche de la frontiére.
Ceci revient 2 dégrader la qualité de la poursuite et du pointage dans certaines zones de travail du
manipulateur. Sans pousser plus loin le raisonnement il apparait d’ores et déja que le compromis qui
sera choisi comportera nécessairement une part d’arbitraire.

Nous retiendrons pour !’instant de cet exemple que toute théorie ou anaiyse de la commande des
robots, aussi compléte soit-elle, ne peut servir a résoudre ou 3 corriger les problémes conceptuellement
mal posés. Pour cette raison, avant méme d’aborder le probléme de commande “bas miveau”, il
importe d’essayer de cerner les caractéristiques d’une tiche robotique bien conditionnge. Ce n’est que
lorsque ces caractéristiques seront réunies qu’il sera possible de faire une analyse du probléme de
commande bas niveau. Une conséquence ficheuse, mais incontournable, est qu’une telle analyse aura
nécessairement les limitations de son cadre d’application. Elle cessera d’étre applicable a I’instant o
la tAche n’aura plus le conditionnement suffisant. Dans I’exemple de poursunite parfaite d’une cible, ce
mauvais conditionnement apparait lorsque la cible se rapproche trop de la frontiere de I'espace
atieignable par I'effecteur du robot. Nous aurons alors dans la pratique A faire face A deux alternatives :
ou bien interrompre 1’exécution de la tiche, ou bien laisser “courir” ia commande, en prenant certaines
préca{xtions et en espérant que celle-ci posséde encore de bonnes propriétés en dehors du cadre de
I’analyse. Comme il sera dans ce dernier cas impossible de prévoir avec ceritude Peffet de la
commande, le risque pris devra au moins étre justifiable par des arguments de robustesse de nature
différente de ceux de [’analyse. Cette option concerne en particulier une classe importante de
commandes que nous appellerons du “type gradient” pour les distinguer d’une autre classe de
commande dite de "type Newton” idéalement plus performantes et plus slres lorsque la tiche est bien
conditionnée, mais moins robustes dans le cas contraire. Le conflit robustesse-performances, auquel
nous ne pouvons décidément échapper, apparait encore sous cette forme.

Tentons maintenant de préciser ce que nous entendons par formulation mathématique d’une tiche
robotique. Notre idée est que dans la plupart des cas le désir de 1'utilisateur se résume ou se raméne

i) soit & essayer de maintenir proche de zéro un vecteur e(g,f) de dimension {mx 1) (m<a) ol n estle
nombre de degrés de libertés du robot,

Exempile :
e(q.8)=q-q,()
ot {g,(t)} est une trajectoire idéale prédéterminée dans I’espace des coordonnées articulaires

it) soit & essayer de minimiser (maximiser) par rapport 2 la variable ¢ une fonction de cott scalaire
k(q.t) susceptible d’évoluer dans le temps (d’ot Ia présence de la variabie 3,

Exemple :
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i
mad- L ag

oﬁ d;i(q,?) est la distance d’un point du robot A un obstacle dont la position variable dans le temps est
paramétrée par la variable ¢ .

iii) soit & combiner les deux opérations précédentes.

Exemple :

a) maintenir nul le vecteur : e(q,¢) = x(q) - x,(¢)

ol : x(q): vecteur de coordonnées (mx1)(m< n) repérant la position de
P'effecteur dans un repére cartésien fixe.

{xr(2)} : rajectoire idéale de I’effecteur dans ce repére.

b) sous la contrainte précédente, minimiser

Mo T .
7 —;':1 di(q.t)

1

de sorte a &viter autant que possible les obstacles.

Il existe des liens étroits entre ces diverses formulations. Par exemple, dans le cas ot la fonction h(q,t)
est globalement convexe, minimiser cette fonction ar rapport & ¢ est équivalent 2 amener puis 2
maintenir proche de zéro le vecteur gradient &q,¢) = g?(q,t) de cette fonction .

Exemple :

min|q-q, (O < g-4,()=0
q

De méme si le vecteur e(q,t) dérive d’une fonction positive h(q,2) et si cette fonction est convexe en
son minimum 2 1’instant 7, maintenir e(q,t) égal A zéro revient A minimiser la fonction h(q,t) .

Dans le cas général, il n'y a cependant pas équivalence F£ntre « essayer de minimiser une fonction
h(q,t) » et « amener 2 zéro le vecteur gradient e(q,t) = -&I—(q,t) ». La raison est que dans le cas oul la
fonction h(q,2) n’sst pas globalement convexe et posséde plusieurs minimums et maximums locaux,

amener le vecteur gradient 3 zéro peut conduire & maximiser la fonciion au lieu de ia minimiser. La

difficulté est bien connue en programmation linéaire. C’est 2 ce niveau que s’introduit la distinction
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entre la méthode du gradient et la méthode de Newton [1]. Rappelons brizgvement les avantages et les
. inconvénients de ces deux méthodes.

Méthode du gradient (en continu)

Soit 2(g) une fonction indépendante de la varable ¢ qu’il s’agit de minimiser. Une fagon
d’implémenter la méthode du gradient consiste, A partir d’une valeur initiale g(0) = qg, 2 faire varier ¢
selon I'équation d’évolution suivante :

. onT
q+uQ-5§—(q)=0 n=>0) (1-1)

(;—(a) [ @ %@D

ol @ estune matrice positive.
En mulnphant alors I’équation (1-1) & gauche par;—(q), nous obtenons :

d oh orT
(;;(h(q)) =-ug—(q) Qa—(q)SO (1-2)

ok
Tant que 3—-(q) # 0, h(g) diminue. Cette décroissance s’arréte lorsque —;——(q) =0, c’est % dire lorsque
h(g) a atteint un point stationnaire. Ce point stationnaire est un minimum si en ce pomt;—z >0.

Le choix le plus simple pour O est la matrice identité I. Dans ce cas la méthode consiste simplement a
imposer que g se déplace dans Ia direction opposée de celle du gradienta—(q) de 1a fonction A(q).

L’avantage de cette méthode est qu’elle assure toujours la convergence vers un point (ou une région)
ob Ja valeur de la fonction est plus petite qu’au départ. Si de plus g se rapproche suffisamment prés
d’un minimum de 1a fonction alors ¢q converge vers ce minimum.

L’inconvénient bien connu de 1a méthode est qu’a I’approche du minimum, la convergence peut étre
s lente : c’est e phénomeéne de valige.

Une conséquence de ce phénoméne est que la moindre perturbation v(z), agissant au niveau de
P’équation d’évolution (1-1), c’est-3-dire telle que :

T
410 %’%—(q)ﬂ(r) (13

peut entrainer de grands écarts du vecteur g et le maintenir loin du minimum.
Méthode de Newton

Une fagon de remédier au phénoméne de vallée inhérent 2 la méthode du gradient simple consiste 2
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corriger la direction de descente 2 1'aide de la matrice dérivée seconde de la fonction. Ceci revient 2
remplacer 1’équation (1-1) par I’équation suivante :

3%n  TlenT _
q+u[3;2(¢ﬁ W(Q)“’ (1-4)

Remarquons que cette équation peut également s’écrire :

epes0  ( BhT)
é+ = €=
a dq

(1-5)
et qu’elle entraine la convergence exponentielle uniforme du vecteur de gradient vers 0, quelque soit

la condition initiale de gg.
L’avamiage de cette méthode est d’assurer un taux de convergence uniforme au voisinage du

minimum, ainsi qu’une meilleure insensibilité aux perturbations.

n inconvénient majeur est qu’elle assure la convergence vers un minimum seulement si la matrice
{(q) est positive tout le long de la trajectoire de g. Dans le cas ol cette matrice est initialement
37 y ?
négative, ¢ part dans Ia mauvaise direction, et la fonction 4(g) augmente.

Supposons maintenant que la fonction 3 minimiser h(g,f) ne soit plus indépendante de la variable
temporelle ¢,
Dans ce cas :

d. oh . on
g (q,t))=gq-(q.t)q+a—t(q,t) (1-6)

et la méthode de gradient (1-1) ne conduit plus 2 la relation (1-2), mais 2 la relation :

a. ok anT ok -
F M) =1 5-a.005-49.0 + 5:(9.9) (1-7) |

. , oh . .
Il est clair que dans ce cas, si 57(q.2) # 0, la méthode de gradient n’assure plus la convergence de ¢
vers le minimum de 4{g,¢). Il se peut méme que si 374,t) varie trés vite et si le coefficient |t n’est pas
assez grand, g ne cesse de s’éloigner de ce minimum.

Si, par contre, nous imposons que g satisfasse l1a relation (1-5) : &+ | e = 0 qui s’écrit également :

02h 19nT  32h 19 ok ,
Q+P~[§_2] T+['¢9_7] ;—B—*] 0 (1-8)

nous obienons une méthode de Newton ngoamee qui assure la convergence puis le maintien de g au
minimum de la fonction h(g,?), tant que 32 reste positive.
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Autrement dit un suivi %§rfa1t du minimum de la fonction h(q,?) ne peut se faire qu’a I'aide de la
matrice dérivée seconde Pl *est-3-dire en utilisant une méthode de type Newton.

L’avantage précédent admet cependant une contrepartie A laquelle la méthode de gradient est
beaucoup moins sensible. Supposons en effet que 1a fonction #(q,¢) se déforme au cours du temps de
sorte que petit  petit, par continuité, le minimum local vers lequel nous avons convergé au départ se
transforme en un maximum. Nous avons représenté cette évolution dans le schéma suivant :

t’\f;pho) ‘:fq’bﬂ h(q,t) _ hig,ts)
A 'S (k)
9 3
C]#(Ll)
¥t
Tt T, X >
3 9 T 1

cbg < kg <E, <y

La metho@e de Newton permet de maintenir g €gal au mxmrgum q"(?) tant qu’en ce point la qenvee
seconde 377 reste positive. A 1’approche de I’instant 13 ob W(q *(#),£) devient égal i zéro (-—z 57
devient singuliére) la méthode de Newton est de moins en moins bien conditionnée numenquement et
finit par exploser. 32

Par contre, du fait que la méthode de gradient n’utilise pas l'inverse de 577 elle continue d’étre
utilisable. Aprés I'instant 3, g4 part d’un c6té ou de 'autre de g *(r3) et tend a rejoindre un autre
minimum de la fonction. En réalité ¢ aura entamer ce mouvement avant I’instant ¢35 puisque ¢ ne
coincide pas exactement avec le minimum ¢°(z) pendant I'imntervalle de temps [fg,r3]. Cette
anticipation pourra méme étre plus rapide si une perturbation agit sur I’équation d’évolution de ¢




- 18 ~

Il n’est pas dur d’imaginer que les difficultés que nous venons d’évoquer se répercutent intégralement
au niveau de la synthése de la commande. Pour réaliser une tiche avec précision nous aurons envie
d’utiliser une commande dérivant de la méthode de Newton. Cette commande pourra cependant dans
certains cas ne pas avoir la robustesse d’emploi d’une commande plus simple dérivant de 1a méthode
du gradient. Nous avons vu que cette différence de robustesse était liée 2 la forme de la fonction k(q,t)
que I’on désire minimiser. Plus précisément elle est liée aux variations de convexité de cette fonction
au voisinage du minimum. Elle tend 2 disparaitre dans le cas ol la fonction se déforme
"régulidérement” dans le temps et reste convexe (dans la variable q) dans un voisinage assez grand dy,
minimum g *(¢). Dans ce cas Ia tiche que doit accomplir le robot s’exprime en termes non équivoques
pour le probléme de commande : le but de la commande est d’amener g au minimum q*(t) qui se
trouve au fond de la région convexe 2 laquelle appartient la position initiale gg et de I'y maintenir. La
tiche consiste donc 2 réguler le vecteur gradient dq.t) = Tq’(q") autour du vecteur nul.

Nous sommesainsi amenés 4 distinguer deux catégories de tiches robotiques : i) celles que nous
qualifierons de bien conditionnées pour le probléme de commande et qui se raménent 3 un probléme
de régulation pendant toute la durée d’exécution de la tiche, et ii) celles qui n’appartiennent pas 2 la
premitre catégorie et qui ne seront pas traitdes pas dans ce rapport.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous attacherons, en vue de I’analyse de commande qui suivra, 2
formaliser Ia notion de bon conditionnement d’une tiche en la reliant aux propriétés que doit satisfaire
la fonction vectorielle e(q,?) (celle-ci dérivant ou non d’une fonction scalaire 4(q,1)). Il incombera
ensuite au concepteur de la commande de vérifier si la tiche qu’il veut réaliser est compatible ou non
avec ces propriétés. Si cette compatibilité n’est pas acquise, le concepteur pourra s’il le désire modifier
la tiche en conséquence. ‘

Signalons pour clore cette introduction qu’il existe, heureusement pour la généralité de notre
approche, des moyens de transformer une tiche reconnue mal conditionnée en une tiche "voisine”
bien conditionnée. Pour illustrer cette possibilitg, coggidérons le cas d’une fonction h(g,t) que 'on
désire minimiser et supposons que la matrice 5-2(4.t)s0it uniformément bornée mais non
nécessairement positive. 11 est toujours possible de "convexifier” (par rapport 2 la variable q) cette
fonction en lui ajoutant un terme de la forme 1/ 2M(1)1 g - y(£)|% o A(r) est une fonction scalaire
positive et y(f) une fonction vectorielle 4 valeurs dans IR ,,. En effet 1a fonction h’(g,t) ainsi obtenue
s’écrit :

1
B(q.) = h(g.t) + 5 M) q - y()? (1-9)
d’oli:

azh,/ LY azh/ ~ A oo -
g2 D D= 57290 + MO (1-10)
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azn’

Tl est clair qu'un choix adéquat de A(¢) permet de rendre la matrice = toujours positive au voisinage '

du point courant g(¢). Il reste alors A déterminer y(r) de sorte que la contribution du cofit ajouté
demeure faible.

Montrons, en examinant un cas particulier simple, que cette modification de la tiche peut s’interpréter
comme une fagon de concilier les avantages respectifs des méthodes de gradient et de Newton dans Ie
but de minimiser Ia fonction initiale A(q,¢).

Nous supposerons pour simplifier que cetie fonction est indépendante de la variable - ¢ -
(h(qa.fg h(q)). Soit A une borne supérieure de lazvaleu{ absolue de la valeur propre la plus négative
de yz(q) Par définition de A la matrice : Frie 5—74-11 est toujours définie positive (donc
mvexsxble) Imposons d’autre part & y(¢) de satisfaire I’ équauon

(&) +ay(t)=oq(?) ; y0)=q(0) (a>0) (1-1)

y(¢) est dans ce cas un vecteur filtré de ¢(¢). Plus o est grand, moins le filtrage est important et plus
¥(t) ressemble 2 g(#). 1l résulte également de cette équation que si g(f) converge vers un vecteur
constant alors y(¢) converge vers le méme vecteur.

Vérifions dans un premier temps que la méthode de gradient simple appliquée i la fonction
h'(q.0) = h(q) + ikl’q»- y(t)l2 donne des résultats semblables 2 ceux obtenus en appliquant la méme
méthode 2 la-fonction A(g). En transposant 1’équation (1-1) au cas de Ia fonction #’(g,£), nous avons :

’T
g+ng —(q n=0 (a)(1-12)
soit encore :
orT
‘7+!~1Q[W(q)+7»(q-y)]=0 (B)(1-12)

Nous voyons déja que la seule différence avec 1a méthode de gradient originale (donnée par la relation
(1-1))est I’addition du terme pAQ (g - y). Ce terme éiant nul 2 I'instant # =0, 1a valeur initiale de ¢ est
inchangée.

En multipliant 1a relation (1-12-b) & gauche par (g- )’;)TQ -1 nous obtenons :

T, poaT N T :
407 g+ un§;I— (@) +Md-9) 0Ya-»)-3TQ 410y (g1=0 (1-13)

et en utilisant (1-11) et (1-12-b) dans cette relation :

onT ‘
712 g+ pQ 5@ =-Aog-»TC g -¥) SR
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En rassemblant (1-13) et (1-14) nous obtenons finalement :

d A

ZH@ + 5@ -T2 q-y1=-4T 0¢-ratg- )T @ N (g- y)<0 (1-15)
Il en résulte que 4, (g -y) et par suite Ta"(q) tendent vers le vecteur nul. Donc si g converge ¢ se

stabilise en un point stationnaire de la fonctmn h(g) (qui est un minimum de h’(q,)) od celle-ci a une.
valeur plus petite qu’au départ. C’était le but recherchs,

Appliquons maintenant la méthode de Newton 2 1a fonction 4'(q,¢). La relation (1-5) s’écrit ;

é+pe=0 {a)(1-16)
avec :
nt anT :
e(q,1) = 35 @0= P (9)+ Mg -y())  (b)(1-16)

D’ol I'équation d’évolution de g :

3%h -1 9nT A
q’fl’»(g;iz-*“) [W+7~(q-y)~iy]=0 ‘ 1-17)

Soit en utilisant (1-11)

-1

32}1 - _T
4+(§?F’+ A +[a§~

+(n- a)e]= (1-18)

12 .
La matrice (W + Al') étant positive nous voyons déji que la méthode ne posséde plus les limitations

dela met.hod'= de Newton originale.

Remarquons aussi que pour o= :

aZh 'lahT

La méthode de Newton appliquée 2 la fonction h’(q,¢) coincide donc exactement dans ce cas avec une
méthode mixte gradient-Newton appliquée a la fonction A(g). Elle posséde la robustesse de la
méthode de gradient et en partie les perfonnanc%s‘,. ge la méthode de Newton. En s’octroyant la liberté
supplémentaire de faire tendre A vers 0 lorsque ;—z(q(t)) positive, nous pourrons CONverger vers une
méthode de Newton pure au voisinage du minimum.

, N - 3k
Terminons avec le cas général o1 o # 1. En multipliant (1-18) 2 gauche par g nous obtenons :
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d an(2n YT 1 | 10y
E["(‘I)]*“g;(;;z“»’)_ [3‘5 +&(p,—a)e] (1-20)

or d’apres (1.16a) e converge exponentiellement vers 0 et par conséquent (sans entrer dans les détails
d’une démonstration plus rigoureuse) :

d on(a2n  Y?onT
d-’[h(q)]z'aﬁ(??”") 3 S0 (1-21)

Cette dernidre relation montre que ¢ tend vers un point stationnaire de la fonction h(g) qui est
également un minimum de 4'(q,?). '
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1.2 fonctions p-admissibles

Soit e(q.¢) une application vectorielle de classe C “(k>2) d’un ouvert Q de IR" x IR dans IR".
Nous dirons que cette fonction est p-admissible sur Pensemble Cp.T pendant I’intervalle de temps
[0,T7 si et seulement si elle vérifie la propriété suivante :

r.II existe : .un intervalle [0, T} de /IR
. une boule fermée By dans IR” de centre 0 et de rayon p20

. un enserable Cp,T dans Q

tels que la fonction F (q,#) = (f{(g,£) ,¢) est un difféomorphisme de classe C * (bijection de classe C *
dont la réciproque est aussi de classe C¥) de C p,T surBp x[0,T].

Par difféomorphisme de Cp T sur Bp x[0,7], il faut bien siir comprendre difféomorphisme
d’un ouvert contenant C p,T SUrun ouvert contenant Bp x[0,T].

L’intérét de ce difféomorphisme est de permetire le changement de coordonnée (q,t) < (e,1)
ol (gq,¢) est un point de Cp,T et ¢ le point de B image par la fonction e(g,#) du point (g,7). Grice 2 la
propriété Py nous pouvons affirmer qu’étant donné un point initial (gg,0) de Cp.T et un chemin
e(t) (te [0,T'1) de classe C * contenu dans By et tel que e(0) = e(qq,0), il existe un chemin unique
q(2) de classe C* tel que :

q90)=qp et YV tc[0,T] : e(q(t),0) = e(t)

De plus si ey(f) et e5(r) sont deux chemins quelcongues (de classe C ) dans B, alors les deux
chemins réciproques g1(¢) et g(¢) dans 1a projection de C o.T SUr R " sont tels que :

191(5) - ga()| Skley(1) - ex(e)l (k> 0)

(F1est Lipschitz sur Bp x [0,T]). Autrement dit si les chemins e(¢) et e2(t) sont « proches » 1'un de
Iautre, alors les deux chemins ¢;(¢) et g2(¢) sont également proches 1’un de 1’ autre.

Il est trivial de vérifier que si une fonction e(q,t) est p-admissible sur Cp s pendant [0,T] elle
est aussi p’-admissible sur Cp',T' pendant [0,T°] avec p’<p, T'<T, C o' T cC 0.T"

Si une fonction e(q,¢) est 0-admissible sur CO’T pendant [0,T], alors il existe p > 0 tel que e(q,1)
est p-admissible sur Cp 7 2 Cyr pendant {0,T]. :

Remarquons que !’ensemble cpT est une des composantes connexes de l’ensemble
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F 'I(Bpx [0,7)= e‘l(Bp) ~ R" 2[0,T]. Soit C’ p7 UPe autre composante connexe de
F ’I(Bpx [0,T1), le fait que e(q,¢) soit p-admissible sur C o.T pendant [0,T] n’entraine pas que e(q.,?)
soit p-admissible sur C’ p.r Pendant [0,T].

Si e(g,1) est : . p-admissible sur C, 1. pendant [0,T]
' . p’-admissible sur C’ o' T pendant [0,T]

avec p’ >p et Cp.T ~nC o' T = J nous dirons que e(q,t) est plus admissible sur le connexe Cp’.T
que sur le connexe Cp,T pendant [0,T].

Etant donné un point initial (go,0) tel que e(go.0)e By, si pendant tout intervalle [0,T]
(T <+ o), 1a fonction e(q, ) est p-admissible sur un ensemble Cp,T contenant le point (gg, 0), nous
- dirons que e(g,?) est p-admissible sur Co= Cp r pendant [0, + oo [.

Un énoncé équivalent de 1a propriété P mettant mieux en évidence les propriétés internes que vérifie
la fonction e(q,t) sur ’ensemble C‘J T est le suivant : '

i i) Cp.T est une composante connexe de F ‘I(Bpx[O.T D
(ii) fr(Cp'T) N )= D (= Cp,T est une partie fermée de R” x IR)
(i) V (g,.0) ¢ Cp,T :

de
a) det[;)-&{q,t)] #0

de 1
b) lga(q.t) l<mp,T<+°°

de
c) Im{q,t)km’p.,‘r < + oo

|| désignant selon le cas la norme euclidienne ou 1a norme matricielle associée (norme spectrale), et
fr(A) 1a frontiére de I’ensemble A.

L’équivalence des énoncés P et P’ reléve d’un résultat démontré en annexe. Ce résultat peut
étre vu comme une extension du théordme classique des fonctions implicites appliqué 2 la fonction
F(q.t)={e(q.1),t). Le role du théoréme des fonctions implicites transparait d’ailleurs clairement au
niveau de la propriété iii)a) qui signifie que la matrice jacobienne de la fonction F(q,?) est réguliére
en tout point de C 0T En effet : :
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de de
oF Xo) Xo)
S0 = 350 5o X =(g.9)
0 1 |

et par conséquent :

oF d
detl5(Xo)] = det[-a—;-(Xo)]

Pour fixer les idées illustrons la notion de fonction p-admissible par quelques exemples
simples.

Exemple 1: Q= IR -{kr}iezXx R ; e(q,t)=sin(g- ).

Pendant tout intervalle de temps [0,T], cette fonction n’est admissible sur aucun ensemble, En
effet, 2 2= 0 le point 0 n’admet pas d’antécédant dans © et la propriété ii) de P’ n’est pas satisfaite.
Les autres propriétés de P’y sont pounant satisfaites pour tous les ensembles C :) r tels que :

c;’)T ={(@.NeQlg=k;n+t+Arcsinx, 0<:<T, -1 <-psxsp<]1, keZ}

Cet exemple particulier et quelque peu anificiel suffit 3 montrsr comment la propriété de p-
admissibilité dépend du domaine de définition de 1a fonction par I'intermédiaire de la propriété ii) de
Py

Exemple2: Q=R xR ; e(q.t) =sin(q - 1)

C’est la méme fonction que précédemment 3 la seule différence qu’elle est maintenant définie sur
IR X IR. Les ensembles C ; 7 définis précédemment sont maintenant des fermés de IR X IR et la
fonction e(q,?) est p-admissible (p < 1) sur tout ensemble C ;) T pendant [0,T] .

14
’7/. g;n‘-ﬂ'

3

2;1‘! * Arr.»me 1+
‘2;11' “

«2,-17 -Amm‘nf 4

<
-
- v
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Exemple3: Q= R2x R ; q= (Z;) ; e(q.t) =x(q) - x,(¢).
ou: .
Ilsy +s12]
© X@)= [1 [e1 + 612]]

(sy=sing,,etc.)
1 9]

xr l(r) v . 2 (4 2
o X, (t)= % ) est une fonction de classeC* de dérivée bornée.
r,

N

oK

interprétation graphique de la fonction

e(q,t) dans 1le p]aﬁ

onls) [xl?;)]

5N (t) [zmce)]

%, o (1)

MN (g, t): €4(,t)

v ) €. (g,%)
affine

l[cl-l-(.‘lz] IC12

de ox
%(q,t) = 55(q)=
-l[Sl+512] -1512

de
= del[-a?(q,:)] = -12.5'2

et par conséquent det [g;(‘b ;)] =0 qgr=kn(keZ).
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" Pour que la fonction e(q,t) soit 0-admissible pendant [0,T] il faut donc que le point N (¢) ne
passe pas pendant I’intervalle de temps [0,T] par des points N.' de coordonnées x, tels que les
solutions g * de ’équation x(g) - x y =0 soient de 1a forme ¢ = [Z:t] 11 faut donc que le point N (¢) ne
rencontre ni 'origine O, ni le cercle C(0, 21) de centre O et de rayon 2/.

Nous pouvons vérifier que pour que £(g,¢) soit p-admissible pendant [0,T], il faut et il suffit
que la trajectoire du point N () reste dans la couronne ouverte comprise entre les cercles C'1(0,p) et
C»(0,27- p). Autrement dit une condition nécessaire et suffisante est :

V 1e[0.T] :p<ix,()l<2!-p

Cette relation montre d’une part que le degré d’admissibilité de la fonction e(g,f) dépend de 1a
fonction x,(t) et d’autre parfque / est la borne supérieure du degré d’admissibilité de la fonction .
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1.3 Taches admissibles

Nous supposerons dans la suite de ce rapport qu’un travail de réflexion et une mise en forme
préliminaires ont permis de traduire 1a tiche 3 effectuer en un probléme de régulation autour de 0 d’un
« vecteur d’erreur » noté - ¢ - ayant la dimension de g (¢’est-3-dire (nx 1)) dont les valeurs au cours du
temps sont soit directement mesurables, soit accessibles A une estimation. Dans le cas le plus général,
ce vecteur sera fonction de la position occupée par le manipulateur et de grandeurs éventuellement
extérieures au manipulateur que nous paramétrerons par la variable temporelle indépendante ¢. Le réle
de la commande sera donc de maintenir aussi proche de zéro que possible, pendant la durée
d’exécution [0,T] de la tiche,le vecteur d’erreur ;

e(t)=e(q(t),t) (:<[0,T]) 3-D
ou e(q,¢) est la fonction qui caractérise 1a tiche 2 accomplir.
a) trajectoire idéale et tiche faiblement admissible

Supposons qu’a z=0, le robot occupe une position gg telle que e(gg,0) =0. Une trajectoire
idéale du robot est une trajectoire {g,(¢)} telle que :

YV te[0.T] : e(q,(1).1)=0 ; ,(0)=qq (3-2)
Une telle trajectoire est idéale parce qu’elle réalise parfaitement la tiche pendant {0,T].

Pour des raisons physiques imposées par les lois de 1a dynamique, une tiche n’est parfaitement
réalisable par un robot, ou possible, que s'il existe une trajectoire idéale {q,(¢)} deux fois dérivable
sur [0,T]. II existe alors une commande idéale T,(z) qui, appliquée au robot, permet de suivre
exactement cette trajectoire idéale.

Une tiche sera dite faiblement admissible pendant [0,T] si elle est possible sur [0,T] et si la
trajectoire idéale {q,(t)} est unique. Cette propriété d’unicité est nécessaire en pratique pour assurer
la répétabilité du mouvement et I’unicité de la commande idéale.

Notons que la seule donnée de la fonction e(q,t) ne suffit généralement pas a définir 1a tiche
puisqu’il peut a priori exister plusieurs positions initiales gg telles que e(gp,0) =0 et auxquelles
correspondent autant de trajectoires idéales {g,(£)} différentes.

Se fixer une tiche consistera donc 2 se donner le couple (e(g,t) ,q0) formé de la fonction e(g,£)
et d’une position initiale gg (telle que e(gg.0) = 0) que devrait idéalement occuper le robot au début
de ’exécution de l1a tiche (4 r=0).

Dans le cas ol la fonction - - sera indépendante de la variable ¢, cette position gq sera celle vers
laquelie devra tendre le manipulateur. -
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b) tache p-admissible

Nous venons de voir que pour qu’une tiche (e(g,¢) .qp) ait un sens, c’est-a-dire pour qu’il existe
une commande idéale unique permettant théoriquement de 1a réaliser, il fallait qu’elle soit faiblement
admissible. Cette propriété permet déja de restreindre ’ensemble des fonctions e(g,r) que nous
pouvons considérer. Elle ne suffit cependant pas 2 conférer un bon conditionnement au probléme de
régulation que nous devons résoudre.

En effet la commande idéale qui permet de réaliser parfaitement la tiche n’est pas accessible
dans la pratique, ne serait-ce qu’en raison de notre méconnaissance plus ou moins grande des
grandeurs intervenant dans 1'équation de 1a dynamique du robot (probléme de modélisation). Il y a en
réalité bien d’autres raisons que le lecteur peut facilement concevoir (problémes de technologie,
présence de perturbations, etc.). Cela signifie que nous ne pouvons espérer en pratique faire mieux que
concevoir une commande assurant une erreur e(¢) petite mais non nulle. Garantir une faible erreur e(t)
ne peut &tre satisfaisant que si cela entraine que la trajectoire réelle du robot reste proche de la
trajectoire idéale {g,(¢)}. 11 faut aussi qu'une variation lente de I'erreur () ne soit pas responsable
d’une variation trés rapide de la position ¢(f) du robot sinon la régulation de e(z) s’accompagnera
d’une fatigue mécanique et d’une dépense d’énergie aussi excessive qu’inutile. Supposons que la
fonction e(g,¢) soit au moins de classe C 2 sur son domaine de définition :

e(t) = e(q(2) 1)

=3

. de de
é(t) = W(qm 1) 4(8) + 379D

Cette relation montre que pour qu’une variation lente de e(?) (] é(2)| bormé) corresponde 3 une variation
lente de g(2) (|¢(2)! borné) il suffit que £(q(t) 1) soit inversible et d’inverse bornée et que Eg(q(t) 1)
soit borné. Si une de ces conditions est prise en défaut il est toujours possible de trouver une évolution
de e(r) rendant |§(¢)| non borné. En ce sens ces conditions apparaissent comme nécessaires au bon
conditionnement du probléme de commande. En remarquant maintenant que ces conditions
caractérisent justement les fonctions p-admissibles définies au chapitre 2, il devient logique de relier
12 notion de bon conditionnement d’une tiche 4 la propriété de p-admissibilité de 1a fonction 4gq,1).

Nous dirons qu’une tiche (e(q,?) ;qq) est p-admissible pendant [0,T] si la fonction e(g,?) est
p-admissible pendant [0,T] sur le connexe Cp 7 contenant le point {gg, 0).
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La borne supérieure p,, des valeurs de p pour lesquelles la tiche est p-admissible pendant [0, 7]
détermine le degré d’admissibilité de la tiche pendant [0,T].

Tant que e(t) demeure 2 I'intérieur de 1a boule B (0,p,,) la convergence a tout moment de e(?)
vers 0 entraine celle de q(t) vers q,(¢). Si 2 un moment donné e(¢) > p,, il y a un risque de ne plus
pouvoir ramener g(z) vers g,(¢). Le degré d’admissibilité d’une tiche détermine donc en quelque sorte
son degré de robustesse vis-2-vis du probléme de commande. Le probléme de la robustesse de la
commande n’intervient qu’ensuite et n’a de sens que si la tiche est admissible.

En conclusion de ce sous-paragraphe et pour situer I’importance de la notion d’admissibilité
d’une tiche, nous avancerons la proposition selon laquelle plus une tiche est fortement admissible (P,
grand), moins les contraintes sur la commande seront importantes et donc plus la tiche sera facile 2
réaliser. Cette proposition n’est bien sir 4 prendre qu’avec toute la circonspection qui s’impose
Jorsqu’un commentaire est trop général et trop vague. Elle est cependant 2 la base d’une réflexion qui
doit nous conduire aux’conclusions suivantes dont Ia portée pratique est évidente mais difficile &
évaluer de facon précise :

i) entre deux fonctions e1(q,?) et en(q,t) traduisant une tiche similaire, c’est-a-dire conduisant a une
méme trajectoire idéale {g,(¢)}, il faut de préférence choisir celle qui est la plus admissible.

exemple :

s {q,()} trajectoire prédéterminée dans I’espace des coordonnées articulaires du robot
cei(g.=q-q,(1) ; q:(0)=q0
 e2(g.2) = sin(q - g,(¢))

Ces deux tiches visent 2 effectuer la poursuite parfaite de ¢,(7) par 4. La tiche (e3(g.£),q0) est
cependant plus admissibie que la tiche (e3(q,1) ,90).

ii) il vaudra parfois mieux pour des raisons de robustesse ramplager une tiche traduisant
exactement le souhait de 1'utilisateur par une tiche 1égérement différente possédant un plus grand
degré d’admissibilité.

exemple :
e {x,(2)} : trajectoire prédéierminée et idéale d’un vecteur de coordonnées opérationnelles
(x,(2) de classe C2, |x, (1)l < k1.l %,(8)] < k2)

» x(g) : vecteur de coordonnées opérationnelles que I’on cherche 3 commander (par exemple
coordonnées repérant la position et I'orientaton de ’effecteur du robot dans un repére
canésien fixe).




- 30 -

. e1(g.9) = x(q) x(t) ; x(q0) = %,(0)
exq.1) = -,;—-(q)CX(q) % (1)) + Mg - () (= ;,,%qx(q)-x,(:>|2+x|q'-y(:)|2))

avec : A>0
y(1) de classe C2sur [0,T], |9(8)l< k3, y(0) = qo

La tiche (e1(g.¢) ,q0) vise a effectuer 1a poursuite parfaite de x,(f) par x(q). Cette tiche ne peut
cependant étre admissible que si dim x(g) =dim x,(t) = n et si I'équation : x(q) - x,(£) =0 a toujours
une solution, c’est-a-dire si x.(f) € I,n(x(q)), V t[0,T].

- Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier que si 1a matrice :

2 oxT 3 i
;%ﬁq.r>=x1+§;;cq)§;(q)+ 2 @)%, ())—3—(2?—)

(xi,x,; désignant les iéme composantes respectives des vecteurs x et x,) est positive

V (g.)e R™ x[0,T1,alors la tiche (ex(q,f) .qp) est admissible (et méme infiniment admissible)
q 2 249 q

pendant [0,T). Cette condition est suffisante mais non nécessaire.

iii) Dans les situations ol 1’admissibilité de la tiche ne peut étre évaluée a I’avance, par exemple
lorsque nous ne dlsposons pas de tous les paramétres nécessaires 2 la connaissance d’une expression
explicite de la fonction e(q,t) (voir exemples donnss plus loin), il faut prévoir des « indicateurs »
permettant de tester en ligne I’admissibilité de la tiche et le cas échéant des taches de « secours » que
'on exécutera pendant les intervalles de temps ol 1a tiche initiale n’est pas suffisamment admissible.
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1.4 Non admissibilité et singularités d’une tache

Soit une tiche (e(q,1),q0) et soit C0 r la composante connexe dans F-1({0} %[0,T 1) contenant
le point (gg,0). D’aprés P1 (voir paragraphe 1.2) il apparait que la propriété d’admissibilité de cette
tiche pendant [0,T] est systématiquement prise en défaut dans les trois cas suivants :

DD =fr(Cop) N fr(Q)= @ (dans ce cas CO;T ne peut étre un fermé dans IR™ X IR). Soit (41,#1) un
point de D, nous dirons que le point g1 est une singularité-frontiére de la tiche a Pinstant 4.
Exemple : e(q.t)=q+sinf—l, go=0, Q=R x IR -{1}

Cor = {(-sin 7 0I0St< 1} si T21

F(Cor) N Q) =1{(q. Digel-1,+11}

Tout point g appartenant au segment [-1,+1] est une singularité-frontidre 4 I'instant 4 = 1 .

i) 3 (g2.00) € Cor s det[;—(qz 1)1=0
Dans ce cas, nous dirons que le point g3 est une singularité-jacobien de la tiche 3 Pinstant s,

Exemple : Reprenons ’exemple 3 du chapitre 2 avec x,(¢) -[ ”] et qo= (1:/3) Si 721, l% point
(g2 = 0) 1 =1) estun point de C oT" Or en ce point le déterminant de la matrice jacobienne 5—(q t)
s'annule. Le point gp = (0) est donc une singularité-jacobien de la tiche 4 'instant =1 .

iii) Il existe une suite de points {(g;,2; })ie N1 > ;) de CO T telle que :

lim l—-(q..t) Y=t oo

i— 4 oo

ou telie que :

lim Ia CHR =4 oo

=>4 00 ©

Si la suite {(g;.f;}ic N admet un omt d’accumulation {(g,,r;), le point g, est soit une
singularité-jacobien (si (g,.t,) € £ et si det[a-(qa,ta)] 0 ) soit une smgulante-fronuere de la tiche 2
Pinstant ¢,.

Si par contre la suite {(g;,;)};e N n’admet pas de point d’accumulation, cela signifie que la
suite {t;} converge vers Iinstant #,<7 pendant que la suite {g;} diverge (= Cp 7 n’est pas borné).
Nous dirons alors que Ia tache posséde une singularité a Pinfini i I'instant #,.
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Exemple :

1 -
e(q,t)=q+;j, qdo= 1,Q=R xR '{1}

1 .
CO,T ={(-t—--1—,t)l05t< 1} 5i 721

de : de 1
yq(q,f)= ,E(qd‘)mm;:;?'**'“

1
Considérons la suite de points (g; =i+ 1,7; =1 - ;:—1) ie N .

lim t;=1et lim g;=+ oo
i~y + oo i—+ oo

La tache posse¢de donc une singularité 2 I’infini 3 ’instant ¢=1 .

D’apres ce qui précéde, une tiche (e(q,¢) ,qp) est p-admissible pendant [0,T] si et seulement si
elle ne présente pas de singularité de type jacobien, frontiére ou a I'infini sur I'intervalle de temps
{0,T1.

Dans les trois exemples que nous venons de considérer, les tiches sont respectivement p-
admissibles jusqu’aux instants tg = 1,19 =1 et 2= 1. Elles ne sont pas admissibles sur des intervalles
de temps plus grands.

Notons que d’aprés notre définition, la notion de singularité n’a de sens que pour une tiche
donnée. Elle ne dépend donc pas a priori de la géométrie du robot que nous voulons commander.
Nous donnerons d’ailleurs au début du chapitre 5 un exemple de tiche toujours admissible quelque
soit le manipulateur considérs. Cependént nous verrons aussi au cours d’autres exemples qu’il existe
une classe de tiches robotiques pour lesquelles certaines singularités sont a rechercher
systématiquement parmi un ensemble de points dont 1'existence est liée uniquement au type de
géométrie du manipulateur que 1’on commande. Il s’agit bien entendu des « singularités
géométriques du manipulateur » dont on peut trouver la définition dans la plupart des textes traitant
de robotique [54], [73] [50], [9]. Nous verrons notamment comment ces singularités apparaissent
comme des singularités-jacobien de la tiche. D’autres singularités appelées communément
« singularités de représentation », parce que leur existence est liée & une paramétrisation particulidre
de Porientation de I’effecteur du robot, réapparaitront aussi sous la forme de singularités-frontiére
d’une tiche.
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1.5 Exemples de taches robotiques

1.5.1 Suivi de trajectoire dans ’espace des coordonnées articulaires
du robot

Soit {q,(¢)} (t]-€,T +€[) une trajectoire idéale, calculée par une quelconque méthode, de
classe C2 et de dérivée bornée (| Gr(Dl<k, te]-€,T +€]). La tiche assignée au robot est de suivre
cette trajectoire. Il est dans ce cas naturel de choisir (mais ce n’est pas la seule possibilité) :

e(g.r)=q-q,(t) (Q=IR"x)-¢,T+¢e[) (5-1)

Nous avons alors ;

de N
&;(q,t) =1 :matriceidentité
de )

3:(4:8)=-4,()

Il est facile de vérifier que la tiche (e(q.?),q0) (avec go = q,(0)) est p-admissible (V p >0)
pendant [0,T]. Nous dirons qu'elle est infiniment admissible pendant [0,T]. Quelque soit le robot
utilisé, cette tAche ne présente pas de singularité. Elle est particuliérement robuste vis-a-vis du
probléme de commande.

1.5.2 Suivi de tra jectoire dans un espace de coordonnées
opérationnelies (cas non redondant)

Soit x un paramétrage de la position d’un élément quelconque du robot, par exemple son
effecteur, dans un repére fixe. x peut par exemple étre un vecteur dont les premiéres coordonnées sont
les coordonnées cartésiennes d’un point dit « origine » de I’effecteur et dont les autres coordonnées
forment un systéme d’angles d’Euler caractérisant ’orientation de I’ effecteur.

Soit m la dimension du vecteur x. Si x n’est pas un paramétrage redondant : m<n. Le vecteur x
étant fonction de la position articulaire g occupée par le robot, nous noterons sans ambiguité x(g) la
fonction vectorielle faisant passer de ¢ 4 x. Habituellement x(q) sera une fonctionde classe C = allant
d’un ouvert £, de IR” dans IR". Les points ¢ du complémentaire de 2, dans IR” sont les points ol le
paramétrage x n’est pas défini. Il est connu que de tels points existent toujours lorsque trois des
coordonnées de x servent A paramétriser le groupe des rotations de R3 [50].
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Le probléme de suivi de trajectoire dans un espace de coordonnées opérationnelles se pose de 1a
fagon suivante: soit {x,.(r)}(t€]-¢,T+€[) une trajectoire idéale calculée dans 1’espace des
coordonnées opérationnelles (x,(¢) de classe C 2,|%,(1)| <k), il s’agit de trouver une commande qui
assure une erreur de poursuite (x(q,?) - x,(1)) petite pendant la durée d’exécution [0,T] de la tiche.

Nous ne considérerons dans ce paragraphe que le cas non redondant, c’est-3-dire le cas oll
m = n. La discussion du cas redondant est reporté 2 un paragraphe ultérieur ol le probléme des tiches
redondantes sera traité de fagon globale.

Nous distinguerons deux cas selon que la valeur de x est mesurée ou non 4 I’aide de capteurs.

ler cas : x(q(t)) est directement mesurable 2 I’aide de capteurs physiques ou peut étre estimé avec
précision & partir d’informations fournies par des capteurs.
Nous pouvons dans ce cas choisir :

e(@.t) =x(q)-x,(1) (Q=Qx]-£.T+el) (5-2)

meéme si nous ne disposons pas d’une expression explicite exacte de la fonction x(g) dont Ia forme et
les paramétres dépendent des caractéristiques géométriques du robot. L’élément important est que
P'erreur de poursuite e(r) = x(g(2)) - x,(1)) soit mesurable.

De 1a relation (5-2} nous déduisons :

de ox \
3?(61.?) = 3;(4) (5-3-aj
de .

-B—I(q’t) =-%,(t) (5-3-b)

Soit gg une position initiale telle que x(qg) = x,{0), examinons maintenant I’admissibilité de la
tache (e(q.1),q0). D’aprés le chapitre 4, nous savons déja que pour que cette tiche soit admissible
pendant [0,T], il faut que la trajectoire idéale {x,(z)} soit telle que la trajectoire correspondante
{9/} (x-(8) = x(q,(£)),9,(0) = g0) dans I'espace des coordonnées articulaires ne passe & aucun
moment par une singularité. Afin d’aller plus loin dans la discussion, précisons par un exemple la
nature du paramétrage x.

Exemple : n=>06
X
=[]
x2
ou .xy est le vecteur (3x1) des coordonnées cartésiennes du point origine de

I'effecteur exprimé dans un repére fixe

-xp est un vecteur (3x1) d’angles d’Euler caractérisant 'crentation de

Peffecteur dans ce méme repére.
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Soit (z) le vecteur vitesse de rotation instantanée de I'effecteur par rapport au repere fixe. Il est
bien connu (voir [50] [73] par exemple) que le vecteur [ m(r)] est relié 2 1a vitesse articulaire §(¢) par la
formule suivante :

316) .
[2(,)] =J1(q(#) 4 () (5-4)

ol Ji(q) (définie pour ge IR") est communément appelée matrice jacobienne de base. L’ expression
de cette matrice est uniquement fonction du choix du point origine de I’effecteur et de la géométrie du
manipulateur. Elle ne dépend pas du paramétrage x; de I’orientation de I’effecteur. Les points q" tels
que det[J1(g™)}=0 sont appelés singularités géométriques du manipulateur. Physiquement ces
points correspondent aux configurations du manipulateur 2 partir desquelles I'effecteur n’a pas la
liberté d’évoluer dans une direction quelconque.

Xa(2) et w(z) sont d’autre part reliés par 1a relation [73] :
Xp(8) = W (q(1)) w(r) (5-5)

oli I'expression de la matrice (3x3) W (q) dépend uniquement du type de paramétrage choisi (angles
d’Euler dans notre exemple) pour caractériser I’orientation de 1’effecteur. Les points g« ol 1a matrice
W (q) n’est pas définie sont les points pour lesquels les angles d’Euler de I’effecteur ne sont pas
définis. Pour cette raison, ces points sont appelés singularités de représentation. A un autre systéme
d’angles d’Euler correspondra en général d’autres singularités de représentation. Il est possible de
vérifier que :

V ge IR"™ -{q«} :detiW(g)]1#0
et que le paramétrage par angies d’Euler est régulier (JW (¢)| est non borné lorsque g — gx).

De la relation (5-5) nous déduisons aussi :

t
(1) = -’2(4(1‘))[0:((:))] (5-6-q)

ol
1 o]

(5-6-b)
0 Wi(q())

Ja(q()) =

En rapprochant les relations (5-2, 5-3-a, 5-4) et (5-6-a) nous tirons :




0 ox
a—;¥<q,r) - 550 = D) 1y @) 5-7)

Cette relation montre que les seules singularités possibles de la tiche sont soit des singularités
géométriques du manipulateur (singularités-jacobien), soit des singularités de représentation
(singularités-fronti¢re).

La connaissance a priori des singularités géométriques du manipulateur et des singularités de
représentation nous permet donc de tester I’ admissibilité de 1a tiche. Si la fonction x(q) est connue, et
si {x,(¢)} est prédéterminée, cette vérification peut étre effectuée hors-ligne en calculant par exemple
1’image réciproque g,(¢) de x,(f) et en vérifiant que g,(#) ne s’approche d’aucune singularité. Une
procédure en ligne consistant 2 tester la distance entre g(¢) et chacune des singularités géométriques
ou de représentation est aussi envisageable. Nous verrons ultérieurement qu’il existe encore d’autres
procédures possibles .

2éme cas : Le vecteur de coordonnées opérationnelles x(¢) n’est pas mesuré i I aide de capteurs mais
est approché par une fonction 5c\(q) dont nous connaissons une expression déduite d’un modele
géométrique du manipulateur.

It est dans ce cas intuitif qu’il n'est plus possible (& moins que notre modele géométrique soit
parfait) de contrdler avec précision I'erreur : x(g(s)) - x,(¢). Le probléme du positionnement précis de
Peffecteur en bout de trajectoire pourra cependant, dans certaines applications spécifiques (avec
apprentissage hors-ligne des positions terminales du robot), étre résolu en calculant { {x,(t)} & partir
d’une valeur terminale x,(T') pour laquelie on aura préalablement vérifié que la satisfaction de
r égahté x(q(T)) = x,(T') entraine que I'effecteur occupe la position et al’orientation voulues.

La régulation de l"erreur (x(g(#)) - x,(¢)) n’étant pas possible sans une mesure de x{q(t)), nous
devons nous contenter de la régulation de I’erreur (¥ (q(#)) - x,(2)). Pour réaliser cet objectif nous
envisagerons deux méthodes correspondant 3 deux modes de commande différents.

Méthode 1 : régulation dans I’espace des coordonnées opérationnelles.
Une fonction de tiche possible est :

e(q.t)=2(q) - x,(t) (5-8)

En reprenant point par point le développement du ler cas, nous obtiendrions :

de % A '
33(%’) = ;,—(;(q) =Ja2(q)J (q) (5-9)

ou : J 1(g) est la matrice Jacoblenne de base associée au modéle géométrique
utilisé pour former la fonction % x(q).

-J2(¢) est la méme matrice que dans le ler cas puisque la paramétrisation par
ies angles d’Euler correspond 2 un choix de I'utilisateur et est indépendante
de la géométrie du manipulateur.
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Les singularités éventuelles de la tache sont donc soit des singularités de représentation (les
mémes que dans le ler cas), soit des singularités géométriques associées au modéle géométrique du
manipulateur. I est intéressant de noter que ces derniéres singularités se confondent avec les

‘singularités géométriques du manipulateur physique seulement si : det[J1(q)] =0 <> det[J N1=0.
Dans le cas général, en raison de I’'imperfection du modéle géométrique, cette équivalence ne sera pas
vérifiée pour ’ensemble des singularités méme si la structure du modéle est conforme avec celle du
manipulateur physique (méme enchainement des degrés de libertés en rotation et translation). Tout au
plus, si la fonction ¥ (q) est « proche » de 1a fonction x(gq), alors les singulan’tés géométriques du
modéle géométrique seront proches de celles du manipulateur physique.

La remarque qui précéde indique qu’il est important de ne pas assimiler systématiquement les
singularités de la tAche avec les singularités géométriques du manipulateur, méme lorsque I’on
travaille dans un espace de coordonnées opérationnelles.

Méthode 2 : régulation dans I’espace des coordonnées articulaires.

Une méthode apparemment équivalente pour réaliser la régulation de I’erreur & (q(®) - x,(£))
consiste 2 ramener le probléme de suivi de trajectoire dans un espace de coordonnées opérationnelles
a un probléme de suivi de trajectoire dans 1’espace des coordonnées articulaires du manipulateur. II
suffit pour cela de prendre comme fonction de téche, 2 la place de (5-8) :

e(q.1)=g-q,(1) (5-10)
ol g,(¢) est ’image inverse par la fonction?c‘(q) de la trajectoire x,.(¢), ¢’est-a-dire :
x, (1) = £(q,(1)) (5-11)

L’intérét de 1a fonction (5-10) par rapport 2 12 fonction (5-8) est que, comme nous I’avons vu an
‘paragraphe 5.1, cette fonction est infiniment admissible (dés lors que {q,(#)} existe et | §,(¢)|<k) et
n’admet jamais de singularités. Ceci facilite le probléme de 1a commande.

Ce choix a cependant I’ inconvénient de rendre nécessaire le calcul de ¢,(¢) 2 partir de x,(¢). Les
problémes d’admissibilité de 1a fonction (5-8) réapparaissent dans ce calcul parce que 1a fonction 2 (g)
n’est généralement pas bijective sur son domaine de définition.

Le calcul de g,(#) peut &tre réalisé de deux fagons :

i) nous disposons des expressions explicites de fonctions inverses locales continues de la fonction
S (). q-(¢) est alors obtenu en posant : '

3,(&) =2 10x,(0)) (5-12)

ot £~ est la fonction inverse qui respecte les conditions initiales, soit: gop =£"1(x,(0)). Ce calcul

n’est cependant possible que si x,(¢) demeure dans le domaine de définition de £ et il faut pour cela

que la fonction (5-8) soit admissible.
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ii) nous ne disposons pas d’expression explicite pour la transformation inverse de la fonction :’c‘(q).
Dans ce cas la trajectoire {g,(¢)}, ou plus précisément une suite de points de cette trajectoire séparés
temporellement par la période d’échantillonnage - A - de la commande, est calculée A partir de la suite
{x,(kA)} (ke IN)a I’aide d’une méthode de gradient quelconque.

Rappelons briévement le principe de ce type de méthode.

Soit g,(kA} le point obtenu 2 I'instant ¢ = kA, On pose g k0= gr(kA) et on calcule récursivement
une suite de point'qk'i selon la relation suivante :

% A 3
qk.f+1 =qk,i +P/c,i gq'(qk"-) (xr((k+ I)A)'x(qk'i)) (5‘1 )

ou P, ; est un gain (scalaire ou matriciel) positif déterminé en fonction de la méthode de gradient
utilisée (gradient simple, gradient conjugué, Newton,... [1]). T est facile de vérifier que I’algorithme
(5-14) vise & trouver le minimum ¢ du coft : 2, ((k+ 1A -2 (q)l2 en partant du point q,(kA).

On arrdte la récursion (5-14) au pas ! si’erreur lx((k+ 1) A) - J’r‘(qk o)l est inférieure 2 un seuil fixé 4
’avance et on pose : g,((k+ 1)A) = 91

En réitérant cette opération aprés chaque instant d’échantillonnage, on obtient ainsi de proche en
proche ugg suite de points {g,(kA)} (ke IN). Cette méthode n’est cependant efficace que si les
matrices E(q x,;) Sont régulieres et restent bornées, ce qui- nous raméne au probléme de I’admissibilité
de la fonction (5-8).

Remarque : Le calcul de la trajectoire idéale {gr(t)} associée A une tiche quelconque (e(q,r) +q0)
n’est clairement possible que si I'on dispose d’une expression explicite de la fonction e(g,t). Dans de
nombreuses applications, tel que le suivi-d’une cible dont ia trajectoire est inconnue 2 1'avance, la
dépendance de la fonction e(q,¢) vis-2-vis de l1a variable ¢ sera inconnue. il sera alors impossible de
calculer {q,(t)} et donc de ramener le probléme de commande 3 un probléme de suivi de trajectoire
dans I’espace des coordonnées articulaires du robot. Nous n’aurons alors d’autre alternative que de
commander le robot directement dans 1’espace de 1a tiche.

1.5.3 Taches basées sur P’utilisation de capteurs de proximétrie ou
d’effort |

Dans un futur proche, un nombre croissant d’applications robotiques reposera sur I’utilisation de
capteurs de proximétrie ou d’effort. Ces capteurs donnent en effet la possibilité au robot, via
Vinformation qu’ils délivrent, d’agir ou de réagir en fonction de son environnement local. Ils
permettent donc an robot d’aveir une autonomie e une versatilité de fonctionnement accrues, le
démarquant ainsi nettement du simple automate programmable,
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Parmi les applications privilégiées des capteurs de proximétrie (capteurs 2 ultra-sons, ou 2 infrarouge)
citons la poursuite de cible ou I'évitement d’obstacles. Pour les capteurs d’effort, citons le suivi de
contour (avec contact) et 1’assemblage de piéces.

Dans un grand nombre de cas ces capteurs sont utilisés de la fagon suivante. Soit - s - un vecteur de
dimension (mx1)(m<n) dont les composantes sont les signaux de sortie des capteurs, ou une
combinaison de ces signaux, il s’agit de minimiser la norme de - s - ou de réguler la valeur de - s -
autour de valeurs souhaitées. Par exemple dans le cas de P'évitement d’obstacles et de capteurs
sensibles A ’inverse de la distance capteur-obstacle, nous chercherons par le biais de la commande a
minimiser la valeur des signaux-capteurs. Dans le cas de la poursuite d’une cible, nous chercherons 2
maintenir - s --égal A une valeur constante représentative d’une position relativé constante entre
capteurs et cible.

Dans Ie cas du contrble d’effort et de signaux-capteurs proportionnels aux efforts exercés au niveau
des capteurs, il s’agira de réguler 1a valeur de ces signaux, etc.

Quelque soit I’application traitée et le type de capteur utilisé, le signal délivré par le capteur sera
fonction de la position articulaire g du robot et éventuellement de la variable temporelle indépendante
¢ servant 2 paramétrer I’évolution des objets extérieurs au robot auxquels réagit le capteur.

Dans cette étude nous assimilerons donc le signal de tout capteur & une fonction s(g,z) que nous
supposerons de classe C 2 sur son domaine de définition. Pour minimiser ou réguler s(q.?), il est clair
qu'il nous faut, en plus de 1a mesure s(g(¢) ,£), une certaine connaissance de la dérivée a—é{q,z). Nous
savons également que 1’admissibilité de la tiche, c’est-a-dire le bon conditionnement de la tache vis-
a-vis du probléme de commande, est fortement liée aux propriétés de a—(q,t) Pour ces raisons, nous
nous attacherons dans un premier temps 2 étudier 1a forme générale de §—(q t). Cette étude nous
fournira I’occasion de faire la liaison avec les concepts de primitives de base, actions élémentaires et
torseurs statiques associés a un ensemble de capteurs tels qu’ils sont définis dans le travail d’Espiau
[22], [23]. Nous illustrerons ensuite notre propos par quelques exemples de tiches robotiques dont
nous examinerons 1’admissibilits, ’

2
1.53.1 Forme générale de ‘.—%(q,t)

-

Soit un manipulateur 4 »n degrés de liberté. A chaque €élément .du manipulateur il est

. . R = = - . . . _
conventionnellement associé un repére IR; (Q; ,;x;,y ;,z ;)(1<i<n) d’origine un point O; situé sur
‘T’élément en question,

Soit un capteur (C) fixé sur le iéme élément du manipulateur. Nous associons 3 ce capteur un repére

R, (Oc ;? C,?c,? ¢) »O étant le point origine du capteur.

L’environnement local auquel réagit le capteur est représenté par un objet (S } auquel nous associons
lerepere Rs (Os /X5.5 5.2 ) lié a Pobjet.
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Nous définissons enfin un repére canésien fixe Rgp (O ;?0 370 z o) lié 2 I'espace dans lequel
évolue le manipulateur.. oLJ‘ ot

Soit :

* 5(q.1) le signal délivré par le capteur (C)

* Xg -~ lamatrice (3x1) des coordonnées du point C dans le repére (IRg ) lié A V'objet

* R la matrice (3x3) des coordonnées des vecteurs (? C '?C z c) dans la base
&5.7s7s)

Nous exprimons le fait que le signal - 5 - du capteur dépend uniquement de la position et de
I’orientation relative du capteur (C) par rapport 3 I’objet (S) en écrivant : Sxg o Rg o)

Le fait que les variations de s sont uniquement fonction des variations de position et d’orientation du
Capteur par rapport a I’objet s’exprime ¢n écrivant :

. - — = - -
s(xs'c ’RS,C)=u (xS,C ’RS,'C)'V CRg +7 (xS,C ’RS,C)'(DRC / Rg (5-14)

~

ou:

* V ¢/ R est le vecteur vitesse du point C origine du capteur dans le rep2re R 1ié i I’objet.

« le couple formé par les vecteurs % et 7 c’est-2-dire la grandeur :
— —>
w(xS’C 'R.S,C)=[u Na ](xS,C‘ 'RS,C) (5-15)

caractérise complétement la variation du signal-capteur lorsque le capteur occupe la position et
I’orientation (x5 ¢ Rg ) par rapport 2 I’objet. Pour une position et une orientation donnges, ces
vecteurs dépendent uniquement des caractéristiques du capteur et des caractéristiques (notamment
géométriques) de I’objet. I ne dépendent pas du robot sur lequel le capteur (C) est fixé.

° T-‘:;GRC;/.(F“,_:’ est le vecleur vitesse de rotation instantance. clurepira ch_ par raPPortaumférefR
.ﬁ
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Nous avons d’autre part les relations cinématiques suivantes (en utilisant des notations évidentes)

- - - - —
Vearrs=VeaRe YV osiRo - ORs 1Ry AO05C (5-16-a)
et
- — — : -
ch/R_g:ch/Ro-mRslkg (5-16 b)
En utilisant ces relations dans (5-14) nous obtenons :
S=Uu '(VC/ Ro -VOSIRO-(DRS / RoAOSC )
— =~ -
+r .(O)RC/RO—O)RS/RO)' (5'17)
soit, compte tenu des propriétés du produit mixte de trois vecteurs :
e 2T 4 - =
s=[u.Vc,Ro+r.0)Rc,Ro] .
- 37 — -
-8V oy ro + 7 +(05C AR BRg Ry (5-18)
relation que nous pouvons également écrire de fagon symbolique :
v v
R o | Cl Ro e Ty S Og/ R
=[u,r].|=> -, 05C A= o : 5-19
§={u r][G)chlRo:[ (. r +0g Au][mRs/Ro] ( )

Nous pouvons aussi exprimer § en fonction des vitesses de translation et de rotation instantanée de
tout autre repére li€ au capteur. En prenant par exemple le repére IR; associé 2 I'élément du
manipulateur portant le capteur (C) et en utilisant les relations cinématiques :

- -2 —> 3
Ve ro=V0iiRo +OR,; /R, ~ 0; C
- -
ch/Ro=miRglRa

nous obtenons :

o = -

. o= o 2 VoiRe| s = 2 Y os/ Ro

S=[u,r+u ACO;]. L s, r+u ACOc]. |12 5-20
[ 5 lgﬂw Ro] [ 5] [&,RS,RO (5-20)

La comparaison des relations (5-19) et (5-20) montre que le couple [_z?,_r-) ] peut étre identifié aux

éléments de réduction d’un torseur au point C. En tout autre point O; rigidement 1ié 3{C), ce torseura

pour éléments de réduction le couple ﬁ? T AT A C—O),-].

}frsque l’objet_) (S) est immobile dans le repere fixe IRp, c’est-a-dire lorsque
'V ogiRo =0 et WRy /R, =0 la dérivée temporelle de - s - s’obtient simplement en composant les

éléments de ce torseur au point O; avec les vitesses de translation et de rotation instantanée du repére

IR; par rapport au repére fixe Rp.
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Nous retrouvons ainsi, au vecteur 7 prés (qui dans certains cas peut étre nul), le concept de torseur
statique tel qu’il est défini dans le travail d’Espiau [22].

Soit maintenant

(9,70, A5 X, ;5 Ag % Wi, )
les matrices respectives (3x1) des coordonnées des vecteurs

@, 7. % A 0—5; ; ?o,-/ Ro’ 73&2.- / Ro* @A C—'as , ?os/ Ro’ a?ms / Ro
dans la base (? o ,?0 z 0 ), 1a relation (5-20) s’écrit sous forme matricielle :

)

X

§=[ul|(r, + £90HT ][ ° ]+ Wl (rp + 8599 }[xOS} (5-21)

i
Wy ws

Le point 0; étant li€ au manipulateur, nous avons également :

*g; .
[mi}fch)q (5:22)

ot J;(q) est la matrice jacobienne de base reliant les vitesses de translation et rotation instantanée du
repére IR; (O; x i _)7). z i) par rapport au repére fixe IRp (O x 0 ,-)7)0 z o) et la vitesse articulaire :
4.
Des relations (5-21) et (5-22) nous tirons :
$=1uli(r, + 25 17:(0) g
X0
Hubl(ro +A59)T 1[ S} | (5-23) |

ws

En identifiant maintenant cette relation & la relation :

. ds . ds
$(q.t) = -a-a(q,t)qu FRCEY (5-24)

nous obtenons :

ds -
3700 = o@Dl ro + A5%T (4.01(g) (5-25-a) ;
s{a.0=lul(g.0l¢; +ASOS)T@,:)1P‘°S“7 (5-25- b}
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La matrice Ji(gq) pouvant généralement étre évaluée assez précisémentaé partir du modéle géométrique
du manipulateur, la relation (5-25- a) montre que la connaissance de s dépend principalement de la
connaissance de la grandeur w= {u r ]

Dans certaines applications ol les caractéristiques des capteurs et de I'objet seront modélisables
simplement il sera possible_d’évaluer assez précisément cette grandeur et donc d'avoir une
connaissance assez précise de 3%‘

Exemple : capteur d’effort en contact (sans frottement) avec une surface plane.

xp : longueur du ressort lorsqu’il n’y a pas contact.

d
=k(xg - cos OL) (Smax = ko)

tga .

=>.s‘=-k( et)
cosq cosQ
k - go 5 o
“cosat O VC’ Rs +kcos0£dy 0-®Re / Rs
- - -
=D U =- e 520" —tga(smax-s)yo o
°© o

Plus fréquemment cependant, la méconnaissance des caractéristiques exactes du capteur (C) et de
. . . . . — — s
I'objet (S) rendront imprécise la connaissance de [ ,r ] et donc de 3

Exemple : capteur 2 ultra-son proche d’un objet de faibles dimensions (objet ponctuel)
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La mesure - 5 - fournie par le capteur est une fonction monotone de la distance capteur-cible, c¢'est-a-
dire :

Py gy ] af
s=f(y) avec y=|COg |* et E(y)<0

af . of m——» =
= $=§__)’-(y)y =-28—y(y)COS vV C/ Rg

=>?=-2§—’;-(y)55; . T =0

Si la fonction f(y) est mal connue, 1a norme de @ est également mal connue. Remarquons cependant
o - . .
que la direction de & ne dépend pas de cette fonction.

1 est clair que la méconnaissance de ds/dq (ainsi d’ailleurs que celle de ds/dt qui est inévitable ne
serait-ce que parce que les mouvements de I'objet sont généralement inconnus 4 I’avance) augmente
la difficulté du probléme de commande. Un des aspects principaux de notre analyse de la commande
sera de développer des arguments de robustesse qui permettront de pallier cette méconnaissance.

Nous verrons notamment qu’il n’est pas forcément nécessaire de bien connaitre Js/ dq et ds/dt pour
parver{ir a4 commander efficacement le manipulateur. Une connaissance minimale de la structure de

ds/9q sera cependant toujours indispensable.

Bien qu’il n’existe pas de méthode universelle pour définir et organiser dans la pratique les éléments
de cette connaissance minimale, il semble que certaines approches existantes ne sont pas étrangéres 2
ce probléme. Nous pensons en particulier aux travaux de Salisbury [20], d’ André [21] et d’Espiau [22]
portant sur le concepts de primitives proximétriques et d’actions élémentaires associfes aux
capteurs. Nous espérons pouvoir éclaircir cette question dans un proche futur.

153.2 Exemples de tiches robotiques basées sur Putilisation de capteurs de proximétrie

ler exemple : Evitement d’obstacles.
—
Lorsque des obstacles situés dans le champ de travail du robot ne sont pas connus par avance ou sont
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susceptibles de se déplacer de fagon non prévisible, il est possible de munir le robot d’organes
sensoriels (tels que des capteurs de proximétrie) lui fournissant des informations pour détecter et
éviter ces obstacles. Ces capteurs peuvent étre répartis sur ’ensemble de la structure du robot.

Considérons un premier capteur {C;} situé sur I’élément j d’un ma'x}ipulatcur, et soit 51 le signal
fourni par ce capteur. Pour simplifier nous supposerons que ce capteu¥d’un champ d’observation trés
étroit caractérisé par le vecteur unitaire 7C1 et que le signal 5 est une fonction monotone (dans une
certaine plage d’utilisation) de la distance d; entre un point origine C; du capteur et le point Py situé
a l'intersection de la droite (C; ;7(;1) et du premier obstacle (assimilé & un solide (S)).

J c

capbeur

——
sy=f(dy), dy=|C P |, ff(d}) <0
Dans ces conditions :
§1=Fd))d; (5-26)

Pog obtenir le couple ﬁ?l ,_r') 1] associé au capteur et & I’obstacle, il nous faut exprimer d en fonction
' -
de Ve R et ORe, / Rg-

— -
CIP 1=d1u Ci

[B?CIPI] =d1u C1+d1[3}'“ i
Rg Rs
d . lié sre R~ :
Uu Cy ctant iic au repere Ci:
d__) '_?D.) -—
Zu C Rs - RC"/ Rs MM ¢y

d’otr :
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d e — . __)
[—C 1P 1] =d e, +d(@ge gy ARG, (5-27)
Rs .

D’autre part

d —

- -
[ECIPI]R =Veurs-Veurg (5-28)
S

Soit?l le vecteur unitaire normal 2 la surface de I’obstacle (S) au point P;. Puisque P se déplace sur
1a surface de ’obstacle : : :

-3
71.Vpyrg=0 (5-29)

Des relations (5-28) et (5-29) nous déduisons :

- — [d ——
n I.Vcl/ RgTH I.I:ECIPIJR =0
)

et en utilisant (5-27) :

_)

; ny d - -— =

dl = E’ _r_{ VeuyRrRs™ = __;(u fof nn 1)'“)ch /! Rg | (5'30)
Cy® e, PLLLPY

En reportant cette relation dans (5-26) nous obtenons :

-
. ni —> dl 3 - =~>
8 —-f’(dx)m-v Cy/ Rg 'f(dl)m“ C1 AP D -ORe /Ry (5-31)

soit :

_.9
n
Ti= (5-32-a)

et

_".)1 =-f(d1)7E%I(1?CI A.;l-)l) : (5-32-b)
Il est important de noter que le couple [7?17) 1] dépend de la géométrie de 1’obstacle par
I'intermédiaire du vecteur normal 3 la surface 71. Dans 1a plupart des applications faisant appel &
I'utilisation de capteurs de proximétrie, le vecteur 71 sera a priori inconnu en raison de la
méconnaissance de la géométrie de l'obstacle. Dans certains cas il sera possible d'utiliser
I’information des capteurs pour faire une estimation de ce vecteur. Cette estimation pourra ensuite étre
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utilisée au niveau de la commande. Le centrage de la pince d’un manipulateur par rapport 2 un objet
de géométrie connue est le cas typique ol il est utile d’intégrer les propriétés de la surface de I'objet et
donc de 71 dans le calcul de la commande (voirdeuxiéme exemple traité). Cependant dans le cas
d’évitement d’obstacles, la connaissance de ?1 est en général moins cruciale du fait que 1a tiche ne
requiert pas un positionnement précis du robot. Le choix de la fonction f(d}) est par contre important.
Intuitivement, il faut en effet que le signal s7 du capteur varie trés sensiblement lorsque la distance dj,
représentative de la distance entre le robot et ’obstacle, devient petite.

Classiquement cette fonction sera choisie de la forme :

fldy)=kd{" (k>0,m>0)
* de sorte que f(dy) et £7(d}) = -mkdi{™+1) tendent vers I'infini lorsque dj tend vers 0.

Dans ces conditions, pour empécher que dj devienne trop petit, il suffit d'assurer la décroissance de
5] _c) est-a-dire  §1 <0. Supposons_) pour simplifier que l'obstacle (S) soit immobile
=Vecyrs=VcyRryet ®Re Rs = chﬂ_/Ro) 11 suffit d’xmposer au repére lié¢ au capteur un
mouvement de translation pur dans la direction du vecteur %@ Cy» SOIL:

V C1/ Re =% c, (@ un coefficient multiplicatif pres)

TO)RC, / Re=0 (5-33)

En effet, d’aprés la relation (5-31) nous avons alors :
$y=1(dy) <0

. - . ver . . -
Le raisonnement précédent montre bien qu’il n’est pas nécessaire de connaitre le vecteur n" | pour
empécher d; de tendre vers 0.

D’un point de vue conceptuel, la méme stratégie s’obtient en imposant comme modeéle a prior :
- -
ny=-u of) (5'34)

Choisir ce modgle revient a faire I’hypothése simplificatrice selon laquelle la direction d’observation
du capteur est en permanence orthogonale au plan tangent de 1a surface de (S).

Sous ’hypothése (5-34) Ie couple [71? 1] associé au capteur se réduit, d'aprés les relatdons (5-32),

1= @¥c, (5-35-a.)
7= ‘ (5-35-b)

Par le biais de cet artifice, le vecteur &’ ;| posséde maintenant les caractéristiques d une force fictive et




~48 -

I'opposé de ce vecteur peut s’interpréter comme une action répulsive élémentaire telle qu’elles est
définie dans I’approche d’Espiau [22] [24].

Considérons maintenant / capteurs identiques 2 {C;} fixés sur le jéme élément du manipulateur. Soit
si(1si<l!) le signal du capteur {C;} et C; le point origine de ce capteur.

A cet ensemble de capteurs nous pouvons associer un signal s, défini comme une somme pondérée
des signaux s; :

4 .
s(.‘= Z a;s; (a">0) (5-36)
i=1
Pour éviter les obstacles entourant Ie robot, il nous faut essayer de minimiser (ou tout au moins de

limiter) la valeur de ce signal. Nous avons besoin pour cela d’évaluer &/ aq.

Soit 0; un point quelconque li€ au jéme élément du manipulateur et IR; un repére correspondant.
D’aprés (5-20) et en supposant que I’obstacle (S ) est immobile (ce qui ne modifie pas I'expression de
ds5./0q):

-
§= 00,7+ A ‘C“‘O‘j][%g"m (5-37)
Dol :
. 1, - 5 = V)oj/ Ro : _
¢ =[£§1 a;u;, E} ai(r;+u; '\C.'Oj)]-[-(gRj , Ro] (5-38)

Cette relation montre que comme pour chaque capteur {C;} nous pouvons associer i I’ensemble des
capteurs un couple de vecteurs [70 7 cltelque:

—
u

O
Il
fl M ~
__Q
=)

(o]

il
™~
K
pil

~

+

0)) (5-39)
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i
_;)C = 2 a,i((oj 2, + dl‘?C1) A?i) (5-40)
i=1
avec :
__aif' @)
TR
Si on applique I’hypothése simplificatrice (5-34) pour chacun des capteurs, c'est-3-dire : n ;= u ¢;
nous obtenons un modéle simplifié du couple [7c g cl, soit :
I
o= Y@
i=1
i
i=1

avee .
-, -
u’'p=-a;f(d;)u ¢,

Nous retrouvons de cette fagon le torseur associé au jéme élément du manipulateur tel qu’il est défini
par Espiau dans {22]-[24].

Soit maintenant :

° Up et AQJI lei) matrices respectives (3x1) des coordonnées des vecteurs 75 et—r"c dans 1a
base (x'j,y j,z';) lié au jéme élément du manipulateur.

*R,.: la _r)natrice (3x3) des coordonnées des vecteurs (? j 37] ? j) dans la base fixe
0.y 0.:70)

+ Jj la matrice jacobienne de base pour le jéme élément du manipulateur au point 0.

v

Nous déduisons des relations (5-38) (5-39) :

%% [ue)T | (62)T ] RgJ ° J (5-42)
-] °°
2éme exemple : centrage d’une pince par rapport & un cylindre (immobile)
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a8
;g_r_._..m. o
10n
C.
Fig.2 : we de. dessus &3.3 : vue de. coté

Quatre capteurs identiques portés par la pince ont pour origine les points C; - C4. Nous supposerons
que les signaux s;(1<i<4) émis par ces capteurs sont de la forme :

si=F(d;). d; =|C;B;|, £(d;) <0

La pince est centrée sur le cylindre si les distances d;(1<i<4) sont égales, c’est-3-dire si les signaux
s; ont la méme valeur. Cette distance commune d étant déterminée, la pince posséde encore deux
degrés de libertés : 1'un en translaton le long de I’axe principal du cylindre, 1’ autre en rotation autour
de cet axe. '

Il faut donc imposer deux contraintes supplémentaires pour pouvoir fixer de fagon localement
biunivoque la position et I'orientation de la pince.

Avec les notations des figures 1 et 2 nous vérifions qu’autour de 1a position de centraee
g q p g

—_ = .
n;ue, =coso (Vi)
= - = - .=
Cl/\nl-uczl\ll2=-51na2n
e I T T N
MCSAII3=L¢C4/\I‘Z4=SU‘I-&Z”

]




1

n, =71>2 =-cos(C + 5)? - sih(a + 5)?,‘

"y _)4 =-cos(0l + 8)x + sin(oL+ 8)y n

1

Par application de la relation (5-40) :

.

12 cos

3 4" cos

0:}"(d)[n 1,-dsm0{.z +(0 C1

ocf'(d)[n 3,dsznaz +(0 C'3 4
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_)
AT .= 0“/ Ro
2 1 mRalRo

WR,/ Rp

AR 3)) [ 04 Ro]

0, étant le point origine du repéré R, (O, ,'?,,,?,,,‘?,,) lié 2 la pince.

A partir des relations qui précédent nous laissons

(s Ta (51,52,53,54))
avec:

* RO.n

: matrice (3x3) des coordonnées de (?

au lecteur le soin de vérifier :

(5-43=a)

wY i ) dans la base fixe £0,5 0.7 0)

* J, : matrice jacobienne de base de la pince au point O, '

* (Xor pY0r w0201 ) - cOordonnées du point O, dans le repére R .

-
-cosls —sinﬁ 0
-cosf -sing 0
1 ' '
Ac':'o"so( f'{d)
-cos‘B sin(! 0
-cos(z sinf{ 0

(ﬁ:O(T%)

(z /+1 s1n(5 -(zO/r]H])cos'g -X fsing-dsin«
+(_y A -1 )COS(;

(zoﬁ-l])sin(s -(zoln-H)cosp -xolnsinp-dsina(
TZ)COSFK-

-(zoln+1])si n@ z A +1 cos,} xdnsinpwtdsmo’\
+(y01n+12)cos§

-(zozn-11)sinf; ‘ (z I-] cos@ xoa;]sin[ﬁdsino(

+(_y0:n+] 2)cos§

(5.43.b)

&
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Une fagon de centre la pince sur le cylindre consiste & réguler le vecteur de signaux - s -. Dans ce cas
les composantes du vecteur [s - 5(d)], ot s(d) est la valeur de s (supposée mesurée 2 I’avance) lorsque
la pince est centrée 2 1a distance d du cylindre, seront les quatre premiéres composantes de l1a fonction
de tache e(q,1).

La matrice A a .cependant une forme particuli¢re (diie aux symétries de I’objet et au positionnement
spécifique des capteurs sur la pince) qu’il est possible d’exploiter. En effet en multipliant A  gauche
par la matrice de combinaisons linéaire :

1 1 1 1)
1 1 -1 -1
C= (5-44)
40101 -1
(1 -1 1

nous obtenons la matrice plus simple :

. rcosp 0 0 0 Zg'hCOSF -yozncosp
0 sinp 0 -zoznsinp 0 12cosp+dsirv<+x0.hs1’n'@
[ . - 4 ]
A'=C A = CESo(f (d) .
0 0 0 ]]smp 0 0
0 0 0 0 1,cos 0 '
5 1905 il
(5.45)

Si de plus le point origine 0, de la pince est choisi tel que :

dsinc + Iy cos(0. + O)
sin(cL + 0)

xoona ’ yonn=0, Zorn=0

* c’est-a-dire si le point 0, est confondu 2 I’équilibre avec le point M situé 2 I’intersection de I’axe du
cylindre et de la droite passant par O',, perpendiculaire au plan contenant les points Cy - Cg, alors la
matrice A’ se simplifie encore :

[cos B 0 0 0 0 0

0 sinfB O 0 0 0
A= P(D)

cos o’ 0 0 O LsinB 0 0

0 0 o0 0 lycosB O

(5-46)
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Cette simplification suggére déji de remplacer dans-la fonction de tiche la fonction vectorielle
(s - s(d)) par la fonction :

(51453 +53+59) -45(d) |
S¢ =C.($-S(cl))_-_ | sy +s2)-(s3+384) |
(s2 + 33) - (Sl + s4)

(51 +53) - (52 + 54) ] _ (5-47)

ciog .. 05C . .
dont la dérivée partielle 370 vérifie lorsque la pince est centrée :

ds RY 0 .
S-ar| On J (5-48)
q T "
o RL

Nous indiquerons plus loin, en application de I’analyse de la commande, qu’il existe en-plus de
P’argument de simplicité de 1a matrice A’ des raisons plus fondamentales, issues de considérations de
robustesse, pour choisir S etnons dans la fonction de tiche e(q,?).

-] .

(-4 =3 .
3éme exemple : Poursuite dans le plan d’un objet ponctuel en déplacement par I'effecteur d’un

manipulateur possédant deux degrés de libertés en rotatior.

Plus simple que le précédent, cet exemple nous sert 2 discuter les conditions d'admissibilité de la
tache.

Figure 1 : Schéma du manipulateur. C et Co sont les points origine des deux capteurs. La cible est

x . . . .
modélisée par le point matériel S de coordonnées (ygj ) dans le repére IRp. Oz est le point choisi

comme point origine de I’effecteur.

Objectif - '
Maintenir constante la position relative de § par rapport & I'effecteur lorsque 5 se déplace. ;

i
|
i
i
i
i
!
|
i
i
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Modéle des capteurs :
Soit sy et s les signaux issus des capteurs {C 1} et {C2}. Nous supposerons que Ia mesure fournie par
chaque capteur est fonction de la distance capteur-cible, soit :

— .
sp=f(d)) (d;=IC;S|) y (5-49)
Choix de la fonction de tiche :

Tant que f'(d;) %0 la position du point § par rapport a l’effecteixr est localement liée de facon
biunivoque 2 Ia valeur du vecteur de mesure

-(2)

Ceci nous conduit 2 choisir comme fonction de tiche :

e(q,8)=C (s(q.,t)-s,) : (5-50)

* Sr est la valeur de s, supposée mesurée 2 I’avance, lorsque la cible § occupe la position
relative voulue par rapport A I’effecteur.

» C estune matrice constante (2x2) de rang plein

Si e(q(),£) = 0(V ¢) alors 5(q(2) ,2) = s, et 1a poursuite de 1a cible est effectuée de fagon parfaite.

d ds
Caleul de £—=C;}:

Y. 1"'\\‘;C1
-
L“z - S .- —_—
0, MR Jot ims)= d
ﬁ" —————————————————
J C2

. P 4 .
.§i =f’(d‘)d‘=-f’(d‘)u C."VC;/ RS (l=1,2)
d’ol la valeur du couple fﬂ); g ;1 associé A chaque capteur :

T e —
-
r‘-=0




1l en résulte également ‘d’aprés Ia refation (5-20) :

—)
VoyRr
$: =-P(d:) [Z Ci A% y
i f(da)[u Ci'02 iNu Ci]'[E)RZ / Ro]
.__)
+f(di)7‘—)C1'VS/ Ro ~(5-51)

Son P le point lié 2 I’effecteur qui & I’instant ¢ est confondu avec le point S. Comme 2 cet instant
PC: N ¢; =0, nous avons d’aprés (5-51) :

- -
$i =@ ;. V py Ry + @,V 51 g, (5-52)

Dans la base Ry (02 ;3?2 ;?2) :

= 1 Leosa ) 1{ lcosa
Cr g\l sina-13)' “C2"F\1 sina+ I3
avec :

d2=12+13-2lysin
d3=12+13 + 21l 5sino,

» Soit:

[s1 -eiffe2 3] [s2 -e2
Ro2=Rp 1Ry ‘[ J[ J{ } (3-33)
€1 Si1dls2 ¢ €12 12

la matrice des coordonnées des vecteurs de base_:?g et?z dans la base (? o:v-)o)

* Jp : la matrice jacobienne de base de I’effecteur au point P. Dans le repére R :

xp Lisy+(Uy+1 cosa)sya-1 sintteyy
= lict+ {2+ 1 cosa)cyp+ 1 sinasyn

yp
xp q91
. =Jpl.
(yp) r (qz)
=
licy+(ly+1 coso)cyy +1 sinos|y (lp+1 cosa)eciy+1 sinosygy
Jp= (5-54)
-hsp-(y+1 coso)syy+1 sinoeygy ~(lg+1 cosa)syp+1 sinoicyy
Nous déduisons de la relation (5-52) :
ds
T
33~ AR 7P (5.55~¢)

05 oT (XOSJ (5-55-b)
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avec :

[F(dy) f’( 1)
cos

(! sino- 13)

A=l o (5-56)

d 3 d:
r ‘(122) l co.f'a 'fcg——z—z—)(l sin 0.4 13)J

La relation (5-53}entraine :

de T

ag = CARy P (5-57-a)
de f

== CARg ) (ygi ) (5-57<b)

det{gg} =det{C}.det{A} .det{p}

or d’aprés (5-56) :

det{A} =0 < '-CS—Q-—-O ou cosO.=0

l
etd’aprés (5-54) :
det{Jp}=0 < [ sinc cosq,= (lp +1 sina)sing,

La matrice C étant choisie réguliére, il résulte de ce qui précede que pour que la tdche soit admissible,
il faut qu’au cours de la poursuite idéale

i) S ne rencontre pas la droite (C} C2) (= cos & # 0)

ii) S ne soit jamais aligné avec les points O et O1(=> det{Jp} # 0).
iif) f@n=0

iv) | f( ‘) —-— reste borné (=> 3% ° borné si la vitesse de S dans IRg est bornée)

Les conditions i) et ii) imposent des conditions sur la trajectoire de la cible § dans le repére fixe IR .
Par exemple, si =0 (= S doit se trouver sur la médiatrice du segment [C1C,] 2 la distance [ du
point M), il faut que S reste i I'intéricur de la couronne comprise entre les deux cercles de centre O et
de rayons respectifs ry =1y - (lp+ ) etrp = I} + (I +1).
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Les conditions iii) et iv) dépendent du choix de la fonction f(d) qui caractérise la réponse des
capteurs. La condition iii) est évidemment vérifiée si cette fonction est strictement monotone. Il en
résulte également que le degré d’admissibilité de la tiche croit avec la taille de la plage oitf’(@) #0.
La condition iv) impose une borne supérieure 2 la pente de la fonction f (d).

Comme dans le cas du deuxiéme exemple, nous verrons plus loin que le choix de la matrice de
combinaison des signaux C est 1ié a des propriétés de robustesse de la commande.
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1.6 Taches redondantes. Utilisation de la redondance

1.6.1 Taches redondantes :

L’ approche exposée dans ce rapport repose sur la définition préalable d’une fonction e(q,t) qui
caractérise la tiche & accomplir. Nous avons reli€ la notion d’admissibilité de la tiche & 1’existence
d’un difféomorphisme local a chaque instant entre 1a grandeur e(¢) = e(q(¢) ,¢) 2 réguler et la position
articulaire ¢(¢) du manipulateur. Pour qu’un tel difféomorphisme puisse exister il faut déja que la
fonction vectorielle e(q,t) posséde un nombre de composantes égal au nombre de degrés de libertés -
n - du manipulateur. L’étude des conditions P’ énoncées au paragraphe 1.2 permet ensuite de cerner
les conditions d’admissibilité de la tche (e(q.#) ,90). Nous avons entamé cette étude au paragraphe 1.5
dans le cas de quelques exemples de tiches.

Une des conditions essentielles pour que la tiche (e(q,t).qp) soit admissible est que la
trajectoire idéale {g,(¢)} telle que ¢,(0) = gg et e(g,(¢) ,t) = 0 (¢€[0,T]) soit définie de fagon unique.
Si tel n’est pas le cas nous dirons que la tiche est redondante.

Plus précisément nous dirons qu’une tiche (e(g,t),qo) est redondante pendant I’intervalle de
temps [0,T] si :

i) Elle est possible pendant [0,T] (<> existence d’une trajectoire idéale {g.(#)} de classe C 2)
if) Au voisinage de tout point q,(t d’une trajectoire idéale le rang de la fonction
e(g) :q — e(q,t) estinférieurd n (<> rang {B_(q’(t) )} < n).

Le point ii) entraine que Ia trajectoire idéale {q,(#)} n’est pas unique.

Exemple 1 :
, Considérons 1a fonction (5-2) du paragraphe L.5.2 utilisée pour le suivi de trajectoire dans un
espace de coordonnées opérationnelles :

e(q.1) = x(9) - x,(2) (6-1-a)
avec .
dmx=m<n (6-1-b)

x est par exemple le vecteur formé des trois coordonnées cartésiennes d’un point de I’effecteur
et des trois angles d’Euler caractérisant I’ orientation de 1’effecteur (m = 6) et le manipulateur posséde
plus de six degrés de libertés (n > 6).

Une fonction de tiche équivalente ayant » composantes s’obtient en posant :
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e’(q,1) = [(q’ )] | (6-2)

Comme :
—%qo F** } (¥ (g.0)

et:

ae’ de
rang {57{a.0} =rang Gpanrsm<n

il est clair, d'aprés notre définition, que si la tiche est possible (il faut pour cela que
x(t) € Imx(q), V te [0,T])elle est aussi redondante.

Exemple 2 :
L’objectif est de minimiser a chaque instant la fonction :

1
1(g.) = 51x(q) - 2, () | (6-3)

11 s’agit donc de minimiser la distance entre x(g) et la valeur désirée x,(f). Lorsque
x-(t) € Imx(q) cet objectif coincide avec celui de 'exemple 1 puisque 'égalité x(q) = x,.(¢) est alors
possible.

Le choix de la fonction k(q,z) suggére de choisir comme fonction de tiche :

ohT axT 6.4
e(q,f’)=—3-5-(q.t)=—é—é-(q) (x(q) - x,(8)) (6-4)

Notons la différence entre cette fonction et 1a fonction de tiche de I'exemple 1.

Dans le cas oit m = n et si x,(0) = x(gg), nous pouvons vérifier que ces deux fonctions traduisent
en fait la méme téche (les trajectoires idéales respectives {q,(¢)} sont confondues) et que si I’une est
admissible, I’autre I’est également (il suffit pour cela que x,(t) € Imx(q), |%,(¢)| <K etx,(t) n’est &
aucun moment I'image par x d’une singularité géométrique du manipulateur).

Dans le cas ot m < n et x,(t) € Imx(q), il est encore facile de vérifier que ces deux foncuons
traduisent le méme objectif, & savoir la poursuite parfaite de x,(¢) par x(q(?)). En formant 5—(q,(t) )
nous vérifions rapidement que la tiche est redondante. En effet, d’aprés (6-4) :

de N oxT  9x ; 0%x;
(-3—"1'(4'1’) = gz{@) g;l'(Q) + & ‘672(?) Ixi(q) - x 01 (6-5)




(xx et x, , désignant les ki¢me composantes respectives de x et x,)
Comme :

x(q,() =x,(2)

nous obtenons :

de oxT dx
(‘E(qr(t) )= W(qr(t)) a‘a\qr(t))

La matrice a—-(q,(t)) étant rectangulaire de dimension (m x n), le rang de B_(q’(t) t) est au plus
égal & m(< n).

En réalité la fonction de 'exemple 1 posséde I’avantage d’étre plus simple que la fonction
(6-4). En contre partie, la fonction (6-4) est plus générale parce qu’elle s "applique encore dans le cas
oux.(r) e Imx(q), c’est-2-dire dans le cas o1 la poursuite parfaite n’est pas possible. A V'instant ¢,
le minimum ¢,(#) doit alors satisfaire simultanément :

axT
ed,(2) 1) = 5 4,() (g, ) - 2,(1)] = O (6-6-a)
et
2(qu (1)) - x,(2) # 0 (6-6~b)

Nous déduisons de ces deux relations que la matrice §—(q,(t)) ne peut étre de rang plein. En
nous reportant a ’éude du paragraphe 5.2, nous concluons que le manipulateur doit nécessairement
se trouver dans une configuration singuliére (c’est-A-dire occupe la position d’une singularité

€ométrique). Cependant au vu de la relation (6-5) rien ne nous permet d’affirmer pour autant que
a:(q,(t) 1) est une matrice singulidre et donc que la tiche est non-admissible. Nous nous trouvons
donc en présence d’un nouvel exemple ol singularités de la tiche et singularités géométriques du
manipulateur ne coincident pas nécessairement.

Cet exemple permet également de mettre en évidence que pour une fonction de tiche e(q,t)
donnée, 1a tAche associée peut étre ou ne pas étre redondante selon la condition initiale qo. Eneffet, la
fonction (6-4) peut étre utilisée pour minimiser la distance entre x(g) et x,(¢) comme elle peut étre
utilisée pour maximiser cette méme distance. Dans le premier cas, en supposant que x,(¢) Imx(q),
x(q0) =x,(0) et la tiche est redondante lorsque m < n. Dans le second cas, x(qg) #x,-(0) et
¢(90,0) = 0. Le manipulateur est dans une position singuliére, la tiche peut étre admissible et donc
non-redondante méme si m < n.

- - . P}
Do1t p le rang maximum de %(q,(t) ) (e [0,T]), le nombre n - p est le degré de redondance




-61 ~

de la tiche. Ce nombre coincide avec le nombre minimal de contraintes qu’il faudrait ajouter 4 la
tdche pour qu’elle ait des chances d’étre admissible. L’exemple 2 suffit 3 montrer que le degré de
redondance de la tiche ne coincide pas nécessairement avec le degré de redondance (n-m) du
manipulateur.

1.6.2 Utilisation de la redondance

Une tache redondante est une tiche mal conditionnée (non-admissible) qu’il faut modifier (ou
compléter) de fagon 2 la rendre admissible. Une fagon de procéder consiste A former une fonction de
tiche e(q,r) dont les m premiéres composantes (m < n) sont les composantes indépendantes de la
fonction de tiche initiale redondante et dont les (n-m) deri2res composantes sont choisies de sorte
que I'ensemble des n composantes de la fonction e(g,) soient indépendantes le long de la trajectoire
idéale. Il est bien siir souhaitable de profiter de la détermination de ces (n-m) composantes pour
essayer de réaliser au mieux un objectif secondaire. C’est en ce sens que la redondance d’une tiche
peut étre udle.

Dans de nombreux cas, la réalisation d’un objectif secondaire pourra s’exprimer comme un
probléme de minimisation sous contraintes. En effet, soit e1(q.%) le vecteur des m composantes
indépendantes associé 2 la tiche principale, 1’objectif secondaire consistera  minimiser (par rapport 2
la variable g) un cofit h(q,t) sous la contrainte ej(g,t) =0, c’est-2-dire sous la contrainte que la tiche
principale soit réalisée parfaitement.

De fagon symbolique, nous notons ce probléme :

(min h(gq.t) ; ¢i(g.t)=0) ' _ (6-7)

Les conditions nécessaires pour que g soit une solution de ce probléme sont ciassiques [1] et
s’écrivent :

eylg.6)=0 ' ‘ (6-8-a)
oHT oh de
= Tl =0 -8-b
—a—q—(q't’k) aq(‘l'f)'*)v W(q") 0 (6-8-b)
ol : ‘ CH(g,t,\)=h(g,t) + AT e1(q.t) est le Lagrangien du probléme
. A est le vecteur (mxl) dont les composantes sont les multiplicateurs de
Lagrange.
Lemme I :
| Soit : . P(q. 6)87!1[16 fonction matricielle (m x n) telle que la matrice produit :
' P(q £) -§—(q t) soit de rang maximum (=m)
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. QO(q,t) une fonction matricielle (m x n) telle que la matrice produit :
Qq.0)P T(q,t) soit de rang maximum (=m) :

alors :
oH
€1 =0,'rq=0

~

T ae{ aeT -1 akT_ ,,
Q el+a(I-W(P-a;-) P ';q“*-o (aEIR )

démonstration :

a) =
En multipliant (b- 6-8) 2 droite par PT(q,:) nous obtenons :
S | '
aeT onT
AT = pZll p 6-9
(p o J 57 (6-9)

d’ol en utilisant (6-9) dans (b- 6-8) :

ae{I del -1 \onT
(1- aq‘Paq) P)Bq =0 - (6-10)

(a- 6-8) entraine également :
0Te =0 (6-11)

Enfin en multipliant (6-10) par a et en additionnant (6-11) nous obtenons I’égalité voulue, soit :

del 2ef -t \oaT
QTEI*“("";Z—T(P%) P)g—q-'-=0 (6-12)

b) &=
En multipliant (6-12) a gauche par P nous obtenons :

P QTe1=O
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Comme la matrice P 07 est de rang plein par hypothése, il en résulte :
el =0

D’aprés (6-12) il en résulte également :

-1 w7
(1 a—e--i(}’%‘i P)T=O

et par conséquent :
oH de;T 1 anT
Fq_=0 avec 7\,=-((P3; ) PW‘

Le résultat de ce lemme nous suggére de prendre comme fonction de tiche, la fonction
vectorielle (nx 1) suivante :

e(q.t)=0T(q.0)ey(g.0)

de{ ) ! anT ,
+a I-ch,n(mq.z)%(q,r)) Plan) |54an | (6-13)

Remarquons que cette fonction dépend du choix de P,Q et o et que nous pouvons par
conséquent associer 2 notre probléme plusieurs fonctions de tiches.

L’admissibilité de la fonction choisie dépend des propnétns des différentes fonctions qui la
composent (différentiabilité, etc.). La propriété centrale est que B—(q 1) doit étre de rang plein (=n) le
long de la trajectoire idéale {g,(¢)}. Nous énongons dans le lemme suivant les conditions pour que
cette propriété soit vérifiée.

lemme 2 :

o
Si: a) -;—l(q,.(t) t) est de rang maximum =m
(= gq,(r) est un pomt « régulier » de la contrainte e;(g,?) = 0)

b) P(gr(1),£) T(qr(t) 1) et P(q,(8),5)Q T (g, (t) ,¢) sont de rang plein (=rm)
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cyxT %z—Hr(q,(t) ,t.M*) x>0 pour xe Ker (agl(q,(t) ,t)) »x#0.
_ q q

alors : det (;;(q,(t) ,t)) #0.

Remargue : Si q,(¢) est un minimum local strict de k(q,¢) sous 1a contrainte e1(q.t) = 0 alors

2
aT—-‘r(q,,(t) £,A"%) est semi-définie positive sur Ker (——-(q,(t) t))[l] La condition c) du lemme est donc

une condition légérement plus forte.

démonstration ;
Posons :

ef aefl anT -
f=U-5 a ) P) 37 (6-14)

Comme : Pf=0et f(g,(),t) = 0 nous déduisons :
0
P(q,(.1) %(q,(t) ) =0 (6-15)
D’autre part, d’aprés la définition de H(q,t,A) :

a2y *8261 k
——Z{q t.A ) g—z(q A+ Zl kkqu—(q,t) {6-16)

et par conséquent :
of
5590 ;"z{q BA) + ;;—(q 03 (q £ (6-17)

3
Nous pouvons également decomposer / de la fagon suivante :

o e B

T n iVl . £ RN . s ey PR I N RV
Lo udlsalit (U-10) €L (0-1 /) dans cetie germere reiation nous GoiSnons @
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-1
‘% w00 =[ aT{(P %ei) :I 99%(g.)=(ar).) 0
D’aprés 1a déﬁnition de e(q,t) et comme e(q,(¢),¢) = 0 nous avons aussi :
-{q,(t) n=Q -;-‘ ?rf
9\(q.5) = (g-().0)
d’ol, d’aprés (6-18) :
-1
T(q’m h-07 3y (1 %—eLP 2 )Tzl @)=@0.0 9
Soit maintenant x un vecteur de IR” tel que :
de
a—;(q,(r) Bx=0 (6-20)
x se décompose comme suit :
X=X+ (6'21'0)
avece :
x _PT(aelpT)-lae‘ x (6-21-b)
! Jq 94 (q.)=(gr(0).0)
de
=T [I a (%21 i ) -rll(q 1 =(q-0) 1)} ¥ ©21-9) :

En multipliant (6-19) & gauche par P(q,(¢) ,t) et & droite par x, nous obtenons compte tenu de (6-20) :

r9e1
P’ 3 =@ nn=9

POT étant de rang plein par hypothése :

dej

E?x=0

et donc:
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x1=0 (=x=xp) (6-22)

En multipliant‘(6-19) & gauche par x et & droite par xT, nous obtenons :

2
x3=0 (6-23)

T a—‘iq () x=x] =
ag T 2947 (i) =@ °

or xg appartient & Ker [%%(qr(t) ,:)] d’ol nécessairement compte tenu de I’hypothése ¢) du lemme :
xy=0 (6-24)

Nous avons donc démontrer que le vecteur nul est le seul élément du noyau de é_(q’(') ,2),d’otr
la conclusion du lemme.

Remarque :
L’ opérateur

-1
Op =[1-PT<‘%PT) %‘;—1]

est un opérateur de projection (oblique) qui projette sur le noyau de 3— Le transposé de cet opérateur,
qui est utilisé dans I’expression de 1a fonction de tiche e(q,t), projette sur le noyau de P. A partir de
cette constatation il est possible de trouver une interprétation géométrique (que nous ne développerons
pas ici) des résultats qui précédent.

Le lemme 2 donne des conditions pour que la tiche {e(q,£) ,g¢) soit admissible. Inversement si
initiallement le manipulateur se trouve en un point solution de notre probleéme d’optimisation et si la
tiche ‘est-admissible pendant [0,T] alors la commande idéale qui réalise e(q,#),0) =0 (V¥ te[0,T])
assure 2 chaque instant la minimisation de k(g,?) sous la contrainte e1(q,0) =0.

Nous avons vu que la régularité de la matrice B—(q,(t) ,£) (et par la suite I’admissibilité de la
tache) ne dépendait que faiblement du choix des fonctlons matricielles P(q,t) et O (q,t). Cependant,
dans la pratique, certains choix de ces foncnons peuvent conduire & des commandes plus simples &
calculer. Ce sera le cas lorsque la matrice a—-(q ¢) sera définie positive au voisinage de la trajectoire
idéale. En effet il ne sera alors pas mdxspensable (comme nous le verrons au cours de I’analyse de la
commande) d’utiliser I’inverse de ;(q 1) (dont le calcul n’est généralement pas simple) dans
I’expression de la commande.

Les deux lemmes qui suiv%nt donnent des conditions suffisantes portant sur le choix de P {q.1),
{(g.t) et du nombre o pour que %(q,(t) »¢) SOit positive,




o
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Ces deux lemmes sont valides sous les conditions a) et ¢) de lemme 2.

I1 existe alors deux nombres réels positifs k; et kp tels que :

I i DAL VY
1'37(r 'gé'(r 1) x12kfxq

d
x1 étant un vecteur quelconque du supplémentaire du noyau de F?(q,(t) »L).

.. _p0%H 9
il ) P ) -qu(qr(t) ,t)x2.>.k2|x2I
. ad
x3 etant un vecteur quelconque du noyau de ;}(q,(t) ).

: 2H
Nous noterons k3 la norme spectrale de 1a matrice W{q,(t) ,r,l*) :

92H .
k3 =I—a—éz{qr(t),t.7~ )]

lemme 3 ;

Si: a)les conditions a) et ¢) du lemme 2 sont satisfaites

dey
by P(g.ty=0(q.t)= 571—<q,t)

€) 0<o<dkykylk3

de
alors la matrice E(q,(t) ,t) est positive.

démonstration :
Nous nous placons au point : (¢,£) = (g,(¢),2).
Soit x un vecteur quelconque non nul de IR”,

x=x1 +X2
avec :

aefael
Xy = Ea—-a—;x

(6-25)

(6-26)

(6-27)

(6-28)

(6-29)
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2 373
3e1 del dey0e] 1

aq; dq "dq aq)

aelael]

9el udo - i adroite de o
(?7 est une pseudo - inverse adroite de ﬁq—)

)
En utdilisant la relation (6-19) eten remplagant P et O par % nous obtenons :

x ?rex =x] %‘i%ﬂxl +ax2 TZ'(xl +x9) (6-30)

d’olt compte tenu de (6-25)-(6-27) :
T 9¢ > 2 2
X -a—qx._kllxll +0Lk2lx2| -a}(3!leX2‘

2/(.‘1(' xll ‘(Cf.kg/ 2[(1)! le )2 +(1(I(2 - (UJC%/ 4k1))112l2 (6-31)

Compte tenu de la condition (6-29) portant sur ¢, cette inégalité entraine clairement :

x#20 = xTrx>O

lemme 4 :

ol - L) . .
Si: a)les conditions a) et ¢) du lemme 2 sont satisfaites

5 .
by P(q.0)= a—el(q,t) (6-32)
f
3l ey deT 1
) 0T(q.0= -< ) = _;l(af; a‘f) (6-33)

dy 0<o<dky/k3 (6-34)

de
| alors la matrice Tq(q,(t) ,) est positive,

- démonstration :

ABmao AL ation que pour e | a . - T _’rael . 2
VIEme GCmonstration (ue pour ie lemme 3 en prenant &; = 1 parce que x* 04 7= =|x1]“.
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Remargque : Dans le cas ou ’objectif est de maximiser (et non plus minimiser) k(q,t) sous la
contrainte ej(g,¢) = 0, les énoncés des lemmes 3 et 4 restent valides en ramplacant o par (- o).

Nous terminerons ce paragraphe ol nous avons montré comment il est possible de définir une
fonction de tiche admissible A partir de la donnée d’une tiche redondante (nous avons vu que les
possibilités étaient multiples) en donnant une interprétation « cinématique » de la redondance proche
dans son esprit des travaux de certains auteurs sur le sujet [40] [41] [42] [46].

Pour simplifier nous supposerons que le vecteur - e 1 - et la fonction - A4 - qu'il s’agit de minimiser ne
dépendent pas de la variable indépendante # Dans ces conditions :

¢ = %:l(fl)q (6-35-a)
. oh
=;I-(Q)q (6-35-b)

de 3e,t .
Posons P = 3—;} et QT = y;- ce qui nous donne pour fonction de tiche :

der’ defde; anT
== - -36
TR T T T €3
Supposons que « nous soyons capables de former une commande » qui permette de réaliser :

. de
e=-uEe (6-37)

de '
D’apres le lemme 4, 5q &St positive (si a est petit et - ¢ - proche de 0) et par conséquent :

id de

—— 2 = - T ]

2dtlel ne %-e<0 (sie#0)

Il en résulte que - e - tend vers O et donc que notre objectif est asymptotiquement atteint.

. , . . , Oe de . .
Un autre raisonnement possible est le suivant. Puisque : é = 574 et que % est inversible la
relation (6-37) s’écrit également :

g=-tie (6-38)
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o
Mudtiplions & gauche les deux membres de cette égalité par %. En utilisant (6-36) nous
obtenons :

dey
él =-§é-q=-p.e1 (6"39)

d’ob la convergence exponentielle de - ¢ - vers 0. La premiére partie de notre objectif (¢’est-a-dire la
tache principale) est donc réalisée. .
Multiplions maintenant (6-38) 2 gauche par 3 nous obtenons :

+ + T
. oh ohdey oh odejde; oh
=g =l — - - 6-40
T e P PR PR Y (6-40)
ah 8e-1+ .
Si 5 et FrY sont bornés et comme e tend vers 0, nous en déduisons qu’asymptotiquement :

. oh  de|de; ohT
h S-QMEE(I— -rq-a?)—a—q—- (6-41)

de; d
Or la matrice (/- 0‘!17;,15?) est semi-définie positive puisqu’elle est symétrique et idempotante

(A=ﬁTA = A20). La relation (6-41) entraine donc qu’asymptotiquement k<0 tant que
de dey 9hT .
(- el§)~—¢0. Nous en déduisons aussi que - A - décroit jusqu’d ce que 1’égalité
255 S

T

- — =0 soit réalisée, c’est-A-dire jusqu’a ce que notre objectif de minimisation sous
37 97737 jusq q )

contraintes soit atteint.

Le raisonnement précédent nous fournit une justification irfiitive du choix de la fonction de
tiche (6-36). Il ne permet cependant pas de remonter jusqu’i la commande parce qu’il laisse en
suspend la réalisation de la relation cinématique (6-38) qui est a la base du raisonnement. De fagon
générale, toute approche cinématique de la commande posséde ce type de lacune et n’a de véritable
valeur que si elle est complétée par une analyse de 1a dynamique du robot. Cette analyse sera effectuée
dans 1a deuxiéme partie de ce rapport.

1.6.3 Exemples de tiche redondante et de tiches secondaires

Soit un manipulateur possédant - n - degrés de liberté et x(g) un paramétrage non redondant de
dimension m < n de 1a position et de I'orientation de I’effecteur du manipulateur. Imposons comme
tiche principale 4 effectuer la poursuite d’une trajectoire de référence x, (¢) déterminée  ’avance par
Putilisateur. Pour que la poursuite soit parfaite, il faut que le vecteur :

€1(q.8) =x(q) - x,.(2) (6-42)
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soit nul 2 chaque instant. Du fait que la dimension du vecteur - e - est inférieure au nombre de degrés
de liberté du manipulateur, il est clair que si la tiche principale est possible elle est aussi redondante.
Pour obtenir une tiche admissible nous pouvons compléter la tiche principale par une tiche
secondaire consistant 3 minimisr (ou maximiser une fonction scalaire i(g,.r) sous la contrainte
e1(4.£) = 0.
Donnons quelques exemples de tiches secondaires en spécifiant 1a fonction #g,t).

1.6.3.1 maximisation d’une "fonction de manoeuvrabilité”

Nous avons vu (lemme 2) qu’ une condition pour que la fonction de tiche e(q,?) donnée par la
relation (6-13) soit admissible est que T(q’(t) ,t) soit toujours de rang maximum m. Cette condition
s’exprime également dans le cas de la foncnon (6-42) :

det dx axT, =0
%(qr(t))w(qr(‘))

Dans [41] [42] Yoshikawa définit 1a “’fonction de manoeuvrabilité” :

h(g) = \jdet[—m (q)] (6-43)

qui n’est autre que le produit des valeurs singuliéres de a—(q ), et propose d’utiliser la redondance de la
tache principale pour essa er de maximiser cette foncnon D’autres fonctions basées sur I'utilisation
des valeurs singuliéres de %(q) sont également envisagées [44].

L’idée semble attrayante lorsque le paramétrage x(q) ne posséde pas de singularité de
représentation. Tous les exemples donnés par Yoshikawa font d’ailleurs uniquement intervenir la
position du point origine de I’effecteur, mais pas de paramétrage de I’orientation de Ieffecteur qui est
la source de singularités de représentation.

Dans ie cas ol x{g) contient un paramétrage de I’orientation du type angles d’Euler, il ne faut
pas essayer de maximiser la fonction (6-43) parce que celle-ci n’est pas bornée au voisinage des
singularités de représentation. Une alternative consiste 2 remplacer (6-43) par :

h(q)=ydet|J, (@] (@) (6-44)

ol JO (g) désigne la matrice jacobienne de base entrant dans le calcul de —-(q) (voir paragraphe 5.2).
La maximisation de cette fonction doit permettre d’éviter les smouiarxtes géométriques du
manipulateur mais n’empéche pas le passage des singularités de représentation.

De fagon générale, I'intérét de fonctions de manoeuvrabilité du type (6-43) ou (6-44) est
qu’elles sont directement applicables a tout manipulateur. Leur inconvénient est qu’elles peuvent tre
complexes a calculer. Il semble possible dans de nombreux cas et 2 partir d’une étude spécifique des




singularités géométriques du manipulateur qui nous intéresse de trouver des fonctions plus simples.
Prenons ’exemple d’un manipulateur plan représenté dans le schéma suivant :

R
, 1qt

x1(q)

x2(q) ) .
seulement si singy =singsy = 0. Ceci suggére de prendre comme fonction de manoeuvrabilité une

0. . NP .
Soit x(q) =( ), il est facile de vérifier que le rang de £(q) devient inférieur & 2 si et

fonction de la forme :
h(q) = Ay(singp)? +Ay(sing3)® (A;>0,Ay>0) (6-45)

plus simple que la fonction (6-43).
Nous pouvons également essayer de minimiser I’inverse de cette fonction. L’évitement des
singularités de représentation peu a priori étre traité de la méme fagon.

1.6.3.2 limitation des vitesses articulaires du manipulateur

Souvent, mais ce n’est pas toujours le cas [45], le passage par une singularité géométrique du
manipulateur s’accompagne d’une vitesse de variation trés grande de certaines coordonnées
articulaires. Une fagon de limiter la vitesse des coordonnées articulaires consiste 3 prendre un cofit
h(q,t) 2 minimiser de Ia forme :

. 1 . .
h(g.0) = 5(q-y()TW(q-y(®) (6-46)
ol : . W est une matrice définie positive
. ¥(#) est un vecteur filtré du vecteur g(¢) vérifiant par exemple I’équation :

y@ +ay(@®)=oaq() (ou>0)

¥(0) =4(0) (6-47)

Une raison intuitive de ce choix est que le coit 4(g(z),¢) est d’autant plus petit que la distance
entre g(z) et y(z) est faible, et que du fait du filtrage cette distance est d’autant plus petite que les
variations de ¢(¢) sont lentes.
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I1 est également possible d’imposer A y(r) d'étre de dérivée bornée en jouant sur le parametre C.
En prenant par exemple :

M

D) = Tt 12 S OF IV

Ay>0,A3>0,X,>0 (6-48)

nous avons : 0 < () SA1/ (1 +AgA3) et |[y(0) <Ai/Az.
Notons que dans le cas de la fonction (6-46) le calcul de a—(q,t) et ;—z(q t) est particuliérement
simple puisque :

anT anT 1
Tq("") =W(g-y() = E(q(t),t) =g "®

et

02h
W(q't)=w

Dans le méme ordre d’idée il est possible d’imposer au vecteur filtré y(¢) d’étre deux fois
dérivable (dans le but de satisfaire les conditions théoriques d’’admissibilité de la tiche) en prenant
¥(#) comme solution de ’équation du deuxiéme ordre suivante :

YO + k() + ay(n) = kog(s) (6-49)

Comme dans le cas du filtre du premier ordre, les dérivées y(¢) et J(¢) peuvent étre maintenues
bornées indépendemment de 1a valeur de ¢(¢) en jouant sur les paramétres o et k.

Nous reviendrons au chapitre 8 sur I’intérét d’utiliser un cotit de la forme (6-46) pour limiter
les vitesses articulaires du robot.

1.6.3.3 évitement d’obstacles (connus)

De nombreuses méthodes sont envisageables. Nous reprendrons ici celles basées sur la
minimisation de fonctions de type potentiel telles que celles introduitegpar Khatib [73] [32].

Yoshikawa propose dans {41} de minimiser le cott :

1 .
W) =5g-9)"W(g-q)) . (6-50)

ol : . W est une matrice définie positive

- q1 est une valeur particuliére des coordonnées articulaires pour laquelle le
manipulateur est « loin » de I’obstacle.
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L’intérét de la méthode réside essentiellement dans la simplicité de la fonction (6-50). Son
inconvénient est qu’elle n’assure pas I’évitement de 1’obstacle dans tous les cas oli ce serait possible.

Une approche plus intéressante conceptuellement consiste & considérer un colit explicitement
fonction de la distance entre le robot et les obstacles. Donnons quelques exemples de méthodes

possibles.

Iere méthode : .
Dans une premiére étape, on « recouvre » les éléments du robot ainsi que les obstacles par un

ensemble de surfaces enveloppantes convexes élémentaires. En assimilant ces surfaces a celles du
robot et des obstacles, 1a notion de distance entre robot et obstacles est définie sans ambiguité : c’est
la plus petite distance entre les surfaces assocides au robot et celles associ€es aux obstacles. C’est
également la distance entre deux points particuliers C et § appartenant respectivement au robot et 4
un des obstacles. Ces deux points se distinguent par les trois propri€tés suivantes :

—>
i) | CS | est la plus petite distance entre deux points quelconques appartenant
respectivement au robot et aux obstacles.

ii) le plan tangent 3 la surface du robot au point C est paralléle au plan
tangent 2 la surface de I'obstacle au point S. Autrement dit les vecteurs
normaux 2 ces plans tangents ont méme support.

—
iii) le vecteur CS a méme support que ces vecteurs normaux.

Il existe des procédures géométriques simples et récursives pour déterminer a chaque instant les
points C et § (voir Favergeon [33]). Du fait que ces procédures cofitent relativement cher en logiciel
eten temps calcul elles n’ont jusqu’a présent été appliquées que pour traiter des problémes hors-ligne
d’évitement d’obstacles. Conceptuellement, cependant, rien ne s’oppose 2 leur application en temps
réel pour le calcul d’une commande dynamique.

)
Les points C et S étant déterminés, il'intuitif de considérer un coiit de la forme :

h(q.t)=d(q.0)* (6-51)
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. =
ou : .d(g,)=|CS|

. k est un nombre entier supérieur ou égal 3 1

Ce choix est bien sir dicté par le fait que le cotit (6-51) tend vers I'infinir lorsque - & - tend vers
- 0, ¢’est-a-dire lorsque le robot tend 2 rencontrer un obstacle.

. ok
Pour le calcul de 1a fonction de tiche, nous avons besoin de calculer la dérivée partielle yq(q,t).

D’aprs (6-51) :

h ad |
5740k d(g;g~*+D) 577 (6-52)

ad )
La relation qui nous permet de calculer ?ﬁ(q’t) est la suivante :

- H
dq®) D=7 c.V e g (6-53)
ol : .IRg est un repre lié 3 I’obstacle.

.7{)(; est le vecteur unitaire normal 4 1a surface du robot au point C.
démonstration :

~ Soit C’ et S’ les points glissant respectivement sur la surface du robot et sur celle de I'obstacle
et qui coincident & chaque instant avec les points C et S.

d(g.t)=C'8.7 ¢ (6-54)
D’aprés (6-54) :

. — -

dgt), D=V re -V rg) W (6-55)

Comme C’ et S’ se déplacent sur les surfaces du robot et de 'obstacle les vitesses de ces points
vérifient les deux relations :

_ﬁ .
K,s'/ Rszc =0 . (6-56-a)
Veurne=0 (6-56-b)

ol IR; est un repére lié & ’élément du robot auquel le point C appartient.
En reportant (6-56-a) dans (6-55) :

: —> -

d=-V c'/ Rs.n C : (6—57)
. . e

D’autre part, du fait que le point C est fixe dans le repére R;, soit V ¢/ R; =0

— - -
Verri=Verrs Vo Rg (6-58)
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et par conséquent d’ apres (6-56-b) :
e d Y - —
Verrgnce=Vears?c (6-59)

Les relations (6-57) et (6-59) nous donnent la relation (6-53).

(-4
(] -]

De 1a relation (6-53) et de 1a relation aux vitesses suivante :

_‘?C/ Rs = vcz Ro~ ?S/ Ro '?o)xs I Ro A SC (6-60)
nous déduisons :

dqW.D=T eV orre+ eV s vy (6-61)

En identifiant cette relation avec :

. od . od
d(q(t),t) = Eﬁ(q(r) ) g+ m(q(r) ,1)

nous obtenons :

ad y , |
57090 =-d@9 'lxs ) - 2 @1V 1 (q) (6-62)

ol : . xg est la matrice (3 x 1) des coordonnées du point S dans Ie repére fixe IRq
. x¢ est la matrice (3 x 1) des coordonnées du point C dans le repére IR

. "C.T(Q) est la matrice (3 x n) destrois premiéres lignes de la matrice
Jacobienne de base du manipulateur évaluée au point C (k¢ =J, cTd)

En rapprochant les relations (6-52) et (6-62) nous obtenons finalement :

dh A
5790 =kd(@t) &+ D (1) - xc (@) I 1 (9) (6-63)

Afin d’éviter dans la pratique le calcul de J c.r en chaque point C, il peut s’avérer préférable
d’utiliser la relation quivalente suivante :

ok
77" kd ®* D xg - x0)T 1AL, 1, (6-64)

ol : - O est un point origine quelconque de I’élément i du robot auquel
appartient le point C
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- =
. Acp; est 1a matrice (3 x 1) des coordonnées du vecteur (CS A CO;) dans le
repére IRp

. Jo; est la matrice (6 x n) jacobienne de base compléte du manipulateur
* évaluée au point 0;.

La relation (6-64) s’ obtient en remarquant qu la relation (6-53) s’écrit également :
; v g oy SRS -
d(‘i(t) »2) =:’?C .V 0;/ Ro~ (;)C A CO‘) -OR; /Ry +-I_I)C 'VS/ Ry (6-65)

2éme méthode :

Une méthode plus simple consiste A fixer  ’avance un ensemble de points C; répartis sur la
surface du robot, puis 2 déterminer pour chacun de ces points le point S; le P_l_)us _groche situé sur la
surface d’un obstacle. Ce point S; est caractérisé par le fait que le vecteur C ;S ; est normal 2 la
surface de I’obstacle portant S;.

robo\’.

sbstacle.

On cherche ensuite 2 minimiser un cofit de la forme :

_—_—, .
h(g.0)=2IC ;S I* (6-66)
13
ou encore :
.____.,,-k
h(g.£)=sup {IC ;S ;I*} (6-67)
i

Si les points C; sont suffisamment nombreux et bien répartis, on comprend que la minimisation d’un
tel codt doit permettre d’éviter les obstacles.

Posons :

—
di(q,.0)=|C ;S ;|
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nous avons pour la fonction (6-66) :
Joh ' ad; .
-- , -(k+1) 74 .
3790 k‘Z d; (q.&) 379 (6-68)

et pour la fonction (6-67) :

oh ad;

—- (k+1) .
9 9D =-kd1 (@ U 5Hq 1) (6-69)
(d; =inf{d;})

1

’ ad;
La relation qui permet de calculer sé(q,t) est 1a suivante :

. e 4
di =75,V g, (6-70)

ol : . Rg; est unrepére lié a I’obstacle portant S;
—3

.n §; est le vecteur unitaire normal 2 la surface de I’obstacle au point .

démonstration : ‘
Soit §’; le point glissant sur I'obstacle qui coincide 2 chaque instant avec le point S; i€ a
Pobstacle.

. - o 4 -3
di=ng;(Vecirs-Vsur,)

Comme §°; se déplace sur la surface de I’obstacle

4 —
VS',‘/ Rs-nSi=0

Notons que cette relation est similaire i la relation (6-53) obtenue dans le cas de la méthode
précédente. Il en résulte que la relation (6-62) se transpose également, d’ol (avec des notations
évidentes) :

ad;
. _‘1 ) T 77
55 =-d; Ixg, - xp,] Tt (o-

vy
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Lorsque plusieurs points C; appartiennent 2 la méme articulation j du robot, il peut étre
préférable g’ utiliser la relation équivalente :

ad;

=-d (x5 - x.)T AT, 6-72
7 d;lltxs, -xc,)" |1, O;JOI. (6-72)
ol : . Oj estun point origine quelconque de I'articulation j
- Ap. . est lamatrice (3 x 1) des coordonnées du vecteur (C ;S ; AC ;0 j)
dans I¢ repére Rp
. Jo, est la matrice (6 x n) jfacobienne de base compléte du manipulateur
évaluée au point 0;.
" 32me méthode :

On détermine a 1’avance un ensemble de points C; sur la structure du robot et un ensemble de
points §; sur la surface des obstacles , puis on essaye de minimiser un codt de la forme :

e

hg.)=Z TIC S jI* (673)
¢

Cette méthode est conceptuellement la plus simple parce qu’elle ne fait intervenir aucun calcul de
distance minimale. La contrepartie de cette simplicité est la nécessaité dans certains cas d’utiliser un
plus grand nombre de points C; et S;.

D’aprés (6-73)
oh ad::
=- .. -{k+1)7 7Y . ~
’{}q(qvf) = k% JE d,j(q,t) -&}—(q,t) (6-74)

avec :

—
d,‘j(‘l:‘) =|C;S§ j]

Comme :
..—) __)
dl:]' = CiS .I AU C,’Sj (6'75)
ol
—_—
- CiS
“ s = TSy

est un vecteur unitaire, nous avons :
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- — -
d‘] =<l C,'Sj'V C,‘/ lRSj (6'76)

IRs; étant un repére li€ 3 ’obstacle portant le point S;. De cette relation et de la relation aux vitesses
suivantes :

o d - - -~ —
VeuRg=VcuRe V sjiRo"ORg; 1 ReASjC i (6-77)

nous déduisons :

— 7 -
dj = ¢,5;-V co Ro+ 2 €18 v 5/ Ro (6-78)
d’ot (avec des notations déja utilisées précédemment)

dd;;
S =~ - xc ) e, N G

et en utilisant (6-76) dans (6-74) :
-—5 —-kZ E dift+ Dixg - xe 17T cr (6-80)

Comme dans la méthode précédente, il est possible de regrouper les points C; appartenant 3 une
méme articulation du manipulateur pour obtenir une relation faisant au plus intervenir - n - matrices
jacobiennes de base du manipulateur évaluées en des points origine des articulations.

1.6.4 Réglage du transitoire de la tiche secondaire

Dans le paragraphe 6.2 nous avons associé au probléme de minimisation sous contrainte :

(minh(q.1) ; e1(q,1)=0)

1a fonction de tiche :

oef 1 JonT
e-—QTel-*-a[]_ el ;qf) P] . (6-81)

Le but de 1a commande est de réguler autour de 0 'erreur «¢) = e(q(2) .¢).

Id€alement, il faudrait donc que e(g(0),0)=0 et par conséquent que le robot occupe
iniialement une position g :
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i) compatible avec la réalisation de I'objectif principal, c’est-a-dire telle que
e1(90,0)=0

ii) compatible avec la minimisation sous contrainte du colt secondaire,
c’est-a-dire telle que

de el anT
I- W(qo' 0) (P (‘10,0) 3—;. (70)0» ) o (q()' 0) '5;1'_’(‘10' 0) =0

Dans 1a pratique, il sera généralement possible de faire en sorte que la condition i) soit réalisée
en choisissant correctement la fonction vectorielle ei(q,z). Par exemple dans le cas ol
e1(q.t) = x(q) - x,(¢), 1a trajectoire de référence {x.(¢)} sera choisie de sorte que x,(0) = x(g0)-

Il y aura par contre peu de raisons pour que le robot soit initialement positionné de fagon a
minimiser le colt secondaire h(q,t). Par exemple dans le cas de 1’évitement d’obstacles, le robot
pourra initialement se trouver & proximité d’un des obstacles. Il faudra alors prévoir une période
transitoire pendant laquelle la valeur A(q(¢),¢) du coiit sera différente de sa valeur optimale #(g,(?),?).

)

A

4 qe),0)

U

N Aaney
/R(q,.(o),o) " | : L/p‘(q.-(b),t)

P A

—

transitoire

I1 sera souhaitable de faire en sorte que cette période transitoire ne soit ni trop rapide (de fagon
a ne-pas engendrer des* vitesses articulaires trop grandes), ni trop lente (de fagon & réaliser 1’objectif
secondaire) et que sa durée soit indépendante de la structure de commande utilisée ainsi que des
variations de charge transportée. Cela signifie que les caractéristiques de cette période transitoire
doivent étre prise en compte dés le départ au moment de 1a définition de la tiche.

La méthode que nous proposons (ce n'est pas ia seule possible) consiste 4 remplacer le coiit

h(q,t) par le coflit :
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1
(g, =h(g.1)+ 5Bl q- 412 (6-82)
tel que :
i) %—i’z’(q(m ,0)=0 (6-83)
i) ‘;21’,@(0) ,0)+B0)/ >0 (6-84)
q

iii) P(#) est une fonction scalaire positive (de classe C2) telle que :

lim B()=0 (6-85)

L=+ o0

Cette méthode revient également 2 remplacer la fonction de tiche (6-78) par la fonction
suivante :

-1
e’=QTe1 +(x[1- T/paae{) P][ 9 +B(g - ql)j’ (6-86)

Les conditions i) et ii) entrainent que le cofit A’(q,#) est minimisé sans contrainte A I’instant
t=0 et que e’ ={g(0),0)=0 (si e;(q(0),0)=0). Il en résulte également que les paramétres de
Lagrange as‘,s}?ciés au probiéme : (mink’(q,r); ej(q,2)) sont initialement égaux & zéro et que le
lagrangien B—Aq(O) 0,A%(0)) est positif puisqu’égal a (3—-—,( q(0),0) + B(0)7). Cette dernire propriété
assure la sausfactlon de la condition ¢) du lemme 2 (paragraphe 6.2) a I'instant ¢ = 0 et va donc dans le
sens de ’admissibilité de 1a tache.

La condition ii) impose une valeur minimale pour B(0).
B(0) érant choisi, 1a condition i) permet de déterminer la valeur de ¢ :

1 onT
q1=q0)+ BTO_)E;_@(O)’O) _ (6-87)

Le réle de la condition iii) est d’assurer que la modification apportée 2 la tiche soit
asymptotiquement sans effet sur la réalisation de 1a tiche. Le temps de convergence de B(2) vers 0 fixe
la durée de la période transitoire. Un choix possible pour la fonction f(# est par exemple :

B(2) =BO) (ce™ -de )/ (c-d) ; OSd<c (6-88)
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1.7 - PASSAGE FORCE PAR UNE SINGULARITE DE LA TACHE _

dne tache (e(h,tl.qol devient mal conditionnés lorsque la fonction
elg,t) tend & devenir non-admissible. L'approche d'un instant t1 ol

cette fonction devient non-admissible peut &tre détecté :

i) soit hors-ligne, avant 1'exécution de la tache, lorsgue 1'on
disposs d'une sxpression explicite de la fonction e(g.t) (calcul de la

trajectoire idéale {qr[t]} et des instants ol %%(qr[t),t) devient sin-

guligre, |§§quft),t)l ou ]%s{qr(t].t)l diverge).

ii) soit en ligne, pendant 1l'exécution de la tache, en testant a
chagque instant la valeur du déterminant st la norme de %%[q(t),t].
{q(t)} étant la trajectoire réelle st mesurse du manipulateur. La borni-

tude de I%%(q(t),t)l est 2n général acguise dans la pratique.

A 1l'approche d'un tesl instant t1, nous avons le choix entre deux
alternatives : soit arréter 1’exécution de la té&chs parce gque celle-ci
ne peut plus &tre correctement contrfilée, soilt modifier la t&che 2n
remplacant momentanément la fonction e(q,t) par une fonction e'{g,t)
admissible a 1l'instant tT‘

La secondes alternative revient 3 forcer le manipulateur & passer a
proximité d'une singularité de la ta3che initiale. Si gréce 3 la nouvelle
fonction e'(g.t) le manipulateur parvient & guitter ie voisinage immédiat
de la singularité, il sers &ventuellement possible de répondre 1'exécu-

tioﬁ de la tache initiale.

L'analyse des phénoménes se produisent au moment de la commutation
entre deux taches est difficile et ne sera pas entreprise ici. Les diffi-
cultés & résoudre sont multiples et sont liédes 3 divers facteurs in-
teragissant entre eux tsls que :

* la weture de la singularité (singularité-jacobien, singularits

frontiére, ou singularité & 1'infini)

* le choix de la fonection de remplacement e’ (g,t)
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* l1a détermination des instants de commutation entre les deux taches
* les problémes de discontinuité entre les trajectoires idéales

associées aux dsux taches
* les propriétés de robustesse de la commande, etc...

Nous nous contenterons de donner quelques indications sur les con-
ditions que doit respecter la fonction 8'(g,t). Il faut :
i) qu'il existe une trajectoire idéale {q'r(t)} pour la fonction
e’'(qg,t) telle gqu'a 1'instant t2 de la commutation q'r[tz) soit proche
de qr(tzl. Idéalemant, les trajectolres idéales {qr(t)} et {q'r(t]},
ainsi gue les dérivées premi2re et seconde de ces trajectoires, colnci-
deront & l'instant tz.

ii) que la tache (e'(g.t), q'r(tz)]soit "suffisamment” admissible

apres l'instant tz, c'est & dire qu'elle soit suffisamment robuste vis

a8 vis du probleme de commande.

exemple : prolongement par continuité de le trajectoire des coordonnées

articulaires du robot
e'(g,t) =g - g’ (t)

avec

Q'r(t] = q(tZJ * [t—tz) q(tz]

ol q(tz) est une estimée de la vitesse articulaire du manipulateur

& l'instant t2.

(7.1a)

(7.16)
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Une autre possibilité consiste & prendre :
T 2
g’ (t) = qlt.) + (t-t.) qlt.) + & (t-t)) glt.) (7.1¢)
r 2 2 2 2 2 2

ot q(t,) est une valeur estimée de 1'accélération articulaire du mani-
pulateur & 1'instant t2.

Dans cet exemple, la trajectoire {q'rft)} s'interpréte comme une
prédiction & 1l'instant t, de la trajectoire ldéale {qr(tJ} apres 1l'instant

2
t.. L'objectif de la tache [e'[q,t),q'r(tz)) est de faire colincider

{iour t tz] la trajectoire du manipulateur avec cette prédiction.
L'intérét de cette fonction e’'(g,t) est qu’elle est simple et infi-
niment admissible. Son point faible réside dans la confiance relativement
limitée que 1'on psut accorder & la prédiction {q'r(t]}. Rien ne garantit
en effet gue q'r[t} rentre dans le domaine d'admissibilité de la téche
initiale (e(q,t),qol lorsque celle-ci redevient admissible aprés 1'instant

t Si ce n'est pas le cas, 1l’'exécution de la tache initiale ne pourra

1
pas 8tre reprise aprés le passage de la singularité.

Pour conclure ce paragraphe, nous tenons & insister sur le talt que
le péssaga forcé par une singuiarité de la t&che est une opération
délicate. Dans la pratique les difficultés a8 surmonter sont inégales.
Elles dépendent de la tdche 2 exécuter, des qualités de la commance uti-
lisée, et éventuellement de facteurs extérieurs sur lesquels il n’'est
pas possible d'avoir de prise (par exemple la trajectoire d'une ciblzl.
En Qertu dﬁ principe selon lequel 1l vaut misux prévenir. gue guérir
nous ne pouvons gu'encourager l'utilisateur a eséayer de limiter, par

un.choix adéquat de la tache & accomplir, la probabilité d'un passage

par une singularitea.
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Est-il possible au moment du choix de la tache de faire en sorte
qu'elle solt toujours admissible ? En d'autres termes est-il possible
de prévoir dés le départ les difficultés d'admissibilité gue nous
sommes susceptibles de rencontrer et dans tenir compte dans le choix de
la fonction e(g,t) ? Le probléme ‘revisnt 2 modifier la tache initiale
qui traduit notre véritable aobjectif, dans de faibles proportions st
setlement lorsgu’elle tend a Qevenir non-admissible.

Nous limiterons notre propos au.cas od la difficulté consiste &
éviter le passage par une singularité-jacobien, ce type de singularité
étant le plus rencontré dans la pratique. La méthode que nous proposons
reprend une idée déj& évoquée dans 1'introduction de cette partie I

du rapport.

Suppesons que 1'ohjectif de départ soit de minimiser & tout instant

un colt : h{g,t). Ceci nous conduit naturellement & considérer la

fonction de la tache

T
_ 3h
elg,t) = Fr {g.t) . (3.1}

Soit {dr(tJ} la trajectcire idéale associée 3 la tache (e(q.t),qUJ
{=> e(qr(t),t] = 0). Cette tdche rencontre une singularité-jacobien

si il existe un instant t1 telle gue la matrice hessienne

2

9"h _ de
a—q—z-[qr[t,]),t1] = ﬁ[qr(t’i ).,t,] ].

devient singuliére, c'est a dire n'est plus strictement positive. A
cet instant la fonction hig,t) n'est plus strictement convexe dans le
voisinage du minimum q.(tq).

Pour éviter l’existence de 1'instant t1, une possibilité consiste &

ajouter au codt h{g,t) un colt h'(qg,t) admettant le point Gy comme

~

minimum & 1l'instant ¢t = 0. Nous remplagons de cette fagon la tache ini-

} telle gus

tiale Le(q,t),qG] parla tache (e'(q,t}.qo

T T
4 = 2& - _aﬂl
g'(qg.,t) E (g,t) 5q {(g.t) (8.2)
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Soit {q'r[t)} la trajectoire idéale associée & la nouvelle.tdche
- {=> e’[q’r(t].t] = 0). Pour que cette tache nerencontrs aucune singu-

larité-jacobien, il suffit gque la matrice :

2 2
e’ 37 h 3 h’
—(g* _(t},t) = —=(gq"' _(t),t) + (q! _(tl1,t) {8.3)
3g " r aqz T _ aqz T

soit & chaque instant définie positive.

Le probléme se ramene donc & trouver un colt h'{g,t) qui

’
i) assure la positivité de %g—(q’r(t],t) et

i1) modifie peu laztrajsctcire idéais S (q'rtt) 3~qr(t]J 1or§que
la matrice hessienne Eﬁgfq (t),t) est positive.

9q r »

Notons au passage qus si la tache initiale est redondante, 1'introduc-
tion d'un tel colt h’'(g,t) rend automatiquement la nouvglle t&che non-
redondénte.

Afin de satisfaire les deux contraintes précédentes, une possibilité

(parmi d’autres) consiste & prendre un colt h’'(q,t) de la forme

h'ta,t) = 4 At) la-y(e)[? 5 At > o (8.4)
y(0) = g

ot Alt) st y(t) sont des fonctions qu'il reste & préciser.

choix de A (‘E)‘.

Avec le colt (B8.4), les relations (B.2) et (8.3) deviennent res-

pectivament
an!
e'lq,t) = sa {g,t) + A(t) (g - y(£)) {(8.5)
gt
2ty = azh(q £) + ACt) T (8.5)
3g "’ 27 )

3q
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el
Pour que 2——(q'r(t].t] soit positive, il suffit que :

9g
Alt) + cm(q r(t)'t) > 0 (8.7)
32h
ol Um[q'r(t],t) désigre la plus petite valeur propre réelle de ——Efq'r(t],tJ.
La relation (B8.7) suggére d'essayer par exemple une Fonctio%qressem—
blant & :
Al(t) =0 lorsque (cm(q[t),t - gl >0
A£) = ¢ - o (q(t),t) lorsque (o (q(t),t) - o) ¢ O (8.8)
ot ¢ est un nombre positif choisi & 1'avance.
Pour rendre la fonction A{t) deux fois dérivable, nous pouvons
approcher (8.8) par :
2 172
N Z(t) + (i(tl + ) (8.9a)
avec
2{t) = o - cm[q[t).tl (8.39b)

et & un petit nombre positif.

Un tel choix ne permet cspendant pas de conclure immédiatement a
1l'admissibilité de la tdche (bornitude de A (§) .

Dans le cas ol la fonction matricielle %aﬂfq,t) gst uniformément
bornéz, il est clair qu'une valeur de X constante telle que

2 .
A > sup 1%aﬁ(q,t)| (8.10)

- assure la positivité de %%—(q,t]. Cette condition est bien slr ssulement
suffisante et par conséquent une valeur plus faible de A peut également

donner de bons résultats dans la pratique.
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choix de y(t)
Le role de A(t) est d'assurer la positivité de %%L[d'rtt].t)

et donc d'éviter l'existence de singularités de typs jacobien. Le rdle
de y(t) est de faire en sorte gque la trajectoire {q'r(t)} reste proche
de la trajectoire {qr(t)} lorsque le tache initiale est admissible. Il
faut pour cela que y(t) soit & la fois proche de qr[tJ et de q'r(t). I1
faut donc aussi gue y(t) soit proche de q(t) puisque si la commande esﬁ
idéala,_qft) et q'r[t] sont confondus.

D'autre part, d'aprés {(B8.5) et si A est une constante :

.
3e’ 8 fanl .y ,
o) = o [Eﬁgcq,cJ] A ylt) (8.11)

Cette relation montre que y(t) doit en principe &tre choisie de
dérivée bornée pour que l%%L(q,t)i soit borné (condition nécessaire &
1'admissibilité de la tache).

Ces considérations nous sugg@rent de choisir pour y(t) un vecteur

fiitré de gql(t) vérifiant par exemple 1'éguation :
y(t) + alt)y(t) = altiglt) 5 y(0) = g(0) (8.12)

ol aft) est un gain variable positif choisi de faconm & assurer la bor-
nitude de |y(t)

. Par exemple (voir paragraphe §.3.2)

, |
alt) = 2 P A,50,000,0,0 (8.13)

7172 P M
1+ 2,02, ¢ fate) - yied |9

Remarquons qu'un tel choix de y(t) permet une adaptation de la
t8che en ce sens quz le coft h'(g,t) verie en fonction de la position
occupée par le manipulateur & chaque instant.

En dérivant par rapport au temps la relation (8.5) st en utilisant
la relation (8.12), nous obtenaons la relation suivante (dans le cas oo

A est une constante)

. 2 - . T T
g = ( 5 AI) 1 {e' + ge' - 3 (ah ] - a oh ]

3T 3g 3q (8.14)
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>

Cette relation est intéressante & plus d'un titre. Tout d'abord

elle montre que si :

i) les fonctions matricielles.éﬂ at 2 (EE) sont bornées
3q at ag
%h
ii) la fonction matricielle ( 5 + AI) est strictement positive
aq

(gréce & un choix adéguat de A)

iii) la commande assure la bornitude de 1'srreur de régulation
e'(t) = e'(q(tl),t}) ainsi gque de la vitesse e'(t) de cetts erreur, alors

la vitesse articulairs g(t) du manipulateur est bornée.

Ce résultat confirme 1l'’intérét d’'introduire le codt h'(g,t) de la
relation (8.4) pour limiter la vitesse des coordonnées articulaires du
robot. La éondition principales est que la commande remplisse correcte-
ment son rdle de régulation [condition-iii). Nous verrons dans la partie
II de ce rapport gue de nombreuses commandes sont capables de remplir
ce rdle dés lors que la tache est admissible.

Supposons d'autre part gue la commande soit idéale (=> g' = é' = ()
et qu'ad partir d'un certain instant t1 : ggiggT(q,t)J = 0 qu). Alors

d'aprés (8.14)

. 2 -1 T
g = - ol D+ AL —g-“- (8.15)
g 9

En multipliant cette relation & gauche par %%(q(t).t] nous obtenons: -

. 2 -1 T
h = - a%ﬁ[é_h RN S AL (8.15)
g qu 3q .

Cette relation entraine que h{q{tl},t) décroit vers un minimum de
la fonction h{g,t) st gue g(t) temnd vers un point stationnaire de
catte fonction. L'objectif de la té&che initiale est donc bien atteint
dans ce cas.

Pour terminer ce paragraphe reprenons l'sxemple de t&che gue nous
avions é&voquée dans l'introduction de cette partie et qui nous avait

servi & illustrer les problémes de mauvais conditionnement d’ume tachs.
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" Exemple

L'objectif de départ sst de minimiser la distance entrs 1'effecteur
d'un manipulateur et une cible ponctuelle de coordonnées cartesiennes
xrft] dans un repére fixe ]RO. '

I1 s'agit donc de minimiser :
1 2
= = - .17
h(g,t) zlx(q) xr(t)l (8.17)

od x(g) représente les coordonnées cartésiennes de 1'extrémité de
1'effecteur. '

Une fonction de t&che pouvant &tre associge & ce probléeme de pour-
suite est

T T
ah ox
- . - . .
elg,t) 5q (g,t) 3q {g) (x(q) xr(+)) {8.18}

Nous avons déja vu qué si dim x(g) ¢ n alors la tache est redondante
lorsque xr(t) = Imx[q). Elle n'est donc pas admissible dans ce cas.
Nous avons également vu gue méme si dim x{(g) = n la tache possede une
singularité-jacobien a chague instant oG la cible sort de 1'espace de
travail du manipulateur.

Une facon d'améliorer le conditionnement de 1a tache consiste 2
remplacer le colt initial hig,t) par le codt :
!2

Vo t) - Mkt - o1 lamyie |2 |
h'{q,t) = 2§x(q) X (t) 5 Aa-y ()] (8.18)

ot y(t) est une valeur filtrée du vecteur q(t) satisfaisant par exemple
la relation (8.12).

Remarquons gue si Ixr(t]let le[t]] sont bornés et si le manipulsteur

posséde uniguement des articulations en rotation alors %%(q,t) et %gf%%]
sont des fonctions bornées.

D'autre part :

' 2

2 T m 9 X

3°h _3x 93X \ i B

—la.t) = 57 (@) 3al .Z s=(a) (x,(a) x4 (e)) (8.20)

3qg i=1 3q
ou Xy et Xnq désignent respectivement les idme compesantes des vecteurs

x et xX_.
T
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32h

——7§[q,tj est également une fonction bornée et il existe par conséquent
1= 2
une valesur minimale de A pour lagquelle la matrice (2-%(q.t) + A1) est

strictemant positive. °q

Il en résulte qu'il existe une valeur minimale de A pour laquelle
la tache (e'(q,t],qG] avec :
T

T .
. ’ = a_h..:. = %— { - -
e'(g,t]) = 3q {g.t) 59 {g) (x(qg] xr[t)) + Ag - y(t)) (8.21)

est unconditionnellement admissible, méme si dim x(gq) < n et si la cible
sort de l'espace de travaill du manipulateur.

D'aprés l'étude qui précéde cette nouvelle fonction de tache permst
d’assurer une vitesse articulaire.bornée méme lorsque le manipulateur
doit passer par uné singularité géométrique. Dans ce cas l'extrémité
de l'sffecteur prend un léger retard par rapport & la cible, puis 1la
rattrape aprés avoir passé la singularité géométrique. C'est au prix de
ce retard gue la tache est robuste.

Enfin, si & un instant donné la cible s'immobilise (=> irft] = 0)
alors,ggigg(q,t)] = 0 et l'étude gui précéde montre que 1'effecteur

-

doit venir se positionner de fagon 3 minimiser la distance |x - Xr"

s
++\‘\
+
+
- ve o w4 T
(1}
Q

+ @ positions occupées par la cible

SimuTation de la tache dans le cas d'un robot & quatre degrés de liberté
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ANNEXE A

EQUIVALENCE ENTRE P et P
(Chapitre 2 de 1a partie I)

Cette éqguivalence est une conséquence immédiate du résultat
suivant :

Soit © un ouvert de R". Soit F : 0 »R" une fonction de classe CK(k>1).
Soit B la boule unité ouverte de R'.

On considére les propriétés suivantes
P _ n
a) F 1(B) gst non vide et ses composantss connexes sont fermées dans R .
b) B est constituée de valeurs régulidres (i.e. si F(x)E B alors

dstl%tx)l # 0)

c) sur chaque composante connexe de F-1(§], l%;(x)-qi gst bornée

d) F—1[§) 2st une union dénombrable disjoints de compacts isolés diffé-
omorphes & B par F. (i.e. F—1(§d + B est un revétement de B, nécessairement

triviall.

Théoréme : (d)) <=> (a) et b) =t ¢))

démonstration (de L. Baratchart)
Faisons l'hypothése que F vérifie al), b) et c). Supposons tout d’'abord

0€Im F, et soit £€ F_1[-D]. Considérons l'ensemblee des couples (U, Br)

¢t
ol Br est 13 boule ouverte de centre 0 et de rayon r dansZRn, U wew ouvert
contenant &, difféomorphe a Br par F, Par b) at le théorame d'inyersion
locale, f? # @. Ordonné (partiellement] par inclusion, 1l est inductif.

Par le lemme de Zorn, soit [Un' Br ) un élément maximal. Par continuité,
’ ' - 0

FEUch:'E} {1’adhérence de U, est prise dans Q). Par aillesurs, U

0 0

0

gst contenu dans une composants connexe de F-1[§], donc est borné par c)

et le théoréme des accroissements finis. U3 est donc borné, et il est
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farmé aans ]ﬁn par al. Ainsi UO est compact, donc F[UD] = -B-r . Soit
: 0

Fr(UD] la frontiare de U[3 (i.e. UO - UD). Soit xefr(uo) . Montrons

que F(x] € Sr s la sphére de centre 0 et de rayon Ty 31 ce= n'est
0

pas leg cas, FIX} & Br et il existe x'€ UU tel que F(x) = F(x'). Par b)
0

on peut trouver un voisinage V de F(x), =t deux voisinages disjoints

V1 et V2 de x st x’ ;‘espectivement, tels que F : Vi - V soit un diffé-

omorphisme. Comme V,lﬂ B‘r # @, ceci contredit l'injectivité de F:UD + Br
-0 0

Soit de nouveau X &€ ?r(UG) et Vx‘ un voisinage ouvert de x difféomorphe par
F & une boule ouverte V de centre F(x). Soit y &€ V>< - UO' Montrons que

F(y]¢ Br . En effet, dans le cas contraire, choisissons y'e Vxﬂ UO ;
c

Fly) st Fly']) appartiennent tous deux & V0 Br gui est convexs. Lz segment

0
[F(y), F(y']] & pour image réciprogue par F dans Vx un chemin T joignant
y 8@ y'. Par le théoréme du passage des douanes, I rencontre Fr(UDJ, donc

F(T') rencontres Sr d’aprés la propriété précédemment établie, ce gui con-

0
tredit le fait que [F(y),F(y')]C Br . On a donc montré gue F(V>< - UOB qui
0
est ouvert, ne rencontre pas Br . Par conséguent il ne rencontre pas non
0
plus B_ . Il vient alors :
T
T E B
= - = - =
VAFTWE ) sy, =Ty st v e B ) 7 Ve Ug (%)

Montrons & présent que  est injective sur Fr[UUJ. Si x st x' sont
deux points distincts de fr(UD) tels que F(x)} = F(x'), cheoisissons
V>< et Vx’ disjoints comme ci-dessus, difféomorphes par F & une méme

boule V de centre F(x). Si yevV N Br , F_"(yJ(\Vv et F_1[y]ﬂVx.- sont
. 0 -

tous deux dans U-O’ contredisant l'injectivité de F sur UD' r est donc

injecti U U
njective sur Fr(UO), donec sur UD'




En résumé F:Ub +-§} est une bijection continue entre deuX compacts,
0

donc un homéomorphisme.

Supposons & présent Ty ¢ 1. Pour chague x de f CUD], choisissons
un V comme précédemment, sn. prenant soin de prendre le V associé inclus
dans B. "En utilisant comme: precedemment a), c) et les accroissements
finis,ﬁvx est compact. Choisissons a a présent V' c: V de telle sorte
que V' (: V , l'image par F de V' étant une boule ouverte de centre
F(x3 contenue dans V. Recouvrons UO' qui est compact, par

W = V' U Vv y...v' Y UG' W ast compact. Soit ye+‘ (W). Alors

%1 x2 xp
y¢ U, puisque U C W qui est ouvert. Donc y & V' paur un certain 1.

X3
Alors v &€ V>< - UD’ donc F(y]¢ Br d'aprés ce qui précede. Ainsi
i 0
F[fr(W]] et §} sont des compacts disjoints, et il existe donc T,
D .

r. ¢r ¢ 1 tel que F(F (W)) et B soient disjoints. Comme F (W] est un

ogvert contenant 5 , on peut, quitte 3 diminuer r, supposer B C FW).
o

Spit & présent z € Br : F'q[z)ﬂ W est discret par b) et compact car
fermé d’'un compact. Il est donc fini et composé de Yqo y2,..,,y . Comme
FOFL [W]]r\B =0, yie,w ¥- e {1,...,m}. Pour chaque i, soit V, un
ouvert contenant Yir diffe:morphe par F & un voisinage ouvert w de zZ.
On peut imposer, qu1tte 3 =gstreindre ces ouverts gue Vic: W, wic:Br.
et que les V, sont disjoin:s. Posons W' = wqr\wzry...r\wmfF[WLv1—v2-...-vm).
Un 1nstant de réflexion vontre gue W' est un ouvert contenant z et gue

(w']r)w est l'union des Viﬂ F 1‘W'), uharun de ces ouverts étant dif-
féomorphe & W' par F. I1 s'’ensuit gue FiF (Br)n W - Br est un revétement
de Br(c¥. ED]), nécessairement trivial car B est contractile. F-1£B NwW
est donc une union disjointe d' ouverts connaxes homéomorphes a B par F,
et i‘un d’entre sux, U', contient UD' ur, B ) appartient & f? confre—

disant la maximalité de (4., B_ 3. Par su;te r. = 1.
0 rD 0 :
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Nous venons de montrer que si 0€ Im F, chague élément de F-1[D)
est contenu dans un compact diF'Féombrphe par F & B, Ces compacts sont

isolés car si on recouvre U, par V. ,...,V U., ol les V sont comme
0 X4 xr' 0 xi

R , -
\ =
dans les formules, on voit que F {B]nwx,, V) /x2 V... VXFUUUJ UD'

{(ceci entraine bien sQr, en passant, que 1l'union est dénombrable).

Si & présent n € Im FN B, soit ¢ un diffdomorphisme : R" +]Rn,
laissent invariant 1le complémentaire de B et tel que ti;(n] = 0 (pour la
construction d'un tel ¢, voir par exemple [M]J. (¢ o F) vérifie a), b),
c) et Oe Im(¢ o F). Donc tout élément de (¢ o F)-1 (0) = _F‘1(n) appartient
& un compact isolé homé&omorphe a B par (¢ o F), donc aussi par F. Supno-
sons enfin n€Im FNB. Par b), Im FA B # @ donc f-'-_1 (B) est contenu dans
une union disjointe de compacts difféomorphes & B d'aprés ce qui préceéde.
Par inversion locale, tout élément de F-1Cn) est adhérent & un ouvert
convexe contenu dans F—1[B), donc & l'intérieur d'un des compacts puisqu'ils
sont isolés. Tout élément de F-1(n3 appartient donc & un des compacte.

Ceci acheve la démonstration.

{p] Douady "Algebre et théorie galoisiennes". Tome 2, Chap.4, Fernand Nathan.

{m] . Miluor "Topology from the differenticble viewpoint". Univ. Press of
Virginia, P.23.
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2.1 - INTRODUCTION

Un manipulateur peut étre vu comme un systéme formé de l'enchainement de quatre

sous-systémes.

Le premier est constitué des organes moteurs du manipulateur, & savoir: moteurs
électriques, vérins hydrauliques ou pneumatiques. Le role de ces organes est de générer
les forces et couples permettant de déplacer les articulations du manipulateur. Typiquement
I'entrée de ces organes, c'est-a-dire la variable de commande, est un courant ou une
tension. La sortie est un couple (moteurs électriques) ou une pression (vérins hydrauliques
et pneumatiques). Au mieux les équations reliant les entrées aux sorties sont linéaires sur
une certaine plage de fonctionnement (moteurs électriques). Dans d'autres cas, elles sont
non-linéaires et seulement connues de facon approximative (vérins hydrauliques et pneu-
matiques). La dynamique limitée des moteurs et leur saturation éventuelle sont des élé-
ments dont il faut tenir compte dans la pratique.

Les forces et couples produits par les moteurs sont appliquées aux articulations du
manipulateur par l'intermédiaire des organes de transmission: courroies, engrenages,...
Ces forces et couples peuvent subir au niveau de la transmission des dégradations dues

- par exemple & 'élasticité des courroies ou aux phénoménes d'hystérésis provenant de jeux

dans les engrenages. Ces altérations sont classiquement & 'origine de problemes de vibrations
et contribuent & réduire la précision des mouvements.

Le troisiéme sous-systéme est constitué des articulations du manipulateur. Les entrées
de ce bloc sont les forces et couples transmis. Les sorties sont des variables de position
ou de vitesse qui caractérisent I'état dans lequel se trouve le manipulateur & chaque
instant. I1 faut & ce niveau distinguer deux grandes classes de manipulateurs: i) les mani-

pulateurs dits "rigides" (ou indéformables) caractérisés par des équations dynamiques
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non-linéaires d'ordre 2n (n étant le nombre de degrés de liberté du manipulateur) et i)
les manipulateurs dits "souples" (ou déformables) dont les équations dynamiques sont a
priori d'ordre infini. Le développement de ce dernier type de manipulateur provient de
certaines applications requiérant des bras légers et rapides ou des bras'de grande taille
(tel que celui de la navette spatiale américaine et sans doute celui de la future navette
européenne). 11 va sans dire que les manipulateurs souples posent des problémes difficiles
de commande encore mal dominés & I'heure actuelle, surtout lorsque les performances
demandées sont élevées. Pour cette raison, la plupart des manipulateurs actuellement fa-
brigués et en service dans l'industrie sont du type rigide.

Enfin, en bout de chaine, le dernier sous-systéme (facultatif) est constitué des organes
sensoriels du manipulateur (capteurs de vision, de proximétrie, d'efforts,...) qui permettent
au robot d'agir en relation avec son environnement. Privé d'organe sensoriels, un robot
n'est qu'un automate sans "intelligence". L'information fournie par les capteurs se présente
dans le cas le plus simple sous la forme d'un signal (sortie-capteur) qui est fonction de la
position occupée par le robot (entrée-capteur) relative & son environnement. La fréquence
des signaux, la linéarité de la fonction de transfert des capteurs, la sensibilité et la
précision des capteurs sont autant d'éléments qui favorisent ou pénalisent la conception

de 1a commande.

La présentation succinte que nous venons de donner des divers éléments constituant
un manipulateur fait déja ressortir un certain nombre de difficultés inhérentes & chaque
partie du robot et auxquelles se heurtera 1'élaboration de la commande. Il apparait que
nombre d'entre elles sont de nature mécanique ou technologique (non-linéarités, satura-
tions, élasticités,...) et qu'elles peuvent par conséquent &tre surmontées en partie au
niveau de la conception physique du manipulateur. Cette solution peut cependant n'étre
que partielle, soit pafce que nous ne disposons pas actuellement de la technologie suffi-
sante, soit parce que cette technologie cofite trop chére. Un des réles de la commande
est alors de pallier, dans la mesure du possible, les défauts et les faiblesses de conception

du manipulateur. Il faut en d'autres termes que la commande soit adaptée et robuste.

Un moteur électrique ne vérifie pas les mémes équations qu'un vérin hydraulique et
une courroie de transmission n'a pas les mémes propriétés qu'une transmission par engre-
nages. 11 est par conséquent vain de vouloir définir une approche générale pour la commande

de tous les manipulateurs. Nous limiterons pour cela notre étude au cas de robots équipés
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de moteurs électriques & courant continu. Afin de bien distinguer les problémes provenant
de la nature structurelle des manipulateurs de ceux provenant des limitations de la
technologie employée, nous supposerons également au cours de I'analyse que les manipula-
teurs que nous voulons commander sont parfaitement rigides, que les organes de trans-
mission ne comportent ni jeux ni élasticités et que les actionneurs sont idéaux (c'est-a-dire
capables de fournir une grande puissance de fagcon quasi instantanée). Nous supposerons
également que les capteurs utilisés ont une réponse instantanée et qu'aucune butée méca-
nique ne limite les mouvements du manipulateur dans l'espace des coordonnées articulaires.
Dans le cadre de ces hypothéses simplificatrices, nous verrons qu'il est possible de faire
une analyse assez générale de la commande des manipulateurs sans qu'il soit nécessaire

de linéariser les équations de la mécanique ou les courbes de réponse des capteurs em-
barqués. Les frottements secs ou visqueux et les bruits de mesure seront également pris

en compte. A la suite de cette analyse, les principales conséquences issues de la transgres-
sion des hypothéses que nous avons faites seront commentées & la lumiére des résultats

obtenus.

Remarque - 11 est bien connu en théorie de la commande que pour des raisons de robustesse
vis & vis des erreurs de modélisation et des perturbations extérieures agissant sur le
systéme & commander toute "bonne" commande doit étre rebouclée sur les sorties du
systéme, c'est-a-dire doit contenir un terme de retour (ou de feedback). La possiblité

de former un tel retour repose elle-méme sur la possibilité de faire un certain nombre de
mesures sur le systéme. Avant d'aborder le probléme de la commande des robots, il importe
donc de décider dés le départ quelles sont les grandeurs accessibles & la mesure. Dans ce
qui suit, nous supposerons gque les mesures dont nous disposons pour calculer la commande
portent sur la position articulaire g(t), la.vitesse articulaire (t) et I'erreur de poursuite
e(t) = e(q(t),t) (e{q,t) étant la fonction caractérisant la tdche a éxécuter. Nous nous in-
terdirons par contre d'utiliser une mesure de la vitesse e(t) parce que celle-ci est géné-
ralement & la fois plus difficile & obtenir et moins fiable gue la mesure de vitesse arti-
culaire g(t). Il en résulte que le terme e(t) ne pourra pas figurer dans l'expression de la

commande, si ce n'est sous'la forme :

e : ae
3g (g(t),t)glt) + 5T (gqlt),t)
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2.2 - LES EQUATIONS DU MANIPULATEUR

2.2.1 - Equation des moteurs électriques

Pour un moteur "couple" & courant continu, cette équation est :

Ci=Kilj (2.1)

ol : I; est le courant au bornes du moteur entrainant la iéme articulation du manipulateur.

C'est une variable de commande

Cj est le couple produit par le moteur.

2.2.2 - Equation des organes de transmission

Soit : J; l'inertie propre au moteur augmentée de l'inertie des éléments de transmission
i prop

ramenée au moteur

Nj le rapport global de réduction (engrenages pour une liaison rotoide, engrenages

et poulie pour une liaison prismatique)
dmi la position angulaire du rotor du moteur par rapport au stator.

Les équations de la transmission sont :
dmi = Nj 4i (2.2)
et
Ci = JiGmi + Ty/Nj (2.3)

ot Tj est le couple transmis & la iéme articulation du manipulateur.

2.2.3 - Equation de la dynamique du corps du manipulateur

Les formalismes de Newton-Euler ou de Lagrange peuvent étre utilisés indifféremment

pour obtenir cette équation maintenant bien connue [50] [53] et que Y'on peut écrire

de fagon compacte :
T = Mg(q) § + 1p(q,q,t) (2.4)

ol :..q est le vecteur des n coordonnées articulaires du manipulateur, n étant le nombre

de degrés de liberté du manipulateur.
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. § et { sont respectivement les dérivées premieére et seconde de q .
+ T estle vecteur de dimension (nx1) dont la i¢éme composante est ' .

+ Mg(q) est la matrice (nxn) d'énergie cinétique, ou encore matrice d'inertie, du
manipulateur. Cette matrice est symétrique définie positive et ne peut

tendre, pour des raisons physiques, vers une matrice singuliére .
19(q,q,t) = F(q,)q + I'g(q,G,1) (2.5)

» F(g,q)q est le vecteur (nx1) qui regroupe les opposées des forces de coriolis
et des forces centrifuges auxquelles sont soumises les articulations du manipulateur
en cours de mouvement. I'g(q,q,t) est le vecteur (nx1) qui regroupe les opposées
des forces "parasites" agissant sur le manipulateur telles que forces de gravité

non compensées mécaniquement et forces de frottement.

2.2.4 - Equation des capteurs (lorsque le manipulateur en est équipé)

Cette équation dépend bien entendu du type de capteur utilisé. Nous avons
supposé dans la partie I de ce rapport que le signal s(q) fourni par un capteur
est disponible instantanément et est uniquement fonction de la position et de
I'orientation relative du capteur par rapport & son environnement. Ceci nous & amené
a caractériser la réponse du capteur par un couple de vecteurs [-!:,[:i satisfaisant la

relation cinématique suivante.

{2.8)

>
ou Vg /Rg est le vecteur vitesse du point C origine du capteur dans le repére Rg lié

& l'objet "observé" par le capteur .

> P4
®Re /Rg est le vecteur vitesse de rotation instantanée du repére R, lié au capteur

par rapport au repéere Rg.

2.2.5 - Modéle du manipulateur pour la commande dans l'espace des coordonnées
articulaires
Ce modele décrit I'évolution des variables articulaires du manipulateur en fonction
des variables de commande I;. Il s'obtient en regroupant les relations (2.1)-(2.4) et

s'écrit de fagon compacte :

r = M(q)& + l(q,d,t)_ @.7
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avec
T 1
ro=— v K, IyseeesN K I (2.8)
N
0
Ny : rapport de réduction moyen. C'est un paramétre libre que nous introduisons
pour normaliser l'équation du modéle. Par exemple : NU = % z Nj .
i=1
Lig,a,t) = 1,(a,a,t)/N (2.9)
et (N/NZ )3 o |
1770771
2 A
M(g) = M_(g)}/N_ + N (2.10)
0 0 2,02
0 (Nn/NDJJn

Par analogie avec la relation (2.4) et afin de simplifier leé conventions de langage,
nous appellerons & partir de maintenant M(q) la matrice d'inertie (normalisée) du
manipulateur. Comme Mg(q), c'est une matrice symétrique définie positive.

Le vecteur T est le vecteur de commande qu'il s'agit de déterminer pour
réaliser la tdche assignée au robot. Les valeurs des courants I; des moteurs se déduisent

immédiatement de T par la relation (2.8).

Les relations (2.9) et (2.10) mettent clairement en évidence le fait bien connu
selon lequel l'utilisation de grands rapports de réduction facilitent la commande
du manipulateur a petite ou moyenne vitesse. En effet, d'aprés ces relations, la contri-
bution du terme non linéaire l(q,c'],t) ainsi que les variations relatives de la matrice
d'inertie M(q) et les termes non situés sur la diagonale sont d'autant plus faibles que
Ng est grand. Autrement dit les variations de charge vues des moteurs sont d'autant
plus petits que les rapports de réduc_tion sont grands.

Les contreparties de cet avantage sont également bien connues [60] : 1'utilisation
de réducteurs, et donc de systémes d'engrenages ou de poulies i) favorise les problémes
d'élasticité, de frottement et de jeux mécaniques, et ii) empéche d'atteindre des
vitesses élevées.

Ces raisons ont récemment motivé I'apparition et 1'étude d'une nouvelle classe
de manipulateurs électriques dits "a transmission directe" (direct-drive arms dans
la termindlogie anglo-saxonne) qui n'utilisent pas de systémes de réduction (=>Nj=1).
La transmission directe est rendue possible par le développement d'une nouvelle

technologie de moteurs électriques & courant continu de taille raisonnable (parce
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qu'ils sont embarqués) et capables de délivrer des couples importants [6‘1]. La grande
non-linéarité des équations de ce type de manipulateur rend d'autant plus cruciales

les études de commande non basées sur des hypothéses de linéarité du modele.

2.2.6 - Modéle du manipulateur dans I'espace de la tache
Ce modéle décrit 1'évolution du vecteur de tdche e(q,t) en fonction du vecteur
de commande T .

Nous avons :

oe . oe
= 2= A 2.11)
e aq(q,t) q + at(q,t] (

d'ol, en dérivant une seconde fois par rapport & la variable temporelle :

5 - %%(q,t) g + F(q,a,t) (2.12a)
4w, (g, t)d
1 %6 3%e
“F(q:éht] = : + 2 e [q,t] a + [q:t] [anzb]
. 5qat "
G W (a,t)g

T
N, » e . ”, . I'd . . ae
~ ou la matrice Wj(q,t) désigne la dérivée partielle de la iéme colonne de '5'5"(‘3:'53

par rapport & la variable g.

En regroupant les relations (2.7) et (2.12a) nous obtenons le modéle suivant :

1

e + %gtq,tlm“(q) 1(g.4,t) - f(q,4,t) =-§§tq,tl W (q)T (2.13)

C'est & partir de ce modéle que nous analyserons la commande, le role de celle-ci

étant de maintenir l'erreur e(t) = e(q(t),t) aussi proche de zéro que possible.

2.3 - UNE STRUCTURE DE COMMANDE GENERALE

2.3.1 - Structure élémentaire de la commande

A partir de maintenant, sauf spécification contraire, nous supposerons que
la tdche (e(q,t),qp) assignée au robot a été définie au cours d'une étude préalable
et que cette tAche est p-admissible pendant la durée déxécution prévue [0,T] de

la téche.
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Dans ces conditions, le probléme de la commande en tant gue probiéme de

régulation du vecteur d'erreur e(t) = e(q(t),t) est bien posé.

L'équation de la dynamique (2.4) montre qu'un robot possédant n articulations
en translation ou en rotation est un systéme d'ordre 2n, en général non-linéaire,
dont un vecteur d'état est le vecteur X = q constitué des coordonnées articulaires
du robot et de ses vitesses articulaires. L'equation compléte (2.7) du manipulateur

s'écrit de fagon équivalente :

X =F(X,t, T) (3.1a)

avec :

0 I 0 8]
FIX,t, ) = X + T - (3.1b]
0 0O M (g) 1(X,t)

La forme la plus simple de cette équation est I'équation linéaire invariante du second

ordre.

g=M1lr (3.2)

ou get I' sont des grandeurs scalaires.
C'est par exemple 1'équation d'un chariot de masse M se déplacant sans frottement
>

le long d'un axe horizontal et soumis 4 une force T de support paralléle & l'axe.

La théorie classique de la commande des systémes linéaires [10 ] nous enseigne
que pour commander un tel systeme en régulation autour d'une position de consigne

ge il faut appliquer une commande '"par retour d'état" :
r =-GT(X-X¢) = -g1(q-q¢) - g24 (3.3)
avec

GT = [g1.82), €1 > 0, g2 > 0 ; XT¢ = [qc,0]

G est le vecteur des gains de la commande. Le choix de gains positifs est imposé
par la condition de stabilité du systéme. Si un de ces gains est nul ou négatif, le

systéme n'est pas absolument stable (la partie réelle d'une des valeurs propres de

i 18 > 4 : z ferm)
la matrice d'état du systéme rebouclé per la commandce n'est pas strictement négative).
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Une conséquence particuliére de ce résultat est que si g1 = 0, c'est-a—dire
si le systéme est seulement "commandé en vitesse", la moindre force perturbatrice
agissant sur le systéme fait dévier le systéme de la position désirée sans qu'aucun

rattrapage soit possible.

Nous avons choisi cet exemple trés simple pour illustrer le fait que toute commande
de robot doit au moins compofter un terme de retour en position et un terme de
retour en vitesse. Autrement dit toute commande robuste pour un robot est nécessai-
rement une commande en position et en vitesse de type proportionnelle-dérivée
(P.D.). Bien entendu, il suffit d'aug ‘menter la taille du vecteur d'état pour voir qu'il
est également possible d'inclure dans la commande un terme de retour proportionnel
a lintégrale de l'erreur en position. La commande est alors de type proportionnelle-

intégrale-dérivée (P.1.D.).

Cette mise au point préalable sur la composition élémentaire de la commande
est importante pour réaliser que toutes les commandes de robot ont nécessairement
une structure de base commune. Elle permet aussi d'éviter des confusions pouvant
résulter de certaines habitudes de langage impropres. Par exemple, il existe une
classe de commandes que les roboticiens appellent couramment "commandes en
vitesse". Cette dénomination provient sans doute historiquement du fait que les
actionneurs électriques des robots ont d'abord été des moteurs électriques qui dans
d'autres applications étaient classiquement asservis en vitesse. L'idée de base est
de former une sorte de vitesse désirée 4(t) sur laquelle on asservit la vitesse arti-
culaire g(t) du robot par I'intermédiaire d'une commande de la forme : T =-g(g-qg).
Ecrite de cette-fagon, il semblerait que la commande utilise uniquement un retour
en vitesse bure. Si tel était vraiment le cas, cette commande ne pourrait assurer
la stabilité en position du robot. La clé de ce petit mysteére est que dans les applications
robotiques la vitesse désirée gq est calculée en fonction de la position du robot.
Par exemple : gg(t) = p (ge-q(t)) (u > 0) dans le cas ol il s'agit d'amener le robot
a la position de consigne ge.. La commande en vitesse s'écrit donc en réalité :

r =-gl v (g-qc) + d] et coincide bien avec la commande (3.3) en posant g1 = g u
et g2 = g. Nous aurons l'occasion de revenir plus loin sur les commandes dites en
vitesse. D'autres commandes dites "en accélération" ou "en effort” n'échappent pas

a la regle précédente et sont en réalité des commandes en position et en vitesse.
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I nous faut donc nous placer & un autre niveau pour trouver une distinction
de fond entre les différentes commandes de robots. A notre avis cette distinction
existe et est & mettre en paralléle avec celle faite dans l'introduction de la ‘partie 1
entre les analyses cinématiques basées sur une méthode de gradient &t celles basées

sur une méthode de Newton.

2.3.2 - Commandes de type gradient

Supposons que I'objectif de la tlche soit de minimiser (resp. de maximiser) & tout instant
un cofiit h(q,t) positif. Pour y parvenir, ou tout du moins se rapprocher de cet objectif,
une méthode décalquée sur la méthode de gradient classique consiste & essayer dimposer

au robot, par l'intermédiaire de la commande, 1'équation d'évolution suivante :
. T
q + g6[g + w0 %E}J =0 (3.4)

avecg >0, u >0, G et D : matrices diagonales positives.
Pour justifier rapidement ce choix supposons que le coiit h(g,t) varie lentement
en fonction de la variable t, c'est-a-dire que : %;l[q,t) 2 p-

En multipliant alors la relation (3.4) & gauche par gT(DG)"1 nous obtenons:
S T7za"we) g+ gun] - g a0y (3.5)
< 0
Cette relation entraine (théoréme de Lyapunov) que la vitesse q tend vers 0 et que
le colit h(q) tend vers une valeur constante.

Introduisons la variable supplémentaire :

T
. ah
n =g + ub -5—q— {3.8)
En utilisant (3.4) nous vérifions facilement que cette variable évolue selon I'équation:
2
n = -gbn + uD 3—% g (3.7)
3°h °d
Supposons pour simplifier gque aq2 (g) soit une fonction matricielle bornée.
Il résulte de la convergence de g vers 0 que g—% g tend également vers 0, et
g

- de la relation (3.7) que la variable n converge asymptotiquement exponentiellement
vers 0. Cette convergence est elle méme et autant plus rapide que le gain g est
grand.

Autrement dit, si g est assez grand, la relation (3.4) entraine gue le systéme

évolue asymptotiquement selon la relation cinématique :

T
é + UD _.__gl; = {3 [3-8]
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Pour l'automaticien cette relation résulte plus directement du fait que si g
est assez grand (=> 1/g petit) alors la relation (3.4) s'interpréte comme 1'équation
d'un systéme "singuliérement perturbé" [ 110] dont la partie lente vérifie 'équation
(3.8).

La dénomination de "commande de type gradient" résulte de la relation (3.8)
qui s'identifie & une méthode cinématique de gradient pour la minimisation du cofit
h(q) (voir Introduction de la partie 1). L'expression de cette commande s'obtient

simplement en comparant les relations (2.7) et (3.4) :

.
I = -gM(q)G[u0 ?83”2— (G.t) + &) + 1(g,4,t) (3.9)

T
soit, en introduisant la fonction de tdche e(q,t) = %—g—- (g, t)

r = -gM(q) 6[uDelq,t) + g} + 1(g,g,t) (3.10)

Cette relation montre que le calcul exact de la commande requiert une connaissance
parfaite des termes M(q) et 1(q,d,t) ainsi que des mesures parfaites de q et q. Dans la
pratigue ces conditions idéales ne sont jamais tout a fait remplies et la commande

de type-gradient (3.10) sera au mieux approchée par une commande de la forme:

- -~ - o~ o~

I = -glg,§,tIMla) Giudel(g,t) + §] + 1(g.§,t) (3.11)

ou :

G(CIR a(t) sont des mesures (ou des estimées) a l'instant t des positions et vitesses
articulaires du robot ‘

&(t) = é(q(t),t) est une mesure (ou une estimée) de l'erreur de poursuite

IVI(q) est une fonction estimée de la fonction matrice d'inertie M(q)

f(q,q,t) est une fonction estimée de la fonction 1(q,q,t)

g(q,q,t) est un gain scalaire que nous nous réservons la liberté de faire varier dans
le temps en fonction de 1'état du systeme. Nous montrerons plus loin dans

I'analyse comment cette liberté supplémentaire peut-étre exploitée.
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Remarquons que l'erreur e(q(t),t) étant homogeéne & une position, la commande
(3. 11) est blen une commande avec retour en posmon et en vitesse (le terme
—gMG[u De+q]) auquel s'ajoute le terme l(q,q,t) dont le réle est de compenser direc-
tement les effets du terme non-linéaire 1q,q,t).

Par extension d'idée, lorsque la fonction de téche e(q,t) sera le gradient d'un
coiit h(g,t) que l'on cherche & minimiser, nous qualifierons de commande de type-
gradient toute commande calculée selon la relation (3.11). Une telle commande
sera utilisée dans le but (parfois implicite) de minimiser h(qg,t) selon une méthode
de gradient. Nous pouvons donc déja penser que ce type de commande aura des qualités
et des limitations semblables & celles généralement associées & la méthode de gradient,
& savoir (voir Introduction de la partie I) :
- pour les qualités : i) simplicité de la méthode et par suite de la commande
ii) insensibilité de la dlrectlon de descente vis-&-vis de la non
positivité de la matrice -gq——(q,t] = _E[q't) au point courant.
- pour les limitations : i) incapacité de maintenir n(g,t) exactement en son minimum
lorsque de (g,t) # 0 ,ce qui se traduit par un suivi imparfait
de la trajectoire idéale
ii) sensibilité aux effets de "vallée" et par suite aux bruits

de mesure.

2.3.2 - Commandes de type Newton

Une seconde fagon de procéder, pour minimiser (ou max1mlser) a chaque instant
le coiit h(g,t) consiste & imposer au vecteur gradient e(q,t) = gh (g,t) de satlsfau'e
g

I'dquation linéaire invariante du second ordre :
g +gGlube + &] = 0O (3.12)

avec :
g>0, v >0,DetG: matrices symétriques définies positives.

1l est immédiat de montrer que (3.12) est I'équation d'un systeme exponentiellement

stable et qu'elle entraine par conséquent ia convergence exponentielle du vecteur e
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vers le vecteur nul. Le fait d'imposer cette relation permet donc en théorie de maintenir
minimale la valeur du coiit h(q,t) pendant la durée d'exécution de la téche.

Lorsque le gain g est assez grand, la relation (3.12) s'interpréte également
comme l'équation d'un systéme singuliérement perturbé dont la partie lente vérifie

I'équation :

e + ube = 0 (3.13)

Cela signifie que la relation (3.12) entraine que 1'évolution asymptotique du systéme

est approximativement donnée par la relation cinématique (3.13). La dénomination

de commande de type Newton se justifie du fait que cette relation s'identifie (voir ’

Introduction de la partie 1) & une méthode de Newton pour minimiser le coiit h(q,t).
Notons que comme dans le cas des méthodes de type gradient, la théorie des

perturbations singuliéres est I'outil privilégié qui permet de relier les études de commande

cinématique aux études de commande dynamique.

En comparant les relations (2.13) et (3.12) nous obtenons I'expression de la
commande de type Newton qui permet la réalisation de la relation (3.12) :

-1

. - ae de L]
I = -ghia) 5z (a.t) G[ube(q,t) + 5g (.8)8 + 53 (g,t]]

3 -1 {3.14)
+ 1(q.4,t) - M(g) 32 (q,t) flgq.q ,t) .

C'est une commande idéale qui dans la pratique sera approchée par une commande
de la forme :
-~ 1 R -

P - - _BE - - e .~ . se .-
T o= -gla, M) 52 (9.t G[ube(q,t) + 35 (@8)a 52 (q,t)]

IR - . (3.15)
+ 1(g,4,t) - Mlg) 3T {g,t) flg,q,t)

ou les grandeurs surmontées d'un chapeau représentent selon le cas des mesures
ou des fonctions estimées des grandeurs correspondantes.
Comme pour la commande de type gradient nous gardons la liberté de faire

varier le gain de commande g.
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La structure proportionnelle-dérivée de la commande se retrouve dans le terme

de retour —gﬁ .23-1 Gqué + g—z g -+ 2e qui est essentiel & la 'robustesse

ot
de la commande.

Par extension , lorsque la fonction de tache e(q,t) dérivera d'un cofit h(qg,t)
que I'on cherche a minimiser, nous qualifierons de commande de type Newton toute
commande calculée selon la relation (3.15). )

Par analogie avec la méthode de Newton, nous pouvons penser que ce type
de commande posséde qualités et limitations suivantes (& comparer avec celles des

commandes de type gradient) :

- qualités : i) capacité & assurer un bon suivi de la trajectoire idéale. C'est une consé-
quence directe de l'utilisation des dérivées secondes de h(q,t) dans le
calcul de la commande .
ii) élimination du phénoméne de vallée au voisinage de la trajectoire
idéale, d'oll une meilleure insensibilité vis-a-vis des bruits de mesure.

-limitations : i) plus grande complexité de la commande.
ii) commande seulement définie dan§ les régions ot %qe- (g,t)
reste inversible, ¢'est-a-dire ol a_g (q,t) reste positive
(resp. négative dans le cas d'un probléme de maximisation). Cette
condition est évidemment étroitement liée & la propriété d'admissibilité

de la tache.

C'est au niveau de cette seconde limitation que se situe, du point de vue de
l'analyse, la différence fondamentale entre les commandes de type gradient et les
commandes de type Newton. Alors que le domaine d'utilisation des secondes se confond
avec le domaine d'admissibilité de la tAche, les premiéres sont encore calculables
et donc utilisables dans un domaine plus grand. Rien ne permet cependant de prédire
la qualité du comportement de ces commandes pendant l'intervalle de temps ou
le manipulateur quitte le domaine d'admissibilité de la t&che.

Comme nous l'avons expliqué dans l'Introduction de la partie I , le probléme
est moins un probléme de commande qu'un probléme de définition de la tiche & accomplir.
Les commandes "pointues" de type Newton ne sont utilisables qgue lorsque la trajectoire

idéale du robot est définie sans ambiguité et est théoriquement réalisable. Les com-
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mandes "moins précises" de type gradient sont plus souples et peuvent s'accommoder
d'une certaine ambiguité et méme de certaines incohérences au niveau de la défini-
tion de la tiche. Nous avions donné I'exemnple d'une fonction h(qg,t) dont le minimum
se transforme au fil du temps en un maximum. Maintenir le robot au minimum de
cette fonction n'a mathématiquement pas de sens puisque la trajectoire idéale cesse
d'étre définie & l'instant précis ot le minimum se transforme en un maximum. A
I'approche de cet instant les commandes de type Newton deviennent numériquement
instables, alors qu'une commande de type gradient peut "absorber" la difficulté et
permettre au robot de rejoindre (dans quelles conditions ?) un autre minimum de

la fonction h(g,t).

Nous pouvons déja déduire de ce qui précéde que les commandes de type gradient
sont numériquement plus robustes que les commandes de type Newton lorsque la
tdche du robot est improprement spécifiée. Une analyse plus poussée de ces commandes
se fera sur une base de fonctionnement commune, c'est-a-dire en supposant gue
la tdche est admissible pendant sa durée d'exécution. Nous avons montré dans la
partie A que cette condition est peu restrictive dans la mesure ou il est généralement -
possible de modifier en ligne une tiche de facon & la rendre admissible au voisinage
d'une position quelconque occupée par le robot. En transposant & la commande dynamique
le raisonnement de commande cinématique fait en fin d'Introduction de la partie I,
nous pourrions montrer que cette procédure de régularisation de la tdche conduit
& remplacer les commandes de type Newton assocides & la téche initiale par des

commandes de type mixte gradient-Newton numériquement plus robustes.

2.3.Ji - Expression générale de la commande

Lorsque la fonction de tdche e(q,t) ne dérive pas d'un coiit scalaire h(q,t), la
notion de commande de type gradient ou de commande de type Newton n'a pas de
sens. L'objectif de régulation de l'erreur e(t) = e(q(t),t) autour du vecteur nul reste
cependant applicable dans tous les cas. Les commandes de type gradient et les commandes
de type Newton releévent donc d'une structure de commande plus générale dont la

forme est :

~ -~

r - —g(q,é,t)l"l(q,t):!;(-q,t)G[uDe(q,t]ﬂq[q,t]&ﬁjt(q,t]] ¢ 1_(a,§,t)

{3.16)
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La composante de retour en position et vitesse se retrouve dar}s le terme
-gl:Uq— G[uDe + J q + t] alors que le terme lc(q:é,t) rassemble les
autres composantes dont la commande peut &tre munie (compensation du terme
iq,q,t), retour intégral, etc...).

En posant :

Jglg,t) = 1 (matrice identité)
jt(Q9t) =0

A -
lo(q,q,t) = Aq,q,t)

nous retrouvons les commandes de type gradient.

En posant :

»

oe
Igat) = 57 (a,t)

aA
et = =% (a,t)

. -~ « A A
1¢(q,q,1) = g,q,t) - M(q) Ig"1(g,t) £(q,q,t)

nous retrouvons les commandes de type Newton.

Cette forme générale de la commande sera celle reprise dans notre analyse
globale de la commande des robots. Les résultats de cette analyse seront de cette

fagon applicables & toutes les commandes pouvant s'écrire sous cette forme.

Nous montrons dans le paragraphe suivant que la plupart des commandes utlhsees
dans la pratique ou proposées dans la littérature sont des cas particuliers de la commande

générale (3.16).

2.4 - RAPPELS DES DIVERSES APPROCHES DE COMMANDE DYNAMIQUE

Pour simplifier l'exposé, nous supposerons dans ce paragraphe que la position

articulaire q, la vitesse articulaire q et I'erreur de poursuite e sont exactement mesurées.

»

Dans ces conditions a =q g=qeté=e.
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2.4.1 - Commandes par découplage linéaire des équations du systéme dans I'espace
de la téche

Cetfe technique de commande est a la base des autres techniques. Son principe,
bien connu en théorie de la commande des systémes non linéaires, consiste & transformer
le probléme de commande initial en un probléme de commande d'un systéme linéaire.
Cette premiére étape effectuée, la commande se calcule ensuite en appliquant une
des techniques de la théorie classique de la commande des systémes linéaires.

Dans le cas général, le probléme de linéarisation par retour d'état d'un systéme
non-linéaire est un probléme difficile pour lequel il n'existe pas toujours de solution.
Plusieurs études théoriques sont d'ailleurs consacrées a ce probléme | 78 ).

Par chance, il se trouve que le découplage linéaire des équations des robots
rigides est une opération triviale que les roboticiens ont trés t6t su reconnaitre et
exploiter (du moins sur le papier). Pour se convaincre de la simplicité de l'opération
dans le cas le plus favorable, il suffit de considérer I'équation (2.7) du robot (que

nous rappelons) :

I = M(q) § + Kq,G,t) (4.1
et de voir qu'en posant
I = M(g) T’ + 1q,q,t) (4.2a)
cette équation devient :
g=r’ (4.2b)

En interprétant T* comme un vecteur de commande auxiliaire a partir duquel
T se déduit par la relation (4.2a) (& condition de connaitre M(q) et (q,q,t)) nous
nous sommes bien ramenés & un probléme de commande de -n- systémes linéaires

invariants découplés du second ordre (qui ne sont autres que des doubles intégrateurs).

En réalité, la relation (4.2b) est surtout intéressante parce qu'elle montre que
le découplage linéaire dusystéme dans l'espace de la téche est également possible.
En effet, d'aprés (2.12) et (4.2b) :

g =1T" {4.3a)
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avec

r” = 'g%[q't) T + f(q,q,t) (4.3b)

En éliminant T' entre les relations (4.2a) et (4.3b), la commande T s'exprime

directement en fonction de la commande auxiliaire T'" :

1

I = M(g) -g% (q.0)7 " (rr - Fla,q,t)) + 1(q,4,t) (4.4)

Remarquons que les relations (4.3a) et (4.4) s'obtiennent encore plus rapidement

& partir de I'équation (2.13) du robot dans l'espace de la téche.

L'application de la théorie classique de la commande au systéme linéaire découplée
(4.3a) nous conduit, quelque soit la technique de commande employée (placement
de pdles, minimisation d'un critére quadratique,...), & une commande auxiliaire "

de la forme :

I" = - g GluDe + &) (4.5)

avec g >0, y >0, G et D : matrices diagonales positives.

Remarquons au passage que la minimisation d'un critére quadratique dans lequel
figure l'énergie de la commande auxiliaire T" a un intérét trés relatif du fait que

seule 1'énergie de la vraie commande T importe réellement.

En rapprochant les relations (4.3a) et (4.5), nous déduisons que la commande
par découplage linéaire des équations du robot dans l'espace de la téche revient

& imposer au robot de satisfaire 1'équation dynamique :

€+gG( 1 De+e)=0 (4.8)

D'apres les relations (4.4) et (4.5) cette commande a pour expression :

PR PR 2 -, 2
T = gM(q)—aE(q,t] G(ubDe + 3q {g,t) g + T (g,t)d,

’ (4.7)

—M'(q)-g-i;- (g, 87" (g, a.t) *+ 1(q.q,t)
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Nous retrouvons ainsi que dans le cas ol la fonction de tiche e(q,t) dérive
d'un cofit scalaire h(g,t), la commande par découplage linéaire n'est autre qu'une
commande de type Newton.

En posant :

Jola,t) = 38
q\'% aq.[q,t]

itlgt) = 3¢
tiq, 5T {g.t)

le (3,q,8) = 2q,q,t) - M(q) I5"H(q,) (g,qt)

nous voyons également que la classe des commandes par découplage linéaire est

un sous-ensemble de la classe de commandes plus large (3.16).

Dans la littérature, la commande par découplage linéaire a initialement été
utilisée et principalement été étudiée dans le cas le plus simple ou la tiche consiste
a effectuer la poursuite d'une trajectoire prespécifiée dans l'espace des coordonnées
articulaires du robot, c'est-a-dire dans le cas ol : e(q,t) = a-qp(t). D'apres (4.7) et

(2.12b) cette commande a pour expression :
I =-gM(@) G( u D(g-gp(t) + (a-Gp(t))) + M(qQ) qplt) + Aq,q,t)  (4.8)

Dans la littérature anglo-saxonne cette technique de commande a regue les
noms de "inverse problem" techﬁique [ 9 1[761] et de "computed torque" technique
{7110771. En France, on la retrouve sous le nom évasif de "commande dynamique" [70)]
[72][ 73] Cette appellation, quelque peu abusive parce que toute commande
de robot (méme la plus simple) vise & régler la dynamique du robot, trouve sans doute
son origine dans la volonté de certains auteurs de la démarquer des commandes dites
"cinématiques" (& ne pas confondre avec les commandes en vitesse) qui qualifient
essentiellement les différentes techniques de détermination de la vitesse articulaire
idéale gp(t).

Plus récemment, la commande par découplage linéaire a été appliquée au cas
'de la poursuite par l'effecteur d'un robot d'une trajectoire définie dans un repére
cartésien fixe { 73 1 [741] (e(q,t) = x(g)-x4(t)). En fait, nous venons de voir que le
principe de cette technique de commande est potentiellement applicable & toute

sorte de tiche robotique.
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D'apres ce qui précéde, les atouts majeurs des commandes par découplage

linéaire sont : i) elles permettent en théorie une exécution parfaite de la tache,
c'est-a-dire un maintien parfait (ou presque parfait dans le cas de
mesures 1égérement bruitées) de l'erreur |e(t)| & la valeur zéro. Clest
une simple conséquence de la relation (4.6).
ii) cette exécution parfaite de la tiche est possible (toujours en
théorie) sans qu'il soit nécessaire d'utiliser un grand gain de commande

-g{G, b etD étant supposés fixes). L'importance de ce point sera

expliquée ultérieurement.

Ces atouts ont cependant leurs contreparties :
i) I'implémentation des commandes par découplage linéaire est généralement
complexe parce qu'il faut calculer & tout instant les valeurs des

. ae -1 .
fonctions M(q), %%tq,t) , Bgla.t) |, f(q,4.t) et 1(g,a,t)

dont les expressions sont souvent compliquées. 11 faut donc déja disposer
d'un environnement informatique assez puissant qui permette le

calcul de la commande a des cadences élevées.

ii) 1a géométrie et la masse de la charge transportée par le manipulateur
interviennent comme parameétres dans les fonctions M(q) et 1(q,q,t)

qui caractérisent le manipulateur. L'influence de ces parameétres

est intuitivement d'autant plus importante que le rapport (masse de la
charge/masse du robot & vide) varie dans de grandes proportions.
Souvent ces parameétres ne seront pas connus avec exactitude et

il ne sera donc pas possible de connaitre exactement les fonctions

M(q) et Xq,q,t). A cette meéconnaissance, d'autres erreurs de modélisation
viennent généralement s'ajouter (modéle géométrique inexact, calcul
approximatif des moments d'inertie du robot a vide, difficultés de
modéliser les forces de frottement sec intervenant dans l{q,q,t), etc...).
D'autre part, il existe des t‘écf;es (nous en avons donné des exemples
dans la partiel ) pour lesquelles il n'est pas possible de connaitre
précisément les dérivées de la fonction de tache e(q,t). En d'autres

termes la linéarisation parfaite du systéme n'est pas du domaine du
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possible et toute commande par découplage linéaire est dans la pratique

approchée par une commande de la forme :

-~ - - - PP -1 - e -
= - 2= —(g,t +
T g(q,q,t)l"l[q,t)aq(q,t) G(pbDe + aq(q Jg
' (4.9)

- - -
a & -~ -~

e~ - " se .~ -1 : <
—B—E(q't” - M[q,t]'a—q' {g,t) f(g,4,t) + 1lfg,q.t)

11 est dans ces conditions logique de se demander si I'effort consacré & la modé-
lisation des fonctions M et 1 et & son utilisation dans la commande est payant dans
tous les cas. La réponse & cette question ‘est loin d'étre évidente comme le montrera

plus loin notre analyse. Pour linstant nous pouvons seulement pressentir que plus
oe
9

cherons des conditions idéales de découplage linéaire, et moins il sera nécessaire

notre estimation des grandeurs M, 1, _g.g. . et f sera bonne, plus nous nous rappro-
d'utiliser un grand gain de commande g pour obtenir les performances désirées. Nous
aurons l'occasion d'indiquer plus loin les éiéments qui dans la pratique limitent la

taille de ce gain.

2.4.2 - Commandes en vitesse

Il existe dans la littérature de nombreux travaux portant sur la commande
en vitesse des robots. Plutét que d'essayer d'en donner un compte rendu exhaustif
(de toute facon irréalisabie en quelques lignes), il nous parait plus intéressant d'en
donner le schéma directeur et d'en faire ressortir les éléments communs principaux.

A notre connaissance, 'ensemble de ces travaux repose exclusivement.sur

une étude cinématique du probléme de commande, contrairement & notre approche
qui dés le départ intégre de fagon explicite I'aspect dynamique du probléme. Le
fait de "court-circuiter" cet aspect dynamique et de traiter le probléme de commande
comme un probléme purement cinématique rend, on s'en doute aisément, I'élaboration
de la commande conceptuellement plus simple. Par exemple, seules les caractéristiques
géométriques (par opposition aux caractéristiques inertielles) du robot interviennent.
Cette simplification constitue & nos yeux le principal intérét de 'approche. Mais -
elle en fixe également les limitations parce que toute simplification se paye. L'évalua-
tion de ce prix ne sera possible qu'en replagant la commande en vitesse dans un contexte

dynamique-
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Au départ, la notion de commande en vitesse des robots provient sans doute
de la technique classique d'asservissement en vitesse des moteurs électriques. L'idée
de base est que si I'on considére chaque moteur séparément, il doit étre possible
d'imposer au iéme moteur une "vitesse désirée” que nous noterons Eld,i en utilisant

une commande de la forme :

Ti=-g Sigi-9g9,) ®>0, 6;>0 (4.10)

gj étant la vitesse réelle mesurée a la sortie des réducteurs.
La commande globale pour les n moteurs du robot s'écrit donc dans ce cas:

r=-g¢ A(E; - g9 {4.11a)

avec

A R (4.11b)

Notons que la validité du raisonnement repose sur les hypothéses que les n
moteurs n'interagissent pas entre eux (hypothése de découplage) et que la charge

de chaque moteur peut en premiére approximation étre considérée constante. D'aprés

I'équation (2.7) du robot ces hypothéses sont d'autant mieux justifiables que les rapports

de réduction des moteurs sont grands. Elles sont par contre en général prises en

défaut dans le cas ol les transmissions sont directes.

La relation (4.11) étant posée (et son bien fondé implicitement accepté une
fois pour toutes) le calcul de la commande se réduit effectivement a le seule déter-
mination de la vitesse désirée qgq.

A ce niveau nous envisagerons deux méthodes nous paraissant significatives

des études faites sur le sujet.

1ére méthode (méthode du potentiel)

Supposons que l'objectif soit de minimiser (resp. maximiser) un cofit scalaire h(g,t).

Par analogie avec une méthode de gradient, la vitesse q du robot devra coincider

avec la vitesse désirée :

G = -upb (4.12)

(D matrice symétrique définie positive)




. ah |
soit en posant : e(qg,t]) = 39 (g,t) :

v

qd=~uDe (4.13)

En utilisant cette relation dans (4.1 1a) nous obtenons la commande :

P--gA(uDe+a (4.14)

En posant :

M= A
G=1
Jq=I
it="0
=0

Nous voyons déja que cette commande en vitesse appartient bien & la classe de
commandes (3.16).

En fait, si I'on compare (4.14) avec (3.11),, il apparait que la commande en
vitesse (4.14) est une commande de type-gradient simplifiée. Elle en posséde donc

les défauts et au mieux les qualités.

Si & la place d'une méthode de gradient, nous préférons raisonner & partir d'une

méthode de Newton, nous sommes conduits a vouloir imposer :

sachant que :

ce qui n ous suggére de choisir comme vitesse désirée :

- 'ae,_’l E“ ' ‘3e
= - 5 De + st (4.15)
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En utilisant cette relation dans (4.11a) nous obtenons la commande :

-1

. de 3e )
T = gA[-é-a (uDe+) +q] (4.16)
En posant :
M= 4
G=1
Je
Jq9= 3q
. _ ode
= 3%
le=0

Nous vérifions que cette commande appartient bien a la classe de commande (3.1 6).

2
at
comme une version incompléte de la commande de type Newton (3.14).

: -1
Du fait de l'utilisation de [gﬁ] et cette commande apparait aussi

En résumé, les commandes en vitesses (4.14) et (4.16) sont respectivement
assimilables & des commandes de type gradient et de type Newton. Elles se distinguent
par le fait que les termes 1 et f sont choisis nuls et que la matrice M est choisie
diagonale et constante. Vis-a-vis des commandes par découplage linéaire, ces choix
spécifiques sont d'autant mieux justifiés que la vitesse du robot est faible et que
le rapport de réduction des moteurs est grand (N grand) puisqu'alors d'apreés (2.9)
et (2.10) : r.z ,

(N 1 /ND) J , 0

lim 1(g,q,t) =0 et im Miq) = .

1
N_ = >+ N

Yl 2
0 0 : 0 (Nn/NDJJn

b

Regardons ce que donnent ces commandes dans le cas de la poursuite d'une

trajectoire dans l'espace des coordonnées articulaires, c'est-a~dire dans le cas ou

. h T
h(g,t) =% la-gp(t)|2 et e(q,t) = "g'c_r (q,t) = q-qpl(t).
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La commande (4.14) devient :

-g A[uD(q-qritJ] + q) (4.17)

3
il

et la commande (4.18) :

3
il

-g A(uD(g-g_(t)) + (q - qr'(tm (4.18)

Ces expressions montrent que les commandes en vitesses (4.14) et (4.16) coincident
dans ce cas avec des commandes classiques Proportionnelle-Dérivée (P.D.) & coeffi~

cients constants.

2éme méthode (& partir d'une commande cinématique)
Une seconde fagon d'aborder la commande en vitesse consiste & relier la vitesse
désirée qq(t) & la vitesse Gp(t) que doit idéalement avoir le robot pour effectuer

la tdche parfaitement. La "commande cinématique" g(t) vérifie la relation suivante:

. -1 .
q (t) = - E;—g (qr[t],tﬂ g—ij- (q (), ) (4.19)

que l'on obtient simplement en dérivant par rapport au temps la relation : e(gp(t),t)=0

qui caractérise la trajectoire idéale.

Dans certains cas qgp(t) peut &tre calculée sans passer par la détermination
explicite de la fonction de tdche e(q,t), en calculant directement %—f— et g—g-
et en s'aidant éventuellement, lorsque la téche est redondante, de l'utilisation de
matrices pseudo-inverses [ 43 ].

Dans I'esprit de cette approche, cir(t) apparait comme la véritable vitesse désirée

et la commande en vitesse devrait logiquement s'écrire :
94 = 9r
I =-g A (q- dr)
La distinction entre "commande en vitesse" et "commande cinématique" n‘aupait

alors pas lieu d'étre.
En fait, cette commande est rarement utilisée tel quel dans la pratique.
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Une premiére raison est que la trajectoire idéale { gp(t) } est en principe
inconnue & l'avance, sauf dans le cas précis ol la tAche consiste & poursuivre une

trajectoire prédéterminée dans 'espace des coordonnées articulaires. Il en résulte
J p

e e e
que BE (qp(t),t) et parfois 37 (gp(t),t) ( ot est souvent indépendant de

la variable g) sont inconnus et ne peuvent donc pas étre utilisés pour former la commande.
Une seconde raison, plus fondamentale, est qu'une telle commande n'assure
pas la stabilité en position du systéme parce qu'elle ne contient pas de terme de
retour en position. Nous avons déja évoqué ce point au paragraphe 3.1. La stabilité
du systéme interdit donc de prendre c']r(t) comme vitesse désirée.
Pour obtenir une commande en vitesse possédant un terme de retour en position,
nous sommes amenés a relier (explicitement ou implicitement) la vitesse désirée

Qg & la vitesse idéale g, par une relation de la forme :
ad=qr+ uD(@g)  (u >0;D:s.dp.) (4.20)

Cette relation assure la convergence exponentielle de cid vers c.h. lorsque, grace
a la commande, la vitesse réelle du robot coincide avec la vitesse désirée §g.
La vitesse idéale qp(t) est évaluée en faisant l'approximation suivante (valide

lorsque q(t) reste proche de gp(t) :

. -1
a.(t) v | 32 (qlt), 1) 3o (qt1,t) (4.21)

Dans le méme ordre d'idée, qp(t) s'obtient par le développement limité du ler ordre:

' 3
0 = elge(t),t) » elq(t),t) + 3% (q(t),1) (g(t) - qp(t)) (4.22)

dont on tire :

-1
alt) - q_(t) ~ - l:%g (q(tn,tz} e(t) (4.23)

En utilisant (4.21) et (4.23) dans la relation (4.20), nous obtenons finalement :

. -1
_ _ 9g ! de A -
ay = 3q pDe + T (4.24)

Nous retrouvons ainsi la commande en vitesse (4.15) obtenue par la méthode

du potentiel lorsque e(q,t) dérive d'un coiit scalaire h(q,t).
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2.4.3 - Commandes adaptatives
2.4.3.1 - Introduction

Comme dans le cas des commandes en vitesse, il n'est pas possible de couvrir
en quelques pages l'ensemble des schémas de commande adaptative proposés dans
la littérature pour les robots.

La téche est d'autant plus difficile que la notion méme d'adaptation trouve
diverses interprétations selon les auteurs. Nous distinguerons a ce niveau deux grandes
classes de commandes adaptatives.

La premiére repose sur 'adaptation des gains des termes de retour en position
et en vitesse de la commande. La loi d'adaptation se déduit d'une analyse de stabilité
du systéme rebouclé par la commande basée soit sur la seconde méthode de Lyapunov,
soit sur la théorie de I'nyperstabilité de Popov (plus tard reprise et développée par
plusieurs gutres auteurs{ 3 }J[ 4 J). Certains auteurs [80] [81][#09] voient en cette
approche une forme particuliére de la commande adaptative avec modele de référence
(MRAC) qui a été étudiée par Landau [ 4 ]. Aucune tentative n'étant faite dans
le sens de mieux connaitre le systéme que l'on veut commander, nous préférons la
considérer comme une approche de commande robuste visant a déterminer des gains
de commande non-linéaires qui assurent la stabilité du systéme en dépit d'erreurs
de modélisation initiafles. Nous ne la traiterons donc pas ici comme une approche
de commande adaptative. Cependant I'analyse sous-jacente de la commande est
trés proche dans son esprit de 'analyse de la classe de commandes_(3.16) que nous
donnerons plus loin. Bien que dans notre cas la démonstration des résultats de stabilité
ne reposera pas.explicitement sur I'application d'une méthode de Lyapunov ol sur
la théorie de l'hyperstabiiité (les liens sont implicites), nous retrouverons la notion
de gains de commande non linéaires qui caractérise ce type d'approche.

La seconde approche, qui a notre avis est la seule (au sens moderne de la théorie
de la commande adaptative) & &tre vraiment adaptative repose sur l'idée d'apprentis-
sage du systéme & commander par le biais de I'identification des paramétres d'un
modéle du systéme. Nous nous limiterons ici a rappeler la structure générale des
schémas obtenus selon cette approche et a en faire une synthese exploitable pour
I'analyse.

Pour les lecteurs familiarisés avec la commande adaptative, indiquons que
nous ne considérerons que l'approche dite "indirecte" [ 8 & ]. Les spécialistes savent
que cette approche est celle qui conduit aux résultats de stabilité les plus généraux

et qu'elle contient en puissance les résultats de l'approche directe.
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Il semble qu'une motivation commune a I'ensemble des travaux effectuds sur
la commande adaptative des robots provienne de la constatation que tout modéle
mathématique pré-calculé de la dynamique d'un robot, aussi élaboré soit-il, est inva-
riablement imparfait (parce qu'il ne prend pas en compte les variations des charges
transportées, qu'il néglige ou modélise grossidrement la contribution des forces de
frottement, etc...). De cette constatation résulte I'idée de corriger (ou d'adapter)
en ligne le modéle dynamique utilisé pour former la commande du robot en exploitant
l'information contenue dans l'observation des grandeurs d'entrée (la commande) et
des grandeurs de sortie (positions, vitesses, accélérations,...). Il s'agit donc de créer
en quelque sorte un feedback sur le m odéle du robot. C'est au niveau de I'exploitation
de cette idée que les études divergent. Nous nous proposons de rassembler un certain

nombre de schémas proposés dans la littérature au sein d'une méthodologie générale.

2.4.3.2 - Synthése de la commande adaptative

Une maniére de traduire l'incertitude sur le modéle du robot consiste 4 paramétrer
ce modéle en fonction d'un vecteur de parameétres & dont les valeurs sont a priori
inconnues ou mal connues. Compte tenu de I'équation (2.7) du robot, qui est générale,

ceci revient & se donner un modéle de la forme :
A . A .
M(es;9g+Nps5qgq t)=T (4.25)

Les fonctions ~M- et -1- sont surmontées du signe " A " pour indiquer qu'elles
ne doivent pas &tre confondues avec les "vraies" fonctions M et 1 représentatives
de la dynamique réelle du robot. La relation (4.25) constitue seulement un modéle
pour la commande, pas necessau'ement complexe et pas nécessairement réaliste
(cela dépend du choix de M et 1) Ce modéle respecte cependant dans tous les cas
la structure essentielle du robot, & savoir celle d'un double intégrateur a priori non-

» 4 3 ’ - o, A
linéaire perturbé par des forces parasites (regroupées dans le terme’l).

La signification physique que 'on peut attribuer au vecteur de paramétres 6
dépend du parametrage adopte, c'est-a-dire de la facon dont la varlable 8 intervient
dans les fonctions M et l

En principe, le paramétrage doit étre choisi de sorte que 1'égalité :

MUe (1 qtr) q(v) + 10 6(t); g(t), g(t),t) = M(g(t))q(t) + Uq(t),q(t),t)

soit possible (quelque soit la trajectoire { q(t) } du robot) et compatible avec une
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évolution lente (ou des variations brusques mais rares) du vecteur § (t). Ces conditions
correspondent en effet & des hypothéses classiques faites dans les théories de l'iden—
tification et de la.commande adaptative.

Nous donnerons plus loin quelques exemples de paramétragg dont les plus simples

ne sastisfont manifestement pas ces conditions.

Si un vecteur de paramétres p solution de I'équation (4.25) existait et était
connu, nous serions ramenés & un probléme de commande classique et un choix logique
serait la commande par découplage linéaire (4.7) appliquée au modéle (4.25). Cette

commande a pour expression :

-1 .
= " ae 2e de
T(8) = -¢g M[S;Cl)sa (g,t) G{pDe + 5q {g,tlg + =T (g,t))

R 5 -1 ] . . (4.26)
- M(e;q)ﬁ(q.tl f(g.q,t) + 1(8;q,q,t) '

Pour obtenir une version adaptative de cette commande il suffit de remplacer
la variable inconnue g par une estimée courante gue nous notons é (t). Nous noterons
r ( s (1) la valeur correspondante de la commande a l'instant t. Remarquons
que ce procédé revient & essayer de commander un "modele adaptatif" du robot

se déduisant du modéle (4.25) en remplacant g par son estimée 8 (t).

Pour compléter le schéma de commande adaptative, il ne nous reste plus qu'a
spécifier 1'algorithme d'estimation utilisé pour le calcul de é (t). En toute logique,
I'estimation de g doit reposer sur l'exploitation du modéle (4.25) et sur les mesures
faites sur le systéme. Le probléme revient a essayer de trouver I'é1ément dans la
classe de modéles (4.25) qui "colle" le mieux, selon un critére a définir, & ces mesures.
C'est un probléme d'identification classique auquel il est possible d'associer de nombreuses
méthodes de résolution, selon que l'on adopte un point de vue déterministe ou stochas-
tique ou que l'on cherche une identification hors ligne (off-line) ou en temps réel
(on-line). Une formulation classique, permettant de retrouver la plupart des solutions,
consiste & poser le probléme comme celui de I'estimation récursive d'un vecteur

détat ¢ (t) obéissant aux équations suivantes :

8(t) = nit) (4.27a)

I‘(é(t]) = P:I(ett);cl(t))a(t]+i(8[t);q[t),q(t),t]w[t) (4.27b)
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n (t) représente un bruit blanc centré modélisant l'évolutiqn dans le temps de 8 (t).

v (t) représente un second bruit blanc centré modélisant I'imperfection du modéle
(4.25) et les effets des bruits de mesure.

L'équation (4.27a) est 'équation d'état du systéme. L'équation (4.27b) est I'équation
de mesure du systéme. L'écriture T ( 6 (t)) indique que la commande utilisée est
la commande adaptative formée & partir de l'estimée 5 (t).

Si le modéle (4.25) est lindaire en g (ceci dépend du paramétrage choisi au
départ) alors I'équation de mesure (4.27b) est linéaire en 6 (t) et peut donc se mettre

sous Ia forme :

yit) = ¢t) B(t) + vw(t) (4.28)

Nous sommes dans ce cas ramenés & un probléme d'estimation de I'état d'un
systéme linéaire dont la solution a la forme générale :

A
8(t)

PIEYS(E) [vit) - o0t To(t1] (a.29) i

1]

PIt)g(t) [PBeen-MBeeraenge-1,q000,400), 1))

oll P(t) est le "gain" de I'algorithme d'estimation. Les diverses méthodes d'identification
récursive décrites dans la littérature se distinguent essentiellement au niveau du

choix de ce gain qui dans tous les cas doit 8tre pris égal & une matrice positive.

Il est par exemple bien connu qu'en choisissant ce gain égal au "gain de Kalman"
(associé au fameux filtre de Kalman) nous retombons sur une méthode d'identification
du type "moindres carrés" [ 5 1. En choisissant P(t) égal au produit d'un gain scalaire
par la matrice identité nous retombons sur des méthodes du type "approximation
stochastique" [ 5 ].

Considérons maintenant le cas d'un paramétrage quelconque pour lequel le
modele (4.25), et par suite I'équation de mesure (4.27b), ne sont pas nécessairement i
linéaire en ¢ .
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Une facon classique de traiter ce cas consiste & linéariser a l'instant t I'équation
de mesure (4.27b) autour du vecteur estimé 8 (1). 11 est intuitivement clair que
cette procédure est d'autant mieux justifiée que le vecteur estimé 8 (t) est proche
- du "vrai' vecteur 6 (t). Cette condition n'est cependant pas absolument nécessaire
comme le montre des études sur l'identification telles que {5 1 Lelecteur familiarisé
avec l'utilisation du filtre de Kalman sait également que cette procédure de liriéarisation

conduit aux équations du "filtre de Kalman étendu" [5}.

Plus précisément, linéariser (4.27b) autour de 6 (t) revient & remplacer cette

relation par la suivante :
PEBCE)) n MIBIE);q(E))qle) + 1(B(E);qlt),qlt),t)

2 [esatenate) « 1esatt),qce),0)] (8(t)-8(t)) i (4.30)
e = 8(t)

Cette nouvelle équation de mesure coincide bien siir exactement avec (4.27b)
lorsque le modéle (4.25) est linéaire en 8 .
L'équation (4.30) étant linéaire en 6 (t) peut maintenant s'écrire sous la forme

de la relation (4.28) en posant :

MiBsq(t)lalt) + 1(8;q(t),glt),t)]  (4.3%a)

el = % )
le = 8(t)
et

J(6) = T(6(t)) - M(B£);q(t)Ialt) - 1(8(t]sqltl;qlt),t)

-2 [(e;q()Iatt) + 18;qlt),qet),t)] 8Ct) ) (4.31b)
' ' lo = 8(t)

Nous nous sommes ainsi ramenés au cas du paramétrage linéaire et 1'algorithme

(4.29) permet d'obtenir une estimée 6 (t).

Remarquons que la synthése de cet algorithme ne fait nulle part intervenir
Texpression explicite de la commande. Il est donc utilisable quelque soit notre choix
de la commande (adaptative ou non). Cependant dans le cas particulier de la commande
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adaptative par découplage linéaire obtenue en remplacant g par 9 (t) dans la
relation (4.26) il est facile de vérifier que :

T(B(E)) - MIB()sq(t)Iqlt) - 1(B(t);q0t),a0),4)

. - ﬁ(é(t);q(tn[g—g (a(t),£)]  [g6(uDe(tl+at))+e(t)] (4.32)

Il en résulte que si &(t) et 8(t) sont mesurés au méme titre que e(t), alors l'algorithme
d'identification (4.29) peut &tre utilisé sous la forme suivante :

- -1 . -
8(t) = ~P(£)o(tIM(BCL), q(tJJ[——(q[tJ t)]  [gGuDe(t)+e(t))velt]] (4.33)

Sous cette forme, il apparait plus clairement que l'estimée 8 (t) cesse d'évoluer
des lors que la commande assure eff ectivement le découplage du systéme dans I'espace
de la téche, c'est & dire lorsque : gG ( p De+e)+&=0.

Remargues :

i) il n'est pas difficile d'adapter le formalisme précédent au cas ol nous voulons
obtenir une version discrétisée de Vlalgorithme d'identification. Il suffit pour cela
de remplacer I'équation d'état continue (4.27a) par l'équation aux différences :

8(t)= 8(t-2)+n (H)oll A estle pas de discrétisation. Cette modification
nous conduit a des algorithmes similaires & (4.29) ot 6 (1) est remplacé par
3 (t+ a)- e (t). Le gain P(t) doit bien siir tre modifié en conséquence.

ii) A part quelques exceptions [8 1], 1a commande ‘adaptative de robots a surtout
été jusqu'a présent étudide dans le cas de 1a poursuite d'une trajectoire dans I'espace
des coordonnées articulaires, c'est & dire dans le cas ol e(g,t) = q - gp(t). La méthode
de synthése de schémas adaptatifs que nous venens de décrire s'applique & des tdches

quelconques.

2.4.3.3 - Exemples de paramétrage
Pal : La classe de paramétrages la plus simple et aussi la plus brutale du modéle (4.25)
s'obtient en posant :

M(e;q)=M(el) r

” - A - B=

I 6 54, qt)=1ss) ’

-3

0 |
.|
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Ceci revient a faire 'nypothése que la matrice d'inertie du robot et le vecteur.l.
qui regroupe l'ensemble des forces parasites agissant sur le robot (forces de Coriolis,
centrifuges, grav1tat10nnelles et forces de frottement ) sont quasiment invariants
et dépendent seulement d'un vecteur de paramétres e que 1'on cherche a identifier.

8 1 sera par exemple formé des n(n+1)/2 (et non n2 parce que M est symétrique)

composantes a priori distinctes de la matrice M et 6gdesn composantes du vecteur -1.
(1(92) = 99).  Dans ce cas nous sommes amenés & estimer [n(n+1)/ 2+n| parametres.

La matrice M( 6 ) peut également &tre choisie dlagonale (hypothese de découplage
des différents degrés de liberté du robot) et dans ce cas 61 ne contlent que n composantes.

Une simplification supplémentaire est obtenue en choisissant M égal a une
matrice constante définie posmve calculée & l'avance . Dans ce cas le vecteur
de parametres © se réduit au vecteur 99 et ne contient plus que n composantes.
Ce choix se justifie lorsque le rapport de réduction des moteurs est grand (=> M matrice
constante) et lorsque les forces parasites (par exemple les forces de frottement)
ont une contribution non négligeable que l'on essaye d'estimer. Ce choix a en fait
l'autre avantage d'assurer systématiquement la positivité de la matrice M Nous
verrons au cours de l'analyse de stabilité de la commande adaptative, et de fagon’
plus significative au cours de I'analyse générale de l'ensemble des commandes (3.16),
que cette condition de positivité est essentlelle a la robustesse de la commande. |

1l est également possible d'imposer l( 6)=0(=> ¢ = 8y), ce qui revient a
négliger l'effet des forces parasites et 3 assimiler le robot & un systéme linéaire

invariant du second ordre [82 1.

Pa2: A grande vitesse, lorsque la contribution des forces de gravité et des forces
de frottement est négligeable devant celle des forces de Coriolis et des forces centriguges,

nous avons en premiére approximation :
q' Vylal g
1(g,q,t) .
g’ v {a) q
n

les matrices Vj(q) étant symétriques et fonction de la position articulaire g.
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Un paramétrage possible, proposé dans [ 3 ], consiste alors & poser :

M(8;g) = M[G’I]
1 .
) . g 81(62] uf 6
1{6;qg,q,t) = . ;0
T .
a B (8,0 q | 2

la structure des matrices B;j étant copiée sur celle des matrices Vj.

Choisir ce type de paramétrage revient a isoler les termes qui ne dépendent
que de la position g (et non de §) et & les considérer comme des paramétres inconnus
qu'il s'agit d'estimer. Cela revient aussi & linéariser les équations du robot dans le
cas de mouvements de faible amplitude.

Il est également possible de modéliser l'effet des forces de gravité (qui ne
dépendent que de la position) par un vecteur de parametres 63. Nous obtenons

alors le paramétrage suivant :

I_E;—T B, (6,) ;‘ %

106;q,q,t) = : e, 5 e=|9
T p ¢ ¢]
B,(6,) qA 3]

M(03q) = :31(913

q

Pa3 : Les paramétrages sans doute les plus réalistes et les plus compatibles avec

les hypothéses classiques de la théorie de la commande adaptative s'obtiennent en
partant de l'expression analytique d'un modéle dynamique complet du robot et font
entrer dans le vecteur 6 les parameétres du modéle qui dépendent de la géométrie

et de la masse de la charge transportée. Peuvent également entrer dans le vecteur 8

d'autres paramétres tels que ceux représentatifs de coefficients de frottement visqueux.

Les commandes adaptatives obtenues de cette fagon peuvent, par analogie
avec le cas non-adaptatif, étre qualifiées de "commandes par découplage linéaire
adaptatives”. Elles possédent en effet toutes les caractéristiques des commandes
par découplage lindaire avec en plus une composante d'identification des parameétres
mal connus 8 4]. ‘

La complexité de ces commandes est généralement grande (compléxité des
commandes par découplage lindaire + compléxité de I'aigorithme d'identification).
Cependant comme le nombre de parameétres & estimer n'est pas nécessairement
grand (& la limite un seul paramatre représentant la masse transportée), on ne peut
affirmer que le cofit~caicul de ces commandes est dans tous les cas supérieur a celui
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d'une commande issue d'un modéle plus simple mais faisant intervenir plus de paramétres
a estlmer. Toutefois il est clair que ce cofit reste important si on le compare a celui
d'une commande non adaptative de type P.D. a coefficients constants ou méme a

celui des commandes adaptatives les plus simples (qui malheureusement ne sont

pas forcément les plus performantes).

2.4.3.4 - Etude de stabilité par les méthodes classiques de la théorie de la
commande adaptative

Dans 1a littérature éxistante sur le sujet, les différents schémas de commande
sont souvent accompagnés d'une analyse de stabilité inspirée de celles proposées dans
les études théoriques de commande adaptative. Bien que les schémas de commande
soient en apparence trés différents, il est intéressant de constater que toutes les
analyses de stabilité procédent fondamentalement de la méme fagon et conduisent
3 des résultats similaires. Cette constatation trouve une explication dans le fait
(que noué venons de montrer) que de nombreux schémas de commande adaptative
peuvent étre regroupés au sein d'une appr'oche unique.

Afin de donner un apercu cohérent et de mieux cerner le mecamsme de ces
analyses de stabilité, nous nous proposons de décrire dans ses grandes lignes une
- analyse similaire pour la classe des commandes adaptatives que nous avons considérées.
Nous aurons ainsi une base de référence & partir de laquelle il nous sera plus facile

de discuter de la valeur de ce type d'analyse dans le cas des robots.

L'hypothése fondamentale sur laquelle repose l'analyse est qu'il existe un vecteur
¢* (inconnu) de "vrais paramétres" pour lequel le modéle (4.25) coincide avec les
vraies équations du robot. ,
Bien qu'il soit possible de légérement affaiblir cette hypothése sans modifier
le coeur des résultats, nous préférons la donner sous sa forme la plus forte pour
ne pas sacrifier a I'essentiel (qui seul nous préoccupe ici).

Cette hypothése revient a supposer que I'équation :
h e A -
M( p*;qd+X 8*359 G t)=T (4.34)
décrit fidélement la dynamique du robot.
Nous devons également supposer (pour les besoins de l'analyse) que le paramétrage
choisi est lindaire par rapport 2 & .Ilen résulte que l'équation (4.34) est également

lindaire en g* et qu'elle peut donc s'écrire :

yi) = ¢Tt) o * (4.35)
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Soit B (t) le vecteur estimée de B * obtenu a l'aide de l'algorithme d'identifi-
cation (4.29) (ou (4.33)). Pour simplifier l'analyse, nous supposerons que le gain P(t)
de I'algorithme est le produit d'un gain scalaire positif p(t) et de la matrice identité,

c'est & dire :
P(t) = p(t) I (p(t) > Pmin > ® (4.36)

Introduisons l'erreur d'estimation :

Fe) = 8% - art) : (4.37)
D'aprés (4.29) :
n, T ~
8 (t) = -p(t) ¢(t) [ylt) - ¢ (t)Iort)] (4.38)
d'ou en utilisant (4.35) :
Blt) = -plt) #(t) ¢ (£) 8(t) (4.38)

4¥}
En multipliant & gauche les deux membres de cette égalité par g (t)T nous obtenons :

1 d

Y 2 . T v 2
5 gp 1908017 = - prel] ¢(t)' 6t (4.39)

<0

1 en résulte que | e (t)| décroit et converge asymptothuement vers une valeur
constante positive ou nulle. Remarquons que cec1 n'implique pas que e (t) converge
vers un vecteur constant et encore moins que e (t) converge vers g*.

Comme p(t) est strictement positif, il en résulte également :

lim  ¢(t)] 8(t) = O (4.40)
t->+eo

Cette relation caractérise les performances asymptotiques de l'algorithme
d'zdentlflcatlon Ce résultat est le meilleur que l'on puisse espérer si on ne peut

établir de fagon complémentaire que ¢ (t) satisfait des conditions dites "d'excitation
persistante" [ 5 1,
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D'autre part :

o617 B(t) = T(B(t)) - MCB(£)qlt))glt) - 1(8(t);qt),qlt),t)] (4.41)

et par conséquent, d'aprés (4.32) :

o(£) T80t = -ﬁcé(t);q(tJ)ng (qee), 1] 7" ect) (4.42a)

avec :

e(t) = o(t) + g GluDelt) + a(t)) | (4.24b)

D'aprés (4.40), il en résulte que si :

A -~
i) M( s (t); g(t)) reste positive et bornée inférieurement

if) %g (g(1),t) est réguliére et | —2—3 (g(t),t)| est uniformément borné, alors:

Iim e(t) =0 (4.43)
t~ >+

Les termes g, M, G et D étant choisis de sorte que le systéme linéaire du second
ordre : X +gG( yDx+%) =10 soit exponentiellement stable, la relation (4.43) entraine

& son tour :

lim e(t)=0 (4.44)
t-> 4+
Cette derniére relation est le but de la démonstration. Elle signifie que la

commande adaptative assure asymptotiquement l'exécution parfaite de la tache.

Remarqgues : i) une fagon d'assurer la positivité de 1/\\'1( 'é (t); q(t)) consiste & figer
'é (t) lorsque cette matrice tend & devenir singuli¢re.ll est possible
(mais pas trés important ici) de montrer que pour certains paramétrages,
cette modification de l'algorithme d'identification n'altére pas la
validité de la relation (4.40) sur laquelle repose la démonstration.
Une facon encore plus systémétique de "faire marcher" la démonstration
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consiste, comme nous l'avons déja suggéré, A faire dés le départ
I'hypothése que la matrice ﬁ est constante et connue.

ii) les conditions de régularité et de bornitude de.?re_ (q(t),t) nous rappellent
que la tAche doit Etre admissible. Elles sont automatiquement satisfaites
dans le cas ou e{g,t) = g - gp(t) (=> % = 1), c'est & dire dans le cas
de la poursuite d'une trajectoire dans I'espace des coordonnées articu-

laires du robot.

2. 4.3.5 - Discussion

Le principal mérite de l'analyse précédente est peut étre de montrer qu'il n"est
pas nécessaire que le vecteur estimée é(t) converge vers le vrai vecteur g * pour
que la commande remplisse correctement son role asymptotiquement. La convergence
de é (t) vers 6 * dépend en effet de conditions classiques d'identifiabilité (liées
au choix du paramétrage) et d'excitation persistante (liées aux mouvements effectués
par le robot) dont la satisfaction n'est pas automatiquement garantie dans la pratique.
Nous retrouvons ainsi un résultat classique de la commande adaptative [ 861 [87].

En fait, des études récentes de commande adaptative [$5}-8 8] ont permi
d'établir que la propriété de stabilité asymptotique du systéme (celle-ci n'entrainant
pas nécessairement que la commande soit performante) reste encore acquise lorsque
le systeme est sujet a des perturbations bornées additives, lorsque g * varie "lentement",
et lorsque certaines dynamiques trés stables du systeme ne sont pas prises en compte
dans la modélisation.

Ces résultats, bien qu'encourageant, ne permettent cependant en aucun cas
de conclure a la stabilité de la commande adaptative lorsque I'hypothése fondamentale
de départ (3 g*; 1 = IOI( o *,q) g+ % 8%; q,q,1)) est grossidérement violée,
ce qui malheureusement est généralement le cas lorsque I'on censidére un paramétrage
de type Pal ou Pa2 (surtout si la transmission des couples moteurs est directe et
si les mouvements du robots doivent &tre rapides et de grande amplitude). Seul un
paramétrage de type Pa3, pour lequel I'nypotheése portant sur la modélisation est
la plus réaliste, nous semble &tre le plus apte a donner de bons résultats. Les commandes
qui en découlent sont cependant assez complexes puisqu'elles nécessitent, au méme
titre que les commandes par découplage linéaire, le calcul d'un modéle mathématique
complet du robot.

Signalons d'autre part que le résultat de stahilité que nous avons obtenu est
de nature asymptotique et qu'il ne renseigne donc pas sur le comportement transitoire

de 1a commande. Notamment, rien ne prouve que le manipulateur ne sort pas en
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cours de route du domaine d'admissibilité de la tche (auquelcas la démonstration de
stabilité est invalidée). La démonstration fait aussi clairement apparaitre que les
performances des schémas de commande adaptative sont trés lides aux performances
de I'algorithme d'identification (performances d'autant meilleures que (b(t)T 8(t) tend
rapidement vers 0). Or la fagon la plus sire d'obtenir ces performances, tout en préve-
nant des phénoménes d'explosions transitoires bien connus des théoriciens de la
commande adaptative, consiste encore 4 gssurer une convergence aussi rapide que
possible de l'estimée o(t) vers les vrais parameétres 6*. Cela signifie en pratique qu 1l
vaut peut 8tre mieux découpler la commande de l'identif ication, de ne procéder a
l'identification que lorsque les mesures sont riches en information (par exemple au cours
de mouvements rapides), et de n'utiliser les résultats de l'identification qu'aprés conver-
gence des paramétres. Autrement dit, il nous semble que l'avenir de la commande
adaptative pour 1eé robots ne se trouve pas dans le Mout-adaptatif” en temps réel et a
tout prix mais plutdt dans une approche pragmatique qui étudie les moyens de faire

coopérer efficacement identification et commande .

Nous pouvons nous demander pourguoi ce type d'approche ne s'est pas auparavant
imposé aux chercheurs travaillant sur 1a commande adaptative des robots. La réponse
a cette question n'est pas simple, et tout au plus pouvons nous proposer quelques
éléments de réflexion. Si I'on écarte le soucis ngsthétique" (légitime pour un chercheur)
de trouver un algorithme d'adaptation simple, applicable systématiquement et sans
aménagement quelque’soit le robot et la nature de la tache a accomplir, il reste
le fait observé et rapporté par piusieurs auteurs (dont 'auteur de ce rapport) que
des schémas de commande adaptative basés sur un paramétrage de type Pal ou Pa2
peuvent en simulation avoir un comportement correct et méme sembler dans certains
cas apporter une amélioration par rapport a des schémas non adaptatifs [g2 ] {831
Comme nous l'avons déja indiqué, 'analyse de stabilité que nous avons reproduite
ne permet pas d'expliquer ce bon comportement en raison de la nature de 'hypothése
faite au départ. Pour trouver une explication & ce phénomene nous devons anticiper
sur l'analyse generale (faite plus loin) de la classe de commandes (3.186) & laquelle
appartiennent les commandes adaptatives précédem ment proposées. Cette analyse
est avant tout une analyse de robustesse vis-a-vis des erreurs de modélisation. Elle
est donc, par nature, diff érente de celle reproduite au paragraphe 2.43.4. Elle ne
‘se preoccupe pas du type de parametrage utilisé et de la facon dont sont obtenues
1a matrice M( 8 (t); g(t)) et le vecteur I o (t) ; g1}, §(1),1), mais elle permet de

comprendre pourquoi une mauvaise estimation des termes M(q) et 1(q,q,t) du robot
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ne conduit pas nécessairement & une mauvaise commande. Sans entrer pour l'instant .
dans les détails, elle montre que la robustesse de la com mande vis-a-vis des erreurs
de modélisation est étroitement lide a la taille des gains des termes de retour en
position et en vitesse. Par exemple, une augmentation des valeurs propres de la
matrice M( 8 (t); q(t)) revient & augmenter ces gains et améliore la robustesse

de la commande. Cette analyse de robustesse éclaire donc d'un jour nouveau les

études de commande adaptative parce qu'elle suggere que le bon comportement

de la commande provient ‘moins dans certains cas de la qualité de la méthode d'adapta-
tion que de la robustesse interne inhérente & toute commande appartenant & la classe

de commande (3.16).

2.4.4 - Sliding control

La notion de "surface glissante" ("sliding surface" dans la terminologie anglo-saxenne)

a été trés étudiée dans la littérature soviétique (voir [ 7 ] pour une syntheése). Elle
a été reprise et appliquée & la commande des robots par quelques auteurs [g0] [91].
L'approche se veut une approche de commande robuste dans la mesure ol elle vise
a contraindre 1'état du robot & satisfaire une équation linéaire invariante exponentielle-
ment stable (caractérisant la surface glissante) indépendamment des erreurs de
modélisation.
Dés le départ la théorie est équivoque parce qu'elle suppose que la commande
est capable de sauter infiniment souvent d'une valeur & une autre en un temps infiniment
court. Dans la pratique, il est reconnu [9.0 ] [91 ] qu'elle conduit & des commandes
entrant en résonance a des fréquences élevées : c'est le phénoméne de "chattering".
Reconnaissant I'aspect rédibitoire de ce défaut de conception,. les auteurs
de [91]) et [927] se sont attachés & "aménager" l'approche de sorte & supprimer l'effet
de chattering. En procédant ainsi ils invalident la gualité principale de l'approche
qui réside dans la simplicité conceptuelle de l'analyse de stabilité du systéme. En
effet, celle-ci ne s'applique pas directement aux-commandes modifiées obtenues
qui, si on ne s'attarde pas & les regarder & la loupe, sont fronciérement de méme
nature que les commandes obtenues par application de ia théorie de I'hyperstabilité
ko9 ou encore celles étudiées dans le présent rapport. Selon notre point de vue,
- ce sont des commandes de type P.D. a gains non-linéaires. L'utilisation de gains
non-linéaires pour améliorer la robustesse de la commande sera globalement traitée

par la suite.
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2.5. ANALYSE DE STABILITE D'UNE CLASSE DE SYSTEMES NON-LINEAIRES

2.5.1 — Introduction

Nous décrivons dans ce paragraphe 2.5 l'outil d'analyse dont l'application au
cas des robots nous donnera des conditions de robustesse pour 'ensemble des éléments
de la classe de commande (3.16).

Cette analyse est une extension de notre étude f1007 dans le but de traiter
le cas d'une tdche quelconque.

Avant d'entrer dans le vif du sujet, il nous faut rappeler que cette étude n'est
pas unique en son genre et que plusieurs éuteurs se sont intéressés au probléme de
la robustesse de la commande des robots vis-a-vis des erreurs de modélisation. Parmi
les références qui nous paraissent les plus significatives, citons les travaux faits
dans fio2]Hi08). Nous ne ferons pas ici une description de chacun de ces travaux parce
que, & nos yeux, ils relévent tous fondamentalement d'une méme approche et conduisent
grosso-modo & des résultats de méme nature. A I'appui de cette interprétation, il
y a d'abord la formulation du probl®me qui se rameéne dans chacun des cas a Panalyse
de stabilité d'une classe de systdmes non-linéaires dont la structure est imposée
par les équations de la dynamique communes a tous les robots (ainsi qu'a d'autres
systémes mécaniqgues). il y a ensuite les outils de démonstration de stabilité qui
relévent tous, sous une forme ou une autre, d'une méthode de Lyapunov. La technique
des systémes singuliérement perturbés que nous avons adaptée pour obtenir le principal
résultat de notre analyse est elle-méme une forme dérivée d'une méthode de Lyapunov.
La théorie de I'hyperstabilité en est une autre. 11 y a enfin la similitude des résultats
énoncés et des commandes proposées qui sont toutes de type P.D. ou (P.L.D) & gains
non-linéaires. Seule l'expression de ces gains différe d'une étude a l'autre en raison
des nuances dans l'utilisation de 1a méthode de Lyapunov. Ce point est & notre avis
mineur dans la mesure ot les conditions de stabilité obtenues sont de toute fagon
seulement suffisantes et laissent donc une marge importante a l'utilisateur pour

choisir les gains qui lui paraissent les plus appropriés pour son application.

2.5.2 - Position du probiéme
Soit C'o,T un ensemble connexe et compact dans R! X [0,T] auquel appartient
le point origine (q(0),0) et sur lequel la fonction de téche elq,t) est p-admissible

pendant l'intervalle de temps [O,T] (voir paragraphe 1.2).
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Nous nous intéressons ici & I'étude des solutions de I'équation différentielle

suivante :

€ +g(q,4,t) A1(q,t) Aplg,t) [ 1 Blg,t) De + &+ v(g,t)] + s(q,q,t) = 0 (5.1)
ot e =e(qgt)
3 .
'sa[q.‘clq + f(g,q,t)
"1 .
g W,(g,t) g 2 . 2
_ 1 3°e 3%e
f(qg,q,t) = . + 2 — a3t (g,t) g + 7 (g,t)
7o .
a W (g,t) g
T
(Wi(q,t) désignant la dérivée partielle de 1a iéme colonne de (q,t) par rapport

& la variable q).

Hy :

Hg :

u >0

D : matrice (nxn) symétrigue positive

Surun ouvert de R xR contenant Co,T

a) les fonctions matricielles A1(q,t), Ag(q,t) et B(q,t) de dimension (nxn) sont

de classe C1

b) les matrices A1(q,t) et B(g,t) sont positives
c) la matrice Ag(q,t) est symétrique et positive

: Sur un ouvert de R™x R contenant C o ,T » la fonction vectoriellev (g,t)

est de classe C1

: Sur un ouvertde RN xR x RPN contenant Co,Tx RU((g)E C,, T, g ERN),

la fonction vectorielle s(q,g,t) est de classe C1

: Sur un ouvertde RM™x R x R contenant Co,Tx RN la fonction scalaire

g(q,q,t) est positive et de classe Cl.
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L'équation différentielle (5.1) s'écrit également sous la forme classique :-

dX

=2 - 5.2a)
= - FiXt) : (
avec :
g
X = 1. ' (5.2b)
al
et v ]
S U Tt T
FX,) = |-gla.0) [fta.q.t)+gla.a,t)A, (q,t)A, (g, t) [B g, t)De(q, t) (5.2¢)

42—3 (q.£)q + 22 (q.8) « via,t)} s(q,9,t]

—_—

Les solutions de cette équation, si elles existent, sont les trajectoires deux
fois dérivables {a{t)} qui satisfont (5.1) pour t 0.

Les hypothéses Ho-Hs que nous avons faites sur les différentes fonctions interve-
nant dans I'équation (5.1) ne suffisent pas a caractériser l'ensemble des solutions
de cette équation. Notre objectif se borne & 1'étude des solutions partant d'un point
qp tel que (qgp,0) € Cp,T = Si nous imposons a la fonction e(qg,t) d'étre de classe
C3 sur son domaine de définition (qui contient Cp,T)’ les hypothéses de différentiabi-
1ité faites sur les autres fonctions et la propriété d'admissibilité de la fonction e(q,t)
permettent d'affirmer que la fonction F(X,t) est de classe C1 sur un ouvert contenant
Co, T ¥ RMUGHE G, T5 GER n)*_ par application d'un théoréme classique {2 ]
de la théorie des équatiohs différentielles, nous pouvons déja conclure a l'existence
et l'unicité locales de la solution { q(t) } lorsque (q(0),0) & G, 7.

Le but de I'analyse est de montrer qu'en imposant des conditions supplémentaires

sur les tailles du gain g{(q,g,t), du scalaire ¢ , et des conditions initiales (e(0) = e(qg(0),0),
e(0) = 2—2 (q(0),0) g(0) + g—z— (q(0),0)) 1es solutions se prolongent jusqu'a l'instant T et

sont telles que: ¥ t € [0,T]: le(t)l = le(q{t),t)} <p . Des conditions suffisantes

pour assurer la petitesse asymptotique de l'erreur le(t)| seront également données.

*Ces hypothéses pourraient étre affaiblies. Nous préférons cependant nous en tenir
a des hypothéses fortes de fagon & éviter la discussion de points de détail techniques
sans grande importance.
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2.5.3 - Cas d'une équation linéaire invariante _

Avant d'aborder 1'étude de I'équation (5.1) dans sa généralité, nous nous proposons
de traiter le cas particulier ot (5.1) se réduit & une équation linéaire invariante.

Le but de ce paragraphe est de montrer que l'analyse du cas linéaire invariant contient
en puissance celle du cas non-linéaire, alors que dans ce dernier cas la démonstration
est plus longue et plus ardue. Il s'agit aussi de faire simplement ressortir les propriétés
qui sont essentielles a 1'établissement des résultats principaux sur lesquels notre
analyse de la commande repose. Enfin il est conceptuellement intéressant de savoir
que pour les applications il suffira la plupart du temps de raisonner & partir du cas
linéaire invariant pour extrapoler des résultats dans le cas non-lindaire.

Nous supposerons donc dans ce paragraphe que A1, Ag et B sont des matrices
constantes et que v et 5 sont des perturbations quelconques mais bornées et uniquement
fonctions du temps. Nous supposerons aussi que g est un gain scalaire positif constant
et que e(q,t) = q. Dans ces conditions 'équation (5.1) se réduit & I'équation linéaire

invariante du second ordre suivante :
€+gAy A uBDe +e+v()] +s(t) = 0 (5.2)

Sous forme d'équation d'état, en posant XT = (eT, &T) :

M 0 I o

EuA1AZBD ~gA, A, !_-—gA,‘sz(t)-s(tJ

Nous savons déja, de la théorie des systémes Linéaires, que quelque soit la
condition initiale X(0), la solution X(t) de (5.3) existe et est unique sur R *.

Le polynome caractéristique associé au systéme (5.3) est :

X:

] 2 .
(__( () = det(AI + gAA,A, + guA, A,BD) (5.4)

Pour que le systéme (5.3) soit (exponentiellement) stable (v(t) = s(t) = 0 => X(t) converge
exponentiellement vers 0 ; v(t) et s(t) bornés => X(t) asymptotiquement uniformément
borné quelque soit X(0)) il faut et il suffit que les 2n racines complexes defg’(x]

soient & partie réelle négative.
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lemme 1

Soit A et C deux matrices réelles de dimension (n x n) et soit 'équation

en A :
det( A21+g X A+gAC)=0 (5.5)

Si on fait tendre g vers + » alors n racines de cette équation tendent
vers les opposées des n valeurs propres de C, et les rapports des n autres racines
par g tendent vers les opposées des n valeurs propres de A.

0 ’ [+]
démonstration (simplifiée)

Considérons dans un premier temps les racines de I'équation qui restent
bornées lorsque g tend vers linfini. Pour cela imposons 4 | A | de rester inférieur
au réel k¢ ou k¢ est supérieur au plus grand module des valeurs propres de C.
Dans ces conditions, il existe une valeur minimale de g notée g telle que
si g > g1 alors la matrice (A 1+ gA) est inversible. De plus si l'on fait tendre
g vers l'infini alors ( AT+ gA)~1 tend vers la matrice nulle.

Puisque :

27+ gaA + gAC = (AL + gA) [(AI+C) - (AT+gA) AC]

A
il résulte que pour | X | <kcetg > g1

det (A2T+gAA+gAC) = 0 <=> det[§k1+C]—[AI+gA)_1kC] = 0

or :
o -1 . 1.2
1im det [(AT+C)-(AI+gA) “AC])=det{lim [(AI+C)- (AI+gA) " AC]
400 grHoo
] ek Iafek,

= det (AI+C)

ce qui montre que n racines de 'équation (5.5) bornées supérieurement en
module par k. tendent vers les opposées des n valeurs propres de C lorsque g

tend vers l'infini.
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Procédons de fagon similaire pour les racines dont le module tend vers
+ o lorsque g tend vers + » . Pour cela, posons :
A
§ =F
et imposons & |§ | d'étre supérieur au réel positif kg ou kg est inférieur au
plus petit module des valeurs propres de A. Dans ces conditions il existe une
valeur minimale de g que nous notons gg telle que si g > g9 alors la matrice { GI%}
-1
1
est inversible. De plus, si I'on fait tendre g vers + = alors 7 (SI+ g )
tend vers la matrice nulle.
Puisque :
A°I+gAA+gAC = g2 [ts1+A) - -;- 8C(8I + %"1] (8T + ECJ

il résulte que pour |5 |> kg et g > g9 :
2 ~ ~ = 1 Cy-1v _
det (A“I+gAA+gAC)=0 <=> det [(SI+A) - g SCLeI + 2 1 =0

or :

1in  get[teT+A) - 2 6c(sT + D7 - detfim  [(81+A) - 2 sce19 ™)

g-r+oo %—)-H:o
[s]> Ky 8> Ky
= det(SI+A)

ce qui montre que les rapports de n racines de I'équation (5 .5) par g tendent
les opposées des n valeurs propres de A lorsque g tend vers + « .

- 0

lemme 2

=Tme <

Si A; est une matrice réelle positive de dimension (n x n) et si A9 est une matrice
. réelle positive symétrique de méme dimension, alors les valeurs propres de

la matrice produit A = A; Ay sont & partie réelle positive.

o
0 [+]

démonstration
Soit ) une valeur propre de A = A1As9 et x un vecteur propre associé,

alors :

x* AgA x = ) x* Ag x (par définition d'une valeur propre)
= X* AgAjAqg x (par définition de A)

(ot x* désigne le vecteur transconjugué de x)
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Par conséquent :

%
X A2A1A2x

x*Azx

x* Ao x étant un réel positif et x* AgA;Agx un nombre compiexe & partie

A =

réelle positive, A est un nombre complexe & partie réelle positive.
G
[¢] o

I1 résulte de ce lemme que les valeurs propres des matrices A=AjAg et C=uBD
sont & partie réelle positive. Par application du lemme 1, nous déduisons immédiate-

ment le résultat de stabilité suivant :

lemme 3 (résultat de stabilité)
Il existe une valeur minimale gq % 0 telle que si g > gg alors le systéme (5.3)
est (exponentiellement) stable

Corollaire : Des conditions suffisantes pour que le gain minimal gg soit nul (c'est &
dire pour que le systéme (5.3) soit exponentiellement stable qﬁelque soit g > 0)
sont :

. A1 A9 et BD sont définies positives symétriques
. A1 Ag= o I(q >0)etles valeurs propres de C = u BD sont positives réelles

. uBD= o I(a > 0)etles valeurs propres de A = Aj Ag sont positives réelles

Démonstration du corollaire
Cas1:A=Aj Ag et C= HBD sont des matrices symétriques définies positives.
Soit X une racine quelconque du polynome caractéristique 5 ( » ). 1 existe

un vecteur x (& composantes dans €) non nul tel que :

( 2I+g 2A+gAC)x=0

et par conséquent, en multipliant cette égalité a gauche par x*A~1
(ol x* est le transconjugué de x) :

2 x*A—lx X*CX

5 +g)\+g 2:0
x| I x|

Si g est positif, les coefficients de cette équation du second degré en X
sont tous positifs, ce qui entraine que la partie réelle de la racine A est néces-

sairement négative.
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Cas 2 : les valeurs propres de C = yBD sont réelles positives et A=AqA9=al(a>0).

Soit § ; une valeur propre de C et x un vecteur propre associé. On
vérifie facilement que x est aussi un vecteur du noyau de la matrice
(A2I+g AA+gAC) & condition que ) vérifie I'équation :

}\2 + gai +goz<Si =0

Les coefficients de cette équation en A étant positifs, les parties réelles des

' deux solutions de cette équation sont négatives.

En considérant les n valeurs propres §i de la matrice C, on retrouve ainsi

les 2n racines du polynome caractéristique '\\ (x).

Cas 3 : les valeurs propres de A = A1A9 sont réelles positives et
C=uBD= al(e> 0)

Méme raisonnement que pour le cas 2.
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A l'aide de contre-exemples simples il est facile de montrer que si les matrices
Aj, Ay, B et D ne vérifient pas les conditions du corollaire alors le gain minimal gg

& partir duguel le systéme est stable n'a aucune raison d'étre égal & zéro.

Le résultat de stabilité du lemme 3 peut &tre établi de fagon différente en utilisant
des techniques de perturbation singuliére { 8 ]. Le lecteur un peu familiarisé avec ce
type de techniques peut aisémeﬁqt s'en rendre compte en écrivant le systéme (5.3) sous

1a forme suivante :

e=z
i nz=-1u A1Aq BDe,—AlAzz—"Alsz(t)—h s(t) (5.6}

avec: n =1/g

On montre alors que lorsque r, tend vers 0, c'est-8-dire lorsque g tend vers + = ,
le systéme (5.6) se décompose en une partie "rapide" transitoire rapidement éteinte
et en une partie "lente" donnant I'évolution asymptotique du systéme. On retrouve
sans surprise que le temps d'extinction de la partie rapide est fonction des valeurs
propres trés stables du systéme dont les modules tendent vers l'infini lorsque n tend
vers 0 (d'aprés le lemme 1, les produits de ces valeurs propres par n tendent vers les
opposées des valeurs propres de A = AjAg). Une fagon dappréhender la partie lente
consiste & poser n = 0 dans la seconde équation de (5.6), ce qui donne :

€ ~ - UBDe + v(t) {5.7)

On retrouve ainsi que lorsque n est trés petit (g est trés grand) le systéme (5.2)
est asymptotiquement équivalent a un systéme du premier ordre dont le polynome
caractéristique a pour racines les opposées des valeurs propres de la matrice C =y BD.

D'aprés (5.7), il est possible de rendre e(t) asymptotiquement aussi petit que

l'on veut en augmentant autant que nécessaire la taille du paramétre u .

La démonstration de 'ensemble de ces résultats est contenue dans la démonstra-
tion d'un théoréme de stabilité donné plus loin qui généralise le lemme 3 au cas des

systémes non-linéaires.
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D'apres le lemme 1, il suffit que les matrices -A = -Aj1Ag et -C = - 1 BD soient
stables pour que le lemme 3 s'applique. Pourquoi avons nous alors imposer des conditions
de positivité plus fortes sur les matrices Aj1,A9, BetD ? La premiére raison est que
la transposition des résultats de stabilité du cas linéaire invariant au cas non-linéaire
nécessite d'imposer aux matrices -A(q(t),t) = ~A3(q(t),t) Ag(q(t),t) et -C(q(t),t) = -u. Blq(t),t)D
des conditions pius fortes que la simple stabilité d;: ces matrices a chaque instant.
Pour s'en convaincre raisonnons par analogie avec ‘llie systéme : x = -F(x,t)x . Il est bien
connu qu'il ne suffitpasque (YtE R *, ¥ x € R :-F(x,t) stable) pour que ce systéme
soit stable. 11 suffit par contre que F(x,t) soit une matrice positive telle que
Amin [CF(x, 63 +F T(x, 1)) /2]__’5>9- En effet, en multipliant I'équation du systéme & gauche

par xT nous obtenons :112 gf Ix|2 < - 6§ [x|2 et cette inégalité entraine clairement

la convergence exponentielle de x(t) vers 0. Remarquons que ce résultat est vrai quelque
soit le degré de variation de la matrice F(x,t). Ce résultat suffit déja a faire pressentir
le rdle des propriétés de positivité matricielle dans I'établissement de résultats de
stabilité dans le cas de systémes non-linéaires.

Remarquons aussi que toute équation dynamique de robot met en évidence une
matrice possédant ce type de propriété : c'est la matrice d'inertie M(q) du robot. Nous
avons également vu que lorsque la tdche assignée au robot est de minimiser un coiit
h(q,t), il faut, pour que la tdche soit admissible, que la matrice jacobienne %Cej (q,t)

(avec e(q,t)T = %CT h(q,t)) soit positive au voisinage du minimum. Il ressort de ces
observations que la propriété de positivité matricielie apparait naturellement lorsque
I'on traite de commande dynamique de robots. I1 est par conséquent logique de I'exploiter

au niveau de l'analyse.

2.5.4 - Un théoréme de stabilité

Une exposition concise du résultat principal de I'analyse nécessite l'introduction
de quelques notations préliminaires dont nous donnons la liste ci-dessous.
-1

T
sup A , A ,t ‘
‘Ma1” @goec,p 1e8 - A1@8 5 4 go)

ag™(q,t)=  Aqin (Aglg,t) : plus petite valeur propre de la matrice Ag(q,t)

(

asMigt) = Aoy (Ag(q,t) : plus grande valeur propre de la matrice Ag(q,t)




- 149 -

c Ap ¥ SUD (agM(q,t)/a,™(q,1)
(q,t) 6 CD,T »

0<o,Mg  inf (ay™(q,t))
() & C, 7

o.M %  Sup . (a{’I (g,t) g-
(@t € Cp,1 '

bM(q,t) = i [(Blg,t) + BT(q,1))/3]

0< gM( inf (b™(q,t))
(g,t)E Cp,T

Pmax ¥ sup |B(q,1)]
(@) € C, 1 :

am = >‘min (D)
v.»  sup Iv(q,e)]

(q,t) e CD’T

Nous utiliserons aussi dans 1'énoncé du théoréme la fonction scalaire positive

4o, u ks (q,q,t) définie de la facon suivante :
. . Yeer2 R
g - ,k, 5 (q’q,t) = sup(glu ,OL(Cqu,t),g U, Ot,k,(g (q’q’ )) (5.8a)
avec :
a M(q t) " mo." 172
g (qua,td=]ALta ) fpdht—— ) B :
u,o 3 m[ ) o m, . 2
. a, a,t) ag .(qg,t)
. a2m(q,t) 172 , i
+ (n+’l)|B(q,t)]+n-—-ﬁ-{[——-——-—-——) |Blg,t)] (5.8b) |
B8 0" ;
2
M 1/2 . .
a, (a,t) y l/-\z(q,q,t)‘}

o : "
i |8(g,q,t)] + > —
B , a, (g,t)
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et :
1/2 a IVI(q.t) 172

2 . M \; -1 M."2
g {g,q,t)=(c, ¢, (0,) -+ ’HIA (q,t) Hpud (——)
H,a,k,8 -A,1 A2 2 k 3 ag(q,t]

M 1/2
Bm (az[q,t]) -1 .
(|8(g,t)] + o) 8ty S lAgta.t) || stg.a.t)]

oiu: . a>1,k>0,38 >0 sontdes paramétres libres

T
2
A3t = Aglq v} P ALGD EAGD) 4 (o )1/7

(Az(q,t)l/ 2 étant la matrice racine carrée symétrique positive de Ag(q,t))

.. d
. B(g,q,t) = 3¢ B(q,t)
* - d
. AZ(QaQ9t) = a‘EAZ(q’t)

Introduisons enfin le scalaire positif y_ ¢

M 1/2 O”M 172
gy 1B
m m cA c/-\

(
d (1 - L | o 1 Ay (o
o 2

©
© -

Nous disposons maintenant des éléments qui nous permettent d'énoncer le résultat

suivant :

Théoréme :
T

si: . >
H L‘Q

e g(q’(.bt) > g U ,k,5 (Q!ebt)

. les conditions initiales g(0) et §(0) sont telles que (q(0),0) € Co,T> et:

. m
l&(0)| 4 372 1. " o, 1/2

le(d)] + — ¢« (=) (1 - =) =)
Hb d dM ¢ bmax c;l

alors: i) (existence) Lasolution g(t) de I'équation différentielle (5.1) existe de,

fagon unique sur [0,T]
ii) (stabilité) .\t €[0,T]: le(t) & o

. le(t)] et |g(t)] sont uniformément bornées sur [0,T] par

rapport aux conditions initiales

e(t) = -L(t) e(t) + n ()
ou . -L(t) est la matrice d'état d'un systéme uniformément exponentiellement

stable. Plus précisément, si on pose leD2 = xI'Dx alors :

{5.8¢c)

(5.8)

(5.10]
(5.11)

{5.12)

(5.13)
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X0 = -LOx(® => [x(BOlp < KOl expfud™a-2) 8 3 ERES

De plus :

e L(t) ==, uB(q(t),t)D uniformément sur fo,1] (5.15)
o | n®<sup | = ) &(0) + |, B(0) De(0)] exp(- § t); (5.186)
92 on 1/2 .
R oA, VT T m72
%2 2

Corollaire (extension a l'intervalle de temps [0,+ D

si: . la fonction e(q,t) est @ -admissible sur C, = sup C,,T. pendant

[0 4o [ 0<TC #eo
¢
3e =1 e . p .
.l Ee (qt) let] o (g,t)] sont uniformément bornées sur CP
-lesbornes Cp,, QAo O , O 2M9 BM, bpgx et V existent pour
(@t & C;

alors : i) les résultats du théoréme s'appliquent sur l'intervalle de temps 0,4« [

_ ii) si 1a fonction |s(g,g,t)] est uniformément bornée par rapport aux
variables g et t lorsque (q,t) £ Cp alors €l s wkss (q,9,t) est également unifor-

mément borné par rapport & g et t lorsque (q,t) € Cp

iii) si de plus g(q,q,t) est uniformément borné par rapport aqett
lorsque (q,t) € Cp alors g(q(t),q(t),t) et {(t)| sont uniformément bornés sur

[0,+ » [par rapport aux conditions initiales.

-]
¢ o

La démonstration du théoréme est donnée dans l'annexe B de ce rapport.

Ce théoréme permet de cerner de fagon assez précise les effets de chacun des
termes de l'équation différentielle (5.1) sur la stabilité et le comportement asymptotique
de l'erreur e(t) = e(q(t),t). Il serait cependant trop ardu et probablement peu significatif
sans le support dune application concréte d'examiner de but en blanc l'ensemble de
ces effets. Nous nous contenterons donc pour l'instant d'une interprétation globale. |

Dans ses grandes lignes, le théoréme généralise au cas non linéaire le résultat
de stabilité du lemme 3. 11 indique en effet que si les erreurs initiales|e(0)| et le(0)l
sont suffisamment petites (la notion de petitesse étant ici relative a la taille du degreé
d'admissiblité o de la fonction {(e(g,t)) etsi p > u o’ ou M est invers.ement propor-
tionnel & p , alors il existe un gain non-linéaire "minimal" tel que si g(q,q,t) est plus

grand que ce gain minimal, alors e(t) demeure dans la boule % 0, o)
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L'interprétation provenant des techniques de -perturbaiion singuliére est conservée
(ce qui est normal parce que la démonstration du théoréme est basée sur ces techniques)
et transparait dans 1'équation (5.13) qui permet de préciser le comportement asymptotique
des solutions de I'équation. D'aprés cette équation et d'aprés (5.14), si le gain g(q,q,t)
est "suffisamment" grand (plus précisément si g(q,q,t) > 80 5 arkss (q,q,t) avec a
grand) alors e(t) vérifie approximativement la relation :

e(t) ~ -u B(q(t),t) D e(t) +n (¢) | (5.17)

ol le terme n (t) s'interpréte comme une perturbation empéchant e(t) de converger
vers 0. En choisissant le paramétre libre k petit, la relation (5.16) indique que le terme

v(t) est responsable asymptotiquement de l'existence de n (t) et qu'une borne asympto-
M 1/2 ~
. r'éd 3 ('T ’ .
tique supérieure de | n(t)| est (—-ZE—) c Aq cA1 v. Une conséquence importante

g9 .
de la relation (5.17) est qu'elle montre que si g(q,q,t) est suffisamment grand alors

la dynamique asymptotique de l'erreur e(t) est principalement fonction de la matrice

- u B(q(t),t)D, et est par conséquent pratiquement indépendante des fonctions matri-
cielles A1(q,t) et Ay(q,t). Compte tenu de (5.14) cette relation montre également que
I'erreur e(t) peut étre rendu asymptotiquement aussi petite que l'on veut en augmentant
le paramétre | autant que nécessaire, ceci étant vrai quelque soit la taille des per-
turbations v(q(t),t) et s(q(t),q(t),t). L'intuition derriére ce résultat est la méme que

dans le cas linéaire invariant : le grand gain -g- "écrase" la perturbation s(t) et une
grande valeur du paramétre - |; - "dcrase" la perturbation v(t). Nous employons ici

le qualificatif "grand" pour signifier que les rapports (g(q,ci,t)/glJ , ok, 8 (@G,1)) et

( w/ up ) sont grands, ce qui ne présage pas dan.s T'absolu des tailles réelles de get u.

2.5.5. - Deux résultats complémentaires

En vue des applications robotiques, il est utile de compléter le théoréme précédent
par deux résultats cdmpiémentaires, I'un pour montrer qu'il n'est pas nécessaire que
le gain g(q,q,t) soit toujours supérieur & g W ok, 8 (q,f;,t) pour assurer gue l'erreur
e(t) demeure dans la boule Q)(O,p ), I'autre pour montrer qu'un gain -g- constant et
assez grand suffit a assurer la stabilité de I'équation différentielle (5.1) dans un domaine

dont la taille augmente avec celle du gain,
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Lemme 4
Si la condition (5.11) est remplacée par la condition plus faible :

. glq,qt) > g Uy a K, 8 (g,q,t) dans les régions ol

3/2 m 1/2
.. 4" 1, 8" 9, ‘
le(q,)+1é(q,q,1)]/ ubmaxdM > ( 5 ) (1) & () e (a>a' >
. . d e max o
. glq,q,t) > 0 ailleurs 2

alors les points i) ii) et iii) du théoréme restent vrais.

démonstration

Prenons une solution quelconque q(t) satisfaisant la condition initiale (5.12)
du théoréme. A cette solution correspond l'erreur e(t) = e(q(t),t). Pour démontrer
le lemme 4, il suffit de montrer que sur tout intervalle de temps [tg,t; [

(tp >0, t; £ T) ou l'inégalité :
m
o, 1/2

. , m

let)] + Jetedjm_ d"@m -1y BB (5.19)
d max 02

n'est pas satisfaite, le théoréme s'applique. Ailleurs, en effet, cette inégalité
entraine la bornitude uniforme de |e(t)] et celle de |e(t)| par p . Or, en raison
de la continuité de e(t) et e(t), I'inégalité précédente devient une égalité a l'instant
tp. La condition initiale (5.12) du théoréme est donc satisfaite & l'instant tg.
De plus d'aprés la condition (5.18), le gain -g- est plus grand que g s ok, §5Ur
Yintervalle [to,tl C .En prenant tg comme nouvel instant initial, le théoréme

s'applique donc sur l'intervalle Ecg,tl[ .

Le lemme 4 signifie que tant que les erreurs e(t) et &(t) sont petites, le gain
g(q(t),q(t),t) est libre de prendre n'importe quelle valeur positive. La bornitude uniforme
de |e(t)] et celle de |e(t)| par o sont assurées du moment que -g- redevient plus grand
que -8y , a,k, § ~ lorsque l'inégalité (5.19) n'est plus vraie. Nous verrons que dans les
applications robotiques, ce résultat augmente la liberté de choix du gain de commande
g2(g,q,t). Il protége également notre analyse de la commande desrobots d'étre systéma-
tiquement biaisée en faveur de l'utilisation de grands gains de commande.

lemme 5

11 existe un réel positif g o tel que si la condition (5.11) est remplacée par :

gaat) > g, x
alors les résultats du théoréme s'appliquent encore.

En particulier, tout gain constant plus grand que g o, assure la bornitude
4

de le(t)| par o .
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Ce résultat est une simple conséquence du fait que pour toutes les solutions
{q(t)} (t€[0,T)) satisfaisant la condition initiale (5.12) et obtenues avec un gain
g(q,q,t) quelconque plus grand que g u, a,k, s(q,q,1), la fonction t » g Lo
est uniformément bornée par un réel positif g o ,T- La dépendance vis & vis dep et T
provient de I'appartenance de tous les points (g(t),t) & l'ensemble C 0,T

La condition initiale (5.12) indique que le domaine de stabilité "garanti” par l'ana~
lyse augmente avec p. Comme le domaine C p,T grandit avec o , la borne g o,T
augmente également avec p . Il en résulte que le domaine de stabilité garanti par
I'analyse est d'autant plus grand que le gain constant -g- est grand. L'étude antérieure
du cas linéaire invariant montre cependant qu'il peut exister une valeur minimale g0
du gain assurant un domaine de stabilité réel infiniment grand dans le cas ou la fonction

e(q,t) est infiniment admissible.

2.6. APPLICATION AU PROBLEME DE LA COMMANDE DES ROBOTS

2.6.1 - Equation de l'erreur de poursuite

Nous avons donné au paragraphe 2.3.3 I'expression d'une structure générale

de commande pour les robots, que nous rappelons :
o= -gdat) MG 157G Gh D&Y * Ig@ 04 + @] + 1G4 (6.1)

Soit bq(t), bg(t) et bg(t) les erreurs sur les mesures de gt), q(t) et e(t) :

q(t) = q(t) + bg(t) (6.28)
&(t) = §(1) + bg(t) ‘ (6.2b)

e(t) = e(t) + bg(t) (6.2¢)

En assimilant, au niveau de I'analyse, ces erreurs & des fonctions de classe C1l

de la variable temporelle ~t-, nous pouvons formellement poser :

E(q’e]’t) = g(ay?],t) (6.3a)
fiq,t) = G0 (6.3b)
- Iglet) = 3@ (8.3¢)
Jt(g,t) = j1(G,t) + y Dbg(t) + Jg(G,t) bylt) (6.3d)

1e(g,&t) = 10(5,8,0) (6.3¢)

k, 5 (@(),q(t),t)
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et écrire la commande (6.1)
I =-glq,q,t Mig,t) T lq,t) GLuDelgt) + Tg(g,1)g + i(g,t)] + TelqyGst) (6.4)

En remplacant T par son expression (6.4) dans 'équation (2.13) du robot dans
I'espace de la tdche, nous obtenons la forme générale de 1'équation d'erreur de poursuite
durobot : | '
“ e, 1A -1 — e e e 1+ e - ey, 88 -
e+ glzn M GI ) fu (3207, Deser(503. Ty - 5]t 55 M T1- 1)-t0 (6 5)

Cette équation s'écrit comme l'équation différentielle (5.1) étudiée précédemment

si nous posons :

| A1aAxa = g_z <q,t)M-1(q)§1<q,t)3q-1(q,m&‘q(q,.t)< = (gt (6.6 a)
Bat)= 22 (@0 3G ley (6.6b)
Wat)= 22 @0 T ia0Tan - 22 (G (6.6¢)

| slaan= 2 (@,0M1(a) {i(ay6,D) ~Telaydrt) - £(ayt (6.64)

2.6.2 - Conditions d'application du théoréme de stabilité

Pour pouvoir appliquer les résultats de I'analyse du paragraphe 2.5 , il nous
reste & déterminer les conditions sous lesquelles les hypothéses Hj-Hs de l'analyse
~ sont vérifiées.

L'hypothése Hy est automatiquement vérifiée en imposant p > 0 et D symétrique
positive.

Les hypothéses H3 et Hy imposent seulement des propriétés de différentiabilité
pour les fonctions jt(q,t), lo(q,q,t) et Jq(q,t). Elles ne sont donc pas contraignantes.
11 faut cependant en plus que Jq(q,t) (=dglq,t) si bq(t) = 0) soit inversible sur C T

L'hypotheése H _signifie que 1'on doit choisir un gain g(q,q,t) positif et de classe

clsurC o,T- Cen est pas non plus une condition contraignante.
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L'hypothése la plus sensible est I'hypothese Hg et plus particuliérement les
points b) et ¢) qui imposent des propriétés de positivité aux fonctlons matricielles
Ai(q,t), Ag(q,t) et B(g,t).

Positivité des fonctions Aj(q,t) et As(q,t)

La relation (6.6.a) nous donne la composition du produit Aj(q,t) Ag(q,t). Elle
laisse cependant une certaine liberté quant au choix de chacune des fonctions Aq
et Ag. Donnons quelques exemples de choix possibles en fonction de contraintes
imposées sur M(q,t), Jq(q,t) et G. Nous supposerons pour simplifier que l'erreur de
mesure bq(t) est nulle de sorte que M(q,t) etd q(q,t) se confondent respectivement

avec M(q,t) et Jq(q,t)

ex1: Mgt =Mag ; Jglg,t) = _SE (gt)
a

Dans ce cas :

Aq(q,t) Aglg,t) = G

: G = G1 Gg ol Gy est positive et Gy est symétrique positive, il suffit de
poser A1 =Gj et Ap =Go

Si : G est choisi positive dés le départ (symétrique ou non), il suffit de poser
Aj=GetAg=1.
A
ex 2: M(_q,t) =M@ , Jq(q,t) =1 , G>0

Dans ce cas :

- 38 g 38 -
AjAq 5q G aq
Nous pouvons choisir :
Ap= 28 5 2t matrice positive
og aq :
se | 2g , o .
Ag = ?q 39 matrice symétrique positive

cie s s 3 . ) .
La positivité de B(q,t) = 'é‘cgl (g,t) Jq‘l(q,t) impose en plus que 5—2— (g,t) soit

bositive sur C -

~ p’l.




- 157 -

A
ex3: M-1(g) M(g,t) >0 sur C, 1,Jdglqt) =1
G symétrique et positive

Alors :

et nous pouvons choisir :

Ay = 3q M~ ET
o B2 Tg ae
2 ag g

Il faut aussi que 22 (g,t) soit positive sur C T pour que B(q,t) soit positive.

Notons que par ragport & I'exemple précédent la condition portant sur le choix
de ﬁ(q,t) est beaucoup moins contraignante que I'égalité stricte avec M(q). Cette
condition est par exemple vérifiée en prenant IVI =1, |

Le relachement de la contrainte sur le choix de ’1\71 entraine cependant une

contrainte supplémentaire sur G qui doit étre choisie symétrique.

‘ ~
ex 4: M-1(q) M(g,t) >0 , G=1I

Alors :
e -1 2 se -1

A,]AZ:EEM I"I—a—a

et nous pouvons choisir

de -1 2 3e T
A, = = —
1 aq " aq
A = (28 se T}_
2 9g ag

ex5: M(q,t) positive symétrique, G =1

Alors : =1
_o%e -1 2 3e
A1A2 " 3q M M 5q

et nous pouvons choisir :
T

_ oe -1 e

Ay = 2q M 3q

de T pooe
2 :1s] 'ls}
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Le cas de l'exemple 5 est particuliérement important parce qu'il nous indique
que l'analyse de stabilité du paragraphe 2.5 s'applique dés lors que ﬁ(q,t) est choisie
positive symétrique (& condition de choisir G = I). Il n'est donc pas nécessaire que
I'erreur de modélisation (M(q) - IVI(q,t)) soit petite.

Remarquons que cette condition sur lﬁ(q,t) est tres faible et qu'elle est automa-
tiquement satisfaite dans le cas des commandes par découplage et en vitesse. Dans
le cas des commandes adaptatives, elle coincide avec une des conditions que nous

avions mis en évidence au cours de I'analyse de stabilité de ces commandes.

positivité de la fonction B(q,t)
Compte tenu de la relation (6.6.b), cette condition signifie que la fonction

matricielle Jq(q,t) doit &tre choisie de sorte que :

Vat) €c -2 g7 oo (6.7)
p,T ag g )

En supposant, pour simplifier, que 'fq(q,t) = Jq(q,t) soit parce que Jq(q,t) ne
dépend pas de la variable g, soit parce que la mesure de la position articulaire g(t)
n'est pas entachée d'erreur (=> bq(t) = 0), cette condition devient :

3e -1
¥(q,t) C : —(g,t) J (g,t) >0 (6.8)
a & 0.7 5 q q g

Cette condition est & notre avis la plus importante parce qu'elle rend compte
de I'information minimale que l'utilisateur doit posséder pour étre théoriquement
capable de former une bonne commande. En effet, d'apres le théoréme du paragraphe

%5, il suffit ensuite de choisir un gain g(qg,q,t) (constant ou non-linéaire) et un scalaire p

suffisamment grands pour assurer la stabilité du systéme et une erreur de poursuite
e(t) petite. Cette condition est donc essentielle & la robustesse de la commande.

Il estintéressantde remarquer que l'information nécessaire & la réalisation
de la condition (6.8) porte uniquement sur la matrice jacobienne 38 (q,t) de la tAche
et non directement sur les caractéristiques du robot. N otamment,aguisque la tdche est
a priori indépendante des caractéristiques inertielles du robot (masse et moment
d'inertie des éléments du robot) nous pouvons en déduire qu'il n'est théoriquement pas
nécessaire de connaitre quoique ce soit sur ces caractéristiques pour former une bonne
commande. Ceci permet galement dlexpliquer pourquoi la modélisation du robot comme
un simple double intégrateur d'équation : d= r suffit souvent & aborder de fagon

correcte le probléme de la commande.
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Si de plus la tache est indépéndante des caractéristiques géométriques du
robot (comme par exemple dans le cas de la poursuite d'une trajectoire dans l'espace
des coordonnées articulaires ou 2—2 (g,t) = D) il apparait qu'il devient virtuellement
possible de commander le robot sans connaitre aucune de ses caractéristiques. Ceci
explique, entre autre, qu'une simple commande & coefficients constants du type P.D.
(Proportionnelie-Dérivée) puisse dans certains cas atre utilisée en donnant de bons
résultats.

L'obligation de connaitre une fonctioﬁ matricielle Jq(q,t) satisfaisant la condi-
tion (6.8) nous fournit également un moyen pratique de tester en ligne l'admissibilité
de la tdche. En effet, si la matrice : B(g,t) = ——Z- (q,t) J q“l(q,t) vérifie la condition
supplémentaire d'étre, ainsi que son inverse, uniformément bornée sur tout connexe
C 0,T o1 la fonction e(g,t) est admissible, alors la matrice Jq(q(‘t),t) doit rester inver-

sible et bornée aussi longtemps que le(t)| < o . Dans ces conditions

det[J(at),t]] et [3glq(t),t)]

peuvent servir dindicateurs de 'admissibilité de la tdche a linstant -t-.
Nous reviendrons au pé_ragraphe 2.9 sur l'utilisation de la condition (6.8) dans

les applications.

En résumé de ce qui précéde, nous avons montré gue les resultatq de stabilité
du paragraphe 2.5 s'appliquent & toute commande (6.1) & condition que M(q,t) soit
choisie symétrique positive et que Jq(q,t) soit telle que —2—2— (gt) Jg~ 1(q,t) > 0 sur
C o1 La matrice G devra en général &tre choisie positive et sera prise égale a la
matrice identité lorsque M(q,t) n'aura aucune raison d'étre une bonne approximation
de la matrice d'inertie M(q) du robot. Dans ces conditions notre analyse révele que les
propriétés de stabilité et les performances de toute commande (6.1) dépendent essen-
tiellement du choix du gain g(g,q,t) et du scalaire u . Nous savons déja que pour la
commande par découplage idéale, et lorsque les erreurs de mesure sont nulles, il
suffit que g et p soient positifs pour que e(t) converge vers 0. Pour les autres com-
mandes, le théoréme du paragraphe 2.5 nous fournitdes bornes inférieures de u
et de g(q,q,t) au deld desquelles la bornitude de le(t)] est assurée. Ce théoréme montre
également comment une augmentation adéquate de g{q,q,t) et u permet de rendre
le(t)| aussi petit que l'on veut asymptotiquement. Les relations (5.8) et (5.9) peuvent

étre exploitées pour mettre en évidence comment le choix des autres termes entrant
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dans l'expression de la commande influent sur les tailles de g(q,q,t) et de u . Une
inspection plus poussée de ces relations montrerait par exemple que plus on s'éloigne
de la commande par découplage.idéale, plus g(q,§,t) et 1 doivent &tre choisis
grands. C'est en ce sens qu'il faut comprendre que l’utilis_ation de grands gains de
commande est le prix & payer pour &tre robuste vis-&-vis des erreurs de modélisation.
Rappelons une fois encore que le qualificatif "grand" n'a qu'une valeur indicative et
ne permet pas de juger dans I'absolu de la taille réelle des gains. Celle~ci dépend

de nombreux facteurs (nature de la tiche robotique, vitesses de déplacement que
I'exécution de cette tiche requiert, taille des bruits de mesure, valeur des réducteurs
de transmission des couples, précision requise, amortissement de la commande, utili-
sation d'un terme de retour intégral, etc...) qu'il est seulement possible de discuter
dans le cadre d'applications spécifiques.

Enfin le corollaire du théoréme nous donne les conditions d'extension des résultats
du théoréme sur l'intervalle de temps [0, + © [ . Il met notamment en évidence 1im-
portance de la bornitude de |s(q,d,t)| par rapport aux variables q et t pour obtenir la
bornitude de l'erreur e(t) & l'aide d'un gain g(q(t),&(t),t) lui-m&me borné. En se reportant
oe .
5a (q,t)f(q,q,t).
Nous retrouvons bien siir le choix de 1¢(q,q,t) fait dans la commande par découplage

& l'expression (6.6d) nous voyons que s(q,d,t) = 0 si 1e(g,q,t) = Kq,q,t) -M(qg)

linéaire. Dans de nombreuses applications ce choix ne sera pas respecté en raison de

la complexité du calcul de (q,q,t) qui fait intervenir les dérivées secondes des compo-
santes de e(q,t). Remarquons cependant que pour que la bornitude uniforme de Is(q,q,t)!
par rapport & q et t sur Cp soit assurée, il suffit que | —g% (g, M~ 1(Q)], If(q,q,t)]

et [I(q,q,t) - 10(q,q,t)| soient uniformément bornds par rapport a q et t sur C o L'in-
troduction dans 1.(q,q,t) d'un terme de retour intégral, de fagon & obtenir des commandes
de type P.LD., est donc permise & condition de s'assurer par avance (en utilisant par

exemple un mécanisme de saturation) de la bornitude de ce terme.

2.6.3 - Choix du gain g{q,q,t)

2.6.3.1 - Gains constants
Notre analyse de stabilité met en évidence I'importance du choix du gain g(q,q,t)
au sein de toute commande (6.1). Si I'on se borne & une interprétation globale qu'il con-

viendrait de compléter et de nuancer au moment de traiter une application particuliére,



il ressort de cette analyse que plus le gain -g- est grand, moins le comportement en
position du systéme commandé est sensible au choix des autres termes entrant dans
I'expression de la commande. Ce fait est facilement observable a partir des relations
(5.13) et (5.15) du théoréme selon lesquelles si ~g- est grand ( o grand), siJ o .g% =>Barl )
et ji = %% et si les erreurs de mesures bg, bq et bg sont négligeables (=> n (t)a 0
asymptotiquement) alors I'erreur e(t) évolue asymptotiquement selon I'équation linéaire

invariante du premier ordre :

e(t) +u De(t) =0

' ~
qui ne dépend ni des caractéristiques du robot, ni du choix des termes M et 1, dans la
commande. Cette équation montre que le systéme réagit en régulation comme un
systéme ‘linéaire sur-amorti avec une dynamique fixée par le choix du scalaire u et

de la matrice positive D.

Au vu de ce résultat et du lemme 5 qui montre que le résultat s'applique encore
lorsque le gain -g- est constant, il est tentant de conclure qu'il suffit de choisir un grand
gain -g- constant pour obtenir dans tous les cas un bon comportement de la commande
et une bonne exécution de la tdche. Sans que cette conclusion soit erronée, parce que la
robustesse issue de l'utilisation d'un grand gain est un fait indiscutable mis en évidence
par I'analyse, il est indispensable d'en modérer la portée par d'autres considérations
de robustesse que nous exposerons plus loin. Les grands gains ont en effet aussi leurs
inconvénients. Il n'en demeure pas moins vrai que le choix d'un gain constant constitue
le choix le plus simple et qu'il est pour cette raison privilégié dans de nombreuses ap-

plications.

Dans le cas d'une commande par découplage le gain -g- sera logiquement choisi

en raisonnant & partir de I'équation d'erreur idéale (relation (4.8)) :
e+gG(uDe+e)=0

Par exemple si G = D = I, on pourra choisir g = 4u . Cette solution correspond en
effet & un amortissement critique du systéme (6.10). Une plus petite valeur de -g-
correspondrait & un régime sous-amorti et conduirait & des oscillations indésirables.
Le scalaire -y - détermine quant & lui la vitesse de convergence de e(t) vers 0. 11

devra donc en principe étre choisi de sorte que le temps de convergence de e(t) vers 0
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soit petit devant le temps nécessaire au manipulateur pour effectuer un mouvement
de grande amplitude. Par exemple, si un mouvement dure une seconde, n 10 (=> temps
de montée de l'ordre de 0.1s) sera un ordre de grandeur raisonable.

Dans le cas d'une commande plus simple (du type commande en vitesse) il
n'existe pas de régle générale pour choisir la valeur de -g-. Une valeur convenable sera
donc généralement obtenue dans la pratique par tatonnements successifs a partir de
la configuration du robot qui nécessite la plus grande valeur. Si les forces de coriolis
et centrifuges sont négligeables (par exemple dans le cas . de mouvements lents) et si
les forces de frottements et de gravité sont également négligeables (=> 14 0) les confi-
gurations les plus défavorables sont généralement celles qui correspondent & une
grande matrice d'inertie du robot. En effet, dans ce cas I'équation du robot, qui s'écrit
q By M~1 T', montre que le gain globaldu systéme est égal au gain de commande "divisé"
par la matrice d'mertxe et qu'il est donc minimal lorsque M est maximal. En prenant,
par exemple, M D =1 dans l'expression de la commande (6.1), il faudra en principe
choisir g %4 1 X max(M) (0lt  Apgx(M) est 1a borne supérieure des valeurs propres
de la matrice d'inertie M) de sorte & assurer un amortissement suffisant quelque soit

la position du robot.

2.6.3.2 ~ Gains non linéaires

Le théoréme du paragraphe 2.5 suggére la possibilité d'utiliser un gain non-
linéaire g(q,q,t). Plus précisément, ce théoréme indique que pour que l'erreur e(t)
demeure en norme inférieur au réel positif , (dont la seule contrainte est d'étre
inférieur au degré d'admissibilité de la tiche) il suffit d'utiliser un gain non—hnealre
plus grand que le gain "minimal" g 11 arky 6 (q,q,t) donné par la relation (5.8). A
partir de la donnée des fonctions M(q,t), la(q,q,t), Jqlg,t) et jt{g,t) et d'une connaissance
approximative des caractéristiques M(q) et l(q,q,t) du robot ainsi que de la fonction de
téche e(q,t), il n'est généralement pas difficile de trouver une fonction g(q,q,t) qui
majpre € u,0,Kk, 8 (q,q,t). Le plus difficile est de trouver une fonction peu majorante.

Il ne faut cependant pas perdre de vue que la relation (5.8) a plus une valeur qualitative
que quantitative du fait que les résultats du théoréme repose sur des conditions suffi-
santes mais non nécessaires. Pour cette raison, l'exploitation de la relation (5.8) peut

conduire & un gain g(q,c';,t) inutilement trop grand.
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Dans ces conditions, il semble tout aussi raisonnable de déterminer & I'avance
'expression d'un gain non-linéaire & partir de considérations d'ordre pratique, quitte
a vérifier par la suite que l'expression obtenue est compatible avec les résultats de
I'analyse. Quelques considérations pouvant guider notre choiz& sont les suivantes :

i) si la taille de l'erreur e(t) est inférieure a la précisioh demandée, rien
ne s'oppose & une diminution du gain. Par contre une augmentation de l'erreur signifie
que les erreurs de modélisation ont un effet néfaste non négligeable auquel il convient
de s'opposer en augmentant le gain. L'augmentation de celui-ci en méme temps que le(t)]
permet entre autre de réduire l'effet des frottements secs.

ii) I'effet des forces de Coriolis et centrifuges, lorsque celles-ci sont incomple-
tement modélisées dans le terme h(q,g,t) dé la commande, augmente avec la vitesse
a(t) du robot. L'augmentation du gain en méme temps que |g(t)| contribue & limiter
cet effet.

Ces considérations suggérent d'essayer (mais ce n'est pas la seule possibilité)

un gain de la forme :

n . n,

(Y 25 4 |qi[tJlJ (8.11)
21 ’

. |—\,<l
gy gley D0
| 1

W ~12

glalt),aqlt),t) = go(1 +
1
ou : ej(t) est la idme composante du vecteur e(t)

c';i(t) est la idme composante du vecteur g(t)

g0>0,g1,i>0,82,i>0 (1gLigmn)

ny > 0, n, >0

D'aprés le lemme 5, nous savons déja qu'il existe une valeur minimale de gg &
-partir de laquelle la stabilité du systéme est garantie. _

L'intérét du lemme 4 est de montrer qu'il n'est pas systématiquement nécessaire
que g(q,q,t) soit toujours grand et donc que gg soit lui-mé&me grand. 11 est ainsi établi
dans [200 ], dans le cas oli la tiche consiste & suivre une trajectoire dans l'espace
des coordonnées articulaires du robot, que les conditions du lemme 4 sont vérifiées
en choisissant gp positif quelconque, ny 23 et ng > 1 (ny 1 si le manipulateur posseéde

seulement des articulations en rotsation).

En résumé :

i) 'utilisation d'un gain non-linéaire en place d'un gain constant augmente la
souplesse d'emploi de toute commande-(parce que la classe des gains non-linéaires
contient celle des gains constants) et doit donc permettre d'améliorer ses performances

(voir les simulations données dans {181 }).
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ii) cette amélioration est liée dans la pratique au fait que le choix d'un gain
constant est toujours biaisé vers les grandes valeurs, parce que ce gain doit &tre dé-
terminé en fonction de la configuration du rebot la plus défavorable. Par contre un
gain non-linéaire a la possibilité de varier en fonction des diverses configurations du
robot de sorte a n'assumer de grandes valeurs que lorsque cela est nécessaire.

iii) I'effet d'une variation de charge transportée ou l'erreur statique résultant

de frottements secs peuvent &tre réduits en liant la taille du gain a celle de |e(t)
En ce sens, une commande utilisant un gain non-linéaire peut étre percue comme étant
une commande adaptative (c'est d'ailleurs l'optique de certains auteurs [109)]) bien

que ne faisant pas intervenir d'algorithme d'identification. En réalité, rien ne s'oppose
(si ce n'est l'argument de complexité) de compléter une commande adaptative avec

-identification du modéle du robot par l'utilisation d'un gain non-linéaire. C'est peut-&tre

une fagon de rendre ces commandes plus robustes.

iv) la simplicité de la relation (6.11) montre que l'introduction d'un gain non-
linéaire ne rend pas nécessairement beaucoup plus complexe le calcul de la commande.
L'utilisation de gains non-linéaires peut donc dans certains cas constituer une alterna-
tive moins chere & 'utilisation d'un modéle complet du robot (une solution n'excluant

d'ailleurs pas l'autre).

2.8.4. Effets des erreurs de mesure bq bq et be

Les effets des erreurs de mesure sont examinés selon deux points de vue complé-
mentaires. Le premier consiste & exploiter le théoréme du paragraphe 2.5 pour analyser !
l'influence des erreurs de mesure sur la stabilité du systéme. Le second est celui d'une !
analyse stochastique dans le but de mettre en évidence certaines conséquences énergé-

tiques résultant de ces erreurs de mesure.

2.6.4.1 - Utilisation du théoréme de stabilité

L'effet le plus sensible de I'erreur bg(t) portant sur la mesure de q(t) se situe

a priori au niveau de la satisfaction de la condition fondamentale (6.7) que nous

rappelons :

N
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Supposons en effet que nous choisissions, comme dans la commande par
découplage :

Jglg,t) = EE (g,t)

Si bg = 0 alors la condition (6.12) est automathuement satisfaite partout ou gz

est inversible. Dans le cas ou bq £ 0, nous obtenons en faisant une approximation

du premier ordre :

Je -1.7 -1
3glalt).e) 37 tale),e) = [T+ a,0t]] (6.13a)
avec :
5 a%e - (6.13b)
b, (1) = { z by 5 (t) —Z (qlt), t]) (——[q(t) t)) .

i=1
(bq,i(t) étant la iéme composante du vecteur bg(t))
Cette relation montre que si by est assez grand ot si le robot stapproche d'une ‘
région ou |( 28 39 (q(1),t))"1| devient grand (par exemple prés d'une singularité jacobien)
alors la matmce A5(t) devient non négligeable et peut rendre la matrice [I + 4;(t)]"1
non positive. Cela se traduit physiquement par le fait que la commande ne corrige

plus dans la bonne direction. La stabilité du systéme est alors menacée.

Les erreurs de mesure bg(t) et bg(t) agissant quant a elles au niveau du vecteur

de perturbation v {t) qui s'écrit d'apreés (6.3d) et (6.6¢c) :

"1 3 N A
vit) = _g_% (q(t),t)Jq (@,0f1d1),0 +  uDbg(t) + J4@E(1),hbg(t)] --S%N“W (6.14)
a .
Pour simplifier i‘étude, placons nous daﬁs le cas favorable ou bq =0, Jq =_g.‘§
g
jt= 22 etD=L
It 3%
Dans ces conditions :
V= b be() + 52 (qt),0bg(t) (6.15)
Examinons l'effet de bg(t) en supposant que bg = 0. Alors :
v=ssup_ _ Jvit)] =ub (6.16a)
t € [0,7] & max
oll
- = |
e.max - SUP (bett) | (6.16b)

te [0,7)
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La relation (5.9) qui détermine la valeur minimale up de | pour laquelle
T'application du théoréme de stabilité permet de montrer la bornitude de |e(t)| par o

s'écrit :
, L Ve
1 1 2 K
U o= — ( ) c c VvV + —— {01, k>0) (6.17)
Por - gm Ar Ay (0. M1/
a 2 2
soit en utilisant (6.16) :
M
lof 1/2
1 1 2 [
u = — ul ) c ¢ b F e (6.18)
p p (1 - _&) sz A1 A2 e, max (ozm)1/2

Prenons k << 1, la condition u > u 0 (condition (5.10) du théoréme) impose

compte tenu de (6.18) :

m
o, 1/2
1, %2 1
be,max <o 0 E] =5 NG (6.19)
o2 1 "2

Cette inégalité est analytiquement intéressante parce qu'elle montre que la
taille maximale permise pour I'erreur bg(t) est proportionnelle au degré d'admissibilité p
de la tache et qu'elle est inversement proportionnelle aux nombres de conditionnement
des matrices Aq et Aj. A

Dans le ces ou la téche est infiniment admissible {(par exemple dans le cas de la
poursuite d'une trajectoire dans l'espace des coordonnées articulaires) nous pouvons
déduire qu'il est toujours possible d'assurer la stabilité du systéme quelque soit la
taille (bornée) de 'erreur de mesure bg(t). Par contre, lorsque la tdche est faiblement
admissible, comme cela peut étre le cas & proximité d'une singularité, il importe pour
la stabilité du systéme (sans parler pour l'instant de précision) que cette erreur de

mesure soit aussi petite que possible.

L'effet de l'erreur de mesure b(';(t) peut étre examiné de la méme fagon en

posant bg = 0. Nous obtenons alors :

V¢ sup ( l%qe-l D! max (6.20)
et I'application de la condition (5.10) du théoréme conduit & :
,‘ OT 1/2 S
T 3 (-ﬁ) ch cA2 sup( IE )bé’max (6.21)

2
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Cette inégalité montre que contrairement 'au cas de l'erreur de mesure bg il
est toujours possible en théorie de llimiter l'effet de l'erreur bgi et d'assurer la stabi-
lité du systéme (si bien sfir la téche est admissible) en choisissant une valeur de u
suffisamment grande. D'apres (6.21) la taille minimale de u est inversement pro-

portionnelle au degré d'admissibilité de la téche.

Enfin, d'aprés le point iv) du théoréme, si la taille de bg et la valeur de u
sont compatibles avec la réalisation de la condition (5.10), et si le gain g(q,q,t) est
choisi suffisamment grand, alors 'erreur de régulation e(t) vérifie asymptotiquement
(et approximativement) 1'équation :

oe -1

e=*u-é'a~]q De+n (6.22)
‘avec :
O'M2 1/2 K
Inted] < (== CpCp Vot /2 (6.23)
o, 172 (02 ] ,

L'équation (6.22) relie la taille de |e(t)| & celle de |n(t)|. Grosso modo, elle
montre (en posant &=0) que la taille de [e(t)| est proportionnelle & celle de [n(t)|. En
choisissant k<<1 (ce qui contraint d'apres (5.8¢) & utiliser un grand gain g(q,q,t) lorsque
Is(q,q,t)] n'est pas petit) la relation (6.23) montre que la taille de n(t) est elle-mé&me
proportionnellement lide & celle du vecteur de perturbation v(t). Il en résulte que la
taille de e(t) est asymptotiquement proportionnellement liée & celle de v(t). Pour que
la précision soit bonne, c'est & dire pour que e(t) soit asymptotiquement petit, il
suffit donc en théorie que le gain g(q,q,t) soit suffisamment grand (cette notion de
- grandeur étant relative et fonction, de par la relation (5.8), du choix des autres termes
de la commande) et que v(t) soit asymptotiquement petit. D'aprés la relation (6.14),

v(t) est petit si les erreurs de mesure bg, bg et bg sont elles-mémes petites et si :

N (6.24)
25 ! j _?_E N0
g g t ot —

Cette condition nous renseigne sur la fagon dont ji(q,t) devrait &tre choisi.

Idéalement :

3 = J [é—e_)—1 .9_-8;.—
Jt g 39 ot ' (6.25)
et nous retrouvons bien sir j; = 22 dans le cas de la com mande par découplage oli
ot .

. o8

JIq 3g

i
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Dans le cas particulier ol la tiche consiste en la poursuite d'une trajectoire
{ qp(t) } définie dans l'espace des coordonnées articulaires du robot (=>e(q,t)=q-qp(t)), -

la condition (6.24) est vérifiée en prenant :

Ig= L3t = 3% (a(t)t) = -g(t)

Notons que si seule la précision en fin de mouvement importe, lorsque
dr(t) t’_‘;:'wﬂ, nous pouvons également prendre ji(t) = 0. L'expression de la commande
s'en trouve légeérement simplifiée.
Plus généralement, le choix ji = 0 pourra &tre fait chaque fois que
%:f (gp(t),t) P 0. Dans ce cas, en négligeant les erreurs de mesure :
vty - %%— (q(t),t) et la valeur du scalaire p devra &tre ajustée en fonction du degré

d'admissibilité de la téche et de la taille maximale de | %? (q(t),v)l.

2.6.4.2 - Analyse stochastique

Il est tentant d'affirmer que l'utilisation de grands gains dans la commande
conduit & de grandes valeurs de commande. Sans plus d'explications, cette affirma-
tion est fausse. Notre analyse permet en effet de montrer que si les mesures de e(t),
q(t) et g(t) ne sont pas entachées d'erreurs et si initiallement e(0) = &(0) = ¢, alors

plus le gain -g- est grand plus la commande ressemble & la commande idéale :

r r(t) = M(Qp(t))q.r(t) + 1(qP(t),dp(t)7t) (6.26)

qui est la commande d'énergie minimale assurant I'exécution parfaite de la téche (e(t)=0
pour t&[0,T]). Cette propriété est vraie mémé si le modéle de robot utilisé pour la
synthése de la commande est trés approximatif (B/;IaéM,?;fl) etsi Jg # %2 etji # %:i

Il suffit que les conditions d'application du théoréme du paragraphe 2.5 soient réunies,

A
les plus importantes de ces conditions étant M > 0 et g_e_ Jq"l > 0.
a

Cette propriété des grands gains est en fait a la base des propriétés de robus-
tesse des commandes que nous étudions. Elle met également en évidence la valeur
limitée de simulations ol les erreurs de mesure ne sont pas modélisées, puisqu'il
suffit dans ce cas d'augmenter le gain -g- pour améliorer la commande.

La prise en compte des erreurs de mesure conduit & un résuitat sensibiement

différent, comme nous allons maintenant le montrer.
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Dans le seul but de dégager quelques principes fondamentaux, il nous suffit

d'extrapoler le cas du robot le plus simple qui a pour équation :
mqg= T (n=1) (6.27)

Considérons également la tAche simple consistant & suivre une trajectoire
idéale {qpn(t)} déterminée & l'avance. '

Il est immédiat de vérifier que la commande :

T :_g(ug+g)+m§r (6.281a)
avec : |
€=G-qr=(q-qp) *bg=e+bg (be=bg (6.28b)
et:
2=q-d4=(3-d) +bg=&+bg (6.28¢)

appartient a la classe des commandes (3.16).
En utilisant (6.28) dans (6.27) nous obtenons I'équation d'erreur suivante :

e+8ue+e)+E(ubg +by) =0 (6.29)

dont une représentation sous forme d'équation d'état est :

X=AX+w

avec : . . B —T
' e 0 1 0 ’ g
X = ) , A = > W = be + bél
g -ug/m -g/m -ug/mJ g/m

Modélisons maintenant les erreurs de mesure bg et bq comme des bruits blancs

centrés stationnaires indépendants de variances respectives :

_ 2 . o2
o, —E[be ] . 0= Equ ]
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Soit ) la matrice de variance asymptotique du vecteur d'état X.

P = 1m EXex (¢)] (6.31)

tr+oo

Cette matrice est solution de I'équation :

0=A7 + JAT + R (6.32a)
ol :
0 0
R = E[wtiwlt)'] = , (6.32b)
g”, 2 . '
0 o, + ¢
m

Apreés un calcul simple nous obtenons :
E(eZJ =0 /2 + c'/2;_x2 0
e q
(6.33)

£~1
1

] = [oe+cé/u2)ug/2m

Cette relation montre deux choses :

i) I'énergie E(e2) de l'erreur en position est indépendante de la taille du gain g.
Ceci est en accord avec l'analyse déterministe selon laquelle une augmentation du
gain permet de réduire l'erreur statique (qui dans notre exemple est toujours nulle
parce qu'asymptotiquement E(e) = 0, Vg) sans pour autant augmenter l'erreur dyna-
mique. On retrouve également qu'une augmentation du paramétre  permet de
réduire l'effet de l'erreur de mesure bq mais est sans action sur la contribution
de l'erreur be.

ii) I'énergie E(e2) de I'erreur en vitesse est proportionnelle & la taille du gain g.
Cela se traduit dans la pratique par le fait qu'une augmentation de gain s'accompagne
d'une augmentation de la bande passante du systéme commandé et favorise les phéno-
ménes de vibrations & haute fréquence. Dans le cas ol le robot est parfaitement rigide
{c'est une de nos hypothéses de départ), l'existence de telles vibrations est sans consé-
quence sur les performances de la commande parce gue leur amplitude ne dépend pas

du gain {voir point 1)) mais seulement de 'amplitude des bruits de mesure. Notons au




passage qu'une augmentation du paramétre u tend a augmenter la contribution du
bruit be alors qu'elle tend & réduire celle de bg. Il peut cependant résulter & long terme
une fatigue accrue des structures et de la mécanique du robot. Le probléme est plus
crucial dans le cas oll le robot est imparfaitement rigide car il y a alors un risque
accru d'excitation des modes de résonnance (généralement localisés dans les hautes

fréquences) de la structure du robot.

Examinons maintenant 1'effet des bruits de mesure sur I'énergie de la commande.
D'apres (6.28) :

r=rT ~E[T] = gl e + &) - glu be + bg) (6.34)

ot E[T] = mgp est l'espérance de la valeur de la commande {(c'est également la commande

idéale lorsque les erreurs initiales e(0) et e(0) sont nulles). Remarquons que I'énergie

de 1a commande idéale dépend uniquement du choix de la trajectoire de référence
{gp(t)} . Sibg =bg =0, alors °(t) et é(t) convergent exponentiellement vers 0 et

par conséquent tllg‘ + T(t) = 0. 1“ est donc la "composante bruitée" de la commande

qui résulte de I'existence des bruits de mesure bg et bq L'effet de ces bruits sur la

commande se mesure donc en calculant l'énergie de r , soit E[ ZJ A partir de

(6.33) et (6.34) nous obtenons :

] - (o, v oy/utrgdsam - (w0 r0:)387/2 (6.35)
De cette relation nous désuisons le point suivant :

iii) I'énergie de la composante bruitée de la commande augmente approxima-
tivement comme le cube de la taille du gain g. Autrement'dit cette énergie'augmente
d'un facteur 1000 lorsque le gain augmente seulement d'un facteur 10. Ce point est
important parce qu'il montre que 1'énergie dissipée par la partie non-efficace de la
commande augmente trés vite avec le gain de commande. Il peut méme arriver que
si les bruits bg et bg sont importants ou si le gain devient trés grand, ou encore si
Ejr -> 0, la composante bruitée de la commande domine la composante utile. Outre
l'aspect énergétique, il est également probable que de grandes variations rapides et
persistantes de la commande contribuent a accélérer 'usure des moteurs. Remarquons

cependant que les problémes de saturation des moteurs sont a priori moins liés a
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I'existence de la partie bruitée de la commande (responsables de pics de commande
pendant des instants trés courts) qu'd la partie utile de la commande (mdgp). Ceci est
d'autant plus vrai que les bruits de mesure sont petits. Aussi sommes nous tentés

de dire que les problémes de saturation de la commande sont généralement moins
liés & un probléme de réglage du gain de commande qu'au choix de la trajectoire
idéale {qu(t)} et plus précisément de I'accélération qp. Selon cette optique les
problémes de saturation (que nous ne traiterons pas ici) se situent en amont des
problémes de régulation et devraient donc en principe &tre réglés au niveau de la

conception de la tdche.

Les considérations que nous avons évoquées au cours des points ii) et iii) ne
rentrent pas dans le cadre du théoréme de stabilité donné au pragraphe 2.5. La raison
en est que nous avons alors basé notre analyse sur les problémes de stabilité et sur
la minimisation de I'erreur e(t) au détriment d'autres considérations (énergétiques
par exemple) a priori moins cruciales. Il n'en demeure pas moins vrai que ces consi-
dérations peuvent avoir une incidence importante dans certaines applications. Dans le
paragraphe suivant, nous nous proposons de passer rapidement en revue un certain
nombre de problémes dont nous n'‘avons pas tenu compte jusqu'a présent et qui vont

tous dans le sens d'une limitation des gains de commande.

2.7 - COMPLEMENT A L'ANALYSE : CONSEQUENCES DES ELASTICITES MECANIQUES,
DE LA DISCRETISATION DE LA COMMANDE ET DES RETARDS DANS LES
MESURES

Tout au long de I'analyse qui précéde nous avons implicitement fait trois
hypotheses :

i) la dynamique du robot est exactement décrite par N'équation (2.7)

ii) la commande est analogique (c'est & dire qu'elle est calculée en temps
continu)

iii) les mesures de e(t), g(t) et §(t) sont disponibles instantanément pour le

calcul de la commande.
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Dans la pratique ces trois hypothéses ne sont pas complétement satisfaites.
En effet, la premiére hypothése n'est vraie que si les articulations du robot et les
éléments de transmission des couples moteur sont parfaitement rigides. En réalité,
il est évident que tout robot, comme d'ailleurs toute structure mécanique, est sujet
dans des proportions trés variables & des phénoménes de vibrations dues a des sou~
plesses structurelles distribuées. La seconde hypothése ignore le fait que dans la
plupart des applications robotiques les commandes sont calculées numériquement.
La troisiéme néglige les temps de réponse des organes de mesure qui se traduisent

en retards dans le calcul de la commande.

La réalisation imparfaite de ces trois hypothéses tend a limiter le champ
d'application des résultats théoriques que nous avons donnés. A notre avis, si on
écarte les cas ou l'une quelconque de ces hypoth&ses est exagérement prise en
défaut (cas des robots souples, d'une fréquence d'échantillonnage trés faible ou de
mesures trés retardées) rendant nécessaire une étude séparée, la principale limitation
pratique réside dans la nécessité de borner supérieurement les gains de commande
et plus particuliérement le gain g(q,q,t). En effet, nous avons déja vu au paragraphe
2.6.4.2 qu'en raison des bruits de mesure plus le gain est grand, plus les risques d'exci-
tation de modes de vibrations structurelles situés & des fréquences élevées étaient
importants (conséquence de l'augmentation de la bande passante du systeme). Nous
avons également vu qu'il pouvait en résulter un accroissement significatif de I'énergie

de 1a commande.

Les contraintes issues de la discrétisation de la commande peuvent s'expliquer

simplement en considérant le systéme linéaire :
€= T (7.1)

Cette équation peut étre vue soit comme I'équation d'un robot particulier
(pour lequel M = I, 1 = 0) effectuant une téche particuliére (e=q, dr=0), soit comme
I'‘équation d'erreur obtenue en appliquant une commande par découplage a un robot
quelcongue et en posant: I = MT' +l.. La commande continue que 'on utiliserait

dans ce cas (avec G = D = I} s'écrit :

I'' = -glue + e) (7.2)
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Elle assure la convergence exponentielle de e vers 0 quelque soit le
gaing > 0.
Une version discrétisée de cette commande est :

I'(t) = -g( pe(kh) + e(kh)) ; kh < t (k+1)h (7.3)

ol k€ N ethestla période d'échantillonnage de la commande.
A partir de (7.1) et (7.3), il est facile de vérifier que cette commande conduit

a I'équation d'état discréte suivante :

e((k+1)h) e(kh)
= A : (7.4a)
e((k+1)h) e(kh)
avec :
1- pgh2/2 h(1 - gh/2)
A= (7.4b)
- ugh 1-gh

Ce systéme est stable si les valeurs propres de la matrice A sont a I'intérieur
du cercle unité dans le plan complexe. Par application du critére de Jury [$0 ] il est

facile de vérifier que tel est le cas seulement si :
0<g<2/h(=2f,) (7.5)

et

0<u < 2/h(=2fo) (7.8)

ou f, désigne la fréquence d'échantilionnage de la commande.

Cet exemple simple met clairement en évidence la relation existant entre la
fréquence d‘échantillonnage de la commande et la taille maximale permise pour les
gains de commande g et ; . Nous retrouvons bien entendu, conformément & notre
analyse du cas continu, que la liberté d'accroitre ces gains augmente avec la fréquence

d'échantillonnage.

Afin de mettre simplement en évidence l'effet des retards de mesure nous nous
contenterons de raisonner sur le cas d'un systéme du premier ordre auquel est appliqué

un retour en position. Le traitement d'un systéme d'ordre plus élevé tel que (7.1) se
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ferait de facon similaire, conduirait a des résultats de méme nature, mais serait
inutilement plus compliqué.

Soit donc le systéme :

e=rT i (7.7)

En appliquant a ce systéeme la commande discréte :

r(t)=-gekh) ; Kkh<tgk+i)h (7.8a)

nous obtenons l'équation du systéme en boucle fermée :
e((k+1)h) = (1 - gh) e(kh) (7.8b)
qui est stable si et seulement si :
-1<1-gh<1
soit :
0<g<2f, (7.9)

Remarquons la similitude entre la valeur maximale (2f.) du gain et la valeur
(7.5) obtenue dans le cas d'un systéme du second ordre.

Supposons maintenant que la mesure e(kh) n'est pas disponible & I' instant
(t=kh) mais seulement & l'instant (t=kh+4 ) avec A £ h et que pour cette raison la

commande utilisée n'est plus (7.8.a) mais :

r{ty=-gelkh) ;kh+ A<t (k+l)h+p (7.108)

L'équation du systéme en boucle fermée s'écrit alors :

e((k+1)h) e(kh)
=B (7.10b)
e(kh) e((k-1)h)

avec :

1-gh-4 ) ~-gA
(7.10¢)
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Pour que le systéme soit stable, il faut que les valeurs propres de la matrice B
soient & l'intérieur du cercle unité. Aprés calcul nous obtenons les conditions de

stabilité :

0<g<fc/(1/2 - prfe) si 0<fpL1/4 (7.11a)
et
0<g <3A. si /4 Lf.<1/8 (7.11b)
Nous avons représenté ci-dessous la fonction gmax(fe) :
gmax %
' !
]
I
{
|
!
}
]
i
!
i '] ‘ ?-'5‘
1/8 feo
© Lorsque fo << 1/4 alors gmgyx ~ 2fe. La valeur maximale du gain continue
d'augmenter avec la fréquence d'échantillonnage tant que fo € 1/4n . Au-dessus:

de cette valeur de la fréquence, le gain maximum n‘augmente plus et est égal 3
1/n , soit l'inverse du retard de mesure. Ceci tend également & montrer qu'il est

inutile d'augmenter la fréquence d'échantillonnage au dela de 1/45 .

Une analyse mathématique rigoureuse, basée sur des hypothéses de rigidité
parfaite du robot, d'utilisation d'une commande continue et d'absence de retards dans
les mesures, nous a permis d'une part d'établir que 1'utilisation de grands gains de

commande rendait toute commande (3.16) robuste pour le probléme de minimisation de
9

|

i

I'erreur de poursuite e(t) & 1a condition que Jdglg,t) soit choisie de sorte que 2= (o.t)Jq‘l(‘q,t)§

5q
Solt positive dans le voisinage de 1a trajectoire idéale du robot. D'autre part nous venons

de voir que la taille du gain de commande était nécessairement limitée par des con-

traintes de stabilité résultant de la discrétisation de la commande et 'existence /e

i
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retards dans les mesures (il faut inclure dans ces retards le temps nécessaire au

calcul de la commande). Nous avons également vu que l'utilisation de grands gains

contribuait & augmenter I'énergie dissipative de la commande en présence de bruits

de mesure et tendait & favoriser l'excitation de modes souples non modélisés. L'ensem-—

ble de ces éléments indique qu'il y & toujours dans la pratique conflit entre plusieurs

contraintes de robustesse. C'est d'ailleurs ce conflit, et non en soit la nature non-

linéaire de 1'équation dynamique des robots, qui peut rendre délicat le réglage de la

commande. Les situations les plus défavorables sont celles pour lésquelles toutes les

contraintes tendent & s'opposer les unes aux autres et rendent difficile la recherche

d'un compromis acceptable.

Compte tenu de la grande variété des situations possibles, il est tout a fait

exclu de proposer une solution unique donnant satisfaction dans tous les cas. Le role de
l'utilisateur est justement, en s'aidant par exemple des éléments d'analyse exposés dans ce
rapport, de faire la part des choses et de rechercher parmi la classe de commandes (3.16)
celle qui est la mieux adaptée & son probléme. Tout au plus pouvons nous indiquer qu'une
facon évidente de réduire systématiquement la portée du conflit évoqué précédemment
consiste & utiliser, quand c'est possible, une commande qui se rapproche de la commande
par découplage parfaite de fagon & rendre inutile l'utilisation de grands gains .11
semble également que l'utilisation de gains non-linéaires en place de gains constants, ait
un intérédt dans la plupart des cas. La possibilité de déterminer simplement de tels gains
non-lindaires a été abordée au paragraphe 2.6.3.2. Elle est reprise plus en détail dans

[36] [111] dans le cadre d'une tdche robotique spécifique.

2.8 - RAPPEL DES POINTS PRINCIPAUX DE L'ANALYSE

Quelque soit 1a tAche & effectuer la stabilité du systéme commandé est princi-
palement conditionnée par :

i) le degré d'admissibilité de la tAche dont il est souhaitable qu'il soit aussi
grand que possible

ii) 1a vérification de la condition de positivité (6.8), qui détermine la connais-
sance minimale a priori qu'il faut avoir pour espérer réaliser la tche

iii) le choix du gain de commande g(q,q,t) dont la taille dépend du choix des
autres termes intervenant dans l'expression de la commande

iv) 1a taille du scalaire | selon le degré d'admissibilité de la tache, le choix
de ?t et de facon généralement moins critique dans la pratique la taille des erreurs

de mesure bg, by, be
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v) 1a taille de I'erreur de mesure bg» qui intervient au niveau de la satisfac-
tion de la condition (6.8), et la taille de T'erreur de mesure be selon le degré d'admissi-
bilité de la tache.

A cela il faut ajouter des contraintes issues de la technologie mécanique du
robot (plus ou moins grande rigidité) et de la discrétisation de la commande, Ces
contraintes conduisent avant tout a 1 imiter ie gain de commande. Pour que cette limi-
tation (trés variable selon les robots et le choix de la période d'échantillonnage) soit
compatible avec les autres résultats de 'analyse il faut imposer des contraintes sﬁr
le choix des autres termes entrant dans l'expression de la commande. En régle géné-
rale, plus nous sommes proches des conditions de découp.lage linéaire parfait, plus
les chances de compatibilité sont grandes parce que moins il devient nécessaire
d'utiliser un grand gain . Ces conditions sont également compatibles avec une dimi-
nution de l'énergie de la commande lorsque les mesures en position et vitesse sont

bruitées.

La précision de la commande en fin de mouvement, c'est & dire lorsque qp{t)
converge vers une valeur constante Gr,, »Se mesure en fonction de la taille de |e(t)]
lorsque t -> + © , Elle est conditionnée par :

i) le choix du terme 1.(q,q,t) qui entre dans l'expression de la commande {3.16)
et qui sert a s'opposer directement a I'action de l'ensemble des forces parasites
(forces de Coriolis, centrifuges, gravitationnelles, de frottement sec). L'action de ce
terme est d'autant plus efficace que I'on se rapproche du choix idéal :

Comme en fin de mouvement flq,q,t) -> 0, une précision asymptotiquement égale sera

obtenue en prenant :

"1e{g,9,t) = Aq,q,t)

et comme les forces de Coriolis et centrifuges qui interviennent dans Hq,q,t) ont une
contribution nulle & vitesse nulle, il suffit que 1.(q,q,t) se limite & compenser 'action
des forces de frottements et des forces de gravité. Dans le cas oll les forces de frot-

tements secs sont négligeables, une simple action intégrale incluse dans 1o(q,q,1) ;

bermet de compens

(1]
"3
=

ction des forces de gravité et d'éliminer ies risques de biais

lorsque les erreurs de mesure b, ou bd ne sont pas de moyenne nulle.
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ii) le choix du gain de commande. Les erreurs statiques dues-a une mauvaise
- compensation des forces de frottement sec et des forces de gravité sont diminuées
en augmentant le gain.

iii) la taille des bruits de mesure bg et by (bg est moins important & ce niveau).
En augmentant le paramétre | , il est possible de diminuer l'effet de b§. Ce parametre
est cependant sans action sur 'effet de bg.

]
2.9 - UTILISATION DE LA CONDITION DE POSITIVITE DE LA MATRICE B = 'S_g' Jq"1
DANS LES APPLICATIONS

L'analyse de la classe de commande (3.16) met en évidence le réle de la
positivité de la matrice B = —g% Jq‘1 sur la stabilité du systéme commandé. Dans la
pratique, cette condition de positivité a des répercussions sur la détermination de la
fonction de tache e(q,t) ainsi que sur celle de la commande par lintermédiaire du
choix de Jq(q,t). Afin de mieux cerner la portée de cette condition, examinons & la -
lumiere de quelques exemples les trois principales situations auxquelles l'utilisateur
sera confronté dans les applications.

s~ 0
2.9.1 - Cas ot 3% {g.t) est connu

Lorsque la nature de la téche rend possible la connaissance d'une expression

explicite de %E » il faut envisager en premier lieu de prendre :
g

L (9.1)

B est alors égale a la matrice identité (qui est définie positive). .
Ce choix est celui adopté dans les commandes par découplage linéaire et plus

généralement dans les commandes de type Newton.

Exemple 1

Considérons le cas de la poursuite d'une trajectoire dans un espace de coordon-
nées opérationnelles. Soit {x(t)} la trajectoire & suivre et x(q) la matrice colonne
des coordonnées opérationnelles qui nous intéressent.

Un choix possible pour la fonction de tache est :

e{q,t) = x(q) - xp(t) (9.2)
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d'ou :
de S 9.3
aq[q,t] achn (9.3)
i’f(q,t) = -x_(t) (9.4)

La connaissance de la fonction x(q) permet donc de déterminer -g% (g,t) et

nous pouvons poser :

3x : 4
dqla,t) = 37 (q@) (8.5)

= -xp et G = I, nous obtenons la commande :

En choisissant d'autre part it = g T

-~ -1 > -
=g MK-g-i) (uD(x-%Xp) - kp) + P+ 1o - (9.6)
g
BA
Dans certains cas, il sera suffisant de déterminer une fonction approchée 53

de 22 et de poser Jq = %;i Une condition suffisante pour que B smt posmve est

g ae

que la norme de l'erreur (%E - 3: ) soit petite et telle que : I-a*a H ( l <1
’ q

suGC,T‘

Exemple 2

Une fagon de généraliser le probléme de poursuite précédent au cas ot xp(t)
n'appartient pas nécessairement & I'image de la fonction x(q) consiste & poser le
probléme comme celui de la minimisation du coiit : h(g,t) =1 (x(q)—xr(t))T W(x(q)-xp(t))
ou W est une matrice symétrique positive. Ceci nous condult a la fonction de tdche :

elg,t)= 3-2 T( ,t)= -‘% T{_q)W(x('q)-xr[t)J | (9.7)
d'ou :

22000y < 2 (g ) azxk(q] [Wixtar-x_(£)7] (9.8)

3g og 99 k=1 8q2 r K

(xk(q) et [Wix(q) - x,.(t))jk désignent les kidmes composantes respectives de x(q) et
W(x(q) - xp(1))) ‘

LT

= - 9%
(g,t) = ¥

W

=1
(=1

(@) Wx (t) (9.9)
r

|
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Le calcul exact de g—e- (q,t) requiert le calcul des dérivées secondes des
composantes de x(q). Ce calcul est donc plus complexe que dans le cas de 'exemple 1.
Remarquons cependant que si xp(t) appartient & l'image de la fonction x(q) et si
x(q(t)) reste proche de la valeur idéale x(qp(t)) telle que (x(gp(t)) - xp(t)) = 0 (c'est

le but recherch$) alors : _g_e_ (g(t),t) ™ _gl‘.T(q(t)) w %:— (g(t)). Autrement dit la
fonction matricielle ( g—;— (Q W %2 (g)) est une bonne approximation de g—; {q,t)
dans le voisinage de la trajectoire idéale {qgp(t),t). Ceci nous suggére de prendre :
' 3xT ax
Jolet) = 55 (@ W5z (@ (9.10)
lorsque xp(t) € Im x(q). 2 o T
En choisissant d'autre part jy = % T 3g W Xp G =1et W=D nous obtenons
la commande :
r ="S’Iﬁ [(%E"T'D%z )-1( uDe——g'gT chr)+éa+1c (9.11)

soit, en tenant compte de (9.7) et aprés simplification :
- -1
ro=-gM{(2) (uDeex) k) + g+l (9.12)

Nous retrouvons ainsi d'une autre facon la commande obtenue dans l'exemple 1.
Ce fait est peu étonnant si I'on considére que les objectifs de poursuite, sont simi-
laires lorsque xp(t) € Im x(q).

Par contre lorsque xp(t) ¢ Im x(qg), le choix (9.10) pour Jq(q,t) n'a aucune
raison d'assurer la positivité de B dans le voisinage de la trajectoire idéale puisqu'alors
x(gp(t)) = xp(t) # 0. I4(qp(t),t) peut ne méme pas &tre inversible. La commande par dé--
couplage linéaire nécessite donc dans ce cas un calcul complet de —g% . Nous verrons
ultérieurement que l'utilisation d'une commande de type gradient conduit a une

solution plus simple.
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Lorsque 38 est connuy, il est également possible de faire le choix suivant :

9g
2 7T (9.13)
Jq - Ea .
de de T . o . de
puisqu'alors : B = _;q_ E . Cette matrice est définie positive quand 'a'a‘ est
réguliére. :
1]
[+ [+]
Exemple 3
Considérons a nouveau la fonction de tdche de I'exemple 1 et posons :
-T
de T 9%
= = = — 9.14
Jq aq 3q ( )
En choisissant d'autre part : j; = 0 et G = I, nous obtenons la commande :
= -g M [u | D(x-—xr) g+l (9.15)

Notons que par rapport a4 la commande obtenue dans I'exemple 1, cette commande

ne nécessite pas l'inversion de g: - De fagon générale, le choix (9.1 3) permet d'éviter
I'inversion de -8—2 parce que la commande utilise Jq et non pas dg-

Nous verrons dans le paragraphe suivant que la commande (9.15) s'interpréte
comme une commande de type gradient lorsque la tdche est exprimée en termes d'un

probléme de minimisation d'une fonction de coiit.

2.9.2 - Cas olt %3 (g,t) est définie positive

Ce cas se présentera chaque fois que 'objectif de la tache sera posé en termes

de minimisation d'un cofit h(q,t) et que ia fonction de tdche dérivera de ce colit, c'est
a dire lorsque : e(q,t) = -g—g (g,t).
Nous avons vu en effet dans la partie I que si la tdche ainsi définie est admis-

sible alors 75 (q,t) 3-3

(q,t) est positive dans le voisinage de la trajectoire idéale.
Dans ce cas la c%ndltlon de positivité de B peut étre satisfaite sans qu'il soit

méme nécessaire de déterminer %CE—I . I suffit en effet de choisir :

dg =1 (9.16)

puisqualors : B= 2%

9g
Ce choix est celui adopté dans ies commandes de type gradient..
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Exemple 4

Reprenons le probléme de l'exemple 2 avec les mémes fonctions de coiit et
de téche.

En prenant Jq = I et en choisissant d'autre part : j41=0,G=1et D = I, nous

obtenons la commande :

- 5% T
r =-gMfu g Wix-xp)+d] + lc (9.17)

Nous retrouvons ainsi la commande de I'exemple 3 & la différence prés que
la commande que nous avions alors obtenue n'avait été congue que pour traiter le
cas ol xp(t) € Im x(q). Dans le cas ou xp(t) ¢ Im x(q), il est clair que cette com?:nde
est beaucoup plus simple que la commande préconisée dans l'exemple 2 avec Jq =3g

Etant du type gradient cette commande a d'autre part la propriété de pouvoir
étre utilisée m&me lorsque la téche devient non-admissible a I'approche d'une singu-
larité-jacobien, notamment lorsque xp(t) s'approche de la frontiére de la fonction x(q).
Notre analyse ne permet cependant pas de prédire le comportement de la commande
pendant l'intervalle de temps oti xp(t) reste proche de la frontiere.

Afin d'éviter l'existence de singularités-jacobien nous avons vu au paragraphe

1.8 qu'il était possible de régulariser la tdche en remplacant le cofit précédant par:
-1 T A 2
hig,t) = 5 (x(@xp(tH T Wx(@)-xp(t) + 5 |Q‘Y(t)| (x >0)

ol y(t) est un vecteur filtré de q(t). La fonction de téche devient ainsi :
T

IX
e(q,t) = —BE Wix-xp) + 2 (g-y)
et la commande (9.1 7) devient :
-~ 3 T -
r =-gM [u ( a_x Wix-xp) + A (g-y) + G + 1o (9.18)
a

Cette modification augmente dans des proportions assez faibles la complexité
de la commande et suffit a faire rentrer celle-ci dans le cadre de l'analyse lorsque
%p(t) est & proximité de la frontiére de la fonction x(qg). Nous pouvons donc attendre
de cette modification qu'elle améliore dans certaines situations la robustesse de la

commande.
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I n'est pas nécessaire que la fonction de tache e(q,t) dérive d'une fonection
potentielle pour que %qe- (q,1) soit positive dans le voisinage de la trajectoire idéale.
Dans le paragraphe 1.6.2 consacré & l'utilisation de la redondance d'une tache prioritaire
nous avons proposé la fonction de tiche (relation (6.13)) : A

- T 4
_ AT 3e, " e, R L
e =0 81 + GII - 3-6‘5' P 3; ]P}—a—q- (6{)"0) (9.19)

ou . €1(q,t) est la fonction associde 3 1a tache prioritaire
h(q,t) est le cofit secondaire que l'on désire minimiser sous la contrainte
d'annuler en priorité e;.

. Nous avons ensuite montré qu'il existait des choix particuliers de P(q,t) et Q(q,t)
. . s . e ‘s - : c e,
qul rendaient la matrice Jacobienne E positive au voisinage de la trajectoire idéale,
Le premier de ces choix &tait :

ae
P=q@= _1 (9.20)
. aq
et le second : —
X T
[ A T
P QT=ie_1 ] fie_l_e_’_) (9.21)
q 3g 3q 33 3g '

Nous sommes maintenant en mesure de mieux comprendre l'intérét de ces
choix : ils permettent d'éviter le calcul généralement fastidieux de-gg- et de choisir
dans la commande Jq =1,

Exemple 5

Prenons comme téche prioritaire la poursuite d'une trajectoire dans un espace
de coordonnées opérationnelles et soit : e1(a,t) = x(q) - x;(t) la fonetion associde & cette
tdche. Si dim x(q) < n, cette tdche est redondante ot par conséquent non-admissible.

Soit d'autre part h(q,t) le coiit associé & la téche secondaire que l'on désire
minimiser. Ce pourra par exemple 8tre une des fonctions considérées au paragraphe

'1.6.3.3 pour I'dvitement d'obstacles.

En choisissant P et @ selon (8.21), 1a fonction de tache s'éerit :

o5

! . T ‘
CES ~ - ' . 3x ax,.y78h 3
elg,t) = 3@ (xCal-x_(£))+afT 55 (@) 359155 (a.t) (8.22)
.
et en prenant dg=1L jy=- .g_’i X, G=D =1, nous obtenons la commande
q
T
. _ohrox y Sx'f‘axéjj_‘,‘
P e ook ex g o - =35 a1 (8.23)




- 185 -

+ -1
Remarquons que si la téche prioritaire n'est pas redondante alors -g—:- = —’g%
et la commande (9.23) se réduit a :
N VR U (9.24)
=g M [‘a—q" [U(X"Xr) - XI‘) QI c ¢

Nous retrouvons la commande (9.8) de l'exemple 1 (avec D = I). En choisissant
P et Q selon (9.20), et en prenant j; = 0, nous retrouverions de la méme facon la
commande (9.15) de l'exemple 3. Lorsque la tdche prioritaire n'est pas redondante,
le choix (9.20) conduit donc & des commandes de type gradient alors que le choix (9.21)
conduit & des commandes de type Newton.

Afin d'améliorer le conditionnement de la tche secondaire et du méme coup
I'admissibilité de la tiche globale, il sera toujours possible de remplacer le coiit h{q,t)

" par le colit h(q,t) + —:)2‘- Iq - y()|2 ol y(t) est un vecteur filtré de q(t).

. 08 . . . <
2.9.3 - Cas ou a—q‘(q ,t) est partiellement connu. Application au probleme
du positionnement de I'effecteur d'un robot par rapport & un cible
a partir de mesures proximétriques

2 . S
Supposons que 2= se décompose de la facon suivante :

Cle
. A, 1043
Be _ L 1l ] - (9.25)
3g
E
ou A1 est une matrice (mxm)

m  inf (6, n)

J est une matrice (6xn)

E est une matrice {(n-m)xn)

} est une matrice (nxn)

Supposons également que les matrices Aj et S soient inconnues et posons :
[1,l0}a

= : (9.26)

E
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Lemme technique

Si: +  Aj est positive A sn T
| §lI<int (@, Apin (1 ylag

L 4
alors la matrice :

B= EJq

est positive.

Démonstration
&L
PJ sm
J = _1
32 3 6-m
J_ = i
g L E
A‘l 0 -
se gt ]
aq q
0 I
n—m
et par con séquent :
',"\1 ]
e . -1 T o, -1
— J = + J
5q 'q L g
0 I )
n-m
or:
A A1*A1T 2
X X op AnFU1A (=) Ix]
0 I
. n-m
et

B I B TN

Compte tenu de (9.27) nous déduisons des trois derniéres relations :

xT Bx>0 pour x#0

(9.27)




- 187 -

Ce résultat technique montre que si la matrice A1, qui intervient dans %S

est inconnue mais pesitive et si 1a matrice z , qui a la signification d'une erreur
de modélisation, est petite alors le choix (9.26) pour Jq assure la positivité de la

matrice B.

Le cas ou %c% n'est que partiellement connu concerne directement les taches
robotiques basées sur l'utilisation de capteurs de proximétrie ou d'effort. La raison
est que l'exécution de ces tiches fait intervenir la régulation des signaux fournis
par les capteurs portés par le robot et que ces signaux sont des fonctions généralement
mal connues des variables g et t. Ce sont des fonctions de g et t parce que les signaux
ne varient que si le robot bouge (d'oli 1a dépendance en q) ou si la cible "éclairée”
par les capteurs bouge (d'oll 1a dépendance en t si la cible se déplace indépendamment
du robot). Ces fonctions sont mal connues parce qu'elles dépendent & la fois des

caractéristiques propres aux capteurs et de celles de la cible (sa géométrie et sa couleur

par exemple).
Considérons le probléme plus spécifique du positionnement de l'effecteur d'un
robot par rapport & une cible (fixe ou non) et examinons de plus prés a quel niveau

. . . . . . e
la méconnaissance des fonctions-signaux intervient dans le calcul de g

Nous supposerons pour cela que la fonction de tdche choisie est de la forme :

&4 fm :

o = (9.28a)

%2 t n-m

avec :
e1(g,t) = Cls(q,t) - sp) » (9.28b)

ol : . s(g,t)estla matrice (mx1) des signaux fournis par les m capteurs (ou regrou-
pements de capteurs) portés par l'éffecteur. Comme le positionnement
et l'orientation de l'effecteur requiert au plus la mobilisation de six de-
grés de liberté : m < inf (6,n).

« sp est la valeur désirée des signaux. C'est la valeur des signaux lorsque

Veffecteur est idéalement positionné par rapport a la cible
. C est une matrice (mxm) inversible de combinaison des signaux-capteur. Le

choix de cette matrice est a priori libre.
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La composante e9(g,t) de la fonction de tiche caractérise la partie de la
tdche qui n'utilise pas l'information fournie par les capteurs de proximité. Cette partie
mobilise les (n-m) degrés de liberté du robot laissés libres par 'annulation de e1 Nous

aen

supposerons connu.

D'apres (9 28b) :

__1 =gl (9.29)

Nous avens montré au paragraphe 1.5.3 que g-g se décompose de la fagon

suivante :

3 . g 5 (9.30)
g n

olly , S estune matrice (mx6) dont la idme ligne est constituée des six coordonnées dans

le repére de l'effecteur du couple de vecteurs (ﬁ;, r}" A C?O'n) ; (6},5}) étant

le couple caractéristique de la variation du signal du iéme capteur pour la
cible considérée (nous avons & ce moment établi le lien entre ce couple et

la notion d'action élémentaire utilisée dans Y'approche d'Espiau), Cj étant le
point origine du i@me capteur et 0'y, le point origine du repére 1ié a I'effecteur.
Cette matrice est indépendante des caractéristiques géométriquesdu robot.

Iy = I o (9.31)

Ro,n étant la matrice (3x3) des coordonnées des vecteurs de base (xn,yn,zn) du repere
lié & I'effecteur dans la base (xo,yg.ZQ) du repére fixe lié & la base du robot, et J;, la
matrice jacobienne de base (6xn) associde & l'effecteur au point 0',.

L'intérét de la relation (9.30) est de séparer dans la contribution des

3s
9q
caractéristiques propres aux capteurs et a la cible de la contribution issue de la struc-

ae
ture géométrique du robot. Notre méconnaissance de ,» et par suite de 9

95
aq
est ainsi concentrée dans la matrice S.

En regroupant les relations (9.28) et (9.30) nous obtenons :

[ .I'n
—35 - (9.32)
4 892
p]
7
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Sans une connaissance minimale de S, il nous est impossible de déterminer Jq
et donc de former une commande pour exécuter la tache. Dans la pratique, il s'agira
donc d'utiliser au mieux les éléments de connaissance que nous avons sur S (résultant
de la combinaison des symétries géométriques de la cible avec les symétries de posi-
tionnement des capteurs sur I'effecteur) pour déterminer le point origine O', de l'ef-
fecteur et la matrice de combinaison C qui conférent a la matrice C S J'p, une structure
intéressante et exploitable pour la détermination de Jq dans la commande. Une telle
structure sera E\l! 0]J oti la matrice Aq sera positive (et non nécessairement connue)
et ol la matrice J sera connue. En effet, le lemme technique énoncé en début de
paragraphe montre qu'il sera alors possible de choisir :

[z,,l0}s

Jq © (9.33)

an

P aq . Id
La matrice B étant dans ce cas positive, nous savons que la commande aura les qualites
de robustesse mises en évidence par 'analyse.
Ilustrons cette possibilité en reprenant deux exemples de tdche considérées

dans la partie A de ce rapport.
Exemple 1 : Positionnement d'une pince sur un cylindre (suite du deuxiéme exemple du

paragraphe 1.5.3.2.)

En choisissant :

C= (9.34)

Nous avons vu qu'autour de la position idéale :

08I’ & ——m £7(d) A I (9.35a)
n cosa n
avec :

——

cosB 0 0 0 Zg cosB “Ygr cosB

n n
0 sinBg 9] “Zgs sinB 0 120058+dsina+xo; sinB
n n (9.35b)
A= 0 0 0 1,sinB 0 0 '

0 0 0 0 l,lcosB 0

-
L.
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Soit la matrice de permutation :

B! ) |

S A - =)
Lol =S — Y . T — I Y
= A I T S
©C o = o o o
O - o o o o

o o o o o

la relation (9.35a) s'écrit également :

csay =[aqlo}a+ 1,

avec : r
cosB 0 0 0
A1 - -4 ! (d) 0 sing o ’
cosa 0 0 1,51n8 0
0 0 0 11
J =Py
n
Y = Ay
0 0 8] Zg» cosB
n
N , 0 0 -z, sinB 0
2 cosa Frid] On
0 0 g 0
0 0 0 0

Comme f'(d) < 0, 1a matrice Ay est positive si 0 < o< T

cosB

“Ygo cosf
n

{1 cosB+dsinu+xb,
n

et0< g <1

(9.36)

(9.37a)

(9.37b)

(9.37¢)

(9.37d)

sinB

(9.37e)
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Le choix de l'origine 07, de I'effecteur intervient sur la taille de la matrice
Ag et par suite sur celle de la matrice résidue 2 Le point 0', idéal pour lequel
ces deux matrices s'annulent coincide le long de la trajectoire idéale du robot avec le
point situé a l'intersection de l'axe du cylindre et de la droite perpendiculaire au plan

des capteurs passant par 1'épicentre des origines des capteurs.

En résumé, les éléments d'analyse que nous avons donnés indiquent qu'une
facon robuste pour réaliser le centrage de la pince sur le cylindre consiste a:

i) poser : e1(q,t) = C(s(q) - sp) ' (9.38)
avec C donnée par la relation (9.34)

ii) choisir l'origine O, du repére de la pince aussi proche que possible du point
idéal que nous avons déterminé.

iii) poser dans ia commande -

,ld] P3|
J_ = (9.39)
3
L. g -

Ce choix est particulidrement robuste vis-a-vis des conditions expérimentales
parce qu'il est indépendant de la fonction f(d) qui caractérise la réponse des capteurs
et qu'il ne demande pas non plus de connaitre le diametre du cylindre. Cette robustesse

Id > . . 3 3 ’ . /\ 3 .-
est une conséquence directe du fait que la positivité de la matrice Aq provient uniquement

des propriétés de symétrie du probléme (forme de la cible et répartition des capteurs
sur l'effecteur), du choix du point 0", et du choix de la matrice de combinaison C.

Rien ne nous empéche cependant, dans le cas ou nous disposons de bonnes
estxmees de £(d) et du diameétre du cylindre, d'utiliser ces estimées dans le calcul d'une
estimée A1 de la matrice Aq le long de la trajectoire idéale (c'est a dire lorsque la
pince est centrée sur le cylindre & la distance désirée). Ce calcul conduit & prendre
a la place de (9.39) :

- .
(R, lolpar

;- | (9.40)
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Dans ce cas, si A1 = Ay, la matrice : [~ 1 1
A’IA'I 0
_ oe -1
B = 5 Jq ~ (9.41)
0 I_J

est, dans le voisinage de la trajectoire idéale, proche de la matrice identité et la

commande est localement de type Newton.

Exemple 2 : Poursuite dans le plan d'un objet ponctuel par 'effecteur d'un manipulateur
& deux degrés de liberté (suite du troisiéme exemple du paragraphe 1.5.3.2)

"Nous avons considéré la fonction de tiche suivante :

e(q,t) = C(s(g,t) - sp) (9.42)
51
avec:. S=
S2
_ rsl‘l , . '
e Sp= { » Srq et Sr, €tant les valeurs des signaux-capteurs lorsque l'effec-
Sp
2

teur est correctement positionné par rapport & la cible.
C est la matrice de combinaison (2x2) qu'il reste & déterminer .

Nous avons vu que le long de la trajectoire idéale (relation 5.55a) :

oe _ . T
3 0 Rgz e (9.43a)

avec : -

f'(d1)lcosa/d1 F'[d,])[lsina-la)/d,l

f'Ed23lcosa/d2 -F'(dz,)(lsina+13)/d2

!
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-> >
» Rg 2 : matrice des coordonnées des vecteurs de base xg et yp du repére lié
> > ]

& l'effecteur dens la base (X0,¥) qu repére fixe

« Jp : matrice jacobienne de base de l'effecteur évaluée au point P. Ce point P
est le point 1ié a l'effecteur qui coincide avec la cible le long de la trajectoire idéale.

Il joue le m&me role que le choix idéal du point 0’y dans I'exemple précédent.

Si la fonction de pente f'(d) est inconnue (ou mal connue) alors la matrice A’
est inconnue et ne posséde pas de structure particuliére. Le calcul d'une commande
robuste peut s'avérer dans ces conditions difficile. Il existe cependant une configura-
tion relative particuliére de 'effecteur par rapport & la cible qui confére a la matrice A’
une structure plus intéressante. Cette configuration correspond au cas ol dy=dg(=> & =0),
c'est & dire au cas ol la cible se trouve sur la médiatrice du segment [C1 Cyl. Pour

cette configuration :
A' = -fY(d)/d (9.44)

ol -d- est la distance commune des deux capteurs & la cible.

En choisissant alors la matrice de combinaison :

1 1
C = | (9.45)
-1 i
_ -
nous obtenons :
1 0 .
CA' = -2fY(d)/d | (9.46)
0 I3

Comme f%d) < 0, cette matrice est positive et nous pouvons donc prendre dans la

commande :

Jq=Ro,2T Jp B.an




A i — e

- 194 -

Dans ce cas, en effet, 1a matrice :

de -1
B=— J = CA’
g g

est positive quelque soit la caractéristique f'(d) des capteurs utilisés.

Notons que le fait d'imposer dj =dg revient & imposer dans la fonction de
téche : Spy = Spo-
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ANNEXE B

DEMONSTRATION DU THEOREME DE STABILITE
(partie 11, paragraphe 2.5.4)

Les notations utilisées sont celles du chapitre 2.5 de la partie II

Sous les hypothéses Hy-Hs du paragraphe 2.5.2 et les hypothéses du'théoréme

nous étudions les solutions de l'équation :

&+g(q,d,t)A1(a,)A9(g, 0t Blg,HDete+vig,t)] + s(q,g,t) = 0 (B.1)

La fonction e(g,t) est supposée p -admissible sur le connexe C , T pendant
LT),T]. I1 v a donc difféomorphisme (de classe C3 parce que nous avons imposé pour
simplifier que e(g,t) soit de classe C3) par la fonction F(g,t) = (e(g,1),t) entre un
ouvert contenant C , T et un ouvert contenant B(0, ¢ ) x [0,T). Gréce & ce difféo-
morphisme nous pouvons aborder 1'équation différentielle {B.1) non pas comme une
équation de la variable -g-, mais comme une équation de la variable -e-, du moins

tant que —e- demeure dans la boule B(0, p ).

Pour l'ensemble des conditions initiales satisfaisant la condition {(5.12) du

-théoréme, l'existence et l'unicité locales de chaque solution e(t) découlent dos pro-

priétés de regularltes imposées aux différentes fonctions intervenant dans l‘equatlon (B.1).

Pour montrer que la solution e(t) se prolonge sur [0,1), il suffit de montrer
que sur tout intervalle [0, v [(0 < t £ T) sur lequel e(t) existe, le(t)] est uniformément

borné par p et |e(t)] est uniformément borné par une constante indépendante de t .

Pour cela, étudions dans un premier temps la famille d'équations différen-

tielles matricielles suivante :

Q= -g(g(t),q(t),A1(q(t),t)Ao(q(1),)Q+ ﬁ(Q+B(q(t),t))D(Q+B(q(t),t))-}é(q(t),é](t),t)

(B.2)
avec la condition initiale :

Q(0) =0 (B.3)
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Puisque q(t) et g(t) existent sur l'intervalle de temps [0,1 [, nous pouvons

déja affirmer que la solution Q(t) existe de fagon unique sur un intervalle [0, [

( Tl \< T ),
Soit gj la iéme colonne de Q :

gi = Qrj
ou rj est le vecteur unitaire :

r;T = [0,...,0,%,0...0]

iéme rang

Multiplions (B.2) & gauche par g;TAg et & droite par rj. N ous obtenons :

*»

1 .
3 c%:(qiTt"tztn) = -g qjTA9A1A9qj + 2j

avec :

Zi= FQiTAz(Q"’B)D(Q“‘B)I‘i - qiTAzBri-—%qiTAzqi

Soit maintenant :
i = Uqj
ou U est la matrice racine carrée symétrique positive de Ag
Ag = U2 (U = Apl/2)
Nous pouvons réécrire la relation (B.6a) de la fagon suivante :
Igivil? = gyiTuA Uy - 24
avec :

zi = pyil UQ+*B)D(Q+B)r; - y;TUB; —%yiTU‘lAZU"lyi

Avec les notations du paragraphe 2.5.4 et en appliquant & la reldtion (B.9b) les .

inégalités classiques sur les normes matricielles, nous obtenons :
23] < 1 aM(agM/ay ™1 /21Ql1y;12 + » aM(ayMyL/2 g B y;)
+1 aM(agM/a,m) /2 B|y; 12 + uaM(ayM)1/2 B2y,

+ g™ 2181y + (1/2)( Agl/agm)] y; |2

(B.4)

(B.5)

(B.6a)

(B.6b)

(B.7)

(B.8)

(B.9a)

(B.9b)

(8.10)
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Faisons un raisonnement par l'absurde pour montrer que @ est unformément
borné et supposons qu'il existe un premier instant t1(0 < t] £ T1) et une colonne

gij de Q tels que :
1/2
. m -1
DiyitpPl=( 9 )~ pgM(an)

/2 m -1
i) Vjagign), Vel «lywl<(op™ 8 ( on
) n
Puisque: |[Q|¢ jz1 Ile et Iqjl < |U‘1||yj|, nécessairement a l'instant tj :

lQty < ULl ogm2 gn 4o (B.11)
< ( TpM/aom(t)t/2 80 a7’

En utilisant (B.11) dans (B.10) nous obtenons :

lZt)l ¢ (dMiagM/asm/ 28 m/a ) ogm/agm)t/2 + (n+1)|B]
| +n(a/ 8Magm/ o,m)L/2|B[2] + n(a 7 8™ )agM/ 0 g1/ 2 1B (B.12)

+(1/2) lAgl/azm } Iyi(tl)’z
t=t7 -

D'autre part :

T
Aj+Aq,.
gyiTUA1Uy; = gyi U(—L=b) Uy;

4 o1 .
A2 /10-1(A1TAL -1

W

Compte tenu de 'expression de gllJ (relation 5.8b) et puisque g Lia 1Ks
, 0

nous déduisons de (B.12) et (B.13) :

1
€ L

(- yiTUALUY] * Zi)poy < 0 (B.14)
et par conséquent d'aprés (B.9a) :

d yys)2 B.15
= lyil t=t; <0 ( )
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yi étant continuement différentiable sur [0, T ;[ , l'inégalité (B.15) contredit l'exis-
tence de l'instant t; puisque |y;| ne peut atteindre pour la premiére fois la constante
(o zm)l/z g M( an)~1 qu'avec une dérivée positive ounulle en cet instant.

Puisque I'instant t; n'existe pas, nous avons établi :
‘ ' : m1/2  m -1
¥e0,7 10, ¥i€ (1o} 2 lyi(t)] < ogM™ gm( on) (B.16)

Soit E), T 2[ (Tog T 1) le plus grand intervalle de temps contenu dans [0, T 1[
sur lequel le(t)i€p . Il résulte immédiatement de (B.7) et (B.16) :

vte [0, L, lQWwl < gM/a (B.17)
Notons que la borne supérieure ( g™/, ) est indépendante de Tg

Dans la seconde étape de la démonstration, nous introduisons la fonction ma-

tricielle L(t) que 'on déduit de Q(t) de 1a fagon suivante :

L(t) = 4 (QU)+B(E)YD ;  L(0)=y B(O)D (B.18)

L(t) est définie sur [0, 79[ et est uniformément bornée sur cet intervalle.

En effet d'apres (B.17) et (B.18):

LW < u dMbpaxt g™/ o) (B.19)
D'autre part, toujours d'aprés (B.17) et (B.18) : |
xTDL(t)x = 1 xTD(QUI*BIOIDX ¥ 1 [xI2[om(t) - g /o J(@m)? (B.208)
avec :
bM(t) - gM/ g 5 (1-1/¢) gM>0 (B.20b)

Il résulte de (B.20) que le systéme différentiel homogene du ler ordre et
d'équation :
x = - L(t) x (B.21)
est exponentiellement stable. En effet, d'aprés (B.20) et (B.21) nous avons :

% g? (xTDx) < - u(1-1/ a) 8M(@M)?|x|2 (B.22)

et cette inégalité entraine évidemment la convergence exponentielle de x(t) vers 0.

La relation (5.14) du théoréme découle de (B.22).
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A partir de (B.2) et (B.18) il est aussi facile de montrer que L(t) vérifie
I'équation :
L=-gAy Ag L +L2+gu Ay Ag BD ' (B.23)
Définissons la variable auxiliaire n de la fagon suivante :

n (D) =&(t) + Lide(t) ; n (0)=&(0) + u B(0)De(0) | (B.24)

Cette relation est la relation (5.13) du théoréme.

Puisque e(t), e(t) et L(t) existent sur l'intervalle de temps [0, 9L, nous
savons que n(t) existe sur cet intervalle.

A partir des relations (B.1) (B.23) et (B.24) il n'est pas difficile de montrer

que n satisfait aussi .1'équation suivante :

n (1) = (g(t) A1 (1)A o ()+L(1) n{t)-g(t)Aq(DAg(t)v(t)-s(t) (B.25)

En multipliant les deux membres de cette égalité a gauche par n(T A1)

nous obtenons :

A g—t 2|2 = gzTUA Uz +w _ (B.26a)
ou
Z=Un (U = Al/2) (B.26b)
et:
w=-gzTUA AqV + zTULUEL-2TUs (B.26¢)
En utilisant (B.18) pour obtenir une majoration de |L|, nous déduisons de
(B.26¢) :
wl & uaM(agM/agm)1/2 ([BI+ g™/ o)lzl2+glag)®/ 2viAg lzkagM islizl  (B.27)

ouv désigne maintenant la borne supérieure de w(t).

Par conséquent, si : |z| > (cA1 CAZ( on)l/zwk) alors : (B.27)
3/2
M
| IR V- gla, ) viA, |
Wi ¢ Jud'ta, /2,y (]Bl+8"/a) —73 (B.28)
¢c ¢ (o,]) v+K
A,' .AZ 2
172
M .
(az ) |s| l 12
* w /2 z
CA CA [02 ) v+k
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D'autre part :
A, +A
gz'UA Uz ¥ gz %/ |u” f—ﬁ%;él y uT (B.29)

Des relations (B.2Ba) (B.28) et (B.29) nous déduisons gue si

| w172
z wlie ¢ (o)) v + KJ)
Ay A, 2
alors
771 ]
A, +A 3/2 1/2
1 d 2 TR A A =1 M Myl 2
7at 1zl g VI == U (a, ) v|A1{/(cA1cA2(o2 ) vk 2]
- (B.30)
1/2 1/2 1/2
. 2
e a™ (Bl v fata,™ sl e, (o, vek) | 2]
4 2 %2 2 Ay A, o2
J
En remarquant gue :
.
A, +A 3/2 1/2
L= Y -1 M M
VW =) 0T - (a ) v|A1I/(cA1cA2(02 ) v+k)
B.31
172 Ly AR 1 (B.51)
» k/ley ¢, log, ) wek) L A/|U7 ( ) v
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et en u’tili_sant le fait que g% gzu,’a ks (avec g2 o k,6 donné par la relation (5.8¢)),
nous déduisons de (B.30) :

1d 12 2 n 12
> gt 2| <« - §|z|“ lorsque |z} » ch1cA2(02 ) v+k) (B.32)
ce qui montre que sur E), 12[ :
2] & max(|z(0)lexp(- §1) 5 CA; CA GQM)UZ v+k) (B.33)
De plus, puisque : n = Ulz '
...1 m "1/2
in 1 ¢ ULzl Izl € 0o™) sur [0, 1ol (B.34)
D'aprés (B.24) nous avons aussi :
12(0)] < (0 oM/2 [e(0)+ 1 BO)De(0)] (B.35)

et par conséquent d'aprés (B.33)-(B.35) et pour te B), 19l ¢
In 1 max[ 0gM/ oM/ 21&(0)+ uB(ODe(Olexp(- 81)
(0 oM/ oymM/2 ey Sy, v+ K( oo™y /) (B.36)

ce qui montre que In | est uniformément borné sur [0, 19[ . La relation (5.16) du

théoréme n'est autre que la relation (B.36).

s

Pour terminer la démonstration, reprenons 1'équation (B.24) que nous pouvons
aussi écrire :

’ &(t) = -L(t) e(t) + n (1) (B.37)

Nous déduisons de cette relation et de la relation (B.18) :

1d 2 2 1/2
5 gt |2 = -u rTD-l/ (Q+B)D1/ r+rID / n (B.38)

r=D""e (B.39)
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Nous avons :

rTD1/2, | ¢ (dM)l/lerI (N =sup n(t) (B.40)
te o, o

D'autre part, en utilisant (B.17) et pour t €, [o, 15 :

uwrTDY/2 (Q+B)D1/2r 3, ygm(y - 1 ) gm |2 (B.41)

o

Des relations (B.38), (B.40) et (B.41) il vient :

-;—g-t— frl2< 0 lorsque |r| >‘,(dM)1/2 N/ udm(1 ;-g-) gm (B.42)
Par conséquent, sur [0, Tol :
Iel & max(feco) 5 (@M)/2 N/ yame- 1) gm) (B.43)
Or, d'aprés (B.39)
IO < @M)1/2 je(oy) (B.44)
et aussi : | _
lel & Irl(amy1/2 (B.45)

Nous avons par conséquent sur [o, T

lel € (dM/dm)l/zmaxﬂe(O)! 3 N/ udmQ1 --;- ) gm] (B.46)
D'apres (B.36), nous avons aussi :

N ¢ maxfl o 3M/ o 0V 2(100)] + ub, aMe(0)) ; (B.47)

(oM 0, m1/2 Sy Sy ¥+ k(TS )—1/2j

A partir de (B.46) et (B.47), en utilisant le fait que y > uy (condition (5.10)) ainsi que
la condition (5.12) traduisant la taille maximale permise pour les erreurs initiales
e(0) et &(0), nous obtenons :

¥teld, Tl @ Je(t) ¢ o (B.48)

Puisque e(t) est continu sur 0,7 L, il résulte de I'inégalité stricte précédente :
T2 = T (sinon on aurait |e( To)l =p ).

La bornitude de |Q| sur [0, T iL étant uniforme et indépendante de 7 1, il en
résulte aussi que T 1=T.
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Nous venons donc de montrer que si e(t) existe sur un intervalle de temps
l_T),T [ , alors |e(t)] est uniformément borné sur cet intervalle par p. La bornitude
uniforme de |é(t)] sur ce méme intervalle est une simple conséquence de I'équation
(B.24) et de la bornitude uniforme de |e(t)], | n (t)| et |L(t)]. I en résulte que e(t)
existe de fagon unigue sur tout l'intervalle @,'Ij (en fait sur [0,T[ et par continuité
sur E),'ﬂ) et qﬁe tous les résultats obtenus en cours de démonstration sur Tintervalle

[0, T9[ sont encore vrais sur I' intervalle fo,T).

Les points énoncés dans le théoréme sont contenus dans ces résultats.
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ANNEXE C

. Un paramétre °différentiel” de I'orientation de l'effecteur pour la commande

dans 1'espace des coordonnées opérationnelies

Nous reprenons, sous un éclairage différent, un paramétrage de 1'orientation
~de l'effecteur initialement proposé par Luh, Walker et Paul en 1980 dans un article
intitulé (pour des raisons assez obscures) "Resolved Acceleration Control of Mechanical
Manipulators"[7 4 ]. ' "

'Un intérét de ce paramétrage est d'étre simple et de ne présenter aucune
des ambiguftés de calcul rencontrées avec d'autres paramétrages classiques (angles
d'Euler, ... ). Nous verrons d'autre part que, grace a certaines approximations
justifiables de facon rigoureuse par notre analyse de la commande, ce paramétrage conduit

a des commandes & la fois simples a calculer et robustes.

A notre avis, tout bon paramétrage de 'orientation de 1'effecteur d'un
robot doit prendre en compte le fait qu'il est seulement possible de définir des cartes
locales du groupe des rotations SO, dans Rg B0]. Toute tentative pour paramétrer SO,
dans son intégralité dans R3 étant vouée a l'échec, il apparait nécessaire de contourner
le probléeme en faisant en sorte qu'il ne soit nécessaire dans la pratique de représenter
tout SO3 Une facon de s'y prendre consiste a introduire la notion de repére de référence
R (t), dont l'orientation représente 1'orientation idéale que devrait avoir a tout instant
le repére Rn(q) de 1'effecteur, et de se contenter de paramétirer les écarts relatifs
d'orientation (que la commande se doit de maintenir petits) entre les repéres R, et Rn‘
De cette facon seul un petit ouvert de SO3 a besoin d'étre paramétré. L'idée est donc

de travailler & partir de paramétrages que nous qualifierons de "différentiels".

Nous supposerons seulement ; cette hypothése n'étant généralement pas
contralgnante dans la pratique ; que l'utilisateur est capable de calcuier a tout instant
la matrice de rotation R(R R (t)) faisant passer du repére fixe RO au repere de

référence R (t) 0’

De cette facon le probleme de la commande revient d'une part a
déterminer un paramétrage de 1'écart dforientation entre Rn et Rr et d'autre part &
asservir la valeur de ce paramétrage sur sa valeur ideale correspondant au cas ou les

orientations de Rr et R n cofncident.
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Choix du paramétrage
Soit R(Rr(t), Rp () la matrice de rotation faisant passer du repére de

référence R (t) au repére de l'effecteur R (q) Cette matrice se déduit des matrices
de rotation R(RO R (t)) et R (Ry R (q) falsant respectivement passer du repére fixe RO
avec R (t) et R (q), par la relatlon :

T
R = R R Co-l)
(R ()R (@) = (R Ret) RR,R () (

La matrice R(R Ry (q)) n'est autre que la matrice d'attitude classique
que l'on obtient & partir du modéle géométrique du robot.

: VAT A s . . .eme
Soit a., 1'élément de R(Rr (t), Rp(q)) 51tu_é a !'intersection de la i

colonne et de la jeme ligne de cette matrice.

Le paramétrage proposé par Luh, Walker et Paul dans [74] est la matrice

[v']R de dimension (3 x 1) suivante
r

1' 32 7 423
["]Rr s Vo =T 413 - 434 (C.2)
V3 81 " 212

[v]R se calcule donc trés simplement & partir des six éléments de
r

R(R (t), R (q)). non situés sur la diagonale.

[VJRI- est effectivement un paramétrage de l'orientation relative de R,
par rapport a R parce que cette matrice n'est autre que la matrice des coordonnees
exprimées dans la base de Rr du vecteur

vV =sin 8.0 {C.3)

ol : . U est le vecteur unitaire de l'axe de rotation faisant passer de R a Rn
- 6 est I'angle de cette rotation.

Nous voyons donc déja que vV est une approximation du vecteur de rotation
ﬁ’)’t(Rr, Rn) =p.0 lorsque 1'angle g est petit, c'est & dire lorsque les orientations de Rr
et Rn coincident presque.
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sin 6

. -> > . . T T
En fait comme v = . rot(Rr,Rn), il est clair que pour © 6]-5 §[

b
le vecteur v caractérise de facon unique 1'orientation relative de Rn par rapport a Rr'

Lorsque les repéres Rr et Rn coincident parfaitement :[v']gr =[o 0 0].
C'est la valeur idéale du paramétrage et le but de la commande sera donc d'asservir

[v]R a la matrice nulle.
r ©

¢ °
exemple : Pour un robot a six degrés de liberté, une fonction de tache possible sera :

x(q) - x (t)|F 3x1
e(qvt) = (c-4)
EV(q,t)]Rr 7 3x1
ou : . x(q) désigne la matrice de coordonnées dans R, du point origine de 1'effecteur
.. Xr(t) : la trajectoire idéale des coordonnées cartésiennes de 1'origine
de l'effecteur
ooc

Un des avantages du paramétrage [v]R est qu'il est toujours défini et
r

calculable sans ambiguité, au méme titre que la matrice de rotation R (R_,R )"
r’n

alv]
R
Un second intérét est que la matrice dérivée partielle —7TL , dont
3q
. e
nous avons besoin pour déterminer 5q et donc pour former la commande, est également

~calculable sans ambiguité & partir des dérivées par rapport a4 la variable q des éléments

aij(q,t) (i # j) de la matrice de rotation R(R R )" En dérivant la relation{c.1) par rapport
9

a chacune des composantes Ay de la variable r%;, nous voyons que les dérivées partielles

¢ a..
1 (g,t) peuvent elles-mémes étre obtenues a partir des dérivées des éléments de la

ag
mal%rice d'attitude R . En effet :
(RO’Rn)
9 T P
— [R =R ——[R ] (C.5)
aqk (Rr(t),Rn(Q)) (RO,Rr(t)) aqk (%,Rn(qn
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Soit ¢ R /R le vecteur vitesse de rotation instantanée de Rn par rapport 3
n""0
RO .
Jow ] la matrice (3 x 1) des coordonnées de dans la bage
o Ba/RgR Ry /%y
de R, 0

JR(q) : la matrice jacobienne de base de rotation. Rappelons que par
définition :

[w 1o =1J50a) §
Rn/RO RO R

3(v] R
Il est également possible de calculer la dérivée partielle L
a partir de JR(q) en utilisant la relation suivante : 94
alv ]R ,
L .5 RrT 3 (C.6a)
3q 1 (RO’Rr) R :

1
1) = -Z—{trace[R(Rr,Rn)] Iy - R(Rr’Rn)} (€.6b)

: matrice identité)

(13 :

Démonstration de la relation{.6)

La démonstration de cette relation passe par le calcul de [_CW T/]R .
r

Il n'est pas difficile de montrer (voir [74] par exemple) que le vecteur

> . > . . .
v =sin6. u se décompose également de la facon suivante :

%(er\?n PAl vk Ak (€.7)

- . -)'
ou:.(r, ) Ko
FE
1 "k

n’ Jn’ n

) est la base de vecteur unitaire du repére Rr
) est la base de vecteur unitaire du repeére Rn
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Dérivons{C.7) par rapport a t :

d e 1 e >
L3p v]Rr=§ i, n@

> > >
k. A (an/Rr A K]

soit en développant les produits vectoriels :

s rd - A T*‘)
+
Ry/Re™ ') * o M /RN o

d = 1 r+7+ x> >
(& VJR = g D+ g +-gr'-ﬁn}wR /R
r n’’r
1 da N+ (G0 oo+ (K0
5 r Rn/Rr n r Rn/Rr n r Rn/Rr
En utilisant la définition de R(R R ) et le fait que :
r’’n
7.3
r' R /R
, zn r
IR /R
log g R - T
n""rr
K .0
r R /R
i n’’r |

la relationf{.9) s'écrit également sous forme matricielle :

d
[ = v] =), [w ]
dt R 1 RH/Rr K

r °‘

ol J, est donné par la relation{C6b).

or :
w = »
Rn/Rr Rn/RO Rr/RO
et par conséquent :
- T
(w ] =R [w ]
Rn/Rr R (RO’Rr) Rn/Rr R

r 0

_ T
] R(RO’Rr) {[an/ROJR

(C.8)

) k1 (€9

(c.10)

{€.1n
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.

d'ou finalement puisque {an/RO ]R =l q:

Application au calcul de la commande :

0
- d . T . .
[ & v] =J. R f,a-[w 1} (C.12)
dt R 1 (RO,Rr) R Rr/RO R
r 0
En identifiant cette relation avec :
d ] ' 3
g vIp = 5+~ [vl, & + & [v]
dt "R 3q R, at R
nous obtenons d'une part la relation{C.6a) et également :
) [ T
v VJ = -J. R [U) ]
ot R. 1 "(RyR) ““R_/Ry" R, (C.13)
o
6 o
Comme : trace R(R R) " 2 cos 6 + 1, la relation{C.6b) s'écrit aussi :
: r’'n
- l -
Jp= cosBlz+5[1, RtRﬂRnH (C.14)

Reprenons 1'exemple de la poursuite dans I'espace des coordonnées opération-

nelles avec la fonction de tache :
x(q) - x.(t)

e(q,t) =

[vm¢HR
r

(C.15)
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Nous avons, en utilisant la relation 6)

I 0
ge _| 3 ] (C.16a)
99 0 l 7, R,
1 “(RyR,)
avec : Jp(a) B
' i(q) = (C.16b)
Ip(@)

(matrice jacobienne de base compléte évaluée au point origine de l'effecteur).
Le long de la trajéctoire idéale : 6= 0, R_ = Rn’ et par conséquent :

o ]

J(q.(t)) (C.17)
LO |R’(RO,Rr(t>) J ¥

Iy s I. Nous en déduisons :

oe
—a‘a (qr(t)’t) =

Cette relation nous indique que la tdche & toutes les chances d'étre
o -admissible (pour un certain p > 0) si la trajectoire idéale du manipulateur (entiérement
définie par les choix de xr(t) et Rr(t)) ne s'approche pas trop d'une singularité géométrique.
Nous voyons donc déja que par rapport a l'utilisation d'un systéme figé
d'angles .d'Euler, toute singularité de représentation a disparu.

Par rapport & la méthode consistant & inverser les coordonnées opération-
nelles de la trajectoire idéale et a se ramener & un probléme de commande dans 1'espace
des coordonnées articulaires, le probléme du choix de la fonction inverse locale selon

la position initiale du robot a également disparu.

Si la meécanique du robot le permet, les rotations d'angle supérieur a 2w,
qui posent des difficultés lorsque 1'on utilise la méthode de la fonction inverse, ne nécessi-

tent plus de traitement particulier.

Enfin le probléme du passage par des singularités géométriques peut lui-
méme étre résolu en régularisant la fonction de tache selon la méthode donnée au chapitre
1.8. En appliquant cette méthode il faudra toutefois vérifier (ce qui n'est malheureusement
pas tres simple) que la nouvelle fonction de téche ne conduit pas a des angles relatifs 8

dont la valeur absolue approche 12[

Toutes ces remarques montrent l'intérét du paramétrage étudié par rapport

a d'autres méthodes.
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Nous terminerons par quelques commentaires sur le calcul de la commande
pour l'exemple de tache considérée.

Nous avons vu au cours de la partie & qu'une grandeur essentielle pour
g

la commande est la matrice J q qui, pour des raisons de robustesse de la commande, doit

étre choisie de sorte que la matrice B = —9€ J;

°q
grand possible autour de la trajectoire idéale du robot.

soit positive dans le domaine le plus

Une premiére possibilité consiste bien str a choisir :
J - e
q agq

Dans ce cas la matrice B(=I) est définie et positive tant que |6|<%’-et en dehors des
singularités géométriques.

Cependant ce choix conduit & calculer explicitement la matrice J 1 a partir
T

de la matrice R(R R et a multiplier cette matrice par R(RO’Rn) .

Une commande plus simple est obtenue en remarquant que le long de la

trajectoire idéale du robot J 1= I et en posant en conséquence :
1 ’ 0 -
J = J (c.18)
: 0 , RT
| (Ry,R )

Pour évaluer la robustesse des commandes utilisant cette matrice Jq, étudions
la matrice B associge. Dans ce cas :

I1{0
B = (€.19)

P07

}
i

Cette matrice est positive si et seulement si la matrice J1 est elle-méme
positive,
Or la matrice [ 13 - R(R R ) ] est semi définie positive puisque :
r* i’

T 2
X" R X < x|
(Rr,Rn) N
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D'autre part la matrice cos® I, est strictement positive pour |6 k% .

Il en résulte, d'aprés la relation 14), que J1 est strictement positive

pour |8|< T
2

~ Ainsi la matrice B est positive définie dans le méme domaine que dans
le cas précédent. En pratique cela signifie que 1'utilisation dans la commande de Jq donnée

par la relation{C.18), & la place de !'expression compléte de %—2—, n'affecte pas (du moins

en premiére analyse parce que d'autres éléments interviennent) la robustesse de la commande.

- Cette analyse tend a confirmer les bonnes propriétés de la commande propo-
sée par Luh, Walker et Paul dans [Z4].

Une économie supplémentaire dans le calcul de la commande peut &tre
obtenue en choisissant les matrices G et D dans l'expression générale (3.16) de la commande

de la facon suivante :
1] ° |

G = ’
0 l Is_i

En effet dans ce cas :

1 0 GIDI(X - xr)
qu GD e = J
| Rryr) PR
1 GlDl (x - xr)~
=J
[v]
Ro

et la matrice de coordonnées [v] sera calculée directement & partir des composantes
de ices R ' il ion(C.7). Il devient inuti
s matric (Rg,Rr ) et» R(Ro Rn) en utilisant la relation(¢.7) evient alors inutile

de calculer explicitement la matrice R (R_,R.)" .
r’n
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De méme en choisissant :

Xy
g = -
t
T
R [w ]
(Ry-Rp) "R /Ry "Ry
la matrice RFI(‘R R ) ©St neutralisée par son inverse dans le calcul du terme JC-ll Gj ¢
0"'r

Remarque :
le paramétrage "différentiel" que nous avons considéré n'est ni le seul

possible, ni le seul & posséder de bonnes propriétés. L'idée importante ne réside pas en
effet dans le choix spécifique de tel ou tel autre paramétrage mais plutdét dans le caracte-

re "différentiel" du paramétrage.

Deux autres paramétrages possibles possédant ce caractére sont :
. s z : -).
. la matrice des coordonnées du vecteur de rotation (6.u)
. la matrice des coordonnées du vecteur (sin g .u) qui s'interpréte aussi comme la partie

imaginaire pure d'un quaternion [$0] .

Nous pouvons d'ailleurs remarquer que pour des angles 6 petits nous avons :

{(sin & .3) = (8.5) > 2 (sin-g .K) et que pour © = 0 les dérivées de ces trois vecteurs coincident.

I en résulte qu'en théorie, et tant que l'objectif de la commande est de maintenir 8

égal a 0, les coordonnées de ces trois vecteurs peuvent é&tre utilisées indifféremment

dans la commande.

Notre choix s'est porté sur (sin 6 .H) du fait que les coordonnées de ce
vecteur se calculent avec les seules opérations +, - et , & partir des composantes des
matrices. R et R as d'ambi i la commande

R(rg,Ry) (Ro,Rp) (pas iguité et économie de calcul de )
et en raison de la robustesse théoriquement prouvée des commandes utilisant ce paramétrage

(se référer a 1'étude qui précéde).
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