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ANALYSE DE LA FORME LIMITE DE COEFFICIENTS STATISTIQUE
D'ASSOCIATION ENTRE VARIABLES RELATIONNELLES
[sradl Cesar LERMAN
RESUME :

On comsidéve am coe}}«‘cx‘ent 5ém2ra'l, d'assocatCom emtre deux variables relaton —
nelles dont la mormalsaton vesulte do {a variamee d'un (ndice alZatotre ayant
une distribution f:ermutatdonnel(e . Om ttab&t les Uns emtre dﬁ’}}é'mmtes ex fores —
scoms de la varcance et on determine oleuy nouvelfes expresscons dont Uune permet
1 etuae de la j’or'me mlte du coejf-c‘u’ent o lassoclation dans des condctions gu'on
Qf;f..«éhende ctacre ment . On conscoére des cas c'm}.ont:ants e {a com Ipar‘ou.'son ole oleux
variables qualibatives mominates ou orolinafes . L ex }:ressron {imite permet oese
remdre comlLte dlun pecnt de vue }ureme‘nt formel de {a mature de {a mormalisation

acnse ef fectuee a fart«.‘r"- d'une dEmanche combinateire et sl:a.tt‘stc‘?ue.



CANALYSIS OF THE LMIT FORM OF STATISTICAL ASSOCIATION COEFFI _

CIENTS BETWEEN RELATIONAL VARIABLES.

ABSTRAQT

We consider a general association coefficient betweem twro retat':'onaL varia_
bles | Lhe norma{ xakion of wht'ch Bu.‘ng obtafned Ly the means of the varcance
of a random (ndex haw'nj }:ermul:al:t'ona{ destrcbubion, We estabtc‘si;. carres}:ondence_
bet ween olt'f}eren‘c cx}oressvons of the varcance amd we determine two new expressions,
Oma.oj Ehese last enables s to sl:ualy._. under clear con.au‘h‘ons— the lcmc'tjar}n_
of the assoccabion coefficient . More farfl‘w{af;y, we constder Lhe (mbortant cases
- of Uz'e, Com/aam'son bet ween £tuo Mominatl or ordinal qualctative varcables, The (imt
| expression o Aes }ossébte, to readcxe from }ureﬁj Jormat /Lu‘nto} view ) the nature

of the norma{cxation obtacned l’} combcnaboerial amo StatisEcat QFFPOQCJ\' .
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//41004",&"071 e d ravwance , en elEments /;Lozulxiﬁ/,s , ./Gpta,ca/n, _ol’um ordra
7&";5 //maﬁc fcafafao% /d 74 Zf /Q’ﬁg[fm onou’ls ole Y /voi}Ly,» celle ex//a)cw_
Sl Yemicts _doms Racum oo wdeux cao ole carn11oa)ca4"/3m e colewx nrania Cles
vo/uaél?ca/iz."mw momimates o ovaimalys O/rz Ao Nendra UL’ compde ole -co 74«.‘
amAowtone de fa‘;m %mdammza,& dans da movmalsaition e .cos amolieed,
Nowes awans déga’ membimme e motne ,a,f/fo)lacgﬂ foormetlod’ts ool tond com
me -cas prortialion Ao coeffime P (a,p) oo K, farson entie dis olewr
cabtoubuis fogx.’qw A et b . Z}w‘v celle acliation , In %o’wm Limdte .ol
R,p) (. ) et AN P(A,p) , o P(o,p) oot am et ff ceomtc . olont
Ao Umite ﬁe oepemd fao oe m %;z u7wﬁm Ae Aode e oo ce .qa’ﬁ?



| [a0]
o pt //bow‘z, Ln Lompahoddon _ole /a(ea/( nran2bbs )Lepa/tc"onm% olont Ya /u7wzé'o?/n._

totlon est mu milvean oo DX 0 , alois Gue la )Le/one//Jemta,&fbn, -oles aftru’_
Luts %33‘7”‘% eondusamt o (3 («, p)zw P, p) , e fou"j: Lau Muareaus ole

O . Aote ,a/naé'y/ae foﬁ/me% mous /;JWmMCL,o& )lifamol/w a & Wﬂ;n,,
IL_EXPRESSION « FACTORIELLE s DE LA VARIANCE

Aows Vappelons ainss’ _puance gue nows allms L'exprmon Lvar ()] en
%oncﬁfm Ay Lo /eaha/me‘tw e Duse Gus” ol .olt) momenZs factouels .
{ X, 5,)/ (v,5)e 1 My {4;(&,5)/(1:,})6 I W du codages
Agm’ekm‘?w (2etppo .amﬁfdj/mitu"?w) de 0 , Embnoolusms _Ly fmme‘ﬁw dud’_

vamld ,7.441 mows A4 Aiond f«m/z na/af»o'ob 2 car ot Mantel



| | (a1
£z3
L,=E2 {X(L,j,)/({,}})é I j=vA,

Lq_za{'[x(a);p’“/(i,')e Iw}; A, (1)
U =220 xt3)x64) [habe Gl = (A A,)

Om Cmbnodu’t e mime _ fm nfhot au second codage — nwfaeca"mmmt, My, MyetV,

bé,dﬁ?/nmw e/n%("/n fa)L | .
L, = L‘.a./’ncu ;’ék"“L\q,,/”L[u ,'uzU//nC” P (7\;)

1] 4] £3)
’77'(/1: Mi//l] /”L,L‘:'-M%/m, et /U’_—_V//n,

Aoy %ahme\.w moments %acto'a."e& /foa/c ’Laﬂoﬂt uawx7ueﬁ mous allms e;fauw war (S ) o
Ldeémanrant sde é’exfnmfm'(ﬁ') (§I) Qui dewiont : |
A
AL M UV (Goal,—sD)Mi-ame—ty) LM (3)
m (2 + m L2 ‘ nte (e )a

® ® 0 G




(2
vaya/nt mumnote 4 kevmss ccomppotant Lo vantamee , commengons por, rieducre @)
auquel e ,fm/{e en procke mous mtiynsrms Ay auties tovmes

P (LM _alin 41ty _al, M pul, M, 480,V

mlwr 1 _q.Um:“.,LSUm&—I-%'U’V)

Lon Emt yramk & tome (B) o a (+)

1 akned) LQ”“T.F_L_ [sL,m 416UV —a(Cm, 4L, m¥
v +3(LV+M JU)— (L5 4m U))

ﬁ”""“/“f“p‘"‘" AL foumi w/:wam e o vorcamee s war (S )— )
wn /Q'ma” ey L [3{“&;‘(;_)3)) ,_ ,;4—4(41-2;(2—3)’?2""&
e LA TN
-_lf{ 1;(17[??_?; ) uj“"”—\-’”%ﬂ)—&- 3 (mm_m;) W%«s—+m&u> (6:)
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Nous woulms naf/lpnocgﬂ A dun tovmus ,doa»g"gmff : 4; fwrm’m ( brosemy tevme
ole a Admme ) Pk

| [‘,’7\(”\—4)3&1 fL C’n«(m“l)) &
i (m-3) m1 (m—2)(m— 3) " (*)

%‘ maimtenonkt | on mg ga)wlz e L ep]mw«an Ae o rvaniamee o;.az s tevmes—

{nowmmmﬂeaadam , on ob ket

 m u/v+4_(_m____%<,e1m1 _Jz1nr_~m1 u) (3)
74u. ,}aeu: Ae metlie souy Ja fome
g Lnim— 4.))"’L(71 25 (nr _m ) _ g mm=1)(An=3) 4 40 (9)
(M—3) (m-3) ~

0u emcore 2

4 La(n—1))" (u— 4 )(/u..mj') 16 Lnn=1)(n-2)) 4y —8IMN-1)) urr (10)
(m—3) | (m—3) (m-3)

Nous allons maintemamt: <mté gney ' cetle expnesdion le dewweme tenme ImWZ—

. de (+) A 24° g des autres termes mom sout’gnes de (6) » On obtient ¢



£a%)

n
an(f) = 4 EZL,,,‘M;;)J (fu,.ff)(/v_mf) { Q,(C'"(Z):m%)l 'In +amin-1) £, m
— n—%)(m

(m—g)(m-3) 1 4

J, Lm(m—1)) )
+ *m1)} — (m—3) {wlf—(f,v'lu-m%u)}

i ¢ (m(m—1))

(11
(M—=2)(M—3) 2 Mg, )

0w Mous Awond )w;.nm/aé by tome debm {Adi e arandess, .

/la. A ot mg /Mco-&& qut' de neduwhe A

(m(n-1))* 4 1 m(m—1)(Am-3
9, (A —0%)m —m™y_ ) A, m
(n—-2)(m-3) * 1)( M) -4 (m—2)(n—3) ‘9

(nin—1)J% (p o2 2 [n(n—1)) [nin—1))
L)(m—m § Lm _ L, m
(n-a)(n-3) 4 M) - Tnmsy  r 2T g gymey e MY

——

%"/ﬂ Lenant ,cam/:IZ e (12) 5 (11) ’f’eut s'ecrre o

L Imim—1)3%, s a (=% ) pryiy ok
wz(S/._. 4 =3 ('u—JZ1)(aanm1 +Q(m NG _3)( ) m—m?)

(m(n—1))
— 4 (=3 (u—by )(—my) §15)

7
4%&%%/,
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tas
THEOREME 1 . En Eenant compte des notat(ons (1) et(3) wu(S) peut s'ecrire

comme Sa’t S

ey alain-1) g% e Ry Lmm—1)) 2
var 5= T { atnin—1)) (u—€)(—m7 )4 mw —£)(m - m)

_4-(1(—€&)(4?—W1&)} . (14)

I _ Ponme LIMITE DE LA VARIANCE ET DU CoEPFICIENT
DYASSOCIATION,

| dominant
La décom pos it ion (1‘/—) de la varcance m’a pas son terme strictement

posttif s em effet , comme on ~va {e voir ('K—ea') peut tomber em dessous ole

%ero et (v— /m, oS ‘Ltt I/ma {mons 4our cefa e X et sol’ent deux relations
] 9 Y

de 1oar't»{"‘c£on o Nous allons commemcer 'f»ar conslderer X comme dej-unc‘ssant- une Ipar_

tvt;u'on em /g classes de mMeme iject‘c‘:yﬁ A = /rl% ( “/fl :__/z ) S DMIS ces cond(é,_?ms)

om A 7



(26) -
L,= L%= j\.%(ﬁ,—i) et U:ﬁ%(&_l)(&_&) . Dise

£, =4, = Ak(h—1)/nin—1) o u =R R(A-1)(h-4)/mn-1)(n~2) . (1)

oty 1 (B N0 Y — (o 21 (R
( Xﬁ)—- (/n—1)a('n—9»)[(m VA-D(R-2) = (m &)M‘l)] 4

Ja,’au\d dE/ve{a.f;f,mth et A4°/mf>£"f4°caﬁh e//ecfaeg a Uintencun olu cnochat | om Lot

, 1 B a
(m“’ei)_ (/71—1)4(/774)[ MR R A

a
=N Ty ) <o - (3
— (m=1)*m-2) 1 A )—K M
/)o:u!' Montrer ume St't uah"Oq _ d'alt{eurs 4a f{us }fé'n/uenté,‘_ /aour ane varlable [aar‘ttfl:(‘.'on
qu’on note it y ow (nr— /m,f‘) est f»osc"té} , ct suf fCt de [v"end,re, un exem,ate nuMErques,
| jﬂnaji"mom m=90 et une 1oart¢ftc.°0n, em deuy classes de taldies res}»ectfves 60 et 30 » Om, obtient

2w 0,3258 et /m14 = 0,3031 ,
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Les condCtions asy’mf»l:oh' 7qe5 S’ex};rfment 'f:ius matare Llement 'f’“" r‘a};}wrt auy moments

absolus - Introducsons ators relatcvement o x (Y‘es,f,o y) ta dingomate {X“’ /1&3(41.}
resio 4\4°\<”L ° 0”‘. Suppose de Qacon e,xdusc"ve {”“—ne dej o‘euj SL"th‘l"anb
(respe {9, [4¢t4n]) fpese de fas |

sucvamtes :

= =1 tto=1z,v.°o
@ )(%L 1 et %%i four out ¢ y N ,n,

°.=O et o::o Lt{,=17v°¢,’n,o
@ _Xbb r\éJ],% PNLT ouw 1Y) )

@ correspomd au cos ou les deuy refatioms sont symétrt(’u.es et @ au cas ou Tes
deny relat<oms somb a'ntu,“syméta’a/ues . Dans s comdctcoms
D:DL'.X. ., et D .-_—_E ) _X:t, sont 'éjau,x (a'M ou 4 O) entre
1 e vy : (¥ 2 1y .
eux et avec

E‘1=E?i%” et E,L=D‘C ’ng: .

vy
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D ]peut diu‘:ﬂner la valeur commame (?rl ou 0) et d="DIm est Ejai a 1 ou 0, Introdulsons

L, = L,+D = D&\x /(a,;})e1x]j},

(V,a,)

Ly =L+D =‘CJX§"}/ (,j)e 11} (4)
U, de oo [ Gg ke InIxI)

On &

| 3 3
U,=% 20 x,,x,, +T 2 SRy +E;lx,}x%, +ax,.+§;x.

Cl‘)}’)&] A c:’)'kj

ou um {:_uf,tet; embre crochet %mdc.°7ue que Les composantes sont mutuellement distimctes.

U, = U + 2d Ly +L,+ nd
D'oi
U =V, - 24by—Lg—nd = U, ~2d (L~ md)— (Lo~ nd) — nq

=V, —%dL, -1, +amd” (5)

jmwoaa:;m a' %ne’am jed momentd .absolus N
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- 8 |
/P""‘L‘ﬂo/’n )+=L‘zo/mgv et 0/=U0//7)3 . (c)
De Fagon c0rr-esl»onalante Mous associerons a {’y / (u,J)(- I~IY, res',ec,‘hvemcnt et

avec des notatlons oue {'on CDM})Pe'nOL .

=M, /"

4 r&=m,w/'n" et s=V,[m® . (F)

)

Avee ces ’,ara metres , mous allons reprendre (’exfr‘esn‘on (14) de la vaff&mce (§ 1[)

Com,atc Eenu de (§) , on a

A
A m _ s 1 d
(fn—ﬂ)(fn--&)[‘7 ol +ioa)o ¥/
A oukne pank,
o JU S P T G oy, S SpTA l
(m—1) (m—1)& " "1 M il m2 -

Le calenl de (u_,Q,;l) se $L°mt7(4°§4‘k pour Fourm i~

(- 2})-

(n— 1_)(fn :L)(GI J’“) ¥ (m ) W B &) )



(30)

Dams ces comactions 5

(=) wm ) T (g0

C(m=1)%(m—2)*

[ (gt )mig—m ) 4+ (8—1) (2= ¢,) ]

N (M—1)(m—2)*

(mi 2)9»”1&_ ) (m}*m&) - W)

Mpeite ex‘heM&m est @ ""d“?w” 'f’“rcqu(m“")l/ (M—3)) avame ol '‘nter venCr

comme e +re mcer berme ole 1a vardance . En dtf}:féremu"ant les termes far ordre

de jr'atndeu/‘ , on obttemt 2

Y b 'S a a
(”“9*)3("‘—3) (‘1-—1”1 o=, ) (n— a)qlz\(mv%)[q 1“)m —m )+ (=) =)

+(m a)’“(m—-S)( M=y G

Le deuxeme terme de arnn(S) (cfo (14) Je met Sous {a forme:

amt (m—=1)* (g _
{.Jr ('Y\—él)(’h—).%)( 2 ﬂa)(”“a—'mﬂ) S




(31]

Dams {e trocsceme terme de var(S) Cntervient (U=Lg)(Vv—"my) gue nous

salloms alico/mf:oser‘ comme sult o
2 "l Y 2
(u—€y ) (w—my )= [(u—2, )- (£—=€)2( (w—m) — (m,—m)3 . (14)

Cofmfate tenu de (10) o dessus 3

(u_zi)z n ((1_1;") n—1) (4 _sz) . (19)

(Mh-1)("—2) (M— &)
Efn adofl;a/nt ame meme J['or’/me four 47-—’77%) on a
(ﬂ—-‘e&)(rw-_m&)= ) —ay (9— L )(4 T )

*4(mt&Z)”*‘[(C‘*‘ﬁl)(mf”‘f)jLV’“"«aﬂﬁ‘ef)) .

& '
P AR e e

Foar obtenir 1o trosceme terme de %a vargance vt ( 5) [cf- (14) f L) on

a & multipter Vexforesscan (16) par — 8N(N-D/(N-3) . On a alors s
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8 m®> J a
 (m-1)(n-2)% (n—3) (3-F, )04

§m’(m—1) R TP} A ot
(n—2)*(m—3) L 1”1 m=m)+ (8= 4,)]

__bmin-1) (g _4* m—m> . (1%
(m—a)“(/r\—a)k L 1)( 1 4) )

Nous avons fact precgder d’une accolade Les expressions (12) ,(13) &t (1%)
71(8 Cnberviennent dans wvar (5) par leur somme . Il yaen fact trok expressions
composamtes ole base qu® oz 42" Chterviennent dans (1%) et (13) et qui’ reaparadsent dans (1%)
Dans ces condibcons , mous atllons commemcer far Teordonner {e tout far r‘affort a' ces trok expres..
° 0 2 QL a a 2 8
sions oe base que sont (‘1—1v1 Ho—ry), C(o’_t )(mx_m'])_‘_ (27 )(1&_ ,21 )

8
et («@&-—- 24 )(’”Li— /m,?) . Aemse fLes coe}}fu’ehts CC- dessous concerment le "’83"0“}:&_

ment de (12), (12) et (13).



e Foans _ 133.]

Le coef flcCent de (q_ha')(/\)~r1a') est

4 m> (mn— —% ):_ tm® (m+1) ) (45)
(n—2)* (m—3) m—1 (M=1)(m—2)(M~3)

Le cofficient de Cg- 1» (m—m, D+ (B—rhy - th) et

ymd (m—1) _ emdm—1) .
(”\-Q)”’(m—ﬁ( n+ ) (m—2)(m—3) (49)

Le, coe}}%c‘n’,e’nt de (QL——JZ:')('M,,L— ”71«‘::) est

wm (m—1)* [An o imst) g amin=n (g
(m—2)(m-3) ¥ (m-2) (h—2) (m. 2)

Au ]['acteur* 1 /(/n—a) 10?65 , wonsCdirons la conbrabutdon des deux derniers

termes o

nin—9)" | =25 )mgm, )—mm(fn <[4 memE ) (B-rhie - €)), w
| - 2
(7%’071 feut ecrire sous la Jorme ¢ )




R 2 m? | 2 2 2 m* Y
Lain— 1)t [ (g0 )—m—&m—&)m—h )l =) (’T\—l)ﬁ(Lﬂ-—&) (2 -7
§ m¥

(2 (q-ﬁ’“}\,o—r}) . (a3)

Hegrou}»ons le dermler terme de (2%) avee celu< al'lu’ cor’r‘e51oo7w( a (18) . Aw

j—actew 1/(/!1-3) , 0n & comme coeffctdent ’fnaitf/r(&atgi °

b mY [ (n4+1) % )= b mo(m=3) (43
(M- 2) ¥ (m—1) (M—=2)7" (m—1)(m—2a)*

D’n, Qa a{or‘s

THEOREME, Z

o (5)= 4t (q—h*)(a—q&)

S (m=1)(m—-2)t

N AL 2 m* L |
“'F%”/;(—”;)q {CW& J91)_(n—1)(fn—:av)(‘1 h))

& Ly
x[km;”'tf)—— (/n%g(m-a)(/')—,r“ )]} . (a4) |



(=5

A bartlr de (24) , om etabl’t Lordre de gramdeur de var(S) pour N4 grandyy

COROLLAIRE 1_[.a forme limite _ _)Loqr n «gramdyy _de var(JS) est

4m5{(<1..1»1“)(z> +___[(4~_1v _1» Ny =2 s—r?)) . @)

Nous altons o fresemt deter m ner Ta}’orme lemite olu coe}}cuemt @ (x)%,)
(mdcce brat centre riduct tel gue (5) ( éI)J Poun cela | constderons le mumenatenr

de ce Cw}y&&nt’ qut" Je met  Sous la }orme

[’L] (b’—-l%) ) ('kG)

1 ’ ' cal

/
L\ ex/uress ton limgte de (M,) Cofm'kop*te comme terme domCmant

m&(w/_..ﬁr;_) ) (27)



‘ .- |
2

I} en resutte 1o

THEOREME, 3 ,

L forme Limite du coeff4tidnt C()(x,g) pour Jr 4 et‘1 (res4.

ry,n eQ)) temdant wers des lom<tes Fenees | est
dn> (r— v
a, X

@y
A9 R )01+ g [y =45 204— 4Ll 5 ") — 40— )

S¢ (9— hg“)(b__\r‘,\&) st defferent oe Kero et sC n et assen grana pour

Temdre mgageable o daxidme terme sous lo sCqme demominatewr on a :

(, A (wr—4, 7% ) (29)
9) Q, \/0, 1»‘1 Y:,&)[

Om se trouve alors om mes ure, de r’eromir'e a la quwtim 1@04@ & la fen




(33)
dy '}»arajra’a'he I, lomme '}wur celue de Ko Pearson , le coeffutmt Q( Xy ) entre deux

varcables relatommetle est ‘egalement _ dams {es comdCtions du thioréme 3 , fpour

(‘1—-_1;&)(3—— Y‘;Q)¢0 5 Q4 }'actwr SN ',ol"e\S—— um Y'o.f;ror'f 1}14»" dont la UWmte

est L’ndéfvemdamte de M,

Lomme Mous fwurrons Te voer dams {e cas ole varcables 1oar'tt°h°on ou rr'e'or'dr“e/

fotal (a,..*ha) ['f“asjp. (5—r2)) et micessalrement Posctif ; compte tenu de
UQJ’r"CSSY,D% (16”) de la varlamce ,

IV - COMPARAISON DE DEUX VARIABLES PARTI‘T’ION",_

Pour ditormener lo Jorme {tmite du coaffetiont dassociation emtre deu
varfables '}oawti’,tion Tet &, ¢l su}}‘i‘c de se remdre comrte de ce que deviemment

oﬁacwn, des /far'ametf“e,s '}v4 5 +v 59 (reshe vy, 0 ,8) et wr D/n motera ics, /jatvu
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v (Y‘es{oo al) L’ ¢mdi'ce couramt d’ume classe de o foarttt{on T (res1p, 1) ole t”;e (’”24,7'2&,...)

m,,... ,m/&) Cr‘e.sf. (’)1,1)’1%,...,,%&)] . DisCqnons por T, =(m_ /n) fresr.

;—_(fnd /m)) et Vg = (m ca(/’")) ot N,y et le cardinal de la classe (c,d) de wax , On o alors

PROPRIETE 1,

4" 4" Wc,a > c1=';——x—j Tr:

1<o\<,ﬂ, 1<eef
Yesh, ¥ =Y =7 > 7L A =
( °F 4 E\«U& L7 4<d\<k °(> (1)

et Q{/ vof(/uc\d{ ,1\<a(\<fé}

BEn effet | Xx,, ttant ane wvariable booléenne
v

E o ¥, =T 2 x, =T=2n~nF |, (2

(i }) ¥ (v)},) by 1<c<h

fuus?uz e mombre de gauche reprisente le mombre de courte,s d’objets reunis par a ?ar
titton v . 4= =1y Treprisente la proportion, de couples d’obgets rgund par T,



(39
D ‘autre part X, X, Mest egal a4 1 gue st 1 et & se rebrouvent dans une
2N ] g
meme classe . Le Mmombre e (;r'(,f:(ets ode Ta classe Ec de cardimal m, consti__
tue da ontrebatoon de cotte classe & €2 4 x.,bg/x%/(a,gv,&)}) Vo

ba selatsom

Ll en résutte t’exfor"essfon de 9 - @ua'nt L W m A

@\{X,,}y /(b))é—IXI} amc¢/‘°‘g1<4<ﬁ} (4)

_ «lou’s‘yue Le fremc‘er' membre re1orésmte 1e rnomﬁr‘e de courtcs ud’objets reunis »f;ar {a 1par__

£ition crocsee TAX , D'od g

Um E7u°va{emt o théore‘mﬂ du oragraphe };récé’otefnt put itre EnomcZ odams ce

- conteste | avec comme comdiBoms asymptoti*ques {Hc / 1A\<c\< /K} (Peﬁf, {x d / 14 ou&}) bendant



{+0)

vers une lgmite Linte . Dans cos comdetions y fa Jorme lemcte de Q(w, 1) est

- (wr—Hr)
© VG )yl 20

(é') |

Nous ations directement etabler 1q

PROPRIETR 2 . (11.__15‘) est nul si W = 1/ h ‘F“‘" Eout ¢ = 1,a,,,.,%, autrement

((1- 4*) st skrectement fosctht.,
\5‘1’/ kLY -= 3-/-/y\« ?Ou"’ tout C = “,a-)ooo)'y\,

B R
@E—\}—%\Jp\& /& t/}‘_‘

1€¢c

J

1
A
=Fﬁ = 4 . °

1« (/«/p\, ,&3 /y"a’

Prouvons o prisent que




- _?_1 > >( ';L>:‘L o
16c¢ ¢« 7 %W" (6)

Cetle Cnegatlcte est €qucvalente 4 la sulvante

(@—LWO)KN“%W) a awfri , (%)

1<c’\(‘p\ CC C'J
)
od La derni%ere Somme a Lou pour ous Les coafies (c,c’) a cofmfoosa'ntes oistinctes,

Le alévetof,f;ememt dy f,r'efma’er' membre lackse a f,roa'ver

= vn, yE= Tttt . ()

[e,c" AN

! L4 oL o 0 -
L. négalcte sera a fortiory etablie st cﬂaque cou ple (c,e”) comtribue @
4 Inegalite ; cest ddcre , su
3 3 L%
T Wer + T, T > AT, T, , @

e quon vat aisement en divisant 165 dwy membres par Won. . D'odre feart i1,

Suffet que g solt defferent de T, four um Ce,e)), foour que l"ifnégaifte/ (9)

et dome celle (6) Jo:."t stridcte .



T2)

PROPRIETE 3, A_ [ (’1\,-——-13')___ Q(q_*}\a):’ est posctif.

A se met aussC sous ta _forme C (1\_0\)—- (q—)rxq”)) o Cosz,te temw
de 1a d'éc.ofm,foutwn Sous jacelnte a la f»reave de {a ﬁrofoaete 2
4.2 - 2
)= ER e (T, ()
od o somme a Ueu fouf les (j‘) polnes fo,0'y . On su»f»fase__ Jans restrecndre {a (j‘én?_.

ralcte que ¢ est ted que T, > M.y

(‘rb—) E= FU-T) = £ W, = W, (T 4T L (1)

(c,cv )

Or‘ , .1;0!.(1' tout ﬂ,c'y,
L L = (W —Tpy) + 2Ty (Wc—n-c')z' 1)

ek !
“h—9) > (g—4%) - 3
001 remar querd qq’a‘ Uestremum | o M =j: 1oour bout C, la valewr de A est f{- 1— 1_)

Aimst la decomfaosctwn Jfourme de Ta variance [Seus LeSLgne»r” de ®)) est em elements
postt tFs.



{+3)

Toutes choses ’ég,aies far ai’l{eur; e coe}}‘icteﬂt @ (T, %) [c}, (5)) est d’autant flu,s
grand que o fartit‘ion T (resf,. 1) temd d etre em classes de mime e}}ec‘t?} 3 clestatdire
ad ttre flus discrem imante ou plus informative en termes de thior de i’/n}’armation,o
On a mime U{Imfmession d’ une r’urtur'e, dans e com’oortefme'nt du coefficcent des lors
que 1 ume des yantitiom est em classes de meme tactte , Tbutbl‘ods dey remargues
3 mposent . La premidre st que 1'ordre de gramdewr dy numiratear _ 1% o=
DL{ ’nfd [A¢och  1¢dek] [CJ:O (6) § I] — décroit trés semstblement dés fors
a,uq la, @artit%on T r’esjg. x) temd a etre om classes de méme e}}ectt‘_’; . La secomde

T&’Yllllf'liu?/ est 7ue Les %artitions om classes de mime taclle me se remcontrent 79«5 natu

rellement | elles »},euvemt correspondre o' um Gchanbtlonnage sous contracntes et sont em

co/nséc,uemces de 1ou,res conskructlons.

Aensy 1 coefLutient [P(n,x)/«l’h S trouve marqut far la vatur informative

de oﬁacum‘e des deux »jaart"ition,s T et X o Il Sagit o’ une ll,e/nda'nce qu peut ttre sou



r -

TS MR AN ’ _{lf-l}]
hactable . Ji° on disere um coef fUeomt me mettamt bas Ero b emvidence cet effet, on prematras

X): Q (Tt )X)
JQED QY

RiT, ()

N _ ComPARAISON DB DRUX VARIABLES PREORDRE TOTAL ,

Le cole.Jﬂ veient que nous voulons obtemir ot four ajofﬂ’cat‘ion ole t’exfr’essvon (a8)
Me corr’esjoond pas o celuc ditactle au farajrafhz 1, mads au codage ant ‘i/s‘y/mitm"yue
A'um mime preordre Eotal auxffae/ mous avons Jact alluscon foar To sucte . Comme olans
le cas de comru’a&;m de deux fart{t{ons , tl 4 A &‘éi de f:ouvot‘r' reconnattre «h’ 5
4{»1 , 0, (Y‘esf,, r, . /J} et w, Lee encore , om moera foar ¢ (Y’esf:. o) U indiee
couramt- d’ume classe du preordre total W (Y‘esf»o tif) de co#n1o054°tt°on (m“mi,...,mw...,m*)

L\res‘?. (Mg, mg,00, Ng,eeeoMy)) Déstgmons far W= (m, /m) Cres/f,, @,— (m, /m)] et



{45] |

Vg = (ﬂcd /M) o m 4 estle cardinal de fa classe (c,d) de wa®, Om a ators

Tecer c{c'<e"

+ D\_ﬁdc cY (‘UD-"' ‘ch) ]
Q“‘F r=o,r, ——QEE_LQ’defd = fa% LT Ty
+T_2 8,8, (& + Wd‘)J) ’

d{d’

PROPRIETE1: Jﬁqzo,»ﬁ_ ' r__ W W , 9= (A2 w w,Qpw

Com scderons @L{x L} b)a)é.IXI} et la decomlrosLtwn sucvante de IXT
Co/n.)?or/méme’nta\ w %
XL =2 TxI, 421 I, +821xI, . Q)

c¢c t'>¢t
(somme efnserm‘oicste)

Com%te tenu du coda3€ amft".sf/fm"éfr“f?ae , IcXIc contribue 1oour xero a lo

somme o Dlautre ﬁart) pour et ¢! fexes tels que AN (chlcn‘*'].c,x:[‘:) contribue



£ Pl 2 | I}"b]

‘f;our tire a o somome , tar {.orstlue (L,j,) décrit chIc' , (4,1) déerct Ic'xlc et on a constam
— R
Ment ;‘\)(i}-}— in)_.o . d'od {a valeur ole Jm
L2 calenl e _41 Suﬂpose celuc de {a somme

Lo, (3
a—Lﬂxi}/(v,))eIXI} )
et om comsdere {o mime déco/m};osfb ton (2) . Letle Joos oo, roar ceb ¢ Juues Lels que
c<c! ]C X Ic’ et IC, X Ic contrhuemt chacum pour moxm gy dou e résulbat ammonce
our 4,

Comseditons o farESe/nt ume exforessfofn de 1a JCor/me

@__ix %/(v,g,,&)élxlx_l} (+)

et r'éjﬂér'o'ns mous o la olécom?osc’f ton de IXxIx] cm}’orme a celde ‘[Il‘, /1«3\(»&} ole
L. Un element de 1 dEcomposition est de fa forme gererate I X1 X Ic"

Comsederons L ’C"ffﬂet Cese',e) Sy ses Aross composantes Sont €9ates U elemont



| L %)

de {2 dzcomposCtion o fa forme 1o . J macntemant deay oles comsposamtes sont
é_::;a(zs , om @ 'fw«w c et ¢’ }C.xés (ccev) les con}tbumt(’ons ,sufvaﬂtes:

(e (¥
I, xL,,, LT, , L, ¥,

Ty I, , TorLolp , Ir

C cr

. | '3 . o
Les seuls ensembles clui contrebuent a (#)  sont IC,XIC et ICXIC' o Leur

u’ comtrobue o Llexpresson de ar
i f 9 ¢
g E wc wcy ( wc + wc') ° (6)
ey

[‘onsfdiro'ns a‘ Présent le cas od {es trods Co'm';oOSQ’hfes c,clet ¢ sont ds tinctes .
Nous avons o envi'sager Les faroduc"ts cartésiens @ 3auche of. dessous et lers comtrebutilons

resfectdves , @' droc ke cl- dessous '»,0’" Suﬂwce cee'ce” .



I, x1I,, XIC,‘, M, m,m,,
Ic X IC,, XIC, — m m M,y
I xL. 1, M My
Ic'xIc"xIc —— M M Moy
Icnx IoXIcV — mcmC‘mC”

Ic" x 10‘ xIc, —= M Moy My

/q!; contribut ton glabaie est dome

Z, E :L_. mcmcymC"

RAARE L

La7u31{e domme au mdveau de ? 0

Qwowcv ('UC v

C(C'( C“

Il reste macntemant o determimer AW °

[4

(%)

)

[(#8)
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Coms Ldérons D-L{X“ ‘3/ /(p,j)é_le} et {a aleco/"l/;aod,(m de meme
Type que (4) , mass retative d &

_ X T x
IxI F;:, T,I, +E§LI¢ L, +%Ld I, .0
Jy (L,j.)é— chlc f»ourwn (‘/)Du(l,j)é-—]: XID( *f:our um o | .X)y
Etant donme macmtemant unm couf)(e de fm’res d’ imdiees ({C,c‘ﬁ,{d,d }) o ¢
et dcd! , comsiderons /LES contrebutions sutvambes /hote/es a drotte des ensembles suc_

vamts motes 2 gauche 3
(loXIcv >”(I4XIO(') — Mg Mery”
<I XIC,)H I,de) __,__ﬁca(v'nc,o(
I,)n (Ioc"la() —>—Nog Ned

( )ﬂ ( — 0'0('7\00(



o

La contribution gtolloa(e est

Z-”lca( ’nc'd' -——gx’ncd'ﬂcvo( 0 (40)

I@ em resulte 1’07@”55 ton de My _dmmee dans Usmonce ole la f:ro’:r("e:te,/ .

|
Lex]oressf’on (15) du foarajrafﬁe IL de fa varcamee devient _ aufacteur ym 4res—

19+ g h-2n—20) ()

ou 9 (resp, 4) est essemt Le{ememt ‘rosfd’}o
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PAOPRIETE 35 B :.H»l_ 29) et positef .

Oln ‘reut Terdre 1» sous 1a :f-orme

A =S (EP.,_ wen )= 2T 2 Wow,, (W, 4w,

A C{ey
+ 282wy (2w /e ds,en))
(12)
=&D,ww.w+w.' Z-D\ v \ EE‘W
tec- ¢ C( c c) T c"<c¢e! c % “e +1“c"< e Oerter
+i§c__‘:§(wwcwc. wC" . (13)

C‘naqu.e Cerme wc1w%wc5 _‘rour C,(Cp<Cy— S rebrouve trods foss | ume dams cha _

cume des Ero®s dermcéres sommes . Il em résatte que

B = /}1 —29 = 1 T 2 ww,Won > 0 (14)

C(c'<c"

A ense {a dé'covn-],ostfizt‘o% (1) est em etements foschls.,



[l e Yoy ' Iszj

[et emcore om Ibeu{' confro'nter Lo comf»orte/memt de Q{w;ﬁ) Q' cefu(o de

A (w,0)— ) (1w
) NPT )
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