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ETUDE NUMERIQUE DES INSTABILITES CELLULAIRES
D UN FRONT DE FLAMME

PAR UNE METHODE PSEUDO-SPECTRALE(®)
H. GUILLARD, B. LARROUTUROU, N. MAMAN

INRIA, Sophta—Antipolis, 06560 VALBONNE, FRANCE

RESUME:

Nous étudions la propagation d’une flamme plissée bidimensionnelle dans un milieu
gazeux prémélangé, dans le cadre de ’approximation de densité constante. La méthode
numérique utilise un développement des variables en séries. de Fourier dans la direction
du front, et une approximation en différences finies adaptatives dans la direction de pro-
pagation, associés & une intégration temporelle semi-implicite. Le schéma résultant per-

met le calcul (original) des instabilités cellulaires d’un front de flamme.

NUMERICAL INVESTIGATION
OF TWO-DIMENSIONAL FLAME FRONT INSTABILITIES

USING A PSEUDO-SPECTRAL METHOD (¢)

ABSTRACT:

We investigate the propagation of a curved two-dimensional premixed flame in a
gaseous medium, in the framework of the constant-density approximation. The numeri-
cal method uses an expansion in Fourier series in the direction parallel to the front, and
an adaptive finite-difference approximation in the direction of propagation, associated to
a semi-implicit temporal integration. This scheme allows to simulate (for the first time)

the cellular instabilities of a lame front.

(&) Cette étude a été partiellement supportée par la D.R.E.T. (Direction des
Recherches, Etudes et Techniques) sous le contrat 84-209.
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I. INTRODUCTION

Le but de ce travail est la mise au point d’une méthode numérique performante
pour simuler la propagation d’une flamme plissée bidimensionnelle dans un milieu gazeux
prémélangé. Plus précisement on cherche i simuler les instabilités cellulaires d’un front de
flamme dans le cadre de ’approximation de densité constante, classique en combustion.

Méme dans ce cadre simplifié, cette étude présente des difficultés numériques liées au
fait que les variables du probléme ont de fortes dérivées premiere et seconde dans une zone
trés mince du domaine de calcul qu’il importe de représenter avec précision. De plus, une
simulation correcte des instabilités exige de considérer un tube dont la largeur est trés
supérieure i ’épaisseur de la lamme, et d’autre part de calculer avec précision ’évolution
du phénoméne pendant un temps trés supérieur au temps caractéristique de la propagation
de la lamme. Une méthode numérique précise et performante est donc nécessaire pour
réaliser une simulation satisfaisante en évitant des coiits de calcul trop importants.

La méthode employée utilise un maillage adaptatif non-uniforme , construit de telle
sorte que I'erreur de troncature du schéma numérique, ou une fonction trés proche de
celle-ci, soit presque également répartie d’une maille & 'autre.

D’autre part, la méthode numérique utilise un développement des variables en série de
Fourier dans la direction transverse 4 la direction de propagation, ce qui présente I’avantage
de découpler les différents modes qui n’interagissent plus qu’a travers le terme de réaction.

Le schéma spatial utilisé pour évaluer les dérivées premiére et seconde dans la direction
de propagation est un schéma de différences finies classique monodimensionnel. Le schéma
temporel est un §-schéma explicite pour les termes de convection et de réaction, et implicite
pour le terme de diffusion.

Le chapitre II est consacré & un bref rappel du modéle régissant le phénoméne con-
sidéré. Nous décrivons en détail la méthode numérique employée pour sa résolution dans
le chapitre III, et présentons quelques résultats significatifs au chapitre IV.

Ce travail fait suite & des études menées & 'INRIA par Hervé Guillard et Bernard Lar-
routurou ([5], 6], [7], [8])-

II. FORMULATION DU PROBLEME

1. Le modele

Nous nous intéressons & la propagation d’une flamme adiabatique bidimensionnelle
dans un mélange gazeux combustible, dans le cadre du modéle simplifié décrit ci-dessous :

Nous supposons que la réaction chimique est simple du type A = B. Cette hypothése
peut étre faite notamment dans le cas d’une réaction qui a lieu dans un mélange ot tous
les réactants sauf un sont présents en large excés. Par exemple, si on brille beaucoup de
fuel avec trés peu d’oxygéne, on peut se ramener i une réaction simple en choisissant la
fraction massique de I'oxydant comme variable, le fuel restant toujours surabondant.



Nous nous plagons dans le cadre de Papproximation de densité constante, classique ey
combustion. Elle consiste & négliger les effets hydrodynamiques devant les effets diffusifs
et réactifs ([10]).

Ces hypotheéses conduisent au modale thermo-diffusif (1) dont nous donnons les équa-
tions ci-apres.
2. Les équations

La propagation de la flamme est alors régie par le systéme normalisé suivant :
. =AT +Q(C,T)
Ci= lAC Q(C,T) s
t= Le 3

ou T est la température, C la fraction massique de réactant, 0 le taux de réaction et Le
le nombre de Lewis, rapport des diffusivités thermique et moléculajre. Les signes + et —

devant le terme Q dans les deux équations traduisent le fait que la réaction produit de |a
- chaleur et consomme du réactant.

La loi d’Arrhenius et la loi d’action de masse pour le taux de réaction normalisé
donnent :

2 — —
nC,T) = %C exp (1—_[1%%) {2)

ol B est I'énergie d’activation réduite et ou a est le rapport entre I’élévation de température

due 3 la réaction et la température des gaz briilés.Nous supposons dans la suite que Le, o
et [ sont des constantes.

Nous associons aux équations précédentes les conditions initiales

T(t=0)=To(J:,y)={ey’ siy<0

1, siy>0
1—eley siy<0 @)
C(t=0)=C, = - ’ =
(8 =0) = Co(=,y) {o, siy>0
et les conditions aux limites :
T(y=-00)=0
Ty =+c0) =1
) (@)
Cly=-00) =1
L Cly=+c0) =0

Les données initiales (3) sont fournies par Panalyse asymptotique pour les grandes valeurs
de I’énergie d’activation B ( voir ci-dessous ) '



3. La stabilité du front

Considérons maintenant le probléme de la stabilité d’un front de lamme plan dont la
propagation est régie par les équations (1), L’analyse de ce probléme a été réalisée par les
physiciens dans le cadre du modéle & grande énergie d’activation (voir [2], [10], [11]). Ses
conclusions nous guideront pour le choix d’essais numériques conduisant ou ne conduisant
pas a 'observation d’instabilités cellulaires. Dans la limite des énergies d’activation infinies
» le taux de réaction (2) tend vers une fonction de Dirac.

li = §y=
ﬂ-l'x-?oon y=0

En effet, lorsque f est grand, le taux de réaction est nul dans les gaz frais (T~0)carle
terme exponentiel 'emporte, et nul aussi dans les gaz briilés car il n’y a plus de réactant
(C ~0). I n'y a donc plus que sur une épaisseur de I’ordre de O(1/B) a2utour dey = 0
que la réaction se fait, avec une valeur de I’ordre de o(B).

Dans le cas d’une énergie d’activation tendant vers I’infini, on peut trouver la solution
plane exacte du systéme (1) :

_fert siy<t

1—elelv=t) siy<t
Colv,t) = {o siZ;t

Cette solution est stationnaire dans un repére (R1) qui bouge & la vitesse 1 par rapport
au repére de référence (Rg).

Pour I’étude de la stabilité, on se place dans le repére mobile (Ri1) et on écrit que la
solution du systéme est la somme de sa solution plane stationnaire et d’une perturbation
périodique en z ayant un coefficient d’amplification de la forme exp (vt) :

T(z,y) = T;’, (y) + aTy (y)etet®=
C(z,y) = C;,(y) + aCy (y)eMt etk
avec Tp(y) = Tp(y,0) et C;(y) = Cp(y,0).
Une étude linéaire de stabilité, fournit alors la relation de dispersion:
v =(n—1-4n%k2)k?
avec

17:

I

(1 - Le)

Si 7 est inférieur ou égal A 1, « est strictement négatif quel que soit k, ce qui implique que
la flamme plane est stable : un front initialement plissé a tendance 3 s’aplatir au cours du .
temps.



Pour n plus grand que 1, la courbe qui donne v en fonction de k a I’allure d’une
parabole. Elle coupe ’axe des k en k = 0 et k = ko = 2;1. Son maximum est en

ke = @ i 7 est négatif si k est compris entre 0 et ko, positif sinon:

1>0 ,sik €0, kol
77>1=>{,7<0 , sinon

D’autre part, la longueur d’onde ) de la perturbation est reliée au nombre d’onde k
par la relation:

2T
A=

En conclusion, la flamme plane est instable si elle est pertubée avec des longueurs d’onde

supérieures a Ao = -Zf : on pourra alors observer une flamme plissée.

III. RESOLUTION NUMERIQUE

Dans cette partie nous présentons en détail la méthode numeérique utilisée pour résou-
dre le probléme (1)-(4).

1. Formulation du probleme

Comme indiqué dans introduction, nous faisons Phypothése que la lamme est périodi-
que dans la direction z transverse i sa propagation. La température T et la fraction
massique C sont donc supposées périodiques en z, de période X long-

D’autre part, ’étude numérique utilise dans la direction Y un domaine de longueur
finie [0, Yiong|. Sur ce domaine, les conditions aux limites (4) deviennent :

Tly=0)=0
Cly=0)=1 |
Ty(y = Yiong) =0 )

Cyly = Yiong) = 0

On remarque que les conditions aux limites aux deux bords Yy =0 et ¥y = Yiong ne sont
pas traitées de la méme maniére. En effet, du coté des gaz frais (au bord y = 0), on peut
imposer des conditions de Dirichlet car la fraction massique et la température du mélange
frais dans lequel la lamme se propage sont connues. Par contre, les essais numériques
ont montré que des conditions de Neumann homogenes sont plus appropriées pour le bord
¥ = Yiong, dans la région des gaz brilés.

Le probléme i résoudre numériquement se compose des équations (1), (2), (3), des
conditions aux limites (5), et de ’hypothése de périodicité dans la direction z.
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2. Maillage adaptatif

Un phénomeéne de propagation de flamme présente trois zones bien distinctes, comme
le montre un profil typique de température T(y) présenté sur la Figure L.

Dans la zone située a gauche, on trouve le mélange frais; la température est basse et
pratiquement constante, la fraction massique pratiquement égale a 1.
Sur la droite se trouvent les gaz briilés, dont la température est élevée et presque constante
et la fraction massique pratiquement nulle.
La zone de transition, trés mince, est appelée le front de flamme. Cette région se subdivise
elleméme en deux parties. La flamme s’alimente par diffusion dans la premiére partie,
dite zone de préchauffage. La température y a I’allure d’une exponentielle croissante. La
réaction chimique proprement dite a lieu dans la deuxiéme partie, située au voisinage des
gaz brilés, et qui se caractérise par de fortes dérivées secondes.

L’évolution de la flamme, et en particulier sa vitesse de propagation, c’est-i-dire la
“vitesse” a laquelle brile le mélange gazeux, sont déterminés par la structure interne du
front de lamme, et notamment par les valeurs de la température et de la fraction massique
dans la zone de réaction. Il importe donc de résoudre avec précision le front de flamme
et surtout la trés mince zone de réaction, sous peine de réaliser une simulation numérique
trés erronée de ce phénoméne de propagation de flamme.

Cecirend nécessaire ’emploi d’un maillage de calcul non uniforme. En effet, supposons
que nous utilisions un maillage régulier. Un maillage relativement grossier représenterait



mal le front de flamme, la densité de points y étant trop faible. Un maillage fin, par
contre, impliquerait de sur-mailler les régions ol les variables sont constantes, et induirait
un gaspillage de temps de calcul.

Pour représenter de facon satisfaisante le phénomeéne tout en évitant un temps de calcul
trop long, il faut donc employer dans la direction Yy un maillage non-uniforme, assez grossier
dans les régions des gaz frais ou brilés, et fin dans sa partie centrale (comparer les figures
IT et III et leurs agrandissements sur les figures IV et V; voir également [12]).

Nous devons aussi tenir compte du fait que le front de flamme va se déplacer. Afin
de garder celui-ci dans la partie fine, il faudra bouger le maillage au cours du calcul. Pour
obtenir un maillage qui reste continuellement adapté aux profils de température et de frac-
tion massique au cours du calcul, nous utiliserons donc deux procédures complémentaires
de maillage adaptatif, utilisées dans [6] et [7] pour des problemes monodimensionnels ana-
logues:

- une procédure d’adaptation statique, qui construit, & un instant donné, un maillage non
uniforme adapté aux profils de température et de fraction massique;
- et une procédure d’adaptation dynamique, qui déplace le maillage & chaque pas de temps.

Ces procédures sont détaillées dans les paragraphes suivants.

2.1 L’adaptation dynamique

Le but de cette procédure est de déterminer & chaque pas de temps la vitesse des
noeuds du maillage. Pour réaliser cette adaptation dynamique de fagon simple et peu
coliteuse, nous choisissons de déplacer, 3 chaque instant t, tous les noeuds i la méme
vitesse V (t). Ceci revient 3 observer la propagation de la lamme dans un repére mobile,

ayant la vitesse V (t) par rapport au repére fixe. Dans ce repére mobile, lié au maillage,
les équations (1) deviennent:

T. = AT +Q(C,T) + V(t)T,

1

AC -0 )
Te -~ (C,T)+V(t)C’y

Ct=

Ainsi, pour résoudre le systeme (1) sur un maillage mobile, nous résoudrons simple-
ment (6) dans un repére fixe. Il reste 3 déterminer la vitesse V(t) & chaque instant.

Pour évaluer V (t), on intégre le systéme (6) sur tout le domaine de calcul, et on choisit
V (t) telle que intégrale de la température T dans le domaine de calcul reste constante (en
termes plus physiques, ceci revient & garder constante Pénergie thermique contenue dans
ce domaine). On veut donc que

d xlonq }’long Xlonp Ylono
o / Td:z:dy=0=/ / T; dz dy (7)
0 0 0 0

Cela revient aussi & considérer que nous cherchons la vitesse V (t) telle que les dérivées en

temps moyennes soient nulles. Si nous parvenons & un état “stationnaire” du front, c’est-i-
dire si le front ne change plus de forme mais avance seulement (dans les essais numériques,
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ce sera souvent le cas pour I’état asymptotique obtenu pour des grandes valeurs de t), la
flamme ne bougerait plus du tout dans le repére mobile lié au maillage. Cette adaptation
dynamique présente donc ’avantage de transformer un état d’onde simple (traveling wave)
en solution stationnaire.

En utilisant les relations (6) et (7), et en supposant que ’extrémité y = 0 du domaine
est assez éloignée du front de flamme pour pouvoir négliger les dérivées T,(z,0), nous
obtenons I’expression suivante pour la vitesse du maillage:

Ylonc Xlonq
/ / Qdz dy
V(t) = s 0

Xiong
/0 [T(y = 0) = T(y = Yion,)] da

(8)

Nous verrons que ce calcul sera trés simplifié griace 2 ’utilisation de transformées de Fourier
dans la direction de périodicité z.

2.2 L’adaptation statique

Comme nous ’avons expliqué précédemment, il est nécessaire pour obtenir une bonne
représentation des variables tout en conservant un coiit de calcul raisonnable, d’utiliser un
maillage non uniforme adapté aux profils des variables T et Y. La détermination de cette
répartition des noeuds adaptée i des profils de variables donnés est ’objet de la procédure
d’adaptation statique.

Cette opération est effectuée 3 plusieurs reprises au cours du calcul. Autrement dit, a
différents instants au cours de la simulation, lorsque la solution a beaucoup évolué sur un
méme maillage, la procédure d’adaptation statique est utilisée pour améliorer la distribu-
tion spatiale des noeuds du maillage en ’adaptant aux nouveaux profils de température et
de fraction massique.

Nous verrons dans la prochaine section que I'utilisation de transformations de Fourier
dans la direction de périodicité z conduit en fait & résoudre un systéme d’équations monodi-
mensionnelles. C’est pourquoi nous présentons maintenant une procédure monodimension-
nelle d’adaptation statique, qui fournit une répartition non uniforme des noeuds dans la
direction y de la propagation de la flamme.

Cette procédure, appelée 4 un instant donné ¢, utilise donc les valeurs “anciennes”
F(y;) des variables, connues aux noeuds y; du maillage “ancien”, et calcule les nouvelles
positions Y; des noeuds, ainsi que les nouvelles valeurs des variables en ces points. Le
calcul se poursuit alors sur le nouveau maillage.

La nouvelle distribution des noeuds est déterminée en cherchant 3 répartir ’erreur du
schéma numérique de fagon égale entre toutes les mailles. Pour cela, on calcule d’abord
Perreur de troncature du schéma employé pour discrétiser les dérivées premiéres et secondes
en y.



Les dérivées premiéres en y sont évaluées par la formule:

OF Flyjs1) - Fly;
e y) = T~ Fla) o)
dy Yi+1 — ¥Yj—1

ol j est le numéro d’un point du maillage; j est compris entre 1 et Ny, nombre de noeuds
dans la direction y. L’erreur de troncature correspondant a la formule précédente est:

b;o*r, . DjoF,
2 3y (v;) + 6 9y° (y5)

avec

(o)

i = Yi+1 — 2y + Y
i = (Yi+1 — y;)D; + (yJ’ = y.‘f‘l)z

h

Les dérivées secondes, quant & elles, sont évaluées comme suit :

Flyj+1) = Fly;) _ Fly;) = F(yj—1)

321;' X Ty = .
- =~ 9 Yi+1 — Yy . ' Y5 —¥Yj-1 (10)
dy Yi+1 — Yj-1
L’erreur de troncature est R -
' Dj33F( ‘)+D,-84F( )
3 ay3 Yi 12 3y4 Yi

Si le maillage “ancien” est assez régulier, les coefficients D sont petits devant les D
(.5]- = 0 pour un maillage uniforme). Nous négligerons donc les termes faisant intervenir
13,- dans le calcul de I’erreur de troncature: 5_.,- = 0, V5. Un exemple de la répartition
de lerreur de troncature wq sur le maillage “ancien” est représenté sur les Figures VI et
VII. La représentation en fonction du numéro de maille j permet d’avoir une idée de cette
répartition lorsque I’on donne la méme importance & chaque maille. :

Puis, pour pouvoir anticiper un peu ’évolution future de la flamme, et justifier
I’hypothese D; << Dj, on régularise cette erreur wo en effectuant une convolution: on
évalue I'erreur régularisée w, définie par

},lana
/ wo(u)A(y — u) du
0
rYIm.U.'

/o Aly — u) du

wy(y) =

ol la fonction positive 3 petit support A est donnée par:

Aln) = I 1- ﬁf‘_{} siu€ [—Hreg;Hregl
Lo sinon

-10-
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(Hreg est un réel positif fixé). Dans notre cas, les problémes de bords ne sont pas impor-

tants car I’erreur de troncature ¥y est nulle. C’est pourquoi nous ne traitons pas i part les
points y =0 et y = Yiong.

Comme D'erreur w; est nulle dans les régions ol les variables sont constantes (voir
figure VIII), mais qu’il faut quand méme y placer des points, on rajoute i l'erreur une
constante, i.e. on calcule “I’erreur augmentée” w,(y) = w1(y) + Constante telle que:

Yiony Yiong
(1+¢) / wy(y) dy = / wi(y) dy (11)

avec ¢ donné. On peut aussi se dire qu’on rajoute ¢ fois I’erreur moyenne.

Apreés avoir “régularisé” et “augmenté” la fonction d’erreur, on peut évaluer ’erreur ws
commise dans chaque maille, ainsi que erreur moyenne, les erreurs minimale et maximale.
Si ces erreurs minimale et maximale sont suffisamment différentes 'une de Pautre, on

modifie effectivement le maillage: on calcule un nouvean maillage Y; qui équirépartit
Perreur wa, c’est-3-dire tel que:

Y
/ wa(y) dy = K , Vi e [l,Ny —1]
Y.

J
avec

Y1=0

v r

Yy, = y-lon.g

_12_
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(voir figures IX et X).

On pourra remarquer que (11) revient aussi & imposer la longueur /g de la maille dans-
les zones ol lerreur w; est nulle.

1= 118 Yiong
°T T4 N, -1

Pour pouvoir continuer les calculs, il nous faut connaitre les variables T et C sur
le nouveau maillage.. Pour cela, les variables sont interpolées sur I’ancien maillage, soit
linéairement (voir [6], [7]), soit conservativement suivant e principe des volumes finis (voir

[8]).

3. Utilisation des transformées de Fourier

L’hypothése de périodicité des variables dans la direction z nous permet d’utiliser une
décomposition en modes de Fourier. En utilisant un développement tronqué a I’ordre N,,
on peut écrire:

+N, -1

T(z,y’ t) —_— Z Tk(y, t) . ei-k.\ﬁ-z (12>
k==N_+1
+Nz—1 )
Clmut)= D Cily.t) ¢z (13)
k=~N,+1
avec 2
™
¢ B Xlong

'Les équations d’évolution des coefficients de Fourier Tk(y, t) et Cy (v,t) s’écrivent alors:

(Te)e = ~K*(Te) + (Tu)yy + O + V)(T),

(C)e = £, (~K*(C1) + (Culuw) = e + V(8(Ch), e

pour k variant de 0 3 N,. Dans ces relations, désigne le k**™¢ mode de Fourier de 0,
qui est calculé par:

N:—1
1 ' [ 2T g
Ul t)= 5= 3 () e Hok,
= j=0

les valeurs 0 (v,t), approximations de ﬂ[T(jA:z:,y,t),C(ij, Y,t)] s’obtenant par les for-
mules (2) et (12)-(13).

L’utilisation de la transformation de Fourier nous ramene donc & un systeme d’équa-
tions monodimensionnelles instationnaires pour les coefficients T}( y,t), Yi(y,t). (En par-

\ =~

vicuiiei, 1o prociduse monodimensionnelle d’adaptation statique présentée au paragraphe
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précédent est appliquée en utilisant pour I’erreur wg la somme des erreurs réalisées sur les
coefficients de Fourier T} et Yi).

Pour implémenter cette méthode, nous aurons i effectuer plusieurs transformations de
Fourier discrétes, pour évaluer les valeurs 7T} et C;, puis les modes de Fourier 0k, A chaque
fois, nous avons Ny transformées de Fourier discrétes indépendantes d’ordre N, 3 effectuer,
une par point en y. Nous renvoyons le lecteur & (3], [4], [14], [15] pour plus de détails sur
les transformations de Fourier discrétes (12) et (13), et sur les algorithmes de transformées
rapides. Dans cette étude, nous employons I’algorithme proposé par Temperton [15], qui,
au lieu de vectoriser chaque transformation d’ordre N, vectorise sur le nombre N, de
transformations. Ceci permet d’utiliser des boucles vectorisées qui traitent des vecteurs de
taille Ny (Ny = 100) alors que la vectorisation de chaque transformée discréte porterait sur
des vecteurs beaucoup plus courts {par le principe méme de la transformation rapide), et
conduirait sur un Cray1-S & une puissance de calcul trés inférieure  la puissance nominale.

e Les transformées de Fourier nous permettent donc:
— de découpler partiellement les différents modes, qui sont les fonctions propres de ’opéra-
teur 82/9z?
— de disposer d’une procédure trés rapide et trés précise sur le Crayl-S
— d’éviter de faire des différences finies en z
— de n’avoir aucune intégrale en z i calculer pour estimer la vitesse V(t). En effet, les

intégrales suivant z correspondent au mode 0, et I’expression (8) de la vitesse du maillage

devient:
],lonq

V(t) = [(To) (v = 0) = (To)(y = ¥iong)]™" / (%) dy

e Mais les transformées de Fourier nous imposent un maillage uniforme en z de pas
Az = Xiong/Nz; Le nombre de modes N, doit étre choisi en fonction de la précision
désirée. :

4. Discrétisation en y et ¢

Nous utilisons un schéma d’intégration temporelle ot les termes de diffusion sont
calculés implicitement par un -schéma, dans le but d’avoir une condition de stabilité moins
contraignante que pour un schéma explicite. De plus, nous employons une formulation en
6-schéma, plus favorable du point de vue de la propagation des erreurs d’arrondi au cours
du calcul: & chaque pas de temps ¢", on calcule la différence entre les valeurs des variables
aux temps ¢! et t”, au lieu de calculer directement les nouvelles variables au temps t" 1,

En notant (Ti)" le k**™¢ mode de Fourier au temps t", ’équation en T du systéme
(14) devient:

[1 + 4At (k’ - ;:Z)J [(Tk)"‘“1 - (Tk)"} =
82(Ti)™

(1-0)At [—kz(Tk)" + e + (k)™ + V“—-—a(g;)n]
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ol (T%)" est le k**™° mode de Fourier de T au temps ¢,. Le schéma.‘ est totalement
explicite si 4 est nul, et traite les termes de diffusion de fagon implicite si 8 est égal A un.
‘'Les dérivées spatiales en y sont évaluées en utilisant les formules déja indiquées (9) et (10).
Nous renvoyons le lecteur & ’Appendice pour 'expression compléte du schéma numérique
totalement discrétisé. En écrivant ce schéma sous la forme:

A [(Te)™ — (T)"] = At Fet(T™,C™)

on observe que la matrice tridiagonale A ne dépend pas du temps. Ceci permet de ne
recalculer la matrice et sa factorisation qu’a chaque changement de maillage.

D’un point de vue pratique, on a & chaque pas de temps 2NV, systemes tridiagonaux
a résoudre, un pour chaque coefficient de Fourier Tk, Ck. Ces 2N, systémes sont résolus
en paralléle en utilisant une procédure disponible sur le Cray1-S.

L’étude mathématique du systéme parabolique (1) montre que les variables T et Y
satisfont & chaque instant les inégalités 0 < C < 1 et 0 < T, évidentes du point de vue
physique (voir [1]). Ces inégalités restent bien sir valables pour les modes de Fourier Cy
et To. Comme ’apparition au cours du calcul de fractions massiques ou de températures
négatives se traduit presque toujours par des instabilités numériques, il importe que le
- schéma respecte les inégalités 0 < Cp < 1et 0 < Tp. A chaque adaptation statique du
maillage, le pas de temps At est donc calculé pour que le schéma soit positif pour T et C ,
c’est-a-dire que les valeurs (T;)"+! et (Ck)™*! fournies par le schéma soient nécessairement
positives dés que (T%)™ et (Ci)™ le sont. On vérifie d’ailleurs que les contraintes sur le

pas de temps At qui assurent la positivité du schéma sont plus sévéres que celles qui
garantissent sa stabilité (voir 'Appendice).

Nous présentons dans la section suivante quelques résultats obtenus avec ce schéma
numeérique. Pour étudier la convergence de la solution vers un état stationnaire au cours
du temps, nous utiliserons la quantité

1

A7 lgggvz( (Te)**1 (¢, 5) -(Tk)"(i,a‘)! , l(ck)"+1(i, 7) = (Cx)™ (i, 7)| )

ISJ'SNy

appelée le résidu au temps t,. Cette valeur est une approximation du maximum des
dérivées en temps des différents modes de T et C dans tout le domaine.

IV. RESULTATS

1. Flamme plane

Dans un premier temps, nous avons choisi des parameétres correspondant au cas d’une
flamme plane stable. Les variables sont initialisées de telle fagon qu’elles soient constantes
dans la direction z. Ces calculs ont déja fait Pobjet de plusieurs travaux (voir [6], [7], [8],

(9], [12], [13]) ot sont présentés ici au titre de tests pour le code numérique.
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La flamme plane est bien simulée pour différents nombre de Lewis et différentes
énergies d’activation. En particulier, nous avons pu constater que le taux de réaction
restait dans la partie finement maillée. Ceci permet de penser que la vitesse de lamme est
calculée de fagon satisfaisante et donc que 'adaptation dynamique du maillage est bien
réalisée et efficace.

Tous les calculs sont faits avec o = 0.8, valeur assez proche des cas réels, et avec
Xiong = 27, Yiong = 30, N; = 2, Ny, = 100, § = 0.75, ¢ = 1.02 et Hreg = 0.9, avec une
interpolation conservative.

Les cas testés sont ceux proposés dans [9]. Pour chaque cas on donne la valeur de la
vitesse de flamme fournie par I’analyse asymptotique pour les grandes énergies d’activation,
ainsi que la valeur numérique et le résidu.

(a) Le = 0.5, 8 = 10.
La vitesse asymptotique est : V =~ 0.946, la vitesse calculée est : V = 0.959 avec un résidu
de 1078,

(b) Le = 0.5, 8 = 20.
La vitesse asymptotique est : V =~ 0.973, la vitesse calculée est : V = 0.978 avec un résidu
de 1078,

(c) Le =1, 8 = 10.
La vitesse asymptotique est : V = 0.9, la vitesse calculée est : V = 0.918 avec un résidu
de 1078,

(d) Le=1, 8 = 20.
La vitesse asymptotique est : V =~ 0.949, la vitesse calculée est : V = 0.954 avec un résidu
de 1078,

(e) Le =2, 8 = 10.
La vitesse asymptotique est : V =~ 0.818, la vitesse calculée est : V = 0.850 avec un résidu
de 1078,

(f) Le =2, B8 = 20.

La vitesse asymptotique est : V =~ 0.904; on observe numériquement une instabilité de °
vitesse prévue par I’analyse théorique (voir [11]).

2. Flammes plissées

2.1 Relazation d’une flamme plissée

Comme nous I’avons vu au II-3, la flamme plissée n’est stable que pour certains choix
des parameétres.

Nous avons choisi de prendre ici Le = 0.7, § = 10, a = 0.8; Xiong = 2, Yiong = 30,
Ny = 100 et N, = 60. Plusieurs essais effectués avec des nombres plus faibles de modes
de Fourier ont montré que N; = 60 modes sont necessaires pour obtenir une bonne
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représentation des phénoménes. Nous avons de plus initialisé la lamme avec une pertur-

bation Asin (67z/X ong). La flamme est donc plissée en forme de sinus dans la direction
z.

Les résultats montrent que la flamme s'est relaxée vers une flamme plane, comme
prévu par la théorie (voir figures XI 3 XV).

2.2 Une flamme cellulaire

Dans ce cas, nous avons simplement changé Xiong qui devient 3Xo. C’est-ia-dire
Xiong = 18+/2x.

Les résultats font effectivement apparaitre que I'amplitude des plissements du front
de lamme augmente au cours du temps. La solution converge vers un état stationnaire
cellulaire. On observe en particulier que les pics des cellules sont tournés vers les gaz
brilés, et que les régions du front tourndes vers les gas brilés sont moins chaudes que

les parties tournées vers le mélange non brilé, ainsi que le prévoit I’analyse asymptotique
(voir [10]) (voir figures XVI a XXIIT).

[Vlllllillllll,llllvllv LARARAN RARARARAR RARARARR RS B/ LARAARSE LA
___,_.—-—-Mmm

Fig. X1 : Isovaleurs dans le domaine entier d tg = 0.0
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Fig. XII : Isovaleurs dans le front de flamme au méme temps
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Fig. XIII : Isovaleurs dans le front de flamme & t10000 = 5.1
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Fig. XV : Amplitudes de T et C
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Le =0.7, 8 =10, Xjong = 18v/27, 8 = 0.75, Hreg = 3.0, ¢ = 0.4
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Fig. X'V1 : Isovaleurs dans le front & to = 0.0

frrrnrrrrrnnmnp’rrrnﬂl] Laakanxiedfadadaddad el [l adabialis Casdasdss

Fig. XVII : Isovaleurs dans le front ¢ to0000 = 60.87
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Fig. XVIII : Isovaleurs dans le front & ty0000 = 126.0

Fig. XIX : Isovaleurs dans le front @& tso000 = 208.3
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Fig. XX1 : Isovaleurs dans le front a t176421 = 641.9
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Fig. XXII1 : Température en 3D 4 ti76421 = 641.9
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V. CONCLUSION

De par leur intérét théorique, les instabilités thermo-diffusives ont attiré 1’attention
d’un grand nombre de chercheurs. Cependant jusqu’ici ce probléme n’a été abordé qu’a
travers I'approximation de P’énergie d’activation infinie et de I’équation de Kuramoto-
Sivashinsky. Dans ce travail, on utilise le modéle thermo-diffusif avec une énergie d’activa-
tion finie et on lui applique une méthode numérique mise au point pour le calcul de flammes
plissées.

Cette méthode utilise une décomposition en modes de Fourier dans le sens transverse
a la propagation de la flamme et une discrétisation par différence finies dans le sens de la
propagation de la flamme. La discrétisation par différences finies est rendue efficace par
Putilisation d’un algorithme de maillage adaptatif déja utilisé avec succes pour d’autres
études [6], [7]. D’autre part la méthode utilise de fagon intensive les possibilités des
ordinateurs vectoriels (utilisation de FFT hautement vectorisées, résolution de systéme
tridiagonaux en paralléle).

L’efficacité de cette méthode numérique est démontrée par plusieurs essais numériques
?

et notamment par le calcul d’une flamme plissée stationnaire qui semble étre réalisé ici pour
la premiére fois.

APPENDICE

Pour un point y; intérieur au domaine, notons A* = y;4q —y; et A~ = Yi — Yj—1.
Les formules utilisées pour les dérivées spatiales s’écrivent alors:

OF Fii—F;,
dy = At + A-
9*F 2A_(FJ‘+1 —F) - A% (F; - Fi1)

~
~

dy? ATA=(A+ + A7)

L’équation donnant le mode Cj s’éctit alors:

(Cu)7H [-%FUE—TAT)]
+ (CoFt R+ 25e))]
+ (Co)H [_QI%LA"—(A—:TATT
= (C)s [At(Lle-e) A+(A3+A_) + AtV"A—:.IrF] (15)
+(©u)r R e ]
+ (Ce)7oy [At(Lle_e) A=A AT — AV aias
— ()7 | At
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1. Etude de la positivité du schéma

Intéressons nous 4 la positivité du schéma donnant le mode 0 de la fraction massique
Co.

La matrice tridiagonale A correspondant i la partie implicite est une “M-matrice” (i.e.
tous les éléments de A~! sont positifs). En effet, les éléments non diagonaux de A sont
négatifs, les éléments diagonaux sont positifs et la diagonale est strictement dominante.

D’autre part, le coefficient de (C’o);-‘_1 est toujours positif. Le coefficient de (C’;c);’~‘+1

est positif sous la condition (du type “Reynolds de maille”):

A+ <_2(1-9) _20(1-19)
= VnLe |V Le

(16)

Enfin, puisque le terme de réaction Q est proportionnel 4 la fraction massique d’apres (2),
on peut poser
ﬂ2
Q)" = 2 _(C)7
(90} = 2—(Co)ge

le terme ¢ représentant la partie dépendant de la température. Le coefficient de (Ck);-‘ est
alors positif si

2LeATA
(1-0)(2+k2A+A-) + B2cA+A-
Les conditions (16) et (17) sont donc suffisantes pour assurer la positivité du mode Cj 3

chaque instant (dans (17), on peut prendre pour ¢ la valeur maximale de exp ( 1—:%:;—_2%)

sur le domaine). On obtient trés facilement des conditions similaires pour que le schéma
préserve les inégalités Co <1 et 0 < To.

At < 5 (17)

2. Etude de la stabilité du schéma

Etudions la stabilité linéaire du schéma (15) donnant les modes de Fourier de la
fraction massique. On Supposera pour ce calcul que le maillage est uniforme de pas Ay et
on approximera encore (Q%)? par -2%(01:);-‘3“.

En injectant dans le schéma (15) un “mode de Fourier” (au sens de 'analyse de Fourier
d’un schéma de différences finies) (Cy)? = g97€”’¥, on obtient:

) 8At
g‘l/)e“b [_ LcAy"’]

+ gy [1"‘%(’“2*‘?{%)]
+ gye ¥ [-Lz;g;:
= (3452 + 4]

— At(1-6) AtV
+ ™ [i.u:Ay2 - 2Ay:|]
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ce qui donne :

Bieat  At(1-0) [, 2 2At(1 - 6) AtV
- - k + 1
_ 1 > le To + Ayz + LeAy2 cosyp + 1 A sin 1
9 = |, 0A <k2+ 2 ) 208t
Le Ay? LeAy?®

qui s’écrit aussi

picAt  At(1-8) [, 2(1-cos zp)) AtV
- - k
g 1 2Le Le + Ay? T Ay sin ¢
v= oAt 2(1 — cos )
— e e P
1+ Te ( + Ay’ )

Etudions d’abord le cas ou V* = 0.

e On veut que —1 < gy, ce qui donne:
2A¢(1 - 20)[k2Ay® + 2(1 — cos 9)] + B2¢AtAy? < 4LeAy?

et il faut étudier deux cas.
-0<0<1/2<+=>0<1-20<1. Alors:

2
At < 4LeAy2 i
2(1 —20)(4 + k2Ay*) + BicAy

-1/2<8<1<= -1<1-20<0. La condition s’écrit:

4Le

At <
= 2(1 —20)k? + B3¢

si le dénominateur est positif (pas de condition sinon).

e On veut que gy < 1, ce qui donne:
0 < 2k% + 8%

condition toujours réalisée.

(18)

(19)

On vérifie facilement que les conditions (18) et (19) sur le pas de temps sont moins

restrictives que les conditions suffisantes de positivité du schéma.

L’étude du cas ou la vitesse V™ est non nulle est analogue mais plﬁs technique; nous

la laissons au lecteur.
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