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FORMULATION VARITATIONNELLE, APPROXIMATION
ET IMPLEMENTATION DE PROBLEMES DE BARRES ET DE POUTRES
4 BI- ET TRI-DIMENSIONNELLES

PARTIE A : BARRES ET POUTRES TRIDIMENSIONNELLES
Michel BERNADOU, INRIA Rocquencourt

Résumé : Dans ce rapport, nous donnons une formulation variationnelle
assez générale des problémes de barres et de poutres tridimension-
nelles pour des modéles prenant en compte, ou ne prenant pas en
compte, les effets de cisaillement transverse. Puis nous indiquons
quelques méthodes classiques d'approximations conformes par éléments
finis. Dans chaque cas, nous précisons les résultats d’estimations
d’erreur sans, ou avec, prise en compte des effets d'intégration
numérique. Dans ce dernier cas, les critéres a observer dans le choix
des schémas d'intégration numérique sont soigneusement indiqués et des
exemples de schémas appropriés sont fournis. Enfin, on donne une
description détaillée de 1l'implémentation de ces méthodes qui a été
réalisée dans la bibliothéque MODULEF ; un rapport décrivant la
méthodologie et les résultats est disponible.

VARIATIONAL FORMULATION, APPROXIMATION
AND IMPLEMENTATION OF BI- AND TRI-DIMENSIONAL
' BARS AND BEAMS

PART A : TRIDIMENSIONAL BARS AND BEAMS'

Summary : In this report, we give a variational formulation of
problems of tridimensional bars and beams for models taking into
account, or not, the effects of transverse shear. Next, we indicate
some classical conforming finite element approximations. In each case,
we precise the error estimate results without, or with, use of
numerical integration. In this last case, the criteria which needs to
be observed in the choice of the numerical integration schemes, are
carefully indicated and some examples of appropriate schemes are
given. Finally, we describe in detail the implementation of such
methods which has been realized into the MODULEF library ; a report
containing methodology and results is available.
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1 - INTRODUCTION

Dans ce rapport mnous allons donner 1les formulations
variationnelles des problémes de barres et de poutres puis nous
indiquerons comment approcher les solutions de ces problémes par des
méthodes d’'éléments finis et comment implémenter ces méthodes.

Une poutre est un milieu continu tri-dimensionnel (3D en
abrégé) dont deux des dimensions sont petites par rapport a la
troisiéme. Une barre est une poutre a ligne moyenne rectiligne dont le
chargement résultant est une force de traction ou de compression
appliquée suivant la ligne moyenne de.la poutre. Ainsi, une barre est
une poutre particuliére ; par la suite, nous parlerons uniquement de
poutres.

Nous limiterons ce travail & 1’étude des poutres vérifiant les

propriétés suivantes

i) la ligne moyenne des poutres considérées (i.e., le lieu des centres
de gravité des sections transversales de la poutre) est rectiligne ;

ii) les déformations envisagées sont infinitésimales ce qui permet de
se limiter & une théorie linéaire de poutre ;

iii) les 1lois de comportement envisagées sont de type élastique,
homogéne et isotrope.

L'idée de base des théories de poutres minces et moyennement
épaisses est de ramener 1l’étude des déformations de la poutre 3D a
celle des déformations de sa ligne moyenne et de ses sections
normales. Ceci conduit A effectuer un certain nombre d'hypothéses "a
priori" généralement bien satisfaites dans la pratique.

On obtient ainsi des formulations mono-dimensionnelles (1D).
Les charges correspondantes sont obtenues sur la ligne moyenne de la
poutre par intégration sur 1'épaisseur des charges distribuées 3D,

i.e.,
-
a) la résultante de charge p ;

-
b) le moment résultant des charges m.
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.  as 3 .
Par 1la suite 1l'espace euclldlenig est rapporté a un repére
- 3 -
orthonormé fixe (O,ex,e ,ez), 1’'axe (O,ex) coincidant avec la ligne
moyenne de la poutre. On suppose en outre que les plans Oxy et Oxz
contiennent les axes principaux d’inertie des sections orthogonales de
la poutre. Ces considérations sont illustrées par la Figure 1.1.
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Figure 1.1 : Les diverses charges appliquées a la poutre

Les efforts appliqués a4 la poutre sont de trois types :

-
1) tractions ou compression : P e,

Les formulations correspondantes sont connues sous le nom d’équations
de barres ; '

-’+ -
P e P_e
2) flexion ; yy zz

R -
me +me
yy z z
Les formulations correspondantes sont connues sous le nom d’équations
de poutres en flexion ;

. -
3) torsion : m e
rorsion < Cx

Les formulations correspondantes sont connues sous le nom d’équations

de poutres en torsion.

Comme on se place ici dans le cadre de la théorie linéaire, la
déformation associée A une combinaison de ces six efforts élémentaires
m
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[
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3
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Nous obtenons ainsi wune formulation 3D des problémes de
poutres. De ce fait, les hypothéses i) ii) et iii) formulées plus haut
sont peu restrictives. Elles permettent notamment



i) d'approcher une poutre "courbée" comme un assemblage de
poutres rectilignes .; en d’autres termes, on approchera la ligne
moyenne de la poutre courbée & l’'aide d’'une ligne "brisée" dans @@

ii) d'étendre ultérieurement les résultats de cette étude a des
formulations non linéaires : 1l'utilisation de méthodes incrémentales
raméne l1'étude de la déformation d’une poutre a celle d’une succession
de problémes linéaires de poutres. Il suffira de considérer des
méthodes d'approximation pdur lesquelles 1’élément de poutre déformé a
les mémes caractéristiques (ligne moyenne rectiligne et valeurs
nodales) que 1'élément non déformé.

La partie B de ce travail reprendra l'essentiel des résultats

de ce rapport dans le contexte de barres et poutres bidimensionnelles
(voir BERNADOU [1987]).

2 -FORMULATIONS VARIATIONNELLES

Orientation : Pour chaque type d'effort appliqué a la poutre, i.e.,
traction ou compression, flexion (avec ou sans prise en compte du
cisaillement), torsion, nous rappelons 1'expression de la
fonctionnelle donnant 1'énergie potentielle de la poutre, puis nous en

déduisons la formulation variationnelle correspondante.

2.1. Poutre soumise A des efforts de traction ou compression

(i.e. barre)

Supposons que la poutre soit soumise & une distribution de
charges dont la résultante et le moment résultant sur la ligne moyenne
se réduisent & (voir Figure 1.1 pour les notations)

>
- une résultante P&, distribuée sur la ligne moyenne ;

- une résultante (ponctuelle) px(B)gx appliquée a 1'extrémité
B de la ligne moyenne.

Par ailleurs, on suppose que le déplacement de 1l'extrémité A
est donné.

Ces efforts provoquent un déplacement u = (u_,0,0) des
particules situées sur la ligne moyenne. Or, Il’énergie po;2ntielle de
la poutre ainsi chargée, associée & un champ de déplacement vxgx des
particules situées sur la ligne moyenne vaut

B 1 dv B

Jl(vx) = IA 3 ECLC:£§)2 dx - IA PV, dx - px(B)vx(B) (2.1.1)



E = module de Young ; (2.1.2)

Q- aire de la section transversale de la poutre
au point courant x. (2.1.3)

Formulation variationnelle correspondante

Posons
U~ (v e n'[a,B]) (2.1.4)
V= (ven[a,B] , v(A) = O} | (2.1.5)

od H'[A,B] = (v € L?[A,B] ; v’ e L%(A,B])

La (ou 1les) solution(s) uxzx du probléme vont minimiser
1’énergie potentielle J1 de la poutre. Compte tenu des symétries, cela
équivaut & dire que u  est solution du probléme suivant :

Etant donnés u (A) €R, P (B) R, p € 12(a,B] ,
trouver u, o-ou (A) € V tel que

du dv (2.1.6)
IBEa, dx=fpv dx + P_(B)v, (B)
Vvww_ eV .
X
Théoreme 2.1.1 : Le probléme (2.1.6) admet une solution unique.
’ m|

2.2. Poutre soumise a des efforts de flexion

(avec cisaillement)

Cette fois-ci la poutre est soumise A une distribution de
charges dont la résultante et le moment résultant sur la ligne moyenne
se réduisent & (voir Figure 1.1 pour les notations) deux cas de

138 mAseasy A mrm L am oL m el

~ T .
€5 qué Nous eXaminons seéparement Cil-apres

Cas de charge 2.2.1 (générant une flexion dans la direction 0y)

C'est le cas pour lequel la résultante et le moment résultant
sur la ligne moyenne se réduisent a

-
- une résultante pyey distribuée sur la ligne moyenne ;

- une résultante (ponctuelle) P (B)ey appliquée & 1'’extrémité
B de la ligne moyenne ;

- un moment résultant mzeZ distribué sur la ligne moyenne ;

-



L’ensemble de ces efforts provoque une déformation de la poutre
(dans le plan Oxy) qui est définie A& 1l'aide des deux caractéristiques
suivantes de la ligne moyenne :

i) le champ de déplacement u = (O,uy,O) des particules de la
ligne moyenne ; '

-
ii) le vecteur rotation § = (0,0,ﬁz). Ici ﬂz mesure sur e
1’angle dont tourne la section normale (voir Figure 2.2.1)

f_—————
/
/

du du

75? Bz = dx Yz

Figure 2.2.1 : Hypothéses de déformations de la poutre

illustrée sur la coupe Oxy de la poutre

Energie potentielle correspondante

L’énergie potentielle de 1la poutre correspondant au cas de
charge 2.2.1, associée

i) & un champ de déplacement vygy des particules situées sur
la ligne moyenne ;

- . .
ii) & un champ de rotation Bzez des sections normales a 1la
poutre, '

est donnée par

1 (B 35,2 k[ “y 2
J2(Vy,ﬂz) =3 fA EIz (-d;) dx + 2 s GO'(K - 02) dx
B
- I, (Byv, + m0,) dx - B (B)V.(B) - M, (B)4_(B)

(2.2.1)

ou

E = module de Young ; (2.2.2)



Iz = moment d’'inertie par rapport a 0z de la section
normale 4 la ligne moyenne au point d’abcisse X, (2.2.3)
i.e., Iz =) y dydz

k = % = facteur de correction de cisaillement (2.2.4)

G = module de cisaillement . (2.2.5)

Formulation variationnelle correspondante

Etant donnés u (A) €eR , ﬂ (A) eR, P (B) eR , \
M (B) eR , py € L [A,B] et m € L (A, B] , trouver
(uy-u A) , ﬂz-ﬂz(A)) € V x V tel que

2.2.6
dg, df, B duy dVy >( )
fA EI, E o Xtk fA G (g - B (g - 0,) dx

= IA (pyvy + mzﬁz) dx + Py(B)vy(B) + MZ(B)HZ(B)

V(v.,80 ) e VXV,
y' 'z
ou V désigne 1’espace défini en (2.1.5).

Théoréme 2.2.1 : Le probléme (2.2.6) admet une solution unigque.
g

Cas de charge 2.2.2 (générant une flexion dans la direction 0z)

C'est le cas pour lequel la résultante et le moment résultant
sur la ligne moyenne se réduisent a

N : :
- une résultante pe, distribuée sur la ligne moyenne ;

- une résultante (ponctuelle) PZ(B)gz appliquée a 1’'extrémité
B de la ligne moyenne ;

' -
- un moment résultant mye distribué sur la ligne moyenne ;
J.

- un moment résultant (ponctuel) M (B)ey appliqué & l'extrémité
B de la ligne moyenne. '

L'’ensemble de ces efforts provoque une déformation de la poutre
qui sera définie a 1’aide des deux caractéristiques suivantes de la
ligne moyenne :

i) le champ de déplacement u = (0,0 S, ) des particules de la
ligne moyenne ;

’



- i1) Ie vecteur rotation E = (0,8.,0) : dans cette théorie avec
prise en compte du cisaillement, on suppose que toute section plane
normale a la ligne moyenne de la poutre non déformée reste plane aprés
déformation. L’angle B mesuré sur e est 1l’angle dont a tourné cette
section normale (ﬁy = < duz/dx + 7y).

Energie potentielle corfespondante

L'’énergie potentielle de la poutre correspondant au cas de
charge 2.2.2, associée

i) 4 un champ de déplacement vze des particules situées sur la
ligne moyenne ;

ii) & un champ de rotation 0y2y des sections normales & la
poutre, est donnée par :
J3(Vz’0 ) .[B EI X dX

+—f ca (—z+o) dx—fipzvz dx (2.2.7)

- fi myﬁy dx - PZ(B)VZ(B) - My(B)By(B)

ou E, k et G sont définis en (2.2.2) (2.2.4) et (2.2.5) et

Iy = moment d’'inertie par rapport i Oy de la section
normale & la ligne moyenne au point d’abcisse x, (2.2.8)

i.e., Iy = f 22 dydz .

Formulation variationnelle correspondante

Etant donnés u, (A) eR , ﬁy(A) €eR , PZ(B) €eR , My(B) eR ,
€ L A,B t € L A,B] , tr r - A) € V , - A) e V
P, [A,B] e @, [A,B] ouver u, - u (A) ﬁy By( )
tel que

J.B db,, dd, IB du_ dv,
AEIy“&_d;dx-i-k AGa (E{—+ﬂy)(a+0y) dx
=l e mp) e By s @0 @) | 2.2.9)

z

V(vz,ﬂy) € VXV .

Théoréme 2.2.2 : Le probléme (2.2.9) admet une solution unique.
0
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2.3. Poutre soumise A& des efforts de flexion

(sans prise en compte du cisaillement)

Les formulations du paragraphe 2.2 prennent en compte les
effets du cisaillement, i.e., wune section plane de 1la poutre
orthogonale & la ligne moyenne avant déformation reste plane aprés
déformation mais non nécessairement orthogonale a la ligne moyenne
déformée. Ces hypothéses sur la nature de la déformation s’appliquent
indifféremment aux poutres moyennement épaisses ou aux poutres minces.

Cependant dans le cas de poutres suffisamment minces, il est
possible de supposer que toute section plane de la poutre orthogonale
a4 la ligne moyenne avant déformation reste plane et orthogonale aprés
déformation & la ligne moyenne déformée. Cette hypothése, de type

N

Euler-Bernouilli, revient & ne pas tenir compte du cisaillement.

En se reportant & la Figure 2.2.1, cela revient pour chacun des
cas de charges de types 2.2.1 ou 2.2.2, a supposer que les angles 7,
et 7y sont nuls, i.e.,
duy du
z
B = ax et ﬂy =" i (2.3.1)
Dans le cas de charge 2.2.1, ces considérations sont illustrées par la

Figure 2.3.1.
du

-8, -

4

c

Fipure 2.3.1 : Hypothéses de déformations de la poutre illustrées

sur la coupe Oxy de la coupe (pas de cisaillement)
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Energie potentielle correspondant au cas de charges 2.2.1

- L'énergie potentielle de la poutre correspondant au cas de
charge 2.2.1 associée a un champ de déplacement v e des particules
situées sur la ligne moyenne, s'écrit maintenant grace a la premiére
relation (2.3.1)

1 IB d2vy 5 IB dvy
Jz(vy) =324 EIz ?) dx - A (p}’v}' + mz —E;) dx
dv '

(2.3.2)
y
- Py(B)Vy(B) - MZ(B) “ax (B)

Formulation variationnelle correspondant au cas de charge 2.2.1 (sans

cisaillement)

Posons

7 - {veHz[A,B]} | (2.3.3)
V= (veHn’[aB] , v(A) = 0 , v'(A) = 0)

D’olt 1la formulation

Etant donnés u (A) eR , u'y(A) eR , Py(B) eR , MZ(B) €eR ,
py e L [A,B] , m € I.[A B] , trouver uy - uy(A) - (x-xA)u'y(A? eV

tel que

d"u d2vy IB dv

I EI 7;:— dx2 dx = (py y m, dx) dx
dv (2.3.5)
y ~

+ Py(B)vy(B) + Mz(B) ax (B3) , Vvy evVv.

Théoréme 2.3.1 : Le probléme (2.3.5) admet une solution unique.
O

Energie potentielle correspondant au cas de charges 2.2.2

L'énergie potentielle de la poutre correspondant au cas de
charge 2.2.2 associée a un champ de déplacement szZ des particules
situées sur la ligne moyenne, s’écrit maintenant

-~ 1 B z 2 B de

J3(vz) =3 IA EIy ( > )T dx - IA (pzvz - my 75:) dx

dx dv (2.3.6)

, z
- PZ(B)VZ(B) + My(ﬁ) ax (B)
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Formulation variationnelle correspondant au cas de charges 2.2.2

EmmdMMS%M)GR,u}@)GR,]%@)GR,MfMER,

2 2 , >
P, € L7[A,B] , my € L"[A,B] , trouver u, - uz(A) - (x-xA)u z(A) eV
tel que
J.B d2uz d2vz IB dvz
A EIy 2 2 dx = A (pzvz ) my 75;) dx
dx” dx (2.3.7)
dv T

z ~
+ PZ(B)VZ(B) - My(B) ax (B) , sz evV.

Théoreme 2.3.2 : Le probléme (2.3.7) admet une solution unique.
]

2.4. Poutre soumise A des efforts de torsion

Cette fois-ci 1la poutre est soumise & une distribution de
charges dont la résultante et le moment résultant sur la ligne moyenne
se réduisent (voir Figure 1.1 pour les notations) &

>
- un moment résultant me distribué sur la ligne moyenne ;

- un moment résultant (ponctuel) Mx(B)gx appliqué a 1l'extrémité
B de la ligne moyenne.

Suivant Landau-Lifchitz [1, pages 88 a 94], on obtient les
expressions suivantes : :

. 3 e s . g
Energie potentielle de la poutre associée 4 un champ de rotation Gxex

des sections normales

: - d6
J,08.) = % fi ¢ (5 2 ax - fi m 6 dx - M (B4 (B) (2.4.1)

ou
C = rigidité de torsion. (2.4.2)
Le calcul de ce coefficient C est effectué dans Landau-Lifchitz
[1, page 90].

Formulation variationnelle correspondante

Etant donnés 'Bx(‘A) e R
ﬂx - ﬂx(A) € V tel que

M (B) e R

p:4 X
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J.]3» dﬂx dox fB :
A C—— —— dx = A mxax dx + MX(B)Gx(B)

dx dx
(2.4.3)
Ve eV '
l’espace V ayant été défini en (2.1.5).
Théoréme 2.4.1 : Le probléme (2.4.3) admet une solution unique.
(m}

2.5. Poutre soumise A& un chargement général

(avec prise en compte du cisaillement)

Aprés avoir examiné séparément les déformations d’un poutre
soumise & des efforts de traction (ou de compression), de flexion et
de torsion, nous allons mettre a profit la linéarité de 1'approche
pour donner wune formulation globale du probléme général. En
rassemblant les formulations variationnelles (2.1.6) (2.2.6) (2.2.9)
et (2.4.3), on obtient :

Formulation variationnelle du probléme général

Etant donnés u(A) € R° , B(A) e R , B(B) e R , N(B) e R ,
-+ 2 3 - 2 3 - o 3
p € (L™[A,B]) . m € (L"[A,B]) , trouver u - u(A) e V ,
ﬁ - B(A) € V3 tels que
' dg._ dé
A dx dx y dx dx z dx dx
du dv du dv
$HOA (2 - B (ra - 0) + (=2 + B (=2 + 0.))
dx ﬂz dx z dx By dx y
. do B (2.5.1)
s =2y ax = [ @+ 58 ax + BBYVB) + (BT (B)
dx dx A
vwe v 3

-
, V8 €V

Théoréme 2.5.1 : Le probléme (2.5.1) admet une solution unique.
)

2.6 Poutre soumise A un chargement général

(sans prise en compte du cisaillement)

Par anélogie avec le paragraphe 2.5, nous rassemblons
maintenant les résultats (2.1.6) (2.3.5) (2.3.7) et (2.4.3). Il
vient :
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Formulation variationnelle du probléme général

Etant donnés G(A) GJR3 , w'(A) e R, u '(A) e R, ﬂ (A) e R,
Be (L2[A,B])3 , m e (L2[A,B])3 , P(B) G]R , M(B) e]R , trouver

u, - ux(A) € V~ . uy - uy(A) - (x-xA)uy(A) e V s u, - uZ(A)
- (x-xA)ué(A) ev, ﬂx - ﬂx(A) € V tels que ) )
du_ dv_ d2uz d2vz du, dv,
fB [EQ —= " + EI —> —> + EI_ — —dx
y dx dx dx” dx
dﬂx dox IB - dv, dV
+C—&Tx—]dx=A(pv+mx0x-mya+mzd)dx
dv dv (2.6.1)
+ P(B)v(B) + M (B)0 (B) - M (B) dx (B) + M (B) — (B)

Vv € UxUxV et Vé_ev .

Théoréme 2.6.1 : Le probiéme (2.6.1) admet une solution unique.
O

3 - APPROXIMATION CONFORME - ESTIMATION ASYMPTOTIQUE DE L’ERREUR

Orientation : Partant des formulations variationnelles (2.5.1) (resp.
(2.6.1)) relatives au probléme linéaire général d'une poutre chargée
en traction (ou compression), en flexion et en torsion, avec (resp.
sans) prise en compte des effets de cisaillement, nous proposons dans
ce paragraphe des méthodes conformes d'éléments finis permettant
d’'approcher les solutions de ces problémes.

3.1 Les espaces d’'éléments finis utilisés

Le "maillage" : tous les problémes considérés sont formulés sur le

segment [A,B}]. On considére donc une partition uniforme de cet
intervalle :

M
I==[A,B]='U Ii avec Ii=[il’a] ,
i=1 (3.1.1)
xai=xA+1h,0515M,ao=A,aM=B,
X, -Xp
de pas h = , M étant un entier strictement positif.

M

Nous allons définir maintenant les sous-espaces discrets des
espaces U et U définis en (2.1.4) et (2.3.3) respectivement, i.e.,
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U= (v eHA,B]) - (3.1.2)

T = (v e H%[a,B]) (3.1.3)
Définition de Uh cU

L'espace Uh est 1l'’espace des fonctions vy, € (%ZO(I) pour

lesquelles les restrictions VHI générent 1l'espace Pl(Ii) , 1 =1 <M.

L’élément correspondant est défini sur la Figure 3.1.1.

P, =B (I)
1
3y 141 ZIi = v(ay) , vla; )
— o 9em
I lv-mp Ml ;o= o7 "M,
1 1 1 1

W e H2(Ii) ,0<m=<2,

Figure 3.1.1 : L’élément fini P

1

On définit aussi 1l’espace

Vh = {vh evu , vh(A) = Q) (3.1.4)
de telle sorte que Vh C V ou V est 1'espace défini en (2.1.5), i.e.,
V=(velU, v(A) =0} . (3.1.5)

Nous 1indiquons dans les Figures 3.1.2 et 3.1.3 deux autres
éléments finis couramment utilisés dans les problémes de poutres et
pour lesquels les espaces associés vérifient également les inclusions

Uh c U et Vh cV.

P, = By(I,)
1
a; by oAy, z1i = v(ay) , v(by) , v(ag 1))
o g ® 3-m
L bv-mp ol ;o= o "My
1 1 1 1

Vv € H3(Ii) , 0<m=< 3,

Fipgure 3.1.2 : L’élément fini P2 (type Lagrange)
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P. = P_(I,)
I, 3V
a; by ey a in = (v(ag) , v(b;) , v(cg) , v(a; 1))
— oo 4-m
I, [[v-=. | < Ch M ,
i S M, 1 I, 4,1,
Vv € HA(Ii) , 0=sm=< 4 ,

Figure 3.1.3 : L’élément fini P3.(type Lagrange)

Définition de ﬁh cU

L'espace ﬁh est 1l'espace des fonctions vy € Q%Zl(l) pour
lesquelles les restrictions VHI générent 1l'espace P3(Ii) , 1 =1 s M.

L’élément fini utilisé est défini sur la Figure 3.1.4.

PI. = P3(Ii)
i
8 #i+1 z1i = vlay) v v(a; )
*>—0 . RT3 . .-a,
I Dv(al)(a1+1 al) ’ Dv(a1+1)(al a1+1)}
i 4-m
o-my Wy p = chp "M, ;.
i i i i
weH' 1) ,0smsa4,
Figure 3.1.4 : L’élément fini P3 (type Hermite)
3.2. Approximation conforme du probiéme général de poutre
(avec prise en compte des effets de cisaillement)

Nous donnons ci-aprés la formulation approchée du probléme
(2.5.1) a 1l'aide d'une méthode conforme d’éléments finis. Ceci conduit
a4 deux formulations distinctes suivant que 1l'on utilise ou non les
techniques d’intégration numérique.
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3.2.1. Application conforme du probléme (2.5.1) avec intégrations

exactes

- 4 3
Probleme 3.2.1 : Etant donnés u(A) E]R3 , -é(A) € ]R3 , P(B) e R ,

HB) e R, 3 e (L2(a,B8])° , me (12[a,B])° | trouver & - dmed
- > - -
ﬂh - B(A) € Vh s Vh = Vh X Vh X Vh , tels que
- > o > o - > -+ =
al @B 5 G800 = 119,800, vEL ) e Tod, (32,1
avec

al(9.8,) i (.01 =

d dé

fB [ECL duhx dvhx + EI ﬂhy hy + EI dﬂhz dohz
A dx dx y dx dx z dx dx

a dv (3.2.2)
VP Ypra S S S U

ax " P Ca& e ax TPy Cax tfhy

dg,  dé
hx —h
+ C ix dx ] dx
B

> = e -3 -+ -+ - -
£33, - fA (B, + 1) dx + B(BV,(B) + H(BF, (B) (3.2.3)
De maniére classique (voir CIARLET [1978]), on obtient :

Théoréme 3.2.1 : Le probléme (3.2.1) admet un solution unique (ah’zh)'

De plus si m désigne l’ordre des polynémes utilisés pour construire

l'espace V, (m = 1, 2 ou 3) si & e W™ asn?, b e ™l a,B)?
et si 3 et m sont suffisamment réguliers, alors
gl ¢+ WBBlly ¢ < ™R, ¢ + Wl p - (3.2.4)
0

3.2.2. Approximation conforme du probléme (2.5.1) avec intégrations

approchées
On écrit désormais
B M a M L
i+1
Jgwax= § ™M gy ax= T T w0, (3.2.5)
A . a. . 2 iz
i=1 i i=1 £=1

ce qui revient & dire que les intégrales sont calculées de maniére
approchée & 1l'aide d'un schéma d'intégration numérique. L’utilisation
de ces techniques est intéressante, voire indispensable, quand les
coefficients apparaissant dans les formes bilinéaires et linéaires
sont variables, ou bien quand les charges sont des fonctions de 1la
variable x, ou encore pour des approximations de degré élevé.
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En pratique, cela revient a introduire un nouveau probléme
approché :

3

Probléme 3.2.2 : Etant donnés u(a) e R , BA) e R , B(B) e R |
-+ -+ -+

ﬁ(B) e Ig , 3 et m suffisamment réguliers, trouver W - u(A) € Vh ,

B. - Ba) e V. tel '
B, - Ba) € ¥ tels que

a (B 5 G )1 = £1G .00

(3.2.6)
V(v, ,0,) e ¥ x¥
*“h h™ 'h
ou cette fois-ci
M L duh dv.
-+ = - 3 X hx
U RN 121 221 vp (B 5" ax
d das
+ EI Py “ny + EI “ne The
y dx dx z dx dx
d dv. (3.2.7)
kGO “hy 1 o>+(duhz+p)(d—vl-‘5+o)]
M [¢ dx ﬂhz)( dx f hz dx hy’* dx hy
+C dﬁhx dohx } (b. )
dx dx i2
- > g L
£ (v, ,0.)] = e v
h**"h’"h im1 g=1 wz{pvh + moh){bik)
(3.2.8)
+ B(B)V, (B) + M(B)F, (B)
O
Remarque 3.2.1 : Naturellement, nous avons désigné par Gh’zh les

solutions des problémes 3.2.1 et 3.2.2, ceci pour limiter les
notations, mais il n'y a aucune raison pour que ces solutions soient
identiques.

0

De maniére classique (voir CIARLET [1978] ou BERNADOU (1980])
on obtient

Théoréme 3.2.2 : Soit m 1'ordre des polynémes utilisés pour construire
1’espace Vi, (iei m = 1, 2 ou 3). On suppose que les schémas
d’intégration numérique utilisés sont exacts pour des polynémes de
degrés 2m-2, i.e.,

E(¢) =0 , VYo eP (3.2.9)

2m-2
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L
E(¢) =f p(x) dx - Y w, ¢(b.,) . (3.2.10)
Ii -1 2 it

Alors, pour tout ﬁ,ﬁ € (Hm+1[A,B])3 le probléme (3.2.4) admet

une solution unique vérifiant

RSl ¢+ BBy s AR,y ¢+ Bl p - (3.2.11)
’ m}

Dans le Tableau 3.2.1, nous indiquons pour chacun des éléments
finis proposés dans les Figures 3.1.1 & 3.1.3 :

- les résultats d’'estimation d’erreur donmnés en (3.2.11), sous
la forme abrégée O(hm) :

- la régularité requise des solutions exactes ;

- le critére requis sur le schéma d'intégration numérique,
suivant (3.2.9) ;

- un exemple de schéma d'iﬁtégration numérique approprié
(suivant Gauss-Legendre : cf. BATHE [1982, p. 276]).

3.2.3. Quelques remarques sur le choix de 1'approximation

Nous venons de proposer trois éléments finis pour approcher le
probléme général de poutre suivant une méthode conforme. Le choix de
la méthode va dépendre du probléme considéré :

i) cas d’une poutre "modérément” épaisse

Dans ce cas, on pourra utiliser indifféremment les trois
méthodes associées aux trois éléments finis du Tableau 3.2.1.

Naturellement, les éléments de poutres déformées obtenus a
l’aide d’'approximation de type P2 ou P3 de Lagrange sont courbés.
C'est pourquoi, dans le cas de problémes non linéaires, il sera
préférable de n’‘utiliser que des éléments de type Pl-Lagrange, ceci
afin qu’a chaque itération les éléments de poutres déformées soient a
ligne moyenne rectiligne.

ii) Cas d’une poutre mince

Dans le cas d’une poutre mince le terme de cisaillement dans
l’expression de 1'’énergie est trés petit (quatriéme terme de
1'expression (2.5.1)). L’utilisation d’éléments finis de type Pl-
Lagrange conduit & surestimer ce terme.

C'est pourquoi (cf. BATHE [1982, page 340]) dans le cas de
poutres minces on utilisera des éléments finis de type P1 ou P3 de
Lagrange. ‘
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Elément fini

utilisé pour m=1 m=2 m=3
construire
'n *—0 *—o—+o o—o—0—9
Résultats : .
Estimation d'erreur ) 3
N 5 0(h) o(h%) 0(h™)
"u'u'h"]_ , I‘F"ﬂ-ﬂh"]. ,I
Régularité requise
L dhewan® | Tie@an’ wEe @an’
de uet 8
Critére
d’'intégration E(¢) =0 , V¢ € PO E(¢) = 0 , V¢ € P2 E(¢) =0 , V¢ € P4
numérique
Exemple x5 G| % X | % X
de v N N *HF
schémas -~ > -
d’'intégration L = 1 noeud L = 2 noeuds L = 4 noeuds
numérique
appropriés w; = xi+1-xi Xi+1'xi xi+1-xi
. ©1 5% T2 [T T T §
b., = point
il
quelconque
de X -X X -X
‘s i+l i i+l i
1’intervalle bia > o T @9 = @3 2 )
R x.+xi+1 -
2 0}347854845137454
a = 52 =
+0.577350269189626 | 0.652145154862546
a=1,2 . - X 17% .
- 2 a
+ *i %41
2
8108, <

+0.861136311594053

ay,8y =
+0.339981043584856

Tableau 3.2.1 :

Résultats d’approximation conforme
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Cependant les éléments finis de type P1 sont treés appréciés
d’une part pour leur mise en oeuvre facile, d'autre part pour la
résolution de problémes non linéaires (voir i)). C'est pourquoi les
ingénieurs ont cherché a améliorer le comportement des approximations
de bas degré ce qui les a conduit & proposer deux méthodes
intéressantes reposant sur des approximations de type Pl-Lagrange :

a) l’'utilisation de la théorie discréte de Kirchhoff ;
b) l'utilisation de l'intégration sélective ou réduite.

Nous n'’entrerons pas ici dans 1la discussion de ces diverses
améliorations et renvoyons pour cela a BATHE [1982] et CRISFIELD
[1986].

3.3. Approximation conforme du probléme général de poutre mince

(sans prise en compte des effets de cisaillement)

Dans 1’approximation d’une poutre mince il est généralement
possible de négliger les effets du cisaillement. La formulation
variationnelle correspondante (voir équation (2.6.1)) ne laisse
subsister comme inconnues que les trois composantes du déplacement
(ux,u ,uz) et la composante d’'angle de torsion ﬂx' Cette réduction du
nombre d’'inconnues se fait au détriment de l'ordre du systéme qui dans
le cas présent est d’'ordre 4 (au lieu de 2) en u_ et u . Ce changement
va compliquer quelque peu 1’approximation car il va nécessiter
l'utilisation d'éléments finis de élasse(%z .

3.3.1. Approximation conforme du pb (2.6.1) avec intégrations exactes

A partir de la formulation du probléme (2.6.1), il est possible
de définir le probléme 3.3.1 suivant :
Probléme 3.3.1 : Etant donnés G(A) € IR3 , uw'(A) eR, u'(A) eR ,
- 2 3 o 2 3 Y 3 £ 3
ﬂx(A) €eR, pe (L"[A,B])” , me (L°[A,B])” , P(B) eR , N(B) e R,
trouver W T ux(A) € Vh o uhy - uy(A) - (x-xA)u§(A) € Vh ,
U, - uz(A) - (x-xA)ué(A) e‘Vh R ﬂhx - ﬂx(A) € Vh tels que

al (U Bp) i (V0,01 = £1(V, .6, )]

. (3.3.1)
- ~ o~
vVh e thvhxvh , th [S Vh
ol
B duh dv.
ha > _ X —h_)s
a[(uh’ﬂhx) 3 (Vhtehx)] = J.A [Eo’ dx dx
2 2 2 2 (3.3.2)
duy, 4V, d Yhy d Yhy g, ~df
hx hx
+ EI 2 2+EI- 3 2+CT—d—_]dx
y dx dx y dx dx X X
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B
> y
f[G;h’ohx)] - J‘A (pvh * mxohx ) my ax "Mz Tax ) dx

+ P(B) (B) + M (B)d h(B) (3.3.3)

dv dvh
hz (B) +M_(B) —= (B)

- M (B)

Théoréeme 3.3.1 : Le probléme 3.3.1 a une solution unique (ah,ﬂhx). De
plus si m désigne 1’ordre des polynémes utilisés pour construire
1’espace Vh (m = 1, 2, 3, voir Figures 3.1.1 a 3.1.3), si
3 e H™2(a,B] x @342 B, € H™2[A,B] , n = min(m-1,1) et si p

-3
et m sont suffisamment réguliers, alors

iz * el

< A o, 3,2 * [Pl pr2?

3.3.2. Approximation conforme du probléme 2.6.1 avec intégration

numérique

(3.3.4)

Pour les raisons mentionnées dans la section 3.2.2, on a
souvent recours aux techniques d’'intégration numérique ce qui conduit

a4 la définition du nouveau probléme approché suivant :

Probléme 3.3.2 : Etant donnés u(A) € R° |, u}',(A) €eR, u/(a) eR,

B8 € R, BB) e R , MB € R , p et m suffisamment
réguliers, trouver Wy o ung) ev, , uhy - uy(A) - (x-xA)u§(A) eV, ,
uhz - uz(A) - (x-xA)ué(A) (S Vh , ﬂhx - ﬂx(A) € Vh tels que

a (@8, 5 (3,8, )] = £[(,,0, )] )

(3.3.5)
-5
V(v ’0hx) eV xththVh ,
ou cette fois-ci
M L d dv. \
al(u 8 ) : (v. .31 =% YV w(EQ “hx “hx
"h**"h’*hx’ * “ h' hx’’ a Lo Egn dx  dx
i=1 £=1 (3.3.6)
a2 a?v a? d'v, d dé o
Y, h hy Prx
+ EI 5 5~ +EI 5 5 5 ) (b, )
d dx d dx X
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- : M L — dvhz
Bl )] = L 2wy (v +mby - mg S+
i=1 £=1
dv.
— + P(B)V, (B) + M_(B)f, (B) + (3.3.7)
T T )¢ 12) ( “h X hx U
dv.
M B D2 gy 4w ) —2 (b
y ) dx zZ dx
a
Remarque 3.3.1 : Ici encore, les solutions ﬁh et ﬂhx des problémes
3.3.1 et 3.3.2 n'ont a priori aucune raison d’'étre identiques.
O

Avec les méthodes développées dans CIARLET [1978] ou BERNADOU
[1980], on obtient :

Théoreme 3.3.2 : Soit m l’ordre des polynémes utilisés pour construire
1’espace Vh (ici m = 1, 2 ou 3). On suppose que les schémas
d’intégration numérique utilisés sont exacts pour des polynémes de
degré 2p, p = max(m-1,1) i.e., avec (3.2.10)

E(¢) =0 , VvV €P (3.3.8)

2p

Alors, pour tout a € Hn+2[1] X (Hn+3(1))2 R ﬂx € Hn+2[I] ,

- -+
n = min(m-1,1) et tout p et m suffisamment réguliers, il vient

Fil e, * el o =

= Chnﬂ‘"qlﬂmzx 32 * "'BxHHn+2}

(3.3.9)

Dans le Tableau 3.3.1, nous indiquons pour chacun des éléments
finis proposés dans les Figures 3.1.1 & 3.1.3 pour la construction de
Vh et pour l'é}ément fini proposé dans la Figure 3.1.4 pour la
construction de Vh :

- les résultats d’estimation d’erreur donnés en (3.3.9), sous
la forme abrégée 0(h™'l)

- la régularité requise des solutions exactes ;

- le critére requis sur le schéma d’intégration numérique,
suivant (3.3.8) ;

- un exemple de schéma d'’'intégration numériqué approprié
(suivant Gauss-Legendre : cf. BATHE [1982, p. 376]).
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Elément fini
utilisé pour

construire Vh

P3-Hermite

O ——— @

P3-Hermite

Ol Gang

P3-Hermite

G umg

Elément finis
utilisé pour

m=1 ; n=0 ; p=1

=2 ; n=1 ; p=1

m=3 ; n=1 ; p=2

construire
A
. o ————o o*— *—eo—0o—
Résultats h —o
Estimation d’erreur ) )
-+ >
lho-v llyg,e 42y 2 O(h) 0(h™) o)

il R D

Régularité requise

de U et
e ue ﬂx

3 € Hzx(H3_)2
2
ﬁx € H

ue H3x(H4)2
3
ﬂx €H

3 e Bxmty?
3
ﬂx €H

Criteéere
d'intégration
numérique

E(¢) =0 ,v4ep

2

E(¢) =0, v ep,

E(4) =0 , V4 € P

4

Exemple
de
schémas
d’intégration
numérique
approprié

voir colonne 3
du
Tableau 3.2.1

voir colonne 3
du
Tableau 3.2.1

voir colonne 4
du
Tableau 3.2.1

Tableau 3.3.1 :

Résultats d’approximation conforme

pour le probléme général de poutre

(sans prise en compte des effets de cisaillement)

Remarque 3.3.2

meilleure, au meilleur cout, soit celle correspondant 4 m
approximation est en général bien adaptée aux problémes de poutres

minces.

D'un point de vue approximation il semble que 1la
Y

2. Cette

Par contre ces trois types d'approximations ne paraissent pas

étre satisfaisants

dans

le cas

de problémes non linédaires

la

déformée d'un élément de poutre rectiligne n’est plus une poutre a
ligne moyenne rectiligne.

O
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4 - TMPLEMENTATION DES METHODES CONFORMES D’APPROXIMATION

4.1. Modules d’'interpolation

Nous donnons tout d'abord les diverses relations permettant de
programmer les modules d’interpolation associés aux éléments finis 1-D
décrits dans les Figures 3.1.1 a 3.1.4. La distinction entre ces
quatre éléments finis sera faite & 1'aide des indices suivants :

1 : pour 1’é1émént fini 1D de type (1l)-Lagrange
2 : pour l'élément fini 1D de type (2)-Lagrange 4.1 1).
3 : pour 1'élément fini 1D de type (3)-Lagrange o
H : pour 1’élément fini 1D de type (3)-Hermite
Implémentation de 1'élément fini 1D de type (1)-Lagrange
a, . a,
Avec les notations ci-contre, ‘1'1 '1 3
1’interpolée 1V d’une fonction Ii X
M
ve®oy , 1-= U I, , s'éerit
i=1
"Kiﬂli = DLy (M g5 oy (4.1.2)
ou
(DL (M1, = [v(ay 1) v(ap)] (4.1.3)
EIAl], . = [1-2 2] (4.1.4
1x2 = -1.4)
X-X,
A= —b (4.1.5)
X, -X,
i~i-1
et

X, .,X, = abcisses respectives des noeuds a, et a,.
i-1'71 CTi-1 i

Par la suite, nous utiliserons 1la dérivée de 1’interpolée

leﬂIi qui est donnée par

dﬂ'KlV I
L [DLy; (M 1150 [dxi*1]2x1
avec (4.1.6)

t 1
e ==, 0t U

i i7i-1
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Implémentation de 1’élément fini 1D de type (2)-Lagrange

: . a5 1 b. a,
Avec les notations précédentes ‘i' ‘1 ‘1 -
et celles de la figure ci-contre, il Ii X
vient
1:1(2v|Ii = [DLy; (M1;,5 [32]5,4 (4.1.7)
ou
[DLys (M]1,q = [v(ay 1) v(by) v(ap] (4.1.8)
t ¥
[A2] = [(1-2)(1-2)) 4x(1l-)2) Ax(2x-L)] , A = ————
1x3 X, -X
i"i-1
I1 s’ensuit
dwsz
dx Ii = [DLZi(V)]lx3 [dxiA2]3x1 (4.1.9)
avec
Cld. A2] . = — 2 — [4r-3 4(1-2)) 4A-1]
X, 1x3 X, -X
i i“i-1
Implémentation de 1’élément fini 1D de type (3)-Lagrange
Avec les notations précédentes Ii
et celles de la figure ci-contre, il a t *c : :
s i-1 i i i
vient
ou
[DL3i(v)]1x4 = [V(ai-1> V(bi) v(ci) v(ai)] (4.1.11)
t{\.3}1x4 = {% (L-2)(2-3X(1-3X)) % A(2-35)(1-A)
9 ’ 1
-3 A(1-32)(1-)) 3 A(1-3X)(2-3))]
X-X
\ = i-1
*i7%51
Il s'’ensuit
dwK3v
Tdx Ii = [DL3i(v)]1x4 [dxiA3]4x1 (4.1.12)
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avec

“la, A3) = ;—Ti———
i 17%5-1

- %(1-8A+9A2) %(2-18A+27A2)]

[%(-11 +361-272%) %(2-10x+9x2)

Implémentation de 1’'élément fini 1D de type (3)-Hermite

a. .
i-1 i

Avec les notations utilisées
G — —mnl) ———
pour 1l’étude de 1'élément de type \\\\\‘Ii —— x
(1)-Lagrange et avec les notations '
de la figure ci-contre, il vient :
nKﬁqu = [DLy; (M1, [MH], 4 (4.1.13)
ou
Dv(ai_l)(ai-ai_l) Dv(ai)(ai_l-ai)] .1.14)
t[,\H]1x4 = [(1-A)2(2A+1) A2(3-2A) )\(1-,\)2 A2(1-A)]
X-X.
A= ;;i;fll-.
i Ti-1
Il s’ensuit
dnKHv
dx II = [Dly; (D gy 19 A, (4.1.15)
i i
avec
t[dx AH] = ;—j%——— [6A(A-1) 6A(1-X) (1-X)(1-3X) X(2-3X)] (4.1.16)
i i 7i-1
et
dzw vl
2 Mg, = DLy (Mg, [de, M0 (4.1.17)
dx i i
avec
t[dxx AH] = 1 5 [6(2X-1) 6(1-2X) 2(-2+3X) 2(1-3Xx)] (4.1.18)
i (xi-xl-l)
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Dans les relations ci-dessus, nous avons utilisé une définition
locale des degrés de liberté. Par la suite, pour réaliser 1’assemblage
des matrices de rigidité élémentaires, il sera préférable d'utiliser
une définition globale des degrés de liberté. En désignant par 2i la
longueur de 1’intervalle Ii , il vient ainsi

[~ -~
1 0 0 O
0 1 0 o©

[PLy; Dy = P63 M Jo 0 2, o (4.1.19)

1
ho 0 o "ij
avec
[DGy; (D], = [via; 1) v(a)) dv(a; ) d.v(a))] (4.1.20)

4.2. Modules "fonctionnelle d’énergie”™ et "second membre"” associés a

la formulation (3.2.1) dans le cas ou les effets de cisaillement

sont pris en compte

La formulation (3.2.1) correspond au cas d’'intégrations
exactes. Pour cela nous supposons ici que les données E, A, I , I ,
k, G, C, 3, m sont constants sur 1’intervalle [A,B]. Les relatiois
(3.2.2) et (3.2.3) peuvent &tre réécrits sous la forme :

M a,
‘ t
alGy By 5 Gpdpr= 3 [0 fu a1 v oax (4.2.1)
i=1 "2i.1
M a
1 t
G = 3 [P P v ax + fee v, (B) (4.2.2)
i=1 "?i.1
avec
t ’ ! ’ [ ! [
Uh - [uhx uhy Yhz Ynx uhy “hz ﬂhx ﬂhy ﬂhz ﬂhx Bhy ﬂhz] (4.2.3)
et
t
F = [p, Py P,000m my m, 0 0 0] (4.2.4)
- P P 000 00 0] (4.2.5)
L ~ - ~a aa L ) ] 4 );

X'y "z x "y Tz
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(A, =

EQ_

0

avec

et

Up = [DG (0,815, [LAMBD 1), 0,

0

kGa.

kGAL

-k6QL

0

0

kGa.

Les termes omis dans. la matrice (4.2.6) sont nuls.

Mais avec les relations (4.1.2) et (4.1.6), il vient :

(D6, (o By 1 1pegp = DLy (o) DLy (Upy) DLyj ()

DLy (Bry) DLyj (Bpy) DLy (By,)]

EI

EI

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.6)
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Al 0 0 d.X Al O 0 0 0 0 0 0 0

0 Al 0 0 d.X Al 0 0 ] 0 0 0 0

i (4.2.9)

[LAMBD, ] =
© 0 0 0 0 0 A 0 0 4 0 0
i
0 0 0 0 0 0 0 AL 0 0 4 Al 0
i
0 0 0 0 0 0 0 0 AL 0 0 4 il
- 1
i
Dés lors, on peut écrire
5> e -0>
g DG, (U, ,B K Y06, v, .8
2y PSP g, Rilygeg, (D6 (o))
avec
fai t
K] = . [LaMBD, ] (A ;] [LAMBD, ] dx
soit
ETa' -ETG—“ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o ]
o i
i
} %Cl’ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i
kia' Ej—a 0 0 0 0 o 0 %kGCL l2kca,
1 i
kja' 0 0 0 0 0 0 -%RGCL -lzkca.
i
kkd ked 0 -freca -lrkca o 0
Z. 2 2 2
i i .
t | ka +~]§kG¢L Lrea o 0
K]= ‘1 ‘
5 £ _C
| = L 0 0 0 0
i 1 1
: c ‘
i sym. 7 0 0 0 0
: i
A B 0 0
y y
A 0 0
i y
A B
Z Z
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et
‘Ay=13kca,zi+;iy' Az=l3kGQ_£i+%
B, = gkoaL 2, - Ej—_y B, = $kGA £, - %172
B | i
Remarque 4.2.1 : Par analogie, on formerait les matrices élémentaires

associées a4 des interpolations utilisant les éléments finis de types
(2) et (3)-Lagrange.
(]

Remarque 4.2.2 : Naturellement, le passage au cas ou l’'on utilise des
techniques d’'intégration numérique est immédiat (voir section 3.2.2).
O

4.3. Modules "fonctionnelle d’énergie™ et "second membre" dans le cas
ou les effets de cisaillement sont néglipés

Rappelons que dans ce cas on ne prend pas en compte le
isai i i .
cisaillement ce qui conduit & approcher les composantes uhy et .

dans l'espace Vh associé a des éléments finis de type P3-Hermite. Ici

encore, on se limite au cas d’intégrations exactes. Les relations
(3.3.2) et (3.3.3) permettent d'écrire :

M a.
sl 3 Gpoopgdl = 3 [0 fuis v, e 4.3.1)
i=1 %i-1
M a,
S G0l = I L CFv e+ Secp) v, (B) (4.3.2)
i=1 " ®i-1
avec
tUh - [uhx uhy Yhz uﬂx uﬁy uﬁz uﬂy uﬂz ﬂhx ﬂﬂx] (4.3.3)
et
t
F = [pX py P, 0 m -my 00 m 0] (4.3.4)
tg _

fP. P P OM -M O0O0OM O] (4.3.5)
X'y 'z z y pd
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EQ

(B.;] = (4.3.6)
EI
Z

EI
y

c

—h

e

Avec les relations (4.1.2) (4.1.6) d'une part, (4.1.13)
(4.1.15) et (4.1.17) d'autre part, il vient :

.
u, - (DL (W By ) 115 [LAMBD, 1.0 10 (4.3.7)
avec
-
[DL; (up o Bpyd 1y1p = DLy () DLy (w,y) LDy(wy,) DL (A )] (4.3.8)
et
A, 0 0 d A1 0 0 0 0 0 0
X,
1
0 ) 0 0 d XM 0 d_ X 0 0 0
[LAMBDi] = i N & (4.3.9)
0 0 M0 0 d MM 0 d A 0 0
Xi XX
0 o0 0 0 0 0 0 0 Al 4 a1
» i

Pour assembler les diverses matrices de rigidité élémentaires,
il sera commode d’utiliser en (4.3.7) et (4.3.8) des degrés de liberté
globaux. Avec (4.1.19) et (4.1.20) il vient

[DL; (B 1155 = (DG, (G Br) 11512 [D;119x12

ou la matrice diagonale [Di] est donnée. par

=[1 1 11 £i -£i 1 1 2, -2, 1 1]

[Di]12x12 i i

et
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[D6; (4B ) 1qp = [DLyy () DGy (tpy) Dy (wy,) DLy (B )]

Dés lors, on peut écrire
- -+ i
al (.8, ) i (V.0 )] =
M

i=1

a.
x;1 = ;1 J.*
i-1

On trouve finalement

u2 v1 v2 vi vé w1
Ed
12EIZ
0
2
i
-12EIz 12EIZ
0 Sym
% 22
i i
6EIz -6E1
o 7. “EL,
i i
+6EIz -6EL
0 7. 7 2EIz 4EI
i i
12EI
0 0 0 0 0
22
i
-12EIy
0 0 0 0 0 2
2,
i
+6EIy
0 0 0 0 0 T
i
+6EIy
0 0 0 0 0 7
i
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

12E1
y

i
i

-6EI

L.
i

-6EI

2

t t
[LAMBD, ] (B,] [LAKED, ] dx "[D

4E1
y

2EI
y

il

4EI
y

-+ t -+
Lo D6 (B 00 (Ridigegg (D63 (V 0L 00100
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Remarque 4.3.1 : I1 s'agit-1la de 1'implémentation du cas ol l'on
utilise des éléments finis de type (1l)-Lagrange avec les éléments
finis de type 3-Hermite. Si 1’on remplace les éléments finis de type
(1)-Lagrange par des éléments finis de type (2) ou (3) Lagrange,
1’implémentation est tout 4 fait similaire.

a

Remarque 4.3.2 : Naturellement, le passage au cas ou l'on utilise des

techniques d’'intégration numérique est immédiat (voir section 3.3.2).
(W]
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