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Abstract: Geometrical properties of quaternions and rotations are investigated. Some of them are
derived in an original way. Theese properties are then used in the sty

dy of control laws for dynamical
systems having the space of rotations as state space. Geodesics and shortest path are the main tools
used in the synthesis of control laws, -
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1. LES QUATERNIONS

L1. Définition et propriétés élémentaires
Les quaternions forment un corps non commutatif H obtenu de 1a maniére suivante:

L’ensemble sous-jascent est R* avec Ia base canonique notée { 1,i,/k ). L’addition est I'addition de
R* et la multiplication est obtenue en prolongeant par linéarité les formules:
Li=1; Lisi; ljsj; lé=k
i2=2=k?=-1
Lj=ji=k ; jhk=—kj=i ; k.i=—i k=j
On vérifie que I'on obtient ainsi une structure de corps non commutatif sur R4 . Le corps des

quaternions contient un sous-corps commutatif R.1 trivialement isomorphe a R et un sous espace vec-
toriel sur ce sous corps, R.i+R . j+R.k que P'on assimilera 2 R3 . Ce sous ensemble est appelé
ensemble des quaternions purs. Nous pouvons donc considérer tout réel et tout vecteur de R3 comme
des quaternions. Tout quaternion s’écrit comme la somme d'un scalaire et d’un vecteur:

A=R(A)+P(L)
ou R(A) est appelée partie réelle de A et P(Q) est appelée partie pure de A .

On définit alors, comme pour les complexes, 1'opération de conjugaison :

A=R(\)-P()).
PROPRIETES DE LA CONJUGAISON

A=A ; A=A <=> AeR;
A=—) <=> AcR3;

AHU=AHT;
Ap=—Jx.

(Attention H n’est pas commutatif,)
Les démonstrations sont élémentaires.

PROPRIETES UTILES

AeR3 <=> )\2%¢ R_
AeR <=> A2 R,.

N! !D PAPIER RECUPERE ET RECYCLE



PRODUIT SCALAIRE ET NORME.
Le produit scalaire de R* peut s’écrire:
1 —~
< l»ll > = ‘2‘(7\#‘*'}17\-)

La norme correspondante éant IAI=VAA. Cette norme est compatible avec le produit des quaterions

au sens o Al = IAILIWI . Les quaternions possédent donc une structure d’algébre normée.

Nous avons également pour tout quaternion non nul:

k—l

A
A2

L’ensemble des quaternions unitaires a une structure de groupe multiplicatif - non commutatif -. Notons
enfin, qu’en restriction aux quaternions purs, le produit scalaire coincide avec le produit scalaire habi-

tuel de R3,

1.2. Produit des quaternions et opérations vectorielles

Tout quaternion pouvant s’écrire & + ¢ avec O €lément de R et f vecteur de R3, il est tentant
d’écrire le produit de deux quaternions a I’aide des opérations vectorielles (produit scalaire, produit vec-

toriel, somme et produit par un scalaire).

Soient

)»1=a1+t1
M=o+t

alors

Ay = (0 + 1)(ap + 1)
=040, + o + Qo + Ly

Si nous posons :

L= al.i+b1.j+01.k
I = az.i+b2.j+c3.k



nous pouvons exprimer le produit ##y:

t lt2 = —alaz—'blbz—c 1C2+(a lbz—azbl)k""(azc 1—01C2)j+(b lCz“'sz l)l
= —<t1|t2> + tlxtz
ou <t,lt,> désigne le produit scalaire usuel de R3 et 1;Xt, le produit vectoriel. Ceci donne la

décomposition du produit en partie réelle et partie pure:
(cxl + tl)(a/z + fz) = [a1a2—<t1|t2>] + [tlxtz + Qyip + a/ztl] (1.1)
En particulier si V| et V sont deux vecteurs de R3 ( que nous appellerons simplement vecteurs par la
suite):
ViV = <VIIV2> + V1XVy
Introduisant le commutateur de deux quaternions, [Aj,A2] = A1Az — Aghy, nous pouvons exprimer le

produit scalaire et le produit vectoriel en fonction du produit des quaternions :

-1
<V1IV2> = T(V]VZ + V2V1)

1
. V1XV2 = -2‘[V1,V7J
La formule (1.1) montre également que deux quaternions commutent si et seulement si les parties pures

sont colinéaires.

1.3. Propriétés diverses - différentiation
Sur le groupe des quaternions unitaires nous utiliserons les automorphismes interieurs pour
représenter les rotations. Si A est un quaternion unitaire Al=2.
PROPRIETE
Pour tous quaternions A on a:
POWR) = APOL

Nous aurons également besoin de différentier des fonctions de R dans H . Si t—>A(f) est une telle

fonction, la dérivée est prise au sens habituel d'une fonction de R dans R%.




PROPRIETES
o dr au
dt @) = dt u_+_)“ dt
d o I
dt @) = dt

La premitre formule se démontre 2 partir de I'expression du produit de 2 quaternions (1.1). La seconde '

est triviale.

"1.4. Exponentielle de quaternions

Le corps des quaternions étant muni d'une structure d’algébre normée, I'exponentielle d’un

quaternion se définit par la formule usuelle:

A A2 A"
| exp(l)—1+i+—i-!-+ ..... +g+ ......
La séric est normalement convergente. Le produit des quaternions €tant non commutatif ,
I’exponenticlle sur les quaternions a grosso-modo les memes propriétés (ou absence de propriétés) que

I’exponentielle des matrices. En particulier si A et )L commutent,

exp(A + H) = exp(A)exp(i)
Cette &galité est fausse en général. Si f est un scalaire on a bien -(%exp(?s.t) = Aexp(Af), mais par

contre si A(#) est une fonction de t, en général %(exp(?»(t))) # %exp(l(t)) sauf si A et %
commutent.

Un cas particulier intéressant est celui ol le quaternion est un vecteur:

PROPRIETE

Si Vv est un vecteur, exp(v) est un quaternion de norme 1. Plus précisement

exp(v) = cos(llvli) + Lsin(llvll)
Ivil
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Pour le démontrer calculons les puissances sucessives d’un vecteur:

v = (-Ivi%,0)

La premiére composante du couple est la partie réelle du quaternion,la seconde 1a partie pure.

v = (0,~lviZy)
v = (Ivit,0)
On en déduit:

iz it

2! 41

. 3
Pexp() = (vl = ”3v—',' +.)

R(exp(v)) =1 -

1.5. Représentation des rotations par les quaternions unitaires
Le groupe des quaternions unitaires est la sphére 3 de dimension 3. Nous pouvons faire opérer

ce groupe sur le corps des quaternions par :

S3xH——H
A p)i—— A
A chaque quaternion unitaire A est donc associée une application pj de H dans lui meme. Les

réspltats suivants sont classiques et se démontrent sans peine:
PROPRIETE
a) L’ application Py, laisse R3 (assimilé & I'ensemble des quaternions purs} invariant et la restri-
tion de P, a R est une rotation.
b) Py = Py équivaut ah = €A (€ = %1)
c) Pour toute rotation r€ SO5 il existe un quaternion
AsS3 tel quer = py,
Nous avons donc une application Tt de la'sphére S3 sur le groupe des rotations de R3 définie par
n(A) = py

PROPRIETE
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L'application T est un homomorphisme de groupes surjectif, de noyau
(1}
Toute rotation peut donc 2tre représentée par un quaternion unitaire et au produit des quaternions
correspond le produit des rotations associées. L’image réciproque par & de toute rotation contient deux-
quaternions A et —A. Malheureusement il n’existe pas de facon raisonnable de choisir parmi ces deux

représentations. Plus précisemém:
PROPRIETE
1l n’existe aucun relevement f:SOP——83 de Papplication T ( i.e. vérifiant Tof = Ideps ) qui

Soit ou continu, ou un homomorphisme de groupe.

1.6. Détermination des éléments géométriques d’une rotation représentée par un quaternion uni-
taire. -

Soit 7 = 7(A) une rotation représentée par le quaternion A. Nous nous proposons de déterminer
I'axe et I'angle de la rotation r 2 partir de A. |

Posons donc A = o + ¢ avec e R et re R3, Un calcul direct montre que M =1 Le vec-
teur £ appartient donc 2 1'axe de la rotation. Soit maintenant U un vecteur unitaire orthogonal 3 £ et ©

P'angle de 1a rotation mesuré dans le plan orthogonal 2 ¢ orienté par le vecteur normal £, Alors :

cos(®) = <ulr(u)> = —% AL + Al 1y
= o2-lli2

uxr(u) = "—;'sin(@) = %[u,kuk‘l]

Soit finalement

cos(®) = a2-|If2
sin(®) = 2aulldi
Comme 02 + Il = 1 il est possible de poser:

o = cos(®)
il = sin(®) 0<d<x
Les relations précédentes montrent que © = 2
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En conclusion, si une rotation 7 est représentée par le quaternion (Ag,A1.Az,A3), son axe est
dirigé par le vecteur de composantes (A;,Ap,A3) dans la base {i,jk} et son angle, mesuré dans
I'orientation induite par (A;,A2,A3) est 2Arcos(Ag).

Maintenant si nous considérons I'autre représentation de la rotation (—Ag,~A,~A2,—A3), nous
voyons que le passage de I'une 2 ’autre correspond 2 un changement d’orientation de 1’axe de la rota-
tion. Aux deux déterminations possibles d’une rotation par un vecteur unitaire de l’axe et 'angle,

correspondent donc les deux représentations par des quaternions unitaires.

REPRESENTATION D’UNE ROTATION DONNEE

Si une rotation r est donnée par un vecteur unitaire 7 de I’axe et son angle © , les considérations

précédentes montrent qu’un représentant de 7 est:

s @) 4 i@
K—cos(2)+sm(2)t

ou encore:

A= exp(%t)

PASSAGE DE LA REPRESENTATION QUATERNION A LA REPRESENTATION MATRICIELLE
Ce calcul ne présente aucune difficulté. Si r = T((Ap,A1,Ap,A3)) la matrice associée dans la

base {ij,k} est:

M2HA 2R -As?  2(MApAshg)  2(odpthgAg)
200 Asthhgy  AgPHAP-A2As2 2(2A3-AoMy)
2(AA3-2 0, 2006M+A3)  AgHHRg?-A 24,2

PASSAGE DE LA REPRESENTATION MATRICIELLE A LA REPRESENTATION QUATERNION
Soit R la matrice d’une rotation. Nous avons les relations bien connues:
r(R) = 1 + 2cos(d)
—;—(R — R") = sin(®)u

ou tr(R) représente la trace de R, ¥ un vecteur unitaire de 1'axe de la rotation et P la mesure de
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I’angle de rotation dans I'orientation donnée par 4. Compte tenu des relations vues précédemment il

vient:
Ao = -;—\1(1 i)
A 1
Ak D= B
3
Remarque 1

Si tr(R)=—1 , ® =w et (R-R’) =0; la deuxitme expression n'est alors pas définie. Un
quaternion représentant une rotation d’angle Tt est de Ia forme (0,A1,A2,A5). Si R=[c},c,,c5) ob ¢;
représente la ie‘'me colonne de la matrice R, il est facile de vérifier qu’un quatemion représentant la
rotation R est un vecteur non nul parmis [i+¢yJ+co.k+c5] divisé par sa norme. Un tel vecteur existe

toujours.

- Remarque 2

11 est possible de calculer directement le vecteur correspondant 2 la matrice antisymétrique R—R*
3 partir des colonnes de la matrice de rotation R. Si R=[cy,c5,c3] ou ¢; représente la ieme colonne de

la matrice R et si i),k est la base canonique de R3, alors:

-;-(R—R‘) - AS(%(ixcl +jxcy + kxcs)
et

M
1 . ,
M = W(zxcl + JXcq + kXC3)
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2. ASPECTS DIFFERENTIEL DES QUATERNIONS

2.1. Différentielle de ’application T - Vitesse de rotation et quaternion dérivé,

Nous nous proposons de calculer la différentielle de 1’application
n:83—— 50,
Pour cela soit A un quaternion unité et ——>A(¢) un chemin différentiable défini sur J-1,+1[
tel que A(0) = A et pour tout £, A(f) est unitaire. #——>T(A(2)) est alors un chemin différentiable
sur SOj3. Soit R(¢) 1a matrice orthogonale représentant T(A(f)). Nous avons alors pour tout vecteur U

constant:

dR())
dt

ol ®(?) est un vecteur de R3, En assimilant les différents vecteurs a des quaternions nous obtenons:

—=u = W(XR(u

dR(Du |

== _1 »
& =0 = 5 (00, ROu] = S [00) , k™)

D’autre part, R(H)u s’exprime en quaternions par:

R(u = X!
ce qui donne en différentiant '
dR(Du _ d)vl
= k! + Au——
dt dt
_1 . . dA'_l -1 ﬂ' -1 v : H
de AA™'=1 nous tirons : = —A~'—— A”'. En reportant tout dans I’équation précédente il

dr dt

vient:

Ry _ [—"i vt m—l]
dt

Maintenant posons A=Q. + V ol O est la partie réelle de A et v sa partie pure. Il vient alors:
dh .1 do dv dv do dv
—A1l= +v— , -vX +
dt [ dr dt dt dt dr ]

M=02+vy=1
d’oii il résulte:




do dv
o— + V— =
dr d
Ce qui montre que -“%-3\,"1 est un quaternion pur quand A(?) est un chemin sur la sphere unité,

Nous obtenons donc pour tout vecteur u:

__d:" -1 -1 _ 1 -1
; AT X AUl = 3 @ X AUA
et par conséquent:
Y/ T / A |
W= Z—dt A C mC3 WA

Remarque: ( est ici exprimée dans le repére de référence {i/,k)}.

Comme d’autre part:
1 [an]_ drey
d“lx[ } =

et compte tenu des isomorphismes canoniques entre R> et TSO3I pour tout A, les relations

In(A)
" précédentes permettent d’obtenir I’expression de la différentielle de .
Soit (710,7.»1,).\,2,7.\,3) le vecteur dérivé de A(f) au point £=0. L’expression de la vitesse (0 obtenue
ci dessus s’expanse en:
@ = 2[-MAg+hgh—AzhotAzhs)

w, = 2[—')/21:.04'13}:'14‘)\'0):\/2—}.1}:.3]
w3 = 2[-A3Ag—AoA+A 1 Ag+AgAs]

[—xl h s 7'4]
dm, =2l N N Ag Ny
ENEREEN

Contrairement aux apparences , cette application va d’un espace de dimension 3 [TS3L] dans un
espace de dimension 3. Nous avons en effet:
AoAgtA A+ ApApHAsAs = O
La seconde relation obtenue permet d’exprimer le quaternion dérivé en fonction de la vitesse de

rotation sous la forme
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A=MO)o
avec:
i i
M Ay A3
[0 %
MOET 4 29 3
Ay hho

It est facile de vérifier les relations suivantes:

AoAgHA A FAA+AsAs = O
pour tout A image d’un vecteur ® par M(L) et:
dny, M\ = Ids
ol Idy désigne I'identité de M,(R).
La premiére relation montre que 1’application définie par M(A) envoie les vitesses de. rotation sur

des vitesses tangentes 3 la sphére unité.

La seconde relation montre que M(A) est un inverse A droite de dn:l, prouvant que cette
demitre application est surjective pour tout A. Il en résulte qu’elle est bijective car les deux variétés
S3et SO; sont de méme dimension. L’application T n’a donc pas de singularité et se trouve &tre en
chaque point un difféomorphisme local. Ce n’est evidemment pas un difféomorphisme global car ©
n’est meme pas injective!. Cette situation est générale : si on construit ’espace projectif P,_;(R)
comme quotient de S,,_l par la relation antipodale, I'application projection canonique est un

difféomorphisme local mais non global. C’est en fait un revétement 3 deux feuillets.

Remarquons également que M(A) n’est pas une matrice carrée car les applications considérées

sont toutes exprimées dans le sur-espace H des quaternions qui est de dimension quatre.

2.2. Problémes de moments
Si on désire utiliser les quaternions pour traiter des questions de mécanique ou de commande
dans I'espace SO en utilisant des interpréiations mécaniques, il est nécessaire de transformer I'espace

des "efforts angulaires” en un espace d’efforts sur les quaternions.
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Le probléme est facile a résoudre si on se souvient que dans le principe des travaux virtuels , les
efforts sont modélisés par des formes linéaires sur I'espace des vitesses - donc Pespace tangent A la
variét¢ de configuration. Ces efforts sont par conséquent modélisés par les formes différentielles sur la

variété.
Considérons, pour fixer les idées , un solide  point fixe dont la position est repérée par la rota-
tion TT(A) . Si ce solide est soumis 2 un effort modélisé par un moment
m; .

my
my

correspondant 2 la forme différentielle sur SO

mldm1+m2dm2+m3d0)3 R
il suffit pour résoudre le probléme de transformer cette forme différentielle en la forme correspondante
sur la sphére $3 . Ceci se fait par I’application transposée:

3l *
7y

I * . 3|

*

et donc les composantes de la forme différentielle cherchée sont dans la base canonique de 7SO :n(l)

- 1 ;
Uo A Ay Ay

Ul [ he ks h||™
Uy |2 A 29 2y ||™
Us A -\ 7\0J 3

- - -

23. Questions métriques

Considérons une structure Riemanienne sur SO3 définie par la matrice symétrique définie positive

Ir

S(r) du produit scalaire sur TSO3' - L’application Tt étant un difféomorphisme local, il est possible de

transporter cette structure sur la sphére S°

I’ I’égalité

Si x et y sont deux vecteurs de TS>

<tly> = <dm, (D), (7)>s)
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défini un produit scalaire sur TS3' de matrice associée:

A
dn!. Sy dr!
S r
( La vérification est immédiate ).
Dans le cas od SO; est muni de sa structure canonique, ie quand S(r)=Id, nous obtenons pour

structure correspondante sur S°:

I ¥ VO ¥ VO ¥

It | —AAg 7»02+132+7\f22 —AA, ~MAs

MMM =4 G A AR A
B W R Y R el

Pour avoir une expression plus simple du produit scalaire prenons en compte I’appartenance de X

ety a I’espace tangent TS3 :x ie.

AopxgtA X1, A0, Asx3=0
)»Qyo'*‘l 1y1+;vzy 1+X3X3=0

Les vecteurs X et y appartenant au noyau de la forme linéaire

dA=hodhgth dAhi+Aadhot+hsdhy

ils sont orthogonaux pour la forme bilinéaire 4(dAS9dA.) . Leur produit scalaire est donc:

14
¥ [dn:ldu:lﬂ(ﬂ@ d?\,)]x=y’(41d4)x

Le calcul est immédiat en utilisant la forme matricielle et en tenant compte de:

XOZ'F)\' 1 2’*’7\.22'4';\.3 2=1

Le produit scalaire tranporté de TSO?,L:(X) sur TS3:A coincide donc , au facteur 4 prds , avec le

produit scalaire induit par le produit scalaire canonique de THL‘.
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2.4. Un atlas pour la sphere S

Nous avons défini en 1.4 I'exponenticlle sur l'algdbre des quaternions et montré que
P’exponentielle d’un vecteur est un quaternion unitaire. Il est possible d’utiliscr‘cettc dernidre propriété

pour obtenir un atlas de 1a sphére s?

Considérons I’application:

{Ivir) —S3
Vl———exp(v)
Cette -application est injective et son image est:

§-((-1,0,0,0}
L’application réciproque est donnée par:

Arcosd pay s agel
1-Ag?

v=0 si Ag=l

et est continue de S3—{(—1,0,0,0)}' dans {lvli<r).

-—
-

Nous avons ainsi une premiére carte ¢;. Pour en obtenir une seconde ¢, autour de (—1,0,0,0)

cette fois il suffit de prendre I’application:

{Ivlic}——— 83
vl

——exp(v)
dont I'image est $3 ={(1,0,0,0)} et r'application réciproque I'opposée de celle de ¢;.

Les changements de carte se calculent facilement:

- T—ivll
$,0¢,7! = - Ln—livil) T ) v pour v#0

(me—llvi)
ivil
Les deux changements de carte sont donc identiques et il est facile de vérifier qu’ils sont C™ sur

{v=0}.

FOyaY

$.C0,7! = pour v#0

2.5. Expression d’un vecteur vitesse de rotation dans la carte ¢;

La relation obtenue en 2.1 entre vitesse de rotation et vecteur tangent 3 S3en est un isomor--
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phisme entre R3 et TS

Si k=¢1(v)=axp(v), il peut étre intéressant d’exprimer @ dans les coordonnées locales définies par

cette carte. Pour cela il est nécessaire de calculer le Jacobien de ¢1’1. Il vient inmédiatement:

_ Vi ] 0
Wvlsin(ivil)  sinlivily
1l V2 livil
Jo,! _ —_—
% lepv) | . Ilvllsin(llvll) sin(livil)
_ V3 0 livil
Ivilsin(iivil) sin(Iivll) |

La premitre colonne s’obtient en écrivant:

o Q) = MF(M = Arcos(Ag) P

en dérivant par rapport A 7\0 et en exprimant tout en fonction de v.

L’expression du jacobien ainsi obtenue n’est pas définie pour v=0 , soit A=(1,0,0,0). En fait

nous avons exprimé ¢y et T¢1'1 dans I’espace ambiant H alors qu’il s’agit d’une application de S>
dans R3. Les seuls vecteurs de TH:A A considérer sont les vecteurs orthogonaux A A et au point

A=(1,0,0,0) ces vecteurs ont leur premi¢re composante nulle. La singularité dans I’expression obtenue

ne pose donc pas de probléme.

Maintenant, si un vecteur tangent 2 la sphere S a point A est de la forme
—;'-mk%(—wf(l)-l-mxl’(l)-klom), son expression dans la base {D;0;,0,0,,D030,} formée des
trois dérivations partielles dans les coordonnées ; sera :

lvll
sinlivil

1 1 | fivil 1
V= ("’ ) Ilvllsm(llvll) + 2 OPW G 70

oll encore, compte tenu de

Ag=cos(Ivll) et P(l)—l—l-lsm(llvll)
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‘;,:_1_ (0.v) 1 cos(ivil) vl

— Y 4+ =XV + O -
2 |vii2 2 2 sinivll

En utilisant Ia formule du double produit vectoriel, nous obtenons:

vX(rx@)=(exv)xv=(e.v) v — Ivifo
et

(@) v _ vx(vxw)
livif2 Iivii2

Conduisant finalement a:

(14 Ivil vx(vxmw) + 1

1
"2 gam AviZ 2

WXy
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3. GROUPE DE LIE DES ROTATIONS

3.1. Rappels sur la géométrie de SO,

Le groupe des rotations peut tre assimilé au groupe des matrices orthogonales de déterminant +1.
Nous ne distinguerons donc pas entre la rotation r et la matrice R correspondante. Sa structure
. algébrique est bien connue de méme qu’il est bien connu que 1'on peut le munir d’une structure de

variété différentielle qui en fait un groupe de Lie. C’est un exemple classique de groupe de Lie.

Nous rappelons ici un certain nombre de faits . Si v est un vecteur de R3 , nous noterons v la

matrice antisymétrique associée: avec

¢!

v=|v,

V3
0 -v3 v
v={v; 0 -
v, v; O

Soit Ry une rotation et ¢ ——> R(f) un chemin différenciable de SO tel que R(0)=R, . Alors il

existe un vecteur @ tel que:

drR! -

— = 0

dt l=0

Le vecteur O peut ¢tre considéré comme un vecteur vitesse de rotation instantanée.

Si nous posons R 1(t)=Ro'1R(t) . Ry(f) est un chemin tel que Ry;(0)=ld et
R(@®)=RoR(t)=Lp (R (1)). L'application L&, étant Ia translation 2 gauche dans le groupe SOs. Cette
application est-différentiable et nous noterons sa différenticlie LR0¢. |

dr!

—dTb:O = _(.le = LRo*(a)) , 3.1)

d’ol

-
LRO“Id (W = O.Ro 32)
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Les égalités précédentes ne sont que des traductions d’une propriété bien connue des groupes de Lie : le
fibré tangent d’un tel groupe est trivial et isomorphe dans notre cas 2 SO3><R3. L’égalité 3.2 permet
de définir sur SO5 un champ de vecteurs a partir de la donnée d’un vecteur tangent ® 2 I'identité par:

X(r)=L,+(e)
Un tel chaxhp de vecteur est invariant 2 gauche (i.e. par translation gauche):

X(Lg(r)) = Lgu(X(r)
pour toute rotation S et tout 7. Réciproquement tout champ de vecteurs invariant 2 gauche est de ce
type. Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs invariants gauche étant invariant 3 gauche, on
- peut, par identification, munir I’espace vectoriel tangent en I'identité d’une structure d’algébre de Lie.
Cette propriété est générale pour les groupes de Lie et dans le cas de SO3 nous avons plus précisément:
(@ , Dpl=aya) - Gy = AS(wxw))
L'algébre de Lie du groupe SO3 est donc isomarphe & I'algebre des matrices antisymétriques et 2

I'algebre (R3, + , x}

3.2. La fonction exponentielle

Toute matrice de rotation est I’exponentielle d’une matrice antisymétrique. Plus précisément ,
éant donnée une matrice de rotation Re SO4 , il existe un vecteur unitaire u et un scalaire @ tel que
R = exp(®u) . u est un vecteur unitaire de I'axe de la rotation et O une mesure de 1’angle de la rota-
tion. Cette demitre remarque implique que I'application O——exp(Pu) n'est pas injective, mais si
la rotation n’est pas un retournement, (angle # de 1;), il est toujours possible de choisir un couple
unique (4, ) tel que 0SO<n et R = exp(Pu). En fait, pour tout vecteur unitaire u, I'application

Q———exp(Du) est périodique de période 27

33. Atlas de S3 et atlas de SO,

Nous avons en 2.4 défini un atlas pour la sphére S3. Nous nous proposons ici de construire un

atlas comrespondant pour SO3. Considérons i*appiication:

{Ivikn}——— §3

vl————>¢1(v)=exp(—;-)
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Cette application est un difféomorphisme du disque {lIVli<r} sur son image. 11 est facile de vérifier que
I'image de ¢; ne contient pas de points antipodaux . La restriction de la projection T  cette image est

.

donc injective.

PROPRIETE :
. v ~
En restriction au disque {lVli<nt} nous avons: nOexp(—z-) = exp(V) ., oit la premiére exponen-
tielle est celle des quaternions et la seconde celle des matrices.

La vérification est immédiate.

L’application vV———>exp(V) est une carte de SO autour de ’identité que nous factorisons
ainsi A travers 53 . Maintenant si ® est un vecteur tangent en R=exp(V) son expression dans la carte

exponentielle est:

. Il VX(VXW)
tg(Ivi) livil?
. obtenue en appliquant directement la formule de 2.4.

+ WXy

Remarquons enfin que le domaine de cette carte est {SO3; — Ret} od Rer désigne 1’ensemble

des rotations d’angle 7T ou retournements.

34. Métrique Riemanienne sur SO
La donnée d'un produit scalaire sur I’espace tangent en I’identité permet de définir une métrique
Riemanienne sur SO; :

<Ry | BRp> = <@y | B>
Cette métrique est invariante par translations droite et gauche . C’est 2 dire que :

<Ry | 0,Rp> = <Lpu(;Rg) | Lps(@yRy)>
= <RR*((D1R0)I.RR$((02R0)> .
Réciproquement, éant donnée une métrique Riemanienne bi-invariante, il est facile de voir qu’elle est

parfaitement définie par la donnée du produit scalaire induit sur ’espace des matrices antisymétriques.

PROPRIETE :
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Si SO3 est muni d'une métrique Riemanienne bi-invariante, les géodésiques 7 telles que Y(t)=Id

sont les applications t———-)exp(ta) ; @étant une matrice antisymétrique.

*

Cette propriété est la traduction d’une propriété générale pour les groupes de Lie. On pourra en
trouver une démonstration dans [ SPIV.} p 10-46.

Les géodésiques étant connues, se pose maintenant le probléme du plus court chemin entre deux
rotations. On pourra toujours se ramener (les translations étant des isométries pour les métriques bi-
invariantes ) au probléme du plus court chemin d’une rotation 3 I’identité. Examinons le dans le cas du
produit scalaire canonique;

Etant donnée une rotation R, nous savons la représenter comme  exponentielle

R=exp(®u) ; llull=1. Le chemin t——exp(tu) est une géodésique passant par 1'identité et :

% [cxp(ﬁi)] = Uexp(tu)

d’oi

2
ll-:—t [exp(tﬁ)]ll = <uexp(tu) | uexp(tu)> = <u | u> = 1
La longueur du chemin est donc:

®d
p(RJd) = g I=-exp(ilids = &

Pour un vecteur unitaire ¥ donné , @ est défini modulo 27 et il y a deux choix possibles de u : u et
-U. Si0<P<2n, O et 2n—d sont deux choix possibles,une seule de ces valeurs est comprise entre
0 et . Nous obtenons donc:
PROPRIETE :
Si la rotation R n’esi pas un retournement, ie pius court cheminde Id & R - pour la métrique
canonique - est:
[0,®]————S0,4

tl —exp(tu)
ok U est tel que R=exp(®u) avec 0SD<R. Si R est un retournement , il existe deux chemins

de longueur minimale de Id & R.
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Dans les deux cas la distance géodésique de R & I'identité est p(R,Id)=D ; 0SD<r.

3.5. Distance géodésique a I’identité et quaternions
Si le quatemnion unitaire (Ag,A;,A2,A3) représente la rotation R, nous pouvons en déduire une

représentation de R sous forme exponentielle:

R = exp(Pu) avec @ = 2Arcos(Agu
. 1
- 80it = —————— (A{,A2,N3)
| Vig

Il en résulte immédiatement:
PROPRIETE :

Si R=nt(Ag,A1,A0,A3) avec Ag20 , alors p(RId) = 2Arcos(Ag).

La relation remarquable existant entre la représentation par quaternion et 1’écriture d’une rotation
comme exponentielle d’une matrice antisymétrique, permet de déterminer un arc I———}(f) de la

“sphére S3 tel que t———7(U(f)) soit précisément le chemin le plus court entre Id et

Rq(lo,xl ,AQ,AQ) . A.0>O

De -%(exp(tﬂ)=ﬂexp(t§) il vient immédiatement :

domel
E(M(t)) =5 up(r)
u0)=1d

C’est une équation "linéaire" & coefficients constants. D’ol:
PROPRIETE :
Le plus court chemin entre lidentité et R = m(AgA,Aph3) ; Ag20 ; est l'image par ® du

chemin de S3:t——>exp(% W) ois exp désigne I’ exponentielle des quaternions.

L’exponentielle d’un vecteur étant un quaternion de norme 1, nous avons bien un chemin de S3.




L
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3.6. ‘Distance géodésique et plus court chemin entre deux rbtations

Soient ry et ry deux rotations. On souhaite rouver le plus court chemin partant de Iy et aboutis-
sant & r. La translation gauche étant une isométrie , Ia distance de r| a r, est égale 2 la distance de
Lr,-‘("l) a L,l-:(rz) soitde Id a r,‘lrz. De meme si I———>exp(tu) est le plus court chemin de /d a
rl'lrz . L,l(exp(tﬁ)) sera un plus court chemin de 7; & 7. Le calcul de % se fait facilement 2 I'aide
des quaternions . Il faut noter toutefois que si A;=s7+v; , i=1,2 représentent respectivement ryetrs
avec la partie réelle s; positive pour i=1,2 , la partie réelle de _7:17\.2 représentant rl_lrz peut dtre de

partie réelle négative.

Exemple:
1 3
M=(—==,—=,0,0
=Sio Vi
-3

(e 23
}\Q—(\/-l_()-’\/'l—O’O’O)

Par contre nous avons la propriété suivante , intéressante en pratique:
PROPRIETE :

8i la partie réelle de ll"l?vz est positive et si t——A(t) ; tc[0,D] est le plus court chemin

de Ay & Ay , alors pour tout t la pariie réelle de A(£)~*A, est positive.

" En effet, soit s=Re(A;"1A,) et u= L Pu(r;"A;) . D'aprés ce que nous avons vu
V1-g? _

précédemment, le plus court chemin entre T(A;) et T(Ay) est représenté dans les quaternions unitaires

par le chemin:

:-—-»x,exp(%“);x(:) ; 1€[0,@) ; D=Arcos(s)

Alors:

ROD ™) = Rexp(-52y 711y
= cos(—-zt-)s —~<u sin(——z‘- ).POLI5A,)
= cos(é)s + sin(-é—)\/l——:f
= cos(—;-)cos(cb) + sin(é)kin(@)
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= cos((D—?t)

Comme 0<1<D<T le résultat en découle immédiatement.

3.7. Autres métriques sur SO;

Les résultats précédents ont été obtenus dans e cas de la métrique Riemanienne canonique sur
SO3 .Que deviennent-ils si nous considérons une autre métrique Riemanienne bi-invariante ?. Premier
point: les géodésiques sont inchangées. Le théoréme que nous avons invoqué est valable pour toute
métrique invariante par translation. ( Cela peut sembler étrarige mais les droites sont les géodésiques
pour tout produit scalaire sur R” C’est d’ailleur un cas particulier de ce théoréme. ). Maintenant, la

longueur d’une géodésique de I'identité & une rotation 7 est toujours donnée par:

R=exp(®i)
o

pUd,R)= lulldr=linl
0

ou la norme correspond a la métrique considérée. Cette longueur sera minimale si u est choisi de facon

2 ce que 0SP<m. Tous les résultats précédents restent donc valables.
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4. APPLICATIONS AU CONTROLE SUR LE GROUPE DES ROTATIONS

Nous nous proposons d’appliquer les résultats précédents pour résoudre un certain nombre de
problémes pratiques de contrile sur le groupe des rotations: changement de I’orientation de I'effecteur
d’un robot, changement d’attitude d’un satellite. Nous ne nous poserons pas de problémes de controlla-
bilité en considérant que nous controlons le vecteur vitesse de rotation dans les modeles du premier
ordre et le vecteur accélération de rotation dans les modeles du second ordre. ( Quoique qu’il soit possi-
ble de controler I'attitude d’un satellite, dont le tenseur d’inertie a trois valeurs propres distinctes, 2
l'aide d’un seul moteur d’attitude, il n’est pas prouvé que cela soit la méthode la plus économique. La

durée de vie d’un satellite est trés liée 2 la consommation d’ergols embarqués. ).

Le probléme est donc de déplacer un solide 2 point fixe d’une position repérée par une rotation Iy
€n une autre position repérée .par une rotation ry. Si rg et ry éaient deux point de R3 on pourrait
résoudre le probléme ( A condition bien sur de disposer d’assez de contrdles ), en suivant la ligne droite
Jjoignant rg & ry et en ajustant Iaccélération en fonction de la distance restant a parcourir. C'est Ie prin-
cipe des contrtles proportionnels ou proportionnel-dérivés. Pour transposer ce type de contrde dans
I'espace des rotations, il suffit de remplacer droite par géodésique et distance usuelle (euclidienne) par
distance géodésique. Bien sur ce n’est pas tout A fait aussi simple et des problémes apparaissent qui

n’existaient pas dans le cas od la variété de configuration est R,

4.1. Modeles du premier ordre

Dans ce type de modele nous supposons controler la vitesse de rotation. Si la rotation r(r) est

représentée par le quaternion A(f), le modele s’écrit:

a1
—-=_(°
a -2 Or
w=u

ou
a1
4 -2 4!

Dans la représentation matricielle:
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dR_...
it = uR

4.1.1. Equation différentielle de Ia distance géodésique & l’idémité
Si A(0)=(Ao(®),A1 (1), A(1),A3(2)) , la distance géodésique P(R,Id) est fonction de Ag:
PR IA)=2Arcos(Ao(1)) si Ag()>0
d’olt

dhg
I Yot
dt

i

d —
E(P(Md)) =

En développant % = % WA nous obtenons:

dho
2— = = ~(M oA wy+hs03)

d
Ce qui donne:
d MO +A05+A3 0y
—(pR 1)) =
a” ey
posons :
Ay(2)
a(d= ()

1
.‘, 2:122:42
)\.1+7L2+)\,3 }.3 ( t)

a(t) est le vecteur unitaire de I'axe de la rotation représentée par A(f) pour lequel I’angle de la rotation

- est 2Arcos(Ag(2)) . 11 vient alors:

-d-P—(g-@— = <a(),w()>

4
Cette expression n’est pas définie si la rotation est I'identité . Cela est évident dans 'expression de

départ (Ag=1) et dans I'expression finale le vecteur @(f) n’est pas défini.

4.1.2. Expression dans la représentation matricielle

Si la rotation r(f) est représentée par une matrice R(?) , il est également possible d’obtenir la

dérivée de la distance géodésique 2 I'identité. De tr(R(2))=1+2cos(D(1)) avec D=p(R,Id) il vient:




-26 -

dur®R) _ _dR - dpRJId) .
= tr( dt) 2 & sin(®())

. : X . N |
D’autre part sin(P) est la norme du vecteur associé 3 la matrice antisymétrique > (R-R"). Donc :

. 2__1 1 _ph2y -
Gin(@))* = 2tr( 1 R-RH%)

Soit encore:

sin(®) = -;—\/3-17(R2)

d'ot

dpRId) _ _—tr(@R)
dt V3-1r(R2)

D’autre part R? est une rotation d’angle 2< donc:

tr(R?) = 142cos(2D)
= 4cos?(D)-1
= r(R)(tr(R)-2)

~ Ceci méne alors 2 I'expression finale:

dpRJd) _ ___ —r(@R)
dr V3~tr(R)(1r(R)-2)
Cette expression n’est pas définie pour R=Id ni si R est un retoumement. Dans ces deux cas il est

facile de vérifier que £r(@R)=0 pour toute matrice antisymétrique @ Nous avons donc une forme

indeterminée.

4.13. Retour proportionnel pour un premier ordre. Consigne identité,

Traitons d’abord le cas ot partant d’une rotation Ry en 1=ty on désire atteindre I'identité. Pour

v

cela il suffit de suivre une géodésique, donc d’assurer une vitesse colinéaire & a(iy) et de moduie pro-

portionnel 2 la distance géodésique du point courant i I'identité. C’est a dire: @=kpR(D),Id) a(s).

L’équation différentielle devient dans la représentation par quatemions:

d. _ 1 '
= = 5k PRM.ID) a) Mo

l(to) = Ro
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'Si Ry est différent de 1'identité, Ia fonction Al——kp(r(A),Id)a(A)\ est continue au voisinage de

X(to) el que n(l(to))=R0. L’¢quation différentielle admet donc localement une solution unique.
Comme de plus le champs de vecteurs -21—0)1 est toujours tangent A la sphére 53 qui est compacte, ce
champs de vecteurs est complet. Toute solution est donc définie sur [#p,+eo[. Ceci est également

immédiat si on consid2re la représentation matricielle car nous avons alors un champs de vecteurs C™°

sur une variét€é compacte.

L’équation différentielle vérifiée par la distance géodésique A I'identité est;

PROID ~ towayia)
Par conséquent, si nous choisissons k<0 nous assurons une convergence exponentielle (au sens de la
distance) de R(f) vers I'identité. 11 reste toutefois un petit probléme: le contrdle proposé n’est pas défini

pour R()=Id. En fait:

hm p(RJd) aR) =0
En effet, si R=mt(A) avec l—(?»o,ll,kz 7\.3) A¢>0 nous avons:

2 Arcos(Ag) M
PR.Id) a(R) = Y
A3
Si R——1d alors Ag——1 et A——0,i=1,2,3. 1l est alors facile de vérifier que
2 Arcos(hg) 1
=D

Un dernier point reste a vérifier: La trajectoire dans I'espace des rotations est bien une

géodésique. L’équation différentielle dans I’espace des ‘matrices est:

2 = kp(RId)a(R(1)
R(t()) = Ro

Cette équation différentielle est du type

aM
7 =A@ MQ1@)

A(to) = Ao
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On sait, d’aprés la théorie des équations différentielles linéaires, que cette équation admet une solution

unique.

Soient
) A1(t0)
o = —=—== Mto)
1Mo A3(t0)

le vecteur unitaire de I'axe de la rotation Ry et Ia distance géodésique de R 2 I'identité.

i Po = 2Arcos(Ay(ty))

Considérons

k(t—to)

t — exp(e Podo)
Il est facile de vérifier que cette fonction est solution de I'équation différentielle et donc I'unique solu-

tion. Il est tout aussi facile de vérifier que le chemin correspondant est le plus court chemin de Rpa

I’identité.

-4.14. Retour proportionnel pour un premier ordre - consigne quelconque .

Si la consigne n’est plus I'identité mais une rotation Ry il suffit d’applicjucr les considérations
précédentes A Ia rotation Ry’=RyRT' . On obtient ainsi un chemin f——>R'(z) de R’y a I'identité . Le

chemin t——R(£)=R’(t)R est alors le plus court chemin de Rg a R, et de plus :

dR ~ -

= = PRO.RDARORTVRE)
A partir de cette équation on vérifie aisément que le contrdle @(f) = PR@).R)ARHRTVIR() per-
met de suivre le plus court chemin de Ry a R 1 » la distance géodésique entre les deux rotations vérifiant

I’équation différentielle :

En conclusion, nous sommes capables de nous déplacer d’une rotation Ry 2 une rotation R, en
controlant la vitesse ‘angulaire de telle facon que la distance géodésique du point courant 2 la consigne
aii une dynamique Linéaire. Les expressions obtenues montrent qu'il est plus facile pour cela d’utiliser
Ia représentation des rotations par des quaternions. Toutefois, cet algorithme n'est pas satisfaisant car il

présente des problemes numériques au voisinage de la consigne (7»0——>0). Nous nous proposons donc
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de le remplacer par un autre ne présentant pas cet inconvénient.

4.1.5. Retour proportionnel modifié.
L’algorithme précédent peut tre facilement modifié en remarquant que Arcos(x) et Vi-x2

sont relativement voisins sur [0,1] . Leur rapport varie de -1-2!:- 4 1 . Considérons donc le retour propor-

tionnel suivant

a0 _1
de 2
4 A ()
(O)=k| A,(1)

As(2)

WA A()>0

-

L’ équation différentielle vérifiee par le quaternion est :

an 1
o = 5PN

A(tp) tel que Ao(19)>0; Tt(Ao(to))=Rg
Le second membre de I'équation différenticlle étant continu et méme C™ elle admet une solution locale
unique et le champ de vecteurs étant toujours tangent 2 la sphére s3 » le champs de vecteur est complet.

11 est alors facile de calculer:

dAo(t) _ 1 2 _ 1 2
—— = ——z—kllP(k(t))Il = —-z-k(l—ko(t) )

La distance géodésique de A(f) a I’identité vérifie alors I’équation différentielle :
!
g (l;t),ld) =<a(®) , o()>

= <a(t) , kN1-ho()? a(t)>
Vi1-Ag()?

= " 2 Arcosov®)

V1-2g()?

2 Arcos(A(p))

PAAD.Id)

La fonction t——> est bomée inférieurement par 1/1t et supéricurement par 1/2 donc:
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BOOID < £ o010

Le lemme de Gronwald permet alors d’écrire:

PA@Id) < p(Atg)Jd)exp(kime(t—tp))

montrant ainsi la décroissance exponentielle de la distance géodésique entre A(¢) et Id .

Il nous reste maintenant A examiner Ia trajectoire. Un calcul direct 3 partir de I’équation
différentielle donne :

ﬁ%‘—')l = “APAD)

équation dont la solution est :

t
POM®) = exp| ~[Ag(s)ds |P(A(zp))
b

Ceci montre que toutes les rotations R(@®)=n( (1)) ont méme axe et par conséquent le chemin
t——R(¢) est une géodésique.

En utilisant la représentation des rotations par des quaternions il est donc possible d’obtenir un

algorithme de contrile assurant une décroissance exponentielle de Ia distance géodésique a 1a consigne
et une trajectoire suivant une géodésique.

'4.2. MODELES DU SECOND ORDRE

Les modeles considérés sont maintenant du type:

d. 1
— = —@A
a 2
do
_—=u
(a
ou en représentation matricielle:
dR ~
— OR
dt
do _,
l dt

La grandeur de commande est donc 1’accélération angulaire,
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4.2.1. Commande proportionnelle dérivée avec consigne identité
L’étude précédente sur les modéles du premier ordre nous permet d’envisager, en vue d'étendre
les commandes proportionnelle-dérivées classiques aux rotations, un contrdle du type:

u = k,p(R(D).Id) a(ty+k,»
avec k,<0 et k,<0 . Soit dans la représentation par quaternions:

|
Yy k 2s5g(Ag)Arcosiigl PO + ko

Existence de solutions pour une telle commande

Nous avons:
dw
_d;_ = pp(R(t)»Id)a(t) + kvm
si R(D)#ld et

dw
—_— =k
dt ky
si R()=Id. Le champ de vecteurs étant continu sur S>XR3 il existe une solution unique définie sur un

intervalle [2, t;[ vérifiant R(£5)=Ry , 0)(1g)=0. Alors pour tout & [2g,4[:

t
o) = &g, + k, [e“p(R(s).Id)a(s) ds
o

Arcosliyl
————P(A(s)) ds
Vi3

t
= e(kv("'lo)m0 + 2kpe(k") J‘ e(_k”)sg(kg)
)

L’integrand étant borné nous avons alors: '

4
@l < e Digogll + 21k, v1 524 1PN ds
fo

Comme IIP(A(S)HI < 1

Ik IM
@l < e igyll + 2 ;;v ! [1—e st

La vitesse de rotation @ reste donc toujours bornée et d'autre part A(f) appartient 4 une variété com-

pacte. L’équation différentielle:




-32-

[
. _ 1
—t;t_ = > oA
Aq!
do -4, 2sg(Ag)Arcosirg POY + ko
dr “’1—7&%

a une solution définie sur [£g,+ee[
Points d’ équilibre

I est facile de vérifier que les seuls points d’équilibre du champs de vecteurs sont: (1,0,0,0) et
(~1,0,0,0) avec ® = O dans les deux cas. Il ne leur correspond qu’un seul point d’équilibre dans le
groupe des rotations : R =Id , o = 0.
Stabilité des points d équilibre

Considérons 1'équation différentielle sur Ie groupe des rotations et exprimons la dans la carte

exponentielle Vi-—— exp(V). En utilisant les résultats de 3.1 nous obtenons:

[
av vl vX(VX®)
= = (l+— —_  OXV
@~ MmOt T O
dw
7 = kpv + kv(l)

car Ag = R(exp(—;-)) = cos(-lg—") avec lIvil<r et donc Ag>0 sur le domaine considéré.

Pour étudier la stabilité du point d’équilibre (v=0,w=0) considérons I'approximation an premier

ordre du champ de vecteur en (0,0) . Celle ci se calcule facilement:

dv
—_—=2
dt @

do _,
l. 3 v,
C’est un double intégrateur avec commande proportionnelle dérivée. Un choix judicieux de lcp et k,
permet de le rendre asymptotiquement stable. Ce méme choix rendra le point d’équilibre du systtme ini-
tial asymptotiquement stable.
d’autant moins que nous avons exprimé le champ de vecteurs en d’autant moins que nous avons

exprimé le champs en coordonnées locales.
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Nous ne poursuivrons pas plus avant 1'étude de ce type de commande car, comme dans les
Arcos(IAgl)

modéle du premier ordre, ’expression pose des problémes numériques.

4.2.2. Commande proportionnelle dérivée approchée
Considérons donc les commandes du type:
y=kpsg(7\0)P(k) + k,0
Existence de solutions

Pour les mémes raisons que précédemment il existe des solutions définies sur un intervalle [t0.t1l

et

, |
0@ = My + k, [ Dsg (Mg()Ps)) ds
)

Ce qui donne:

llooll<e™* i 1l + -'I-“’—'[1~e"v‘"‘°)]
k|

La vitesse @ reste bornée, ce qui implique comme précédemment "existence de solutions définies sur
[g,+ool.
Points d’ équilibre

Les points d’équilibre sont (1,0,0,0) et (—1,0,0,0) pour I'équation différentielle sur lés quatern-
ions et /d pour I'équation différentielle sur les rotations.
Stabilité des points o équilibre

Considérons encore la carte exponentielle soit autour de (1,0,0,0) , soit autour de Id suivant

I"équation différentielle étudiée.

r

% = %(H Ll m o+ vz(';”;(z’)) +—‘11-mxv
A Y
) 208(v-3)
do _, sin(livil)
a e Ve

“

Ici encore utilisons I'approximation au premier ordre du champ de vecteur au voisinage de v=0,n=().
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Nous obtenons:

av_
dt_m

dw
7=kpv+kvco

Pour un choix convenable de kp et k, le point d’€quilibre de I'équation différentielle sur les rotations
est donc asymptotiquement stable. Ici encore nous ne pouvons préciser le domaine d’attraction, mais les

simulations semblent indiquer qu’il s’agit d’un attracteur global.
Propriétés supplémentaires de la commande

La propriété suivante montre que les rotations trajectoires de 1'équation différentielle sont tras

rapidement "quasiment de méme axe":
PROPRIETE
Si k,<0, NXP( tend exponentiellement vers 2éro.

En effet:

d _ do d(P())

i (@WxP(A)) = o XP(\) + (1))<—-——-dt
- (ka(l)sg(lonvm)xP(lex—(zlcoxP().)-i—-%—loco)
= Ik (@xP QI+ (OX(@xP()

11 en résulte:

th-(llme().)llz) = 2k, lloxP(II2

et donc

1l en résulte également que si @ et P(A) sont colinéaires A un instant fo. ils restent colinéaires pour
tout 121g. En particulier si (fo)=0, @ et P(X) restent colinéaires pour tout 21,

Egalement si ia consigne R=id est atieinte 2 un certain moment [, pendant tout le reste du
mouvement (en cas de suroscillations par exemple ) et P(A) restent colinéaires. Dans les deux cas

les trajectoires sont des géodésiques.
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Comportement si la vitesse initiale est nulle

Nous savons déja que @ et P(A) restent colinéaires. 11 vient alors: -

_(_M e l

d x> (OXP(A)+Aqw)
= .!_
= Ag ©

'——-d};(}) et P(A) sont colinéaires et donc P(\,) est porté par une droite fixe. D’autre part d’aprés 4.1.a

g%ﬂxa(t),m(tb

et si R(f) ne passe pas par un retournement le vecteur a(e) est toujours défini et constant. Alors:

2
ap _ o)
2 <af(t), ” >

= <a,(k,P(A)+k,m)>

= a4
kPO R

. d
= k sin(p)+k, £ .
Si ky, et k,, sont bien choisis négatifs, cette équation différentielle admet une solution décroissante p(2)
si bien que P(#g)<m implique pour tout 7 , P()<m (car o =0 pour #=0). Dans le cas oi p(fg)=r, le
choix arbitraire de sg(0) revient a choisir le vecteur a(tp) parmis les deux possibles. Alors

i)

2 ) = Icpl‘lPO\.)ll,:,o est négative et donc les considérations précédentes s’appliquent pour le
=i

reste de la trajectoire.

Nous avons donc completement résolu le probléme du changement' d’attitude d’un repére.
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S. APPLICATION EN ROBOTIQUE ET AU CONTROLE D’ATTITUDE DES SATELLITES
5.1. Application en robotique

5.1.1. Contrile d’attitude de Pobjet manipulé

L’application essentielle en robotique est le conttle d’attitude de I'effecteur du manipulateur ou
- de tout autre corps porté par le manipulateur (outil, caméra ..etc). Le calcul du quaternion représentant
I'orientation de 1’organe terminal a é&é présenté en [LEB]. La commande en attitude d’un objet mani-
pulé pose au moins deux problRmes. Le premier est celui de la définition d’un objectif de commande.
Une méthode courante en robotique est de spécifier une trajectoire idéale ou désirée. Les algorithmes
étudiés en 4 permettent la génération d’une telle trajectoire a partir d’un modgle de référence du prem-
ier ou second ordre.
Le deuxi¢me probléme est d’assurer la réalisation de 'objectif de commande. Ceci est assuré
usuellement par un feedback calculé a partir de I’erreur entre la trajectoire désirée et la trajectoire
réelle. Les considérations développées au chapitre 3 permettent de fonder sur des bases géométrigues
sérieuses, une notion d’erreur d’orientation et mettent en lumiére les difficultées liées A cette notion,
difficultés résultant essentiellement de la non unicité du plus court chemin entre deux rotations différent

d’un retournement.

Si on choisit une trajectoire idéale de I'attitude en position et vitesse, soit A,(7),0,()) un
quaternion représentant I'attitude et la vitesse angulaire désirée A I'instant £. Soit (A@®),0(?)) Ia trajec-
toire de I'attitude réelle de I’objet manipulé. L’erreur de poursuite sera alors:

A = A1on )

() = 0,() - 0@
Certaines techniques de commande utilisent une fonction de sortie qu'elles cherchent 2 annuler. Si on

s’intéresse a Iattitude de I’objet manipulé, cette fonction pourra comporter le vecteur P(A(t)) que I’on
cherchera  annuler. Rappelons que P(A (1)) ne donne Ia direction du plus court chemin vers la rota-
tion identit€ que si R(A(1))>0. Le produit de deux quatémions a parties réelles positives n’étant pas

nécessairement a partic réelle positive, on devra s’assurer que I'on a toujours R(A.(1))>0 sous peine
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d’avoir une fonction de sortie discontinue. De toute facon, on n’évitera pas les discontinuités au passage

des retournements.

5.1.2. Stabilités et instabilités locales de Palgorithme de Paul, Luh et Walker.

Les auteurs précités ont proposé dans [LUH] un algorithme de commande de I'attitude de

I’effecteur d’un manipulateur utilisant comme erreur d’attitude le vecteur € tel que (cf 1.6):

é= -%(R;Re') = sin(®)u
ol R, est la matrice de la rotation correspondant 2 7&.,_,. Apres découplage_ et linéarisation des équations
du manipulateur par feedback non lméan'e le modzle pour I’attitude est du second ordre avec une com-
mande du type:
u=kye + k0

-La premiére remarque que I'on peut faire sur I’erreur d’orientation utilisée est qu’elle s’annule quand
R, est un retournement. C'est A dire précisément quand la distance entre attitude désirée-et attitude
réelle est maximale au sens de la distance géodésique!. En contrepartie, il n'y a plus de discontinuité.

Les équations du modéle rebouclé sont alors:

& -2
%?- = kpe + k,®

De diverses relations obtenues en 1.6 nous tirons;

e = 20oP()

ce qui donne:
a1
-3 WA

dw
e kNO\.) + k,®
Les points d’équilibre sont: (/d,w=0) ou bien (ret,>=0) oi ret désigne un retoumement.

Intéressons nous maintenant 3 la stabilité du point d’équilibre (/d,0), la démonstration donnée en
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[LUH] ne nous semblant pas convainquante. En utilisant encore la carte exponentielle, I’équation

d’évolution du systéme exprimée en coordonnées locales est:

livil YX(VXW) Wiz 1

1
—_— = (1 v — + —
ar - 2 S 2t 4 O
do Ivilt, v . 1wl
a _, ) +k
ar = koSS + ko

~ Soit:

dv 1 vl YX(VX®) 9 1
s sl 4 XOXO) o L
a2 Sy 0t T M+
do . sin(livi)
@ T ke

L’approximation linéaire au voisinage de ce point d’équilibre donne encore:

dv
a @

dw

i kv + ko
Ce qui montre la stabilité asymptotique locale de la commande si kp et k, sont bien choisis, en particu-
lier négatifs. Le comportement au voisinage du point d’équilibre sera également trés proche du com-

portement obtenu par la commande étudiée en 4.2.2.

Examinons maintenant la stabilité des points d*équilibre de la forme (ret,0). Le domaine de la
carte exponentielle utilisée jusqu’ici étant SO,—Ret, il est nécessaire d’introduire une autre carte. En

utilisant le fait que toute translation a gauche L,0 est un difféomorphisme, nous pouvons transformer la
\4
carte P: v ——-)I'I(exp(%)) définie autour de r=Id en une carte ©: v: ——)ron(exp(E)) définie

autour de r=ry. En péniculier si g est un retoumnement représenté par le quaternion U, cette carte

autour de 7o=II(}L) est:

| ©:v—> H(uexp(%)): vil < &
ou encore L, O®. Elle a pour inverse <I>'10L"1u = CIJ'IOL,:I de différentielle dd>"lod.LF[. La

(8]
w

matrice jacobienne de @1 5 &1 calcutde en 2.5 et 3.3, la wranslaiion gauche LH esi une application
linéaire et est donc égale 2 sa différentielle. (Ceci peut d’ailleur se vérifier par calcul brutal. NB: on

calcule dans 1'espace ambiant H).
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dLy(A) =

comme d’autre part A est V'image par dIT~! de @:
1
= A
A 3 )
nous avons:
dL_(\) = —fioh
13 2 H

A éant le point courant représentant la rotation H(p.exp(-%)), A= uexp(-;—) ce qui nous permet

d’exprimer la vitesse angulaire () dans la carte ©:

. _1' 1_. v
v=d0", , (>Hopexp(s))
¢XP(-2-) 2 2

ce qui n'est autre que la vitesse de rotation [T = ro"lm en I'I(exp(-;-)'-)) calculée dans la carte P,

D’aprés 3.3:

r

.42. = _1..(1 -+ ﬂ'___.) WH + V_X(M"v”z + —-umuxv

Jar =29 2z
‘2“’ kAP + by

.

de sorte que tenant compte de R(A)=0 car A représente un retournement, il vient:

Mo = —P().osin (M)
PQY) = P(u)xﬂsxm”L") + cos(2DP()

Finalement I'expression du systéme rebouclé dans la carte © est:

Y

1 livii vx(vxE(og
p =30 2tg(llvll/2) Zrg(ivirz) PO WP+ Pl

G = - 2P porsinC P sin( L) + cos By + by

Le calcul de I’approximation linéaire au voisinage de v=0,0=0 donne alors:

dt = Mol

4o

e ~k,P(W).v + k,0
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ou encore en posant P(L)=p avec lipli=1:

av
—_—2 . -
& (w.p)p

dw
= =—~k,(p.v)p + ko
Considérons o=v.p et B=w.p les Projections respectives de v et @ sur le vecteur unitaire constant D.

Des équations précédentes nous déduisons:

da _

dt

i:g = —k,0 + k0
La swabilité du point déquilibre r=Id,w=0 impose de choisir k, et kp négatifs. Avec un tel choix,
I’équation caractéristique du systtme ci dessus a une racine réelle strictement positive. Les projections
de v et W sur le vecteur fixe D n'étant pas bomées, I'approximation linéaire du syst®me initial n’est
donc pas asymptotiquement stable et par conséquent le point (i’équilibre IT(1),w=0 n’est donc pas

stable pour le syst2me d’origine.

5.2. Application au contrile d’attitude des satellites

5.2.1. Equations cinématiques d’un satellite

On ne considere que le cas d’un satellite rigide ou du moins des modes rigides d’un satellite munj
d’appendices flexibles comme c’est généralement le cas, Les équations cinématiques établies en 2.1
supposent la vitesse de rotation exprimée dans le repére de référence Ry. S’agissant d’un satellite, on
préfére en général exprimer cette vitesse dans le repére R, du satellite. L’attitude du satellite ou du
rebére R par rapport au repére Ry étant donnée par la rotation g représentée par le quaternion A, il
vient;

[0]o = rlo]; = Aor™!

Dautre part en 2.1 nous avons établi que:

(A = %[m]ox
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Ce qui donne:

(1, = L
[1]0 = ) A'[O)]s

Wy
Posant encore [0]; = (0, | nous obtenons en développant:

W3

Ao = “%[7&1“)1 + Aytg + A3003]
i = 3 Dhg + gty ~ Ay

1 .
A = '2‘[790‘”2 + A30; — A 03]
. 1
Ay = ‘é‘[loms + A, — A,0]

Les actionneurs du satellite étant portés par celui ci, il convient également d’exprimer I’erreur d’attitude

dans le repére du satellite car Ia commande devra elle aussi &re exprimée dans ce repére.

Soit A4 un quaternion représentant I'attitude désirée par rapport a Ry. Alors P'erreur d’attitude est
AL, 1 exprimée dans le repére R avec R(m)>0. La direction de cette erreur d'attitude est
P(?\.E). Exprimée dans le repére du satellite cela donne:

[PALLI; = rolPARYY = XIPAXIA

= P(AMA,A)
d’aprés 1.3

= P(ia)
Comme d’autre part R(EX)=R(M\._A) I'expression de I'erreur d’attitude dans le repere du satellite est

donc A4\ avec R(L,A)>0.

A 5.2.2. Equations dynamiques
Les actionneurs d’auitude des satellites peuvent &re de différent types. Nous n’examinerons ici
que les actionneurs 2 jets de gaz et les roues de réaction. Nous simplifierons encore le probléme en sup-

posant que les jets de gaz peuvent &re modulés de facon continue.
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Pour obtenir les équations d’attitude dynamique du satellite dans le cas d’actionneurs i jets de
gaz, il suffit d’appliquer le théortme du moment cinétique dans le repere du satellite. Si u est le

moment engendré par les actionneurs et J le tenseur d’inertie du satellite;

u =J-1(-°— + oxJo
dt

Dans Ie cas de roues de réaction le probléme est un peu plus compliqué car le mouvement du satellite

réagit sur les roues de réaction. Nous nous contenterons de citer les équations dynamiques:

J-‘gtg-kmxlm +oxJyQ+u=0
aQ dw
Jw—+Jy— =u
Wdt dr
le 0 0 Ql
ouJwy=1]0 Jw, O | représente les moments d’inertie des roues de réaction, Q = (€| leurs
0 0 Jy Q3

vitesses angulaires respectives et 4 les moments engendrés par les roues de réaction.

5.23. Commande d’attitude d’un satellite
Commande par jets de gaz

La commande proposée s’inspire du découplage nonlinéaire utilisé en commande des robots mani-
pulateurs rigidcs'et présente la méme simplicité. Nous supposons que l'attitude et la vitesse de rotation
du satellite sont mesurées. Il suffit alors pour transformer le modgle du satellite en un modzle plus sim-
ple identique a celui considéré en 4.2, d’appliquer le feedback:

u=wxJo+Jv

oll V est un nouveau controle. Les €quations d’etat:

d. 1

— = =A®

dt 2

90 _ i oxe) +

— =-J(ox/o) +

l i ( ) u

deviennent alors aprés rebouclage:

d. _ 1
LY
dt @
do

dr
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En prenant v=ka(xA7\.)+kv0.) on retrouve la commande étudiée en 4.2,

Commande par roues de réaction
Nous supposons ici que vitesse, attitude et vitesse des roues de réaction sont mesurée. La com-
mande proposée procéde alors du méme esprit:

u=-oxJo - oxJyQ-Jv

On est encore ramené A des équations d’état étudides en 4.2.
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ANNEXE 1 : SIMULATIONS

Les pages qui suivent présentent quelques résultats de simulation. Ces simulations utilisent toutes
une commande discrétisée. Les deux premiéres ont trait & un systtme du second ordre comme décrit en
42. Les quatre premidres courbes (QUAT-i) donnent 1'évolution des composantes du quatemion. La
courbe RHO est la distance géodésique a I'identité et OM-i sont les composantes du vecteur vitesse de
rotation. La période d’échamillonnage est 0.01s et la premitre simulation utilise kp=16, k,=8. (amor-
tissement critique). La deuxiéme simulation présente un cas de sous amortissement (k,=20,k,=4). Les

comportements observés sont tout A fait semblable aux comportements d’un systéme linéaire.

La deuxi¢me famille de courbes est le résultat de la simulation d’un changement d’attitude d’un
- satellite. Le replre du satellite est le repere principal d’inertie et donc le tenseur d’inertie est diagonal
avec J1;=200, J5,=150, J33=100 (kg.m?). Les premiéres courbes décrivent I'évolution du quatern-
ion, les suivantes, Ui, sont les commandes en N.m et la derniére la distance géodésique. La période
d’échantillonnage est 0.1s. Les gains sont réglés pour un amortissement critique. La commande a les
défauts d’une commande proportionnelle-dérivée: elle exige un couple important au démarrage et pen-

dant un instant relativement bref.
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ANNEXE 2 : UTILISATION DES CARTES STEREOGRAPHIQUES

1. Les cartes stéréographiques

Comme nous nous intéressons 3 la stabilité locale du point d’équilibre R=Id de I'équation

différentielle;
A _ 1
? = 5 WA
2 st OIPAI k0

toute carte autour de ce point peut convenir. En 4 nous avons utilisé Ia carte exponentielle. Nous
pouvons également tirer parti du fait que T est un difféomorphisme local de la sphere S3 dans SO,
pour utiliser une carte bien connue de S> autour d’un des points de n‘l(ld). Un atlas couramment

utilisé sur Ia sphere est I’atlas stéréographique.

Soit Q2={AMAy>01}. Q est un ouvert et la restriction de 7 A cet ouvert est un
difféomorphisme de € sur son image. La carte stéréographique de pole (—1,0,0,0) est alors une appli-
cation de £ dans I'hyperplan { A/Ag = 0 }. L’image d’un point A est I'intersection de la droite pas-
sant par A et le pole (~1,0,0,0) avec I'hyperplan. 11 est facile de montrer que:

x= —A—
Ag+l
_ e
Ao+l
T
Agt+l
o (x,y,2) sont les coordonnées de I'image dans R> assimilé A (0,x,y,z). L'application réciproque

associe 2 (x,y,2) son image A(x,y,z) définie par:




Ay = ————
YT R

A = 2
Py’ 241
2z

T Pyl

oL o\ oA

Pour calculer le champs de vecteurs dans la carte, il est nécessaire de calculer a ay a qui
29

forment une base de I'espace tangent 4 > en A(x,y,2). I vient:

r

2x
a_ 2 |asrra
X (P +2+1)? 2y
2xz ]
-
2y
9y  (Py+2+1)? | 07-x2-22-1)
L 2yz d
[ 2z
o _ -2 2xz
0z (D) 2yz
| (Z-x?y2-1) |
Pour simplifier les calculs suivants, exprimons ces trois vecteurs en fonction des composantes de A:
[ 1 ] [ 1
A (Ag+1) F—lz(loﬂ) ~A3(Agtl)
N _ Ag+1)-23 N _ ~Azh; N —AsAy
x| Mh, 3y | Qg+r1)-AZ 9z | Ay
Mds Mg | (g+D-33

Considérons maintenant un vecteur tangent v=(vy,V},V,,V3) 2 la sphere S° en A=(Ag,A1,A5,A3) aussi:

AOV0+}\,1V1+9\/2V2+2/3V3 = 0
Un calcul immédiat donne les coordonnées de v dans la base {-ai 9 d
X

,3)-’-’5}:



oy v N xl
il I A
O3 V3 A3

Revenant aux coordonnées (X,y,z) de la carte nous obtenons:

Y1 x
. 1 2 R 2V0 ;
Vljryz) = 0252241 [ vy | - ————— | y
Pl =507 21 ey
V3
2. Application A Péquation différentielle
Rappelons cette équation différentielle:
d. _ 1
Y
dt 2

%(;l = kpsg(lO)P(l)+kva)

- Elle définit un champ du second ordre sur SO;. Considérons ce champ de vecteurs sur n(€2) ou dans

la représentation par quaternion sur Q. Le calcul de la partie réelle et de la partie pure de % donne:

% =(-0.PQA) , ® X P(A)+Aym )

et % est un vecteur tangent de S3an L'application des résultats précédents donne:

O 1o 4 11
A =X |y |- 020 - ———— <, [y|>]y
[ d J (x0.2) .| 2 (+y?+2241)? , ,
X
do 2kp
= +k,
[ dr ] (P4y24224+1) Z %

L’approximétion linéaire autour de (0,0,0),w=0 coordonnées de (Id,w=0) dans la carte s’obtient alors

facilement:

dt
Ce systtme linéaire est donc un double intégrateur et il est possible de choisir les gains k, and k, de
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facon a ce que le syst2me soit asymptotiquement stable. Pour ces choix, le sys®me initial est locale-

ment asymptotiquement stable.
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