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Résumé

Dans ce rapport, nous établissons divers résultats de convergence
et d’'estimations d’erreurs pour une méthode "déplacement" nonconforme
utilisant 1’élément de Morley et différentes approximations de 1la
géométrie des coques minces. En particulier, nous. proposons une
approximation par éléments finis platé, et nous évaluons le correcteur a
introduire sur les composantes du tenseur de changement de courbure pour

assurer la convergence de la méthode pour des coques générales.

NONCONFORMING APPROXIMATIONS OF GENERAL THIN SHELLS
PROBLEMS BY MORLEY’S TYPE FINITE ELEMENT

Summary

In this report, we give an account of convergence results and
error estimates for a nonconforming "displacement" method using the
element of Morley and several approximations of the geometry of thin
shells. Particularly, we propose an approximation by flat plate elements,
and we evaluate the corrector to be introduced in the components of the
change of curvature tensor in order to ensure the convergence of the

method for general shells.
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1. INTRODUCTION

L'analyse de problémes généraux de coques minces par des méthodes
nonconformes d'éléments finis est une pratiqué courante de 1’ingénierie ;
on trouve une grande variété d’'éléments pour 1l’'étude de la flexion des
plaques (pér exemple : ADINI-CLOUGH [1], BAZELEY-CHEUNG-IRONS-ZIENKIEWICZ
{3], FRAEIJS DE VEUBEKE [13], MELOSH [20], MORLEY .[21]), et leur
extension aux problémes de coques minces tient essentiellement & 1la
simplicité de leur mise en oeuvre (citons BATHE-HO [2], DAWE [12],
MEEK-TAN [19], OLSON-BEARDEN [23]). Cependant, s’il existe un certain
nombre de résultats de convergence et d’estimations d’erreurs pour des
problémes de plaques en flexion (cf. CIARLET (8], KIKUCHI [15],
LASCAUX-LESAINT (18], RANNACHER [24] [25]), l’analyse mathématique de ces
méthodes est peu développée dans le cadre plus général des coques.
Mentionnons les résultats obtenus par KIKUCHI [16] pour 1l'approximation
d'un probléme de coques cylindriques a l’aide d'un élément rectangulaire

nonconforme (courbe ou plat).

Nous envisageons ici 1l’étude de la convergence et des estimations
d'erreurs pour le plus simple des éléments de coque, coﬁposé d’'un
triangle de type (1) pour l'approximation des déplacements tangentiels et
d'un triangle de MORLEY pour 1’approximation du déplacement transverse.
Pour les problémes de plaques, cet élément est a déformation constante
par triangle. Une telle approximation est nonconforme dans la mesure ou
la composante u 3 du vecteur déplacement n’est pas continue sur le
domaine ; cet élément passe le Patch Test d'IRONS-RAZZAQUE [14] (et 1le
generalized Patch Test de STUMMEL [27]). Toutefois, dans le cas présent,
celui d'ﬁn probléme linéaire du quatriéme ordre a coefficients variables,
on ne peut se contenter d'un tel critére heuristique (cf. STRANG [26]),
et nous sommes amenés 4 estimer une erreur de consistance,
caractéristique essentielle de ces méthodes (cf. NITSCHE [22]). Notre
étude utilise notamment un théoréme de Rellich généralisé introduit par
STUMMEL [28]. Puis, nous considérons des approximations conformes (au
sens de CIARLET [9])) de la géométrie de la coque, et nous prenons en
compte 1l'effet de 1'intégration numérique (selon BERNADOU ([4]).



Enfin, nous prouvons la convergence d’une méthode d'éléments finis
(du type MORLEY) a facettes planes, a partir de la construction d’'un
correcteur pour le tenseur de changement de courbure. A cette occasion,
il est intéressant de noter que nous retouvons des résultats similaires a
ceux établis par BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6] et BERNADOU-TROUVE [7] dans
"le cas d'une approximation par éléments finis conformes de
CLOUGH-JOHNSON. Nous montrons comment le choix des conditions aux limites

pour le probléme discret semble étre déterminant du point de vue de

1’analyse de l’erreur.



1.1. Le probléme continu

-Dans ce paragraphe, nous donnons une bréve description du modéle

linéaire de coques minces de W.T. KOITER [17]; et des résultats

~d'existence et d'unicité obtenus paf BERNADOU-CIARLET - [5] (dont nous

reprenons les matations).

o | 2 > o
Soit 1 un ouvert barné du plan % (dont (w, 11, 12) sera un
repére ortheonormé), de fcontiére I'. La surface moyenne gde la coque
peut étre définie :omme 1'’image de {3 par une application 3 : 1 c %2 -0%3

(1'espace Euclidien usuel, dont (0,31,22,33) sera un systéme orthonormal

.de référence), i.e.

&- 3. ¢ - eh e (1.1.1)

Nous supposons que 1l'’application 3 vérifie les hypothéses suivantes :
1) e @G’ _ (1.1.2)
ii) tous les points de la surface SZ sont réguliers, i.e.

a }(1.1.3)

les deux vecteurs a = — = ¢ sont linéairement indépendants
@ aEa ,a
On définit ainsi 1la bg,se_’covariante (31) (cf. figure 1.1.1)
- . 3 - alxaz 1.1.4
aa-,a'a3-|;x-a»|' (1.1.4)
172 .
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Figure 1.1.1 : Définition de la surface moyenne d’'une coque.
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lLa premiére forme fondamentale (aaﬂ) de la surface cgest alors

-

donnée par aaﬂ - aa'iB et on note a le déterminant de la matrice

- . (a ﬁ)' En tout point €€, on associe & la base covariante (Zi) la base
24
af-

-+i s . ~a , o
contravariante (a ) 4 l'aide.des relations : a = a aﬂ, ou (a ﬂ) est la

matrice inverse de (aaﬂ)‘ et 33 = 33. La seconde forme fondamentale '(baﬂ)
-+ - - -

de la surface est donnée par : baﬁ - bﬂa - -aa.a3'ﬁ - 83'80,,3' de

laquelle on déduit la troisiéme forme fondamentale (¢ ,) : ¢ . = ¢ -
‘ af af Ba

b*b. ., oub* = a*p

a A8’ a af -’

Les inconnues du probleme sont les composantes covariantes du
déplacement u - 3(&) du point 3(6), soient les fonctions
uizfea -»ui(é)éR, i = 1,2,3. La solution u rend minimale, sur une espace
v que l'on va définir, 1l'énergie de la coque, qui se présente sous la

forme habituelle :

- -

J:veV-3@) - % a¥,3)-£(3)

L'énergie de déformation a(;;,;) s'exprime dans le cas d’une coque

élastique, homogéne et isotrope, & partir de la forme bilindaire :

- - J’ Ee a.,- p -+ a,- ﬂ -+
a(u,v) = 35 ((1-v) 7y (u) ¥ (V) + v v (u) v (v) +
8,72 g7 e a " B (1.1.5)
e2 a4 -a, -a,~ -8, < 1,.2
7 1) pglu) bW+ 5o (WAE(W]1a dg e,
ou les paramétres E,v,e représentent respectivement le module de Young,

le coefficient de Poisson, et 1'épaisseur de la coque. Le tenseur de

déformation (7;(;)) et le tenseur de changement de courbure (;:;(;)) de la

surface moyenne ont pour composantes covariantes :

- 1
1aﬁ(v) -3 (valﬂ + vﬂla) - baﬂ v3 (1.1.6)
P AV =vy e v.+b v, +b vy +bY v (1.1.7)
aB ap “ap '3 B Aa a Alﬁ ﬁla A T
ot les notations --Olﬂ . v3laﬂ’ balﬁ désignent les dérivées covariantes par

rapport 4 la surface g, données par les relations :
A
Vg " Va,p " Tap Vi
v -V - I‘A v v -V
3as 3,08~ "ap 3,2 ' "3a 3,a’
) L

1 2 os by
by =b, +T1° b -t b,
Ha B.a” “pa B pa u )

(1.1.8)

Y A ad e
avec : raﬂ rﬂa - a 'jaa,ﬂ (les symboles de Christoffel).
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- Enfin, l’énergie potentielle des forces extérieu_reé se met sous la
forme linéaire : : ' ' '
- - = — 1..2
f(v) = g P-Vva d¢ " d¢ (1.1.9)

Soit l‘o une partie mesurable de I telle que mes(l‘ ) > 0. Nous
supposerons que la coque est encastrée sur la partie as - 3(? ) de la
frontiére 3S de la surface moyenne, i.e.

u [

=0, 4du =0, (1.1.10)

“II‘O v 3[1"0
ou ay représente 1'opérateur>de dérivation selon la normale extérieure a
Fo ; sur r-ro nous aurons des conditions du type bord libre (cf. KOITER
[17]). Dans ce cas, l'’espace des déplacements admissibles V est défini
par :

V- 1(veal@? x 1@ ; Sp =8, a,v

ro y 3|I‘ = 0}. (1.1.11)

0

Muni du produit scalaire usuel : (u v) - Z (u Y )1 +(u,,v.) , V est
am1 3''372,0
un, espace de Hilbert ; la norme correspondante sera notée :

Mg - (@92

Le probléme de 1la deformatlon de la coque 3 selon le modéle

11nea1re de KOITER admet alors la formulation variationnelle :

Probléme 1.1.1 : pour B € (L2(0))3, trouver u € V tel que

a(u,v) = £(¥), vveV | (1.1.12)
ou les formes a(.,.) et f(.) sont définies par (1.1.5) et (1.1.9). Par
ailleurs, on remarque que cés formes sont uniformément continues sur V
dés que : '

8o a8 1% LB eel®@ (1.1.13)

(avec 0<u<-), soit dés que ¢ € (W (0))

En prouvant 1la V-ellipticité uniforme de la forme bilinéaire
a(.,.), c'est-a-dire 1l'existence d'une constante a > 0 telle que l'on ait
uniformément sur Q :

o [ME < a9, voel (1.1.14)
v

on établit le résultat suivant :

Théoréme 1.1.1 : (BERNADOU-CIARLET [5, théoreéme 6.4.1])

Le probléme 1.1.1 admet une solution unique.
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Sous des hypothéses de régularité plus fortes, on énonce le
systéme des équations d’équilibres (cf. KOITER (17,(3.11),(3.12)}).
@B + bS ﬁ:‘ﬂfﬁ))lﬂ + b3 ﬁ:"‘ﬂ(ﬁ)lﬂ +p% =0,

(1.1.15)

."”i"(::)lm9 + ey 223y + b_ 2P +pi -0,

8

. -,
ou les tenseurs de résultantes de contraintes (n ﬂ) et de couples de

contraintes (ﬁaﬂ) sont donnés par les expressions :

Ee
@ - —5 1w A 7 A
1l-v
Ee3 (1.1.16)
B2 @) - () AR v 2@
12(1-v7)

et les conditions aux limites (cf. KOITER (17, (3.13) a (3.15)))

u=0 et 8,uy =0 sur T , (1.1.17)
@+ 2 bS 2By vy =0
- ﬁx"‘ﬂ(ﬁ)la vp - ar(ﬁf'ﬂ({{) Ve 75 ) = 0 sur I-T,, (1.1.18)

m“ﬂ(ﬁ) v, uﬂ =0 _
qui expriment le fait que la coque éZ est encastrée sur le bord 3(r0),
et libre sur $(P-Po) (dans (1.1.18), ;-uafa désigne le vecteur unitaire

normal & P-Po).
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2. UNE METHODE D'’ELEMENTS FINIS NONCONFORMES

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que 1l'approximation des
composantes du déplacement 3, & 1l'aide d'éléments finis de type
Pl-Lagrange pour les composantes tangentielles u, d’une part, et d'un
élément fini nonconforme de MORLEY [21] pour la composante normale u,

d’autre part.

2,1. L’espace d’élément fini vh

Nous supposerons que le domaine 6 est polygonal ce qui permet de
le recouvrir exactement par des familles réguliéres de triangulation % R
i.e.

i) il existe une constante o telle que

h
v-re;l%h, Teo, (2.1.1)
T

ou hT = diam(T) et pp = sup {diam(D) ; D est un disque contenu dans T) ;

ii) la quantité h = max hT approche zéro, et il existe une
T .
constante 7, indépendante de h, t’:télle que : Yh, VT%,;, h‘T/h =271.(2.1.2)

A chaque triangulation 66; nous associons 1l’espace produit

h'
s 3 b4 ’ 3 M

f élément fini Xh - Xhl X X.hl-’x xhz, puis nous définissons le sous-espace

Vh - Vhl X Vhl x th de X.h qui prend en compte les conditions aux

‘limites ; 1'appellation "méthodes d’'éléments finis nonconformes" est

justifiée par le fait que iz’h ne sera pas un sous-espace de 1l’espace des

déplacements admissibles V, i.e. Vh 4 v.

L’espace Xhl est 1’'espace d’'élément fini associé aux triangles de type (1),

i.e. les fonctions i dg x‘hl sont telles que :
T i) sur chaque triangle Te% . thTGPI(T) 4
ii) sur chaque triangle TEL, , leur restriction
vth sont complétement déterminées par leurs
_ valeurs aux sommets dg T, soient vh(i!i),,
z, i=1,2,3 ;
L 11) X, cGo@.

3

(2.1.3)



- JO =
L’espace vhl est défini par : vhl - (vhexhl,vh(z)-o, VZEI‘O)V, et 1l'on a
' 1 '
1'inclusion Vhlc Vl {veH (1), vlro - 0).
'L’espace Xh2 est l'espace associé a 1’'élément fini de MORLEY [21], i.e. \
sur chaque triangle Teééf , la restriction VhIT de toute fonction vhexhz
vérifie :
i) thTEPZ(T) ;

ii vh]'l‘ est complétement déterminé par 1es>
valeurs vh(Zi) aux sommets 21,15153, de T, et
par les valeurs anvh(zij) aux noeuds zij’
l<i<j<3, de mi-c6té de T (ou an désigne 1la

(2.1.4)

dérivée selon la normale extérieure au c6té}

EiEj).

On note que : X.h2 ¢%O(ﬁ). \
L’espace th est donné par :

Vh2 - (vhexh2 ; vh(Zi)-O, VZiEI‘o, et G‘n Vh(Eij)-O, VZijel‘o),
avec Vh2 z V2 - {VEHZ(Q), vl ro-O et ayvlr.o-O).

Dans la suite, 1l'’espace Vv, ¢ n [(Hl(T))ZxHZ(T)] sera muni de

b 1%

la norme induite : h
IS)l5 -1 Gl 5 il Y2 (2.1.5)
V. 3 = V. V, . o4
h Vh TE@E‘;Q-I ha''l, T h3''2,T

2.2 Le probléme discret

Pour les définitions précédentes, l’énergie de déformation de la
coque Qj est donc approchée triangle par triangle. En ce sens, nous
introduisons la forme bilinéaire approchée a.h(.,.)

Ee
oy (¥ 2 1 —5 (@Gl @GrhE )+ )
're/’Zf 1-v R
h S(z.z.u
e” ) - -ﬁ - -a .- -ﬁ - 1..2
+ 5l V)pﬂ(uh)pa(vh)w%(uh)pﬂ(vh)])/a_d€ ag”.

En remarquant que par construction, nous avons :

v, < an?, | (2.2.2)
(de sorte que 1'expression f(;,_) selon (1.1.9) conserve un sens),

1’approximation du probléme 1.1.1 se formule comme suit :

Probléme 2.2.1 : Trouver —L;.hevh tel que :

ah<3h,$h) - f<3h), v zhevh (2.2.3)
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Enfin, il est possible d'étendre les domaines de définition des
applications vah(.,.) et ||”—\; a4 1l’espace §+§h. En particulier, la

continuité uniforme de 1la forfe bilinéaire ah(.,.) sur cet espace se

déduit de 1'hypothése (1.1.13), i.e. il existe une constante M > 0 telle

que :
la, G0l =M idlg IMlg ., ve veVsd, (2.2.4)
, h h 8 |

2.3 D’autres éléments finis nonconformes

Signalons que les résultats quilseront établis aux par#graphes 3
et 4.1, s'étendent aux éléments de FRAEIJS DE VEUBEKE [13] (voir
également LASCAUX-LESAINT [18], STUMMEL [27] {[28]). La défihition de
1’espace X]_l2 prendra alors la forme :

F.V.I. : sur chaque triangle Te%j , la restriction Vth de toute fongtion

vhex.n2 vérifie :

i)v TEEI - (pePs(T) i ¢(p) = 0}, ou nous avons
noté : 3

$(P)=27p(Z;,,)- L P(2,)-8 =  p(Z )+

127507 isigyey M
3
1 i+l

+2 ) =r——fz Dp(Z,,.-%, .,) ds ;

121 12141 5 1237%i+2

ii) vth est complétement déterminé par les

valeurs vth(Zi). i=1,2,3, aux sommets Zi deT,
par les valeurs vth(zij)' 1<i<j=<3, aux points
zij de mi-cété de T, et par la valeur moyenne
(sur chaque cdté) de la dérivée premiére selon

. 1 IZ‘. . }
la normale, le s i+l anvthds' i=-1,2,3;
i“i+l Z,
ou encore : i

F.V.II : sur chaque triangle Te%,; la restriction thT de toute fonction

vhex.h2 vériflg :

i) vthGP3(T) :
ii) thT est complétement déterminé par les
valeurs vth (2123), et v T(Ei), i=1,2,3, aux
sommets Zi de T ; et par les valeurs des dérivées
premiéres selon la normale anv T(zjjk)'
1<j=<3,1<k<3, j #¥ k, aux points de Gauss I,

o Ll liee. . jjk
(1.e.2j2jjk- 2(1-7?)2::121() ;

(les définitions des espaces Vh2 ayant des extensions évidentes). Ces

|

>

/
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deux éléments, tout comme 1’élément de MORLEY, présentent la
partiﬁularité : Xh2 ¢ 920(6). Enfin, on notera qu’il est possible de
donner une variante de la définition F.V.II en condensant le degré de
liberté thT(2123) sans que les performances de 1'é1ément. en soient

fondamentalement affectées.

‘Remarque 2.3.1 : Selon RANNACHER [ZQT, 1’approximation d'une plaque en
flexion par éléments finis nonconformes de MORLEY admet une estimation
L° de 1l'erreur du type h2| In h | (ce qui corrobore certaines
observations numériques de "lenteur" de convergence). De ce point de
vue, l’ingénieur sera tenté par l’alternative que présente les éléments
précédents, pour lesquels 1l'estimation d'erreur en norme L est

meilleure.
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3. CONVERGENCE ET ESTIMATIONS D’ERREURS

Dans ce paragraphe, nous donnons des estimations d’erreurs qui
permettront d’établir la convergence de la méthode.. En particulier,
l’erreur de consistance est estimée A partir d’'une propriété locale de
"continuité en moyenne" sur le bord commun & deux triangles de MORLEY.
Parce que les coefficients géométriques sont variables, il apparait que
le critére heuristique du Patch Test (cf. FRAEIJS DE VEUBEKE [13],
IRONS-RAZZAQUE [14), STRANG [26]), STUMMEL [29]) n'est pas une condition
suffisante (ni nécessaire) de convergence. De méme, les techniques
développées par CIARLET [8] [10], LASCAUX-LESAINT [18] s'ai)puyant sur une
forme locale du Patch Test, pour le probléme des plaques, ne peuvent é&tre

directement appliquées au cas de coques,

Sachons que 1‘élément de MORLEY satisfait le patch test généralisé
- --condition assurant, selpn’ STUMMEL ([27], 1la consistance de 1la
méthode--, mais 1l’étude de la convergence pour un élément de coque de
MORLEY n'a jamais été effectué 4 notre connaissance. En ce qui concerne
1l’existence et l'unicité d’une solution Gh pour le probléme 2.2.1, nous
utiliserons des résultats de compacité des espaces d’'approximation Vh
(cf. STUMMEL [28]) pour démontrer la v -ellipticité uniforme de la forme

h
bilinéaire ah(.,.), propriété sur laquelle repose 1l’estimation de

'1'erret./tr||3-3h||v .
h
3.1 Une estimation abstraite de l’erreur

L’étude d’erreur qui va suivre s’appuie sur le résultat suivant
(da & STRANG [26]) :

Théoréme 3.1.1 : Soit une famille de problémes discrets 2.2.1 pour
lé'squéls les formes bilinéaires a.h(. ,+) sont uniformément Vh-elliptiques,

au sens ou il existe une constante B > 0, indépendante de h, telle que :

2
USRS =Gy %), Ve, (3.1.1)
h
Alors, il existe une constante C, indépendante de h, telle que :
| £G4 )-a (G,%)
NE-Jl5 sc¢ inf S35 + sup — Nl N
bowEh o T g Hells

ot u (resp. -'uh) désigne la solution du probléme continu 1.1.1 (resp. du
probléme discret 2.2.1).
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Preuve : L'hypothése (3.1.1) suffit & établir 1l’'existence et l'unicité de

->
la solution ﬁh du probléme discret 2.2.1. De plus, pour tout Qgevh, on

peut écrire :

- -+

2
- - @ 5 S - - - -+ - -
B lluywillg, s ay (v 0y V) = o (9w OGS ) -2y (B V) ]
Ainsi la continuité (2.2.4) de la forme bilinéaire ah(.,.) implique :

| 65,y (it %)

pllgSlly = HllEsg +

- = :
13,15,
Soit encore : '
. D\ | £6%,)-2, (6,%)]
pllully s MISHlg + o —2
h h WL EVL ||wd|;h

En combinant cette inégalité avec 1'inégalité tfiangulaire d’'une part,
i.e.

I35l < 1351y + 15,3015

-+
puis en prenant le minimum par rapport a 3£evh, on déduit l'estimation
(3.1.2), ou : C =max{1+M/8, 1/8). o

Remarque 3.1.1 : Le premier terme du second membre de 1l’inégalité (3.1.2)
mesure la distance qui "sépare U de l'espace Vh" ; en particulier, on a :

vaVh

ou LN désigne 1'opérateur d’interpolation associé aux définitions (2.1.3)

-15an " 3'%"?/}, = "a-“h.QIvh'

et (2.1.4). Le second terme représente l’erreur de consistance due a la
nonconformité de la méthode. Sous les hypothéses (2.2.4) et (3.1.1), on
montre que les conditions nécessaires et suffisantes pour que la méthode

converge, i.e. lim ||3-3h“3 - 0, sont : d'une part une condition sur
h~ h

l’interpolation, i.e.

il | '
Jum  inf Il u-vhllvh 0, (3.1.3)
vbevb viVh

d'autre part une condition de consistance :

| oy G- 2G| .

lim sup

" (3.1.4)
h~0 ;;h Vi, Il "h"ir'h'
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En effet, d’aprés 1’inégalité (3.1.2), il est clair que les
conditions (3.1.3) (3.1.4) établissent des conditions suffisantes de
convergence. Ces conditions sont également nécessaires : en notant Ph

1'opérateur de projection sur h’ on a (par le théoréme de Pythagore) :
Il s u'h"V - llu-p 3Ilv + |l 6 - Phﬁll-» ,
et & 1'aide de (2.2.4) :
-

2y (% -R, U, W, )may (G-BL @ )+[£GE ) -2 (3,4 ) ]<M[1- Ph“hllv Il wllg . ¥ v,V s

- - -
puis en prenant w, = u-P,u, on a :

h h
- - ' l lf( ) ah(u I
HIS-Bdlly + oo < wlldpdly .
h-'h I wh" Vh h

d'ol en combinant :

N a2 PARNCER i
e B? 1SRl + 2, sup h 2 osNE-g)2
h M w eV I|% || v’

ce qui établit le caractére nécessaire des conditions de convergence
(3.1.3) (3.1.4).

La validation des conditions (3.1.3) et (3.1.4) au moyen
d'estimations d’erreurs (cf. CIARLET (8] [9], LASCAUX-LESAINT ([18],
RANNACHER [24]) n'est em)isageable que sous certaines hypothéses de
régularité sur les coefficients de (1.1.13) et sur la solution u du
probléme continu --nous préciserons plus-loin ces différents points. Dans
le cas de problémes "insuffisamment réguliers”, il est néanmoins possible
d'établir la convergence de la méthode (au moins pour 1’'hypothése
(1.1.13)). Ainsi, selon STUMMEL [27, théoréme 1.3.5], la condition
(3.1.4) est équivalente & la condition de fermeture de la suite &h)h 0

(i.e. 1la limite de toute suite }h 0 faiblement convergente

v

' h
appartient a V), propriété qui est démontrée & partir du "generalized
patch test” introduit par STUMMEL [27, proposition 1.4.7 et théorémes

1.4.8, 1.4.9], soit dans notre cas :

‘ ]
lim at ¢ v T n ds=0, vgec (@), |4 s 1,

h=0 're%’

ou 3 représente la normale extérieure au bord 4T du triangle T de %h' En

h3|

ce qui concerne 1’'élément de MORLEY, cette propriété est satisfaite (cf.
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CIARLET [8, exemple 7], LASCAUX-LESAINT (18, lemma 3.5], RANNACHER [24,
théoréme 1), STUMMEL [27, théoréme 2.5.1]) : c’est une conséquence de la
continuité des valeurs moyennes des dérivées premiéres de la fonction Vi3
le long de chaque cété commun & deux triangles de qgh, i.e.
zi Dvh3 ZiZB ds = ZiEj(vh3(Zj)-vh3(Ei))
et
J - 5. .

fzi anvh3 ds EiZJ anvh3(21j), 1<i<j=<3.

3.2 Erreur d’interpolation

Afin d’établir la condition de convergence (3.1.3), nous donnons

le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 : Si la solution u du probléme continu 1.1.1 appartient &
l’espace : VAN {(HZ(Q))2XH3(O)], alors il existe une constante C,
indépendante de h, telle que :

- o 2 2 2 1/2
_’m_f’ Il “"’h”iz’h < Ch {|u1|2’0+|u2|2’0+ |u3|3’n) (3.2.1)
thVh
Preuve : Soient 1’ ™ho les opérateurs d'interpolations respectivement
associés aux espaces Xp1 et Xpo- Les estimations d’erreurs

d’interpolation pour des familles affines d’'éléments finis (cf. CIARLET

[9, théoréme 3.1.6]) nous permettent d’'écrire en premier lieu :

Il um-1rmuo‘||1’T = C h, I.ual 2.1 a=1,2. (3.2.2)

En second lieu, on montre (cf LASCAUX-LESAINT [18, lemme 3.4]) que l'on a
pour des familles presque affines d’éléments finis de MORLEY :

Il u3-1rh2u3”2’,r = C hyfu] 3T (3.2.3)

L'inégalité (3.2.1) se déduit alors de (3.2.2) (3.2.3) par sommation sur
tous les triangles Té%;; (selon la définition (2.1.5) de la norme). o

Remarque 3.2.1 : L'hypothése de régularité sur U est satisfaite dans le
cas d'une plaque, pour tout BG(LZ(O))3, si 0 est un domaine polygonal
convexe ; la démonstration de cette propriété dans le cadre général des

coques minces reste un probléme ouvert. O



- ]7 -
3.3. Erreur de consistance

Nous allons prouver que la condition de consistance (3.1.4) est
satisfaite en établissant une estimation asymptotique de l'erreur. Pour
cela, on commence par donner une décomposition de 1’expression :

Eh(u - (u w ) f( ) ' (3.3.1)

Lemme 3.3.1 : Supposons que- la solixt.ibn U du probléme continu 1.1.1
appartient & 1’espace Vn [(Hz(ﬂ))zxﬂ3(0)]. Alors pour tout ;hevh, on a :
- - - - * > -
Eh(u,wh) - Rh(u,wh) + Eh(u,wh) : | (3.3.2)

avec

Ry @8- - 3 [otib, @ @yve, 5% @ep’ w415 (u)lo] WRVATYTS
: % |

(3.3.3)
+S (3,3 ),
(u w . & ﬁ(u)n tgla v +[m ﬂ(u)n 18 v, 4)ds - S Q,w,) (3.3.4)
ZE T t“h3 "810"h3 " el e
S, (u,w. )= ) I {[m ﬂ(u)n t, ]o w +[ﬁ°ﬁ(3)n n,Jd w,..) ds , 3.3.5
h hSC(rr) 81%¢"n3 a"8'°n"h3 ( )

ScaT 're%’
.Y .Y

selon les définitions (1.1.16), ot t - t i (resp. o= n, i ) représente
le vecteur unitaire tangent (resp. la normale extér.l.eure) a8 3T, ou 8t
(resp. an) désigne 1’opérateur de dérivation premiére le long du bord 8T

(resp. selon la normale extérieure & 8T).

s

Preuve : Rappelons tout d'abord que l'’expression f( ) a un sens pour
tout x-;hevh, puisque Vh C (L (0)) ; ainsi, nous avons :
)-Ipw/—dgdg fpw Ja aglae? (3.3.6)

Puis, on réécrit 1'expression (2.2.1) avec les définitions (1.1.16) :

o (.5 )= » [1 5Py, G+ s, 1/aae e (3.3.7)

Il est alors possible d’appliquer 1la formule de Green en
coordonnées curvilignes & 1l'expression (3.3.7) sous 1'hypothése
ﬁe'(nz(n))zx}l:s(fz), soit au niveau de chaque tfiéngle T de %h —chaque
triangle peut étre considéré comme un domaine de IR2 a frontiére
Lipschitz-continue— en. supposant les coefficients de (1.1.13) dans

Wl’m(o) et bornés sur I' :



8, .3y = Jp BP0, G G5, @)1 /aae e |
af =+ ap -+ -af
- IT [2(n @5 Yo +° (@) 0+ g8 Wy 5 +

+m ﬁ(u)l h3|/3+c m 'e(u)w +m (u)labﬂ Vi +

(3.3.8)
A-af >
4+ (bm (u))'ﬂwhx]/ZAe a?
l-a8 > ap =+
+ fa'r [2n (u)(nﬂw}1 +n whﬂ)-i—m (W)n w h3l;9
+maﬂ(u)nb w+bmﬂ(u)w ]ds
a B hi }
ou B-n»f‘\-nl\-id représente la nofmale extérieure wunitaire a 4T. En
posant :
'wh3|B atwh3 tﬂ + 8 vh3* n'9 (3.3.9)

ol -t;-t'\-i:\-t;{'\ désigne le vecteur unitaire tangent A 3T, nous obtenons
‘dans (3.3.8) :

a @) - gé;f (L2 Gy oo 5y 0P @) 1o +

+ [byy WP (e, g ) vy (5 Py I3 ) Jadete

af

+ Iar ([(a ﬂ(u)+2b m*ﬂ(u))np]

(3.3.10)

af -~
ha +[m (u)n t ]at h3

+ [m ﬁ(u)n n

ﬁ] anwh3} ds

d’'ou en reportant (3.3.6) (3.3.10) dans (3.3.1) :

Eh(u W) = e‘% f {[(n ﬂ(u)+bam ﬂ(u))lﬁ+ b2 (u)lﬂ+pa]w

+ [by g B (dyec ﬂ(u)+p ] vy g ﬂ(u))l g g) Jadelae?

i N (3.3.11)
e% [3r UGP % "(u))nﬂlw +15% Gom e 08, +
-Lfmﬂl-’\nn"av'.'v ds
= ﬂj n h3 I

Selon la théorie de KOITER [17,pl75], les équations d’équilibre
(1.1.15) nous conduisent, pour tout 3he(L2(0))3, a

»s Jp 1P @wla @y + 5EP @) p0%1w, Jacelae®
| (3.3.12)
- I [(ﬁ"”(3>+b‘;6"”<ﬁ>|ﬁ+b‘;:a"ﬂ(a’>l 01, Jadeleg
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De plus, en vertu de la définition de 1l'espace vhl d’une part
(i.e. halr =0), et des cond1t1ons aux limltes (1 1. 18)1 vérifides par a

sur T- Fo d’autre part (i.e. f r-r (n ﬁ(u)+2b m P(u)) np v, d1 = 0,

Vv eL (T- ro) ), nous obtenons pour tout Vi é%? (8) (voir (2.1.3)) ::

e% L,T (G @ +265a P @)l ds = 0 (3.3.13)

La conjonction de (3.3.11) (3.3.12) (3.3.13) é&tablit 1la
décomposition (3.2.2). O

‘Remarque 3.3.1 : Il est possible de réduire l'expression'Eh(a,sh) pour

une hypothése de régularité plus grande sﬁr'ﬁ. Ainsi, GE(H3(0))2XH Q)
nous conduirait (en supposant les coefficients de (1.1.13) appartenant a
Wl’m(ﬂ)‘et'bornés sur I') a :

- =

F.h(u,wh)-.-sc'r'T f ([{-n" (u)l ng -8 (maﬂ(u)n tp)]wh3 +
SZ(T'-Ty) af
) + [m (u)n ﬂ] 8 ¥ 3) ds ,

avec une intégration par partie supplémentaire dans (3.3.3), et en

prenant 8t h3 @4 sens des distributions dans (3.3.4). Cependant, pour un

domaine polygonal, nous ne pouvons pas nous attendre a avoir ce type de

régularité, méme pouf un probléme de plaque (c’est néanmoins 1’'hypothése

d’étude de LASCAUX-LESAINT (18], de ce point de vue on préférera

1”analyse de RANNACHER [24]). : ‘ o
Dans la suite, on considérera que Eh(u est une forme
bilinéaire continue de [(H (0))2xH3(ﬂ)]x I [(P (T) xP (T)]
T
“h

Dés lors, pour établir la 'convergence de la méthode, nous

cherchons & montrer une estimation du type :
Pind 2 2 2 .1/2
B, (@ s hllwlly gl ully o+ IHugll 215 lly.

Cependant contrairement au probléme de la flexion d'une plaque (cf.
CIARLET [8), LASCAUX-LESAINT [18]), il n'’est pas envisageable de prouver
une telle estimation directement & partir du "lemme bilinéaire" de
CIARLET [10, théoréme 4.2.5] ; en particulier, ‘du fait de la variabilité
des coefficients (E,e), - aaﬁ, P ap’ aﬂ’ caﬁ’ etc..., il est impossible de

prouver une relation du type :
- -5 - . 2 ) ) - -
Eh(“'"h)l'r -0, Vu'Te[(Pk(T)) XP,(T)], vw eV,
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ot k et £ sont des entiers (dééignant des degrés de polynémes, notamment
k=0 ou 1 et £ = 1 ou 2). C'est d’'ailleurs pour cette méme raison qué le
"Patch Test" d'IRONS-RAZZAQUﬁ [14] ne constitue ni wune condition
nécessaire de convergence pour des applications aux problémes de coques,
ni une condition suffisante (dans la mesure la géométrie n'intervient

pas dans ce test).

Nous nous proposons d’établir une estimation de 1l’erreur de
consistance en faisant apparaitre une invariance polynomiale locale
satisfaite par 1'élément de MORLEY (cf. CIARLET [8), LASCAUX-LESAINT
(18], STUMMEL [27]). De fagon analogue & CROUZEIX-RAVIART [11, p.40-42],

nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.3.2 : Supposons l’existence d’un entier k tel que l’espace Wh

satisfait les inclusions :

k+1
Pk(T) C th H

ou Pk(T) est l’espace des polynémes de degré k ; on munit 1’espace Wh de

(T) o (3.3.14)

la norme induite "'"k&l T Alors, pour tout entier m, Osm<k, il existe
]

une constante c>0, indépendante de h telle que :

Tl

wer™ (1), vv. eu (3.3.15)

+k+1
|fS(M-1rls<M)vhds| =c h? M LA

m+1.'r|"h' k+1,T’
ou § représente l’un des trois cétés du triangle T, et oi ﬂ: désigne
l’opérateur de projection de L2(S) sur Pk(S) (espace des restrictions & §
d’éléments de Pk(T)) défini par la relation :

Joont¢as - fs pé ds, Vpep, (5), vgeL?(s). (3.3.16)
' Preuve :

Désignons par :

2

F,: %= (%,,%,) € R + F_(&) = B_g+b_, B_.eAR?), beRr?
- R & ‘J. 1 4 1 4

£3.3.17)
1’application affine inversible telle que : ¢ = (51,52)-FT(2). T-FT(%).
S-FT(S), ou T est considéré comme un triangle de référence, et S 1l'un de
ses trois cotés. Pour toute fonction f défini. sur T (ou sur S), on

écrit : f = foFT. En particulier on posera :

Aok
s 5

S M = nf N, (3.3.18)
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Soit Fg la restriction de Fy S, i.e.

. . - 2 '
Fg : X € § =+ Fg(X) = Bgkib, = {eS, Bsgﬁéﬁlk ), (3.3.19)

Alors, en utilisant la formule de changement de variables dans les

intégrales multiples, on obtient pour tout MeHm+1(T) et pour tout v, h h :

k R T )
| Jg-n% W) v, ds] = | deccay)] 1 (M- 1) %y i (3.3.20)

Enfin, en remarquant avec CROUZEIX-RAVIART [11,p42,(3.17)] que :

g

| det(By)| = | dec(B)| .3l

avec: || B2 }| - O(hT ) et | det(By)| - 0(mes(T))=0(h2) (cf CIARLET (10,
théoréme 3. 13]). on en déduit l'estimation :

1] cu- g v ds| s e b | - x- M) v, di | (3.3.21)
ol ¢ est une constante positlve indépendante de h

Puis, nous considérons 1la forme bilinéaire continue sur

m+1(i) W

P S

D‘une part, nous avons pour tout entier m, O<m<k :

J;on- n~ M) ¥, di = 0, VMeP (T), Ve, e (3.3.22)
d’'autre part, nous déduisons de la définition (3.3.16) :
Jy-25w) v, ds =0, wea™l(n), vi  €R, (T) (3.3.23)

S
Nous pouvons alors (en vertu de (3.3.14)) appliquer le lemme bilinéaire

de CIARLET [10, théoréme 4.2. 5] (qui consiste en une extenéion du lemme
‘de Bramble- Hilbert aux formes bilinéaires) ; pour les conditions (3.3.22)
(3.3.23), on trouve :

'I(M"‘ M) v, dsf = 2'“"' Mlm+1sl lk+1 T

) (3.3.24)
VMeHm+1(T) v, .

ou ¢, est une constante positive (indépendante de hT)'

De plus, une simple application du lemme Bramble-Hilbert (cf.
CIARLET [10, théoréme 4.1.3]), nous conduit a (cs éonStahCe positive)

k v il -
|Mrs Mgy s S ealMlpy g . (3.3.25)
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Finalement, en combinant les inégalités (3.3.21) (3.3.24) (3.3.25)
aux résultats de 1'interpolation dans les espaces de Sobolev (cf.

CIARLET [10, théoréme 3.1.2]), soit :

19 5,55 o l1ogl® laeempl ™24l o = ehiYdl, o weefm)  (3.3.26)

ol A et cg sont deux constantes positives indépendantes de hT, on
établit 1l’estimation (3.3.15) pour tout entier m tel que : O<m<k.
o

Remarque 3.3.2 : Dans la suite, nous utiliserons le lemme 3.3.2 avec les
valeurs m=0 (car GE(H(O))sz3(0)) et k=0 (car th3eH1(T)) afin d'estimer
E:(K,Gh). Soulignons que 1l’estimation (3.3.15) s’‘obtient sous 1la
contrainte m<k, de sorte que, pour une hypothése pPlus grande de

régularité, ce résultat n'’est plus optimal.

Cependant, il est bossible d’en domner une extension au cas ou
O<ks=m. En utilisant la continuité de la forme linéaire : vh*fé(M-w¥M)vhds
S

sur Hl(i), on a :

-k ° . k- “ . - . .
lJlé(M-ﬂ'é M) ’Oh dSIS c6 ”M-ﬂ'é M)Ilo’s "Vh” 1,T = c7 lMlk-Fl,T " vh”l,T'

(o 1l'0on a utilisé le lemme de Bramble-Hilbert pour obtenir la seconde
inégalité) d’ou avec (3.3.26)

K k
lfs(M"'s M) v, ds|=cg by IMI1<+1.T [l 1,T’

weH™ (1), v en cil(T), 0sksn D
L’application du lemme 3.3.2 pour 1l'estimation du terme de
consistance E;(a,;h), (3.3.&), s'appuie sur 1’hypothése de compatibilité
—Plus faible que 1'hypothése de continuité des fonctions d’un élément &
~1’autre pour les méthodes d’éléments finis conformes—, soit :

Hypothése de compatibilité : Pour tout bord S commun & deux triangles T1
et T2 de‘%zg » il existe un entier 220 tel que :

Joo vpp vy ) ds =0, vper,(s), v ew : (3.3.27)
s hlrl h|'1‘2 _ 2 h~'h
et pour tout bord S (du triangle T) appartenant & la frontiére Po, on

suppose que l’on a :

fs P Vi ds = 0, VpePl(S), VvheWh. : (3.3.28)
(m}
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Dans notre cas, on identifiera : i aaé ¥h3' puis a 4_v, o'h3’ h a (vhe

HNT), v, (=0, VEZel(), M a 22 Q)n Jtgr Puls @ 2P @yn Ny La

Té%?

rei}e}tion (3 3.27) exprime une invariance polynomiale (locale) satisfaite

par l'espace des fonctions associées a 1’élément de MORLEY au moins pour

2 = 0 : en effet, pour tout wh3 (S), ‘on vérifie aisément que l'on a
‘ ‘ .z '
pour S=(Z..5.), .. = 1/2(2.4%,), 1sisjs3, et T =~ == :
R N ij i3] zizj
mes 1% (3.3.29)
! I 8 o'h ds - a W 3(2 i
mes (S)

de sorte que la continuité des degrés de liberté nous conduit aux

relations (3.3.27) et (3.3.28) pour tout wh3th2 lorsque vy, atwh3 ou

v.=3 W, .. On obtient alors l’estimation suivante :
h n h3

Propo‘sitibn 3.3.1 Supposons que la solution 4 du probléme continu 1.1.1

appartient & l’espace Vﬂ[ﬂz(ﬂ))zx}l:’(ﬂ)]. Alors pour tout whth, on a :

X = = 2
| By (3,9 = eh (] uln Aol ﬂ|u3ll3’0> 2.( %‘ waly, (33,30
h

Preuve : On écrit'é la place de (3.3.27) (3.3.28), pour tout wh3evh2

[ 3@ @n e 100, R R TREELE

et
Joer tn3 (m“ﬂ(u>n £)1(0 w0 o10) ds = O,
SCT, B Yh3|T (3.3.31)
I [1r @ @)n nﬂ)](a 3|'1' h3|'1‘2) ds = 0,
et aB -
J. [1r (m (uWn nﬂ)](a h3|’1‘) ds = 0.
Par suiﬁe, nous en déduisons dans (3.3.4) :
A [g 1a @ eg-n SmﬂwMtywtm
caT Te%fh af ~ af -+
Sg(r-r ) +[m (u)n n,- 1r (m (u)n n )]8 } ds, (3.3.32)
, 8" "s, 8 1°n"h3
thEVh .

Comme GG(HZ(Q))ZiH:;(Q), et sous l'hypothése (1.1.13) (en prenant les
coefficients E, e, aaﬂ, etc.. bornés sur I'), on a : xi"ﬂ(d)eul(n), et 1l'on
peut appliquer le lemme 3.3.2 avec m=0 et k=f=0. Par sommation sur tous
les triangles T de % , on obtient l'estimation (3.3.30). '

0
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I1 nous reste & estimer Rh(a,;;h) :

Proposition 3.3.2 : Sous les hypothéses de la proposition 3.3.1., on a

pour tout v th :

bo 12 2 2 .1/2 2
| Rh(u'wh)l =<Ch({( [“ u1||2'0+" “2"2.0'.'” u3”3’0] / +h” P3” 0'0)(1';%"“3'2,'1')1/2
(3.3.33)

Preuve : On procéde de maniére similaire, mais cette fois on considére la
hl-interpolée de la fonction wh3 h2° notée w, h3 et construite de fagon
a vérifier w 3(2:)- 3(E), en tous les sommets z de %'h' On note que :

- . 0
wh3|’1‘ xVWh3» et par construction on a : EH (0)(\6 (8). On montre

tout d’'abord que :

-» ->
-~ ~ - ~ -53
w.

h) = 0, pour tout wh-whaa +wh3 a’, ha hl’ h3evhl (3.3.34)

R, (4,

k
En effet, comme wh3eH (Q), on considére une suite (wh3)k N de fonctions
h36@,(0) telle que :k-]i: Hw - h3"1 0-0 —ou de fagon équivalente, on

. -a k =3 ’
consideére une _suite de vecteurs (w ~wh a +wh3a )k N fortement

convergente vers ;h dans (Hl(ﬂ))a ; on a alors par densité dans (3.3.3) :

R (&%) = l-cnm Ih ([baﬂﬁ°ﬁ(ﬁ)+caﬂﬁ°ﬂ(ﬁ)+p3] SHE® (u)l Jw h3 ﬁ)JZaeldez
=40

+ lim § (u ),
k4o
et en utilisant la formule de Green (voir lemme 3.3.1) :

lr

@) - lin (a@, 3 -£GH- J' (5% @n_1w ;
Rh k= h3 '8

ainsi, avec les conditions : w. =0, a w =0, nous obtenons (3.3.34).

k
h3jr, n3r,
En supposant les coefficients de (1.1.13) dans w ! (0) et bornés

sur I', on peut donc écrire pour tout whth :

R, (8,%) = Te% I ([bapa°”<3)+caﬂa°ﬂ<3)+p31(Gh3-wh3)+
af 1.2
+ (a*P @) o (v h3,p Vh3,8)) Jade d¢ (3.3.35)

+ ) J. ® (uhtl( ) ds.
sctrryy * " “n3,5 %3, 5

ScaT, TE%:h
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D’une part en posant Ml-b Bn p(u)+c ﬂm ﬂ(u) et Mz-m ﬂ(u)' , et en notant
que M eH Q) et M GLZ(O), 1'application (3.3.17) permet d'écrire :
1
pton %) o Y13 TRy M Oy Twh3),ﬂ] dx] -
1 . (3.3.36)
R v o3\ W - " o -
= Jdeed)] . 1[5 10145 (¥n3 e ng)H Gy w ipg) pled,
avec Idet(BTﬂ - O(h%). En utilisant la continuité de la forme linéaire

précédente sur V

h2* puis en appliquant le lemme de Bramble-Hilbert, on

obtient :
. o a3, . - .o - 1 . :
II& [(M1+p )(wh3-xi wh3)+M2 (whs-xi wh3,ﬂ] dx | =<
< c1(|M1+p3|0,i.|w -x v 3|0 T+IM2|0,£ lwh 3|1 ! (3.3.37)

Aupegl g ¢ + 1Mo 2 Dol 5 1o
d’'oll, en combinant (3.3.26) (3.3.36) (3.3.37), on déduit 1l'existence

d'une constante 3 positive, indépendante de h, telle que :

100y (g omp ), o n ¥y, p] &=

+ M (3.3.38)

Ao, ¥l 1

2. '
< ey hpll Myl 5 A pyly ¢

D’autre part, en posant u3-ﬁ°ﬂ(ﬁ)n , M EH (Q), 1l'application (3.3.19)
permet d’écrire :

1 - .
1] M3(wh3 ) g | | det (g )| 1 ; -x’i Wny) g 98 (3.3.39)

avec |det(Bs)l- O(hT). En reprenant les mémes arguments que précédemment,

on a . - ‘
Lo 1 - . -
I-l.s M3(wh3'",i. vp3) g 95 1= e Ml g s lwsly) ¢
ou encore : ’
e g 1 - .
I-‘ls “3“’}:3"',} vny) g 95 1= g i M3"1 7 ¥l 2 1 (3.3.40)
En combinant (3.3.26) (3.3.39) (3.3.40), on déduit l'existence d'une Ce
positive, indépendante de h, telle que :
g My yonl ) ﬂas|<chnu3u”| . (3.3.41)

A partir des estimations élémentaires (3.3.38) et (3.3.41), on
1'inégalité (3.3.33).
o

établit, par sommation sur les triangles T de‘%gh,
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Remarque 3.3.3 : Lorsque mes(r-ro)-o, nous obtenons l’estimation :
- = 2 2 2 2 [1/2 2
l Rh(u’wh)l < Ch™{ [” u1"2,0+” u2”2'0+" u3“3.0] / +” p3" 0'0):&?% I wh3|2.'r)1/2 (]
‘h

En définitive, en réunissant les résultats des propositions 3.3.1.

et 3.3.2 avec la décomposition du lemme 3.3.1, nous obtenons :

Théoréme 3.3.1 : Supposons : ZG(W“'Q(Q))3 s E,eewl'w(ﬂ) ; et E, e, aaﬁ'
aaﬂ, a, baﬂ' bg, b; - P;1 bornés sur T' ; si la solution 3 du probléme
continu 1.1.1 appartient & 1’espace Vn[(Hz(O))sz3(0)], alors il existe

une constante C, indépendante de h, telle que l’on ait :

- - - 2 2 2 1/2 -
I f(wh)-ah(u'wh)l < Ch{ [” u1"2,ﬂ+” u2”2'0+” “3”3.01 / +h “ 93"0’0)“ wh”vh
(3.3.42)0

Remarque 3.3.4 : Ce résultat nous apparatt comme optimal du point de vue
de 1l’'hypothése sur la régularité de u. LASCAUX-LESAINT [18]) ont mené leur
étude sous 1’'hypothése u3eH4(ﬂ) (ce qui ne peut correspondre au cas ou 1
est un domaine polygonal convexe). Remarquons que 1'hypothése

36(H3(0))2xH4(0) nous aurait permis d'obtenir une décomposition du type :

E, (3,7, -Té% faT([-xi“ﬂ(Ii)l anﬂ-at(ﬁa"ﬂ(ﬁ)natﬁ) ]wh3+[&“ﬂ(3)nanﬂ]anwh3) ds
h

conduisant & 1'estimation (en utilisant le lemme 3.3.2)
-+ -+ 2° 2 2 1/2
I Eh(u.'wh)l < Ch{ [” u1”2 ,0+” u2”2’0"'” u3”3,0] +

2 2 2 .1/2 ndl [
el wlly Aol Al VA1,
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3.4 Existence et unicité d’une solution pour le probléme discret ;

convergence

Les conditions sur 1’interpolation (3.1.3), et de consistance
(3.1.4) étant respectivement établies au moyen des estimations d’erreurs
(3.2.1) et (3.3.42), nous sommes en mesure d'appliquer un résultat de
STUMMEL [28] assurant la Vh-ellipticité uniforme de la forme bilinéaire
ah(.,.). Dés lors, nous pourrons conclure : d'une part sur l'existence et
l'unicité de 1la solution Kh du probléme 2.2.1, d'autre part sur la
convergence de Gh vers u (la solution du probléme continu 1.1.1) au moyen

d’une estimation du type : ||G-* llz =0(h).
A

On commence par énoncer le théoréme qui assure la bistabilité de
¢ la forme bilinéaire ah(.,.) pour des triangulations quasi-uniformes (cf.
STUMMEL [28,3.2 (10)]) :

Théoréme 3.4.1 : (STUMMEL [28, 3.2 (13)}])

Supposons que :

i) 1le probléme 1.1.1 est bien posé ;

ii) la forme bilinéaire ah(.,.) définie par (2.2.1) est
symmétrique, 'positive (i.e. ah(Gh,Gh) = 0, vV eﬁh), et uniformément

h

coercive, i.e. il existe deux constantes CO>0 et clao, indépenante de h,

telles que l’on ait pour tout ;hevh :
Gy 2yl v 2 Al vl # T v 2 o
VR V= 0 Vhall o™l Vhallh TG%J hall2, T
| ) S ’h (3.4.1)
. 2 172
Sy Ul vyl o* "hzllo,n"T%hll Vpally 7! 2

iii) 1’inclusion : th c % [P2(T) N HZ(T)], est satisfaite ;
X T ),
h

iv) & chaque cété S (d’un triangle T) de 96’, on peut associer
une forme linéaire continue Bg surczio(S) telle que : '
a) gs(po) = Py ou Py est une constante sur S,
B) gy est une contraction, i.e. su lgs(v)l < max |V ;
veféo(S) s
) Be (Mg ) = BV ), o S =T . NT, ¥ 4,
s 'hlTy oS hITZ,u 1 72

d

et ou Vi s’identifie successivement & Vh3 atwh3, 8nwh3, pour tout

Yn3€'h2 ¢
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v) la condition sur l'’interpolation est satisfaite, i.e.

lim _inf || v-V]ls =0, wvel ; (3.4.2)
h0 v, €V N
h™'h
vi) la condition de fermeture est vérifiée, i.e. la limite de
toute suite faiblement convergente de fonctions wh3€Vh2 (lorsque h -+ 0)

appartient a Hz(ﬂ) ;

" alors il existe deux constantes positives, a, et a; indépendantes

0
de h, telles que l’on ait uniformément :

- 2 - = - 2
°0” Vh”-v’ = ah(v 'vh) = @y ” vh”i;’ y V;hei;h (3.4.3)
h h
a
A 1'aide des résultats précédents, nous obtenons alors :
P 4,0 3 l,o

Théoréme 3.4.2 : Supposons : 3e(w Q)) ; E,eeW Q) ; et les
coefficients E, e, aaﬁ’ a,#baﬂ, bg, bz.V , r;7 bornés sur T ; supposons

de plus que la solution u du probléme 1.1.1 appartient & 1l’espace
vn @@y 2@,

Alors pour tout 3€(L2(0))3, le probléme discret 2.2.1 admet une
solution unique Ghevh, et il existe une constante C, indépendante de h,

telle que :

1/2

- - 2 2 2
“ u'“h“ {]’hSCh {[“ u1"2,0+” u2“2,ﬂ+ ” ‘-‘3"3'01 +h” p3”0'0) . (3.4.4)

Preuve :

On applique tout d’abord le théoréme 3.4.1. La condition i) se
vérifie & l1l’aide du théoréme 1.1.1 (cf BERNADOU-CIARLET [5]). De 1la
définition (2.2.1), on vérifie aisément que la forme bilinéaire approchée
ah(.,.) est symétrique ; elle est positive en vertu du fait que sa
restriction a chaque triangle T de QE; est positive : en effet, d’'apres
BERNADOU-CIARLET [6, théoréme 6.1.2], on a pour tout v e(H (1))2xn’(),

1l'existence d’une constante K>0, telle que :

ah(;;h';;h)l r = Ky GOIZ Hy, Gl 4 vy, Gl 3+

(3.4.5)
S a2 y= a2 g

+ 175, oI® 45, I 45,000, |

par sommation sur T, on en déduit la propriété. La coercivité uniforme de

la forme bilinéaire ah(.,.) s'obtient également au niveau de chaque

triangle T, d'une part & l'aide de 1'’inégalité (3.4.5), et d'autre part
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en appliquant le résultat algébrique suivant (cf BERNADOU-CIARLET [5,8§
3.2, 3.3, 3.4, (6.1.6)))

"’11‘ I Hry, Gl H1,, >|+lpu< )|+|p12( >l4{p22< W% =

2 2 2.
> ; (” vhl"l,T"“ vh2”1,T+” Vh3“2’-r} (” 1"0 T"“ h2“0 T"“ h3”l T)’ (3.4.6)

Vvhe(H (T)) xH (T) ,

oi M et L sont deux constantes positives, indépendantes dé h. Par
sommation sur T, en combinant (3.4.5) et (3.4.6), on déduit 1’inégalité
(3.4.1).

De plus, la définition (2.1.4) satisfait la condition iii). Par
ailleurs, deux exemples classiques de formes linéaires continues Eg
vérifiant 1iv) a) B) v) sont :

- la fonctionnelle de Dirac en un point de S, i.e.

gs(v T) - vhl,r(xo), xoeS ;

- la valeur moyenne de vth sur S, i.e.
1

&8s 1) mes(s) Isvlqr d? P

(remarquons que dans ce dernier cas la condition ) est équivalente &
1'hypothése de compatibilité (3.3.27) pour £=0). Or, la définition de
1’'élément fini‘ de Morley permet d'associer & S les formes gs'i(vhl T) -
vhrl‘(zi)’ i=1,2 (2:i étant les sommets de T appartenant a §) lorsque
Vi™q puis, & 1'aide des relations (3.3.29), on associe a S la valeur
moyenne de thT lorsque vh-atwh3 ou vh-anwh3. Ainsi la condition iv) est

vérifiée.

L'’estimation de 1l'erreur d’'interpolation suffit a assurer la
condition v). Enfin, selon STUMMEL [27, 1-3 (5)], la condition vi) est
équivalente & la condition de consistance (3.1.4). Celle-ci se déduit de

l’estimation (3.3.42).

En conséquence, le thé.oréme 3.4.1 .établit la Vh-ellipt:icité
uniforme de la forme bilinéaire ah(.,.), ce qui assure l’existence et
l’unicité de la solution ;hevh-du probléme discret 2.2.1. Puis, en vertu
de 1l’inégalité (3.4.3) et des théorémes 3.1.1, 3.2.1, 3.3.1, on obtient

l’estimation d’'erreur (3.4.4), qui prouve 1la convergence lorsque h tend

vers O.
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4. APPROXIMATION CONFORME DE LA GEOMETRIE

Dans ce paragraphe, nous montrons comment étendre certains
résultats obtenus par CIARLET {9} d’une part, en considérant une
approximation polynomiale par triangle de la carte 3 qui définit 1la
surface moyenne de la coque, par BERNADOU [4] d’autre part, en prenant en
compte l’'effet de 1'intégration numérique, au cas des méthodes d’'éléments
finis nonconformes -le probléme 2.2.1 supposait en effet une connaissance
exacte de la géométrie de la coque, et une intégration exacte des
expressions (1.1.9) et (2.2.1). Nous formulons les problémes discrets
associés & chacune de ces approximations, et étudions 1’influence de

celles-ci sur les estimations d’erreurs précédentes.
4.1 Approximation explicite de la carte

Selon CIARLET [10, théoréme 8.1.1}, il est possible de réécrire la
forme bilinéaire ah(.,.), définie en (2.2.1) par :

@, - ZZ? I, = WAL (O] W dE, ve LG eV (4.1.1)

ol nous avons noté :

tV - t(V ) =(vV, "V .y . . . . . . .
h hI’I=1,12"""h1''h1,1°h1,2'Vh2'Vh2,1'Vh2,2' Vh3' VA3, 1’ }
Vh3,2°Yh3,11'Vh3,12' Vh3, 22)
avec une définition similaire pour Wﬁ : ef ou les termes AIJ(E)

représentent des fonctions quotient entre un polynéme dont les arguments
sont les dérivées premiéres, secondes et troisiémes des composantes ¢i de
+i
la carte 3 = ¢, e, et un dénominateur qui est une puissance entiére de
&

1'expression :

3 3 3
_ 2 2, 2.1/2
[ (2 @ WE By pD(E by be,0)") (4.1.2)

En particulier, les hypothéses. (l.1. 2) (L.1.3) nous conduisent &
A €@, 11,0512, De méme, 1a forme linéaire £(.) définie par

(1.1.9) s'écrit comme :

£ = °F e (4.1.3)
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avec :

p=/a (pl;0;0;p2;0;0;p°

;0;0;0;0;0) , (4.1.4)
Maintenant, nous associons a chaque triangulation %h un . espace
d'élément fini 311' et sur chaque triangle T de % , on définit 1la
3h-interpolée de la carte 3, de sorte que la carte approchée 3}1— ¢hi 31,
avec ¢hi- eh ¢i’ 1<i<3, ol B,_ désigne l'opérateur d'interpolation sur & ,

h
est seulement définie sur l'union des intérieurs de chaque triangle, i.e.

& T (a priori §,2@ ()%).
o,

On définit ainsi un nouveau probléme discret :

-

Probléme 4.1.1 : Trouver ~uhevh tel que :

-~ : -» ~ - e I
ah(u,vh) - fh(vh), Vvhth, (4.1.5‘)
ou la forme bilinéaire approchée ;.h(. ,.) est donnée par :
5,0 - %‘ [y S a0 w9 a, 4.1.6)
Te

et ou la forme linéaire approchée Eh(.) est donnée par :
~ - ~ ° t .
£ (o) - % J: *r v e, (4.1.7)
Te h

A'nIJ et Fh ayant respectivement les mémes expressions que AIJ et F, mais
leurs arguments étant cette fois les dérivées jusqu’au troisiéme ordre
des composantes ¢hi’ En d'autres termes, la modification de la forme
bilinéaire par (4.1.6) équivaut & remplacer chaque dérivée covariante par
rapport & 1la surface moyenne continue 8 par la dérivée covariante

correspondante par rapport & la surface moyenne approchée gh-zh(ﬂ).

Suivant CIARLET [9], on établit le résultat suivant (a comparer
avec CIARLET {10, théoréme 8.2.4, (8.2.29)]) dans le cas des méthodes

conformes)
Théoréme 4.1.1 : Supposons que les espaces (’h sont tels que les
inclusions : ’
%3
VTe U h' P(T) cP, c @ (T), melN, m = 3, (4.1.8)
h m é ,

ou les 56;1 sont des famillgs régulieéres de triangulation. Alors, sous les

hypothéses du théoréme 3.4.2, il existe deux constantes hy, >0 et C>0,
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indépendantes de h, telles que, pour tout pe(L (0)) , et pour tout h_h

le probléme 4.1.1 admet une solution unique uheV , et on a :
2 2 2 2 ,1/2
lla'“J|5Ch(”|“1“2,d4|“2"2,0+l'u3”3'0] /'Hﬂlalo'n) (4-1-9)j
Preuve (en trois étapes) :

Etape 1 : Estimations des erreurs Iah(;h';h)°;h(;h’;h)l'
- -~

L'hypothése (4.1.8) nous donne pour 1<i<3 et a,8,7€(l,2)

sup o |4, (O = cn” |4

¢e T m+l, o, 0
(4.1.10)
ce 1T 191,050 = € I¢i|m+1:”'ﬁ_
m-2
?2" T 195 0py 1= C307 18l 0y 0

(ce qui conserve un sens pour m=3 si Ze(wa’m(ﬁ))3). En particulier, on
remarque (cf. CIARLET (10, théoréme 8.2.1)) qu’'il existe h

pour tout h < hl' on ait selon (4.1.2)

1 > 0 tel que
oy =1y 1 Sy, = Ja - Sandap) 3

n 3 (4.1.11)
= (C,-Cch™) 2 |¢.|m+1 o >0

de sorte que les coeff1c1ents AhIJ sont bornés. Ainsi la forme bilinéaire

ah( ,.) donnée par (4 1.6) est bien définie sur (V+Vh)2 ; elle est méme
continue sur (V+V )

En observant que, pour tout Vh’ whevh, on a :
| &y (V) -2y Ll <6 (T sup, | A (6)-A(OD) IS ll H whll* (4.1.12)

IJleeuT

et, sous 1'hypothése ou (4.1.11) est satisfait, qu’il existe une

constante C7 positive, indépendante Qe h, telle que (cf. CIARLET [10,
2.1, (8.2.200]) ¢

12 3 2 -
Y  sup, |A,_(€)- ®lsc,; I ¢ = sup. e ()-8 (6)]
I,J-1¢c T *n1y 7i<1 =l ge uT hi,a

2 .
+ L osup by g8y 0O ) (6.1.13)

B
2

+ 3z sup ¢
B

1'7-1 fe uT i,aﬂ‘y(f) '¢hi,aﬁ‘y(£)l)
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on montre, avec (4.1.10), 1l’existence d'une constante positive CS’

indépendante de h, telle qué :
-2
| &, (¥, %) & (% ol <Cg B[S ”v”“'h”v L Vo el (4.1.14)
De fagon similaire avec (4.1.11), én obtient :
| £Go)-E, (ol s ¢ 1" ||$||°0|| ||» , thth (4.1.15)

Etape 2 : Vh-ellipticité uniforme de la forme ;h(.,.) :
. -

existence et unicité de Uy-

-
De la Vh-ellipticité uniforme de la forme ah(.,.) en. (3.4.3), on
déduit :

- 2 - ~ - -+ = ~ o = -
el vh"ﬁh = oy (v V) may OV W)+ [y (W) -3 (3 V) 1 W eV

et, en vertu de (4.1.14) :

8, (% %) = (a - B |3 ||_, . Wb, (4.1.16)

Par conséquent, il existe deux constantes 8 > 0 et h, > 0, telles que

N

pour tout h =< h2, la forme ah(.,.) soit uniformément Vh-elliptique.(par

01/m2 @

exemple on choisit dans (4.1.16), h1 (2C et f = ?f), i.e

8 ll% IL» < ) Vvhevh, | (4.1.17)

(on prouverait la continuité de la forme ah( ..) sur (V ) de la méme
facon).

- -

Le probléme 4.1.1 admet donc une solution unique ;hegh pour tout

hsh2 (c’est une conséquence du lemme de LAX-MILGRAM).

-+

-~ -
Etape 3 : Estimations d’erreurs ; convergence de W, vers u.

En prenant le probléme 1.1.1 pour référence,. on établit une

estimation abstraite de 1'erreur Ia- ud|* - ‘En supposant (4.1.17)

vérifiée, on a : _ h



sahw e h)+[ah( “h V) -a “h V)l +

+ (£ (u.h h) f(uh h)]+[f(u.n h) ah(uuth h)],

et, en vertu de la continuité de la forme billnealre ah( ,»o) SUr (V+Vh)
(établie en (3.4.3)), on obtient pour tout v EVh :

- . | o O -8 G ¥ |,
IoSlg = cpllavlly + su
LRGSR " whe\Pih II% II*
: (4.1.18)
-+ - -+
s | £, o) -G Wl | v _sup If(wh)-ah(u vl )
VL€ 3 eV,
(e II II weh ||w ||V
Ainsi en utilisant 1'inégalité triangulaire :
HE-allg = IS5, « 1555, .« Ve, 6.1.19)

et en prenant le minimum par rapport a vh des seconds membres de (4.1.18)

et (4.1.19), on trouve l’estimation abstraite :

. [ERCAT R P CACY
-~ - h h
I uh-?rhllvh s 6y inf | 3-3},";,’h * s TR ]+
vhth h-'h V
(4.1.20)
If v W - £(w )l lf(wh) ah(u )|
suR + SuR N
OF S EYERAE - B FATE
Dés 1lors, comme : “7r v-.:“ _C 12 III:” , en réunissant les

résultats (3.2.1) (3.3.42) (4.1. 14) (4 1.15), on montre qu’il existe deux
constantes h0>0, ho-mln(hl,hz) et C > 0, indépendantes de h, telles que,
pour tout h < hO' on ait 1l'estimation (4.1.9). D

4.2 Approximation implicite de la géométrie

Nous reprenons les notatiohs et définitions de BERNADOU [4], et
nous ferons référence A certains de ses résultats concernant les effets
de 1'intégration numérique des formes (4.1.1) et (4.1.3). Le schéma
d’intégration numérique est introduit sur le triangle de référence i
auquel sont associés les triangles T de la triangulation (réguliére) %5%
par l'application affine inversible FT' définie en (3.3.21) —notamment

cette application est déterminée par les équations :
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-

FT(ii) - Ei, 1<i<3, ou les points Zi, Ei sont les sommets respectifs

des triangles T et T. Soit donc le schéma.suivant sur le triangle T :
- ) L .. ‘
f& $(x) dx ~ 221 w, ¢ (by) (4.2.1)

ou &2, bz désignent respectivement les poids et les mnoeuds du schéma de

quadrature numérique. En supposant det BT>0, ont peut écrire :

f} $(x) dx = det(By) J; $(x) dx (4.2.2)

avec les correspondances usuelles, i.e. x = FT(i), ¢(x) = ¢(i) ; de sorte

que l’'on induit le schéma suivant sur le triangle T :

L

IT $(x) dx ~ 2?1 wl,T é (bl,T) (4.2.3)
avec
wl,T - det(BT) w, et b!,T - FT(bl)' 1<f<L (4.2.4)

On ne considérera ici que les schémas pour lesquels les poids sont
positifs, et les noeuds bz (resp. b! T) restent intérieurs 4 T (resp. T).

On défini; alors les fonctionnelles d’erreurs :

.. R
E@) = [1 40 ak - PR 25
L

Ex®) = [ 00 ax - POFTEURS
liées par la relation :

Ep($) = det(B) E(4) | (4.2.6)

On définit alors un nouveau probléme discret qui prend en compte

1'intégration numérique des formes a (.,.) et £(.), i.e.
’ -
Probléme 4.2.1 : Trouver 3: € Vy,, tel que

b (3, %) = g, (3), V9, &V, 6.2.7)

pour les définitions suivantes :

L
b, w)=3Y T w, .. (b, ) (A (b, )] W (b, ) (4.2.8)
hh'Yh %, £ 2,1 h'Pp,1) Brgby )i Wby o
L t
g (v) =~ ) 21 Fby ) Wby 1) (4.2.9)
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Remarquons que les hypothéses (1.1.2) implique que AIJeﬂgn(ﬁ) de
sorte que AIJ(bI 1) et «/a(b‘2 r) ont un sens. Il en sera de méme pour F,
dés que :

plent Y@y, q > 2, 1=i<3, (4.2.10)

car l'injection continue Wl’q(ﬂ)C#%go(ﬁ) conduit a piegzp(ﬁ), 1<i<3,
Etant donné le couplage des composantes u, et u,, il ne semble pas utile
ici d'introduire des schémas d'intégrations numériques différents pour
les parties de membrane et de flexion de l’énergie de déformation (4.2.8)

de la coque.

De maniére analogue & BERNADOU [4], on obtient pour les
définitions (2.1.3) (2.1.4)

Théoréme 4.2.1 : Supposons que les schémas d’intégration numérique

(4.2.1) sur le triangle T satisfont les conditions :

i) les noeuds d’intégration £IET' 1<i<L ;

R R . . (4.2.11)
ii) V¢€P (T), E(4) =0 ;

alors, sous les hypothéses du théoréme 3.4.2 et pour des familles

réguliéres de triangulation QE’, il existe deux constantes h0>0 et C>0,

indépendantes de h, telles que, pour tout ;E(Wl’q(ﬂ))B, q>2, et pour tout

*-0
h =< ho, le probléme 4.2.1 admet une solution unique Ghevh, et on a :

3
ndiindad | PN 2 2 2 .1/2 q 1
IS-3I5, < onttllwlly goll wqlly ol wils 015 € T HIply o 1™/ 2.1
Preuve (en deux étapes)

- - -
Etape 1 : Estimations des erreurs Iah(vh’;h)-bh(vh’wh)l'

= -+ : PR —%
|f(wh)-gh(wh)|, existence et unicité de u .

Remarquons tout d’abord qu’un certain nombre de résultats sur des
estimations locales de l'erreur (via le lemme de Bramble-Hilbert) donnés
ERRADOU {4, théorémes 4.2-4.3-4.4, corollaire 4.1] s’appliquent dans
le cas présent (avec notamment : m=0, nl-l, n2~2). En Particulier, on a

- o+
pour tout vh,whevh :
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1

ENCRERENCR R EN) Y IEp Ay VWl
€%, 1.J-1 B

12
<ch(C L laglly o Plvdig ez .
S ALy 1L e, TR PR
12 :
| £% )-8 ()] = Y JE.(Fw )]
b’ "B RN = 15 TN

3 .
2-2 1 - .
s ¢, w29 DALY Eipe ) Slly,

: -+
et 1'on a méme pour h suffisamment petit la propriété de Vh-ellipticite

uniforme de la forme bilinéaire bh(.,.), i.e. 1l existe une'constante

B>0, indépendante de h, telle que l’on ait :

h™'h’
. * =
ceci permet de prouver l’existence et l'unicité de la solution Gh €V, du

probléme 4.2.1.

-+ 2 S - o
Bl vhll;;h = b (vp,vp), YV EV, Yh < h. (4.2.14)

Etape 2 : Estimation abstraite de l’erreur ; convergence de

% -
u.h vers u.

On procéde comme au théoréme 4.1.1 (étape 3) : on a l'estimation

abstraite de l'’erreur, sous 1l'hypothése ou (4.2.14) est satisfaite,

. - - - -
- % ‘ ’ 'b ]
.llu-ahlli,’ s C ( inf [||3-§}h||;; + _sup | (v o) -by, (v )] -
h :IhGVh , h whEVh ” V"h” ﬁh (6.1.15)
- -+ - - .d.
LSUR =
o A Y ¢ STV FA

-de sorte qu’‘en combinant (3.2.1) (3.3.42) (4.2.13), on établit
l'estimation (4.2.12) (cf. également BERNADOU [4, théoréme 4.5,
corollaire 4.2]). D

Remarque 4.2.1 : 11 est possible d’étendre ce résultat au cas d’une
double approximation (explicite et implicite) de la‘ carte sous les
hypothéses (4.1.8) et (4.2.10). On définirait le nouveau probléme discret
comme suit :

:* -
Probléme f;f.Z : Trouver uhth tel que :
gh(ﬁh,i;h) - 8, vir’he{;h,
pour les définitions :

L

'ré%; z-z-ll ‘4T

L

- . L

) = Lo 2 0p 1 Py p) Wby p)
| h

Py Vpe¥p) = Vg, 1) [Py 1 (b, )

(4.2.13)
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5. UNE APPROXIMATION NONCONFORME DE LA GEOMETRIE

Dans ce paragraphe, c’mb présente une approximation nonconforme (au
sens de CIARLET [10]), de la carte 3 en considérant un assemblage de
facettes planes triangulaires. Suivant  KIKUCHI [16] et
BERNADOU-DUCATEL - TROUVE (61, 1’introduction de conditions de
compatibilité qui doivent &tre satisfaites par les degrés de liberté en
chaque noeud de la triangulation permet d’assurer la consistance entre
les formes ah(.,.) et ;h(.,.) d'une part, f£(.) et Eh(.) d’'autre part
(pour des définitions analogues & (4.1.6) et (4.1.7)). Nous donnons les
estimations d’erreurs pour les termes de membrane et de flexion, puis
nous établissons un résultat de convergence pour des géométries générales

de coques.

—

5.1 La surface approchée g 1’élément de DAWE

h ’
L'approximation de la carte 3—¢ Zi consiste A4 remplacer chaque
composante ¢ , i=1,2,3, par son interpolée ¢:; dans l'espace & d’'élément

h
fini défini par :

i) sur chaque triangle Te%,;, les fonctions de Qh
appartiennent a PI(T) :

ii) sur chaque triangl'é Te%: , les fonctions de ‘bh (5.1.1)

sont complétement déterminées par leurs valeurs

aux sommets de T ;
i11) ¢ E°@) .

On désignera par ¢he( ) 1'interpolée de z_ Cette approximation revient
4 remplacer la surface moyenne continue g Par une surface moyenne &
facettes (S]h_ Par construction, 1les images des sommets de 1la
triangulation % du domaine de référence 1 par 1'application 3

appartiennent a la surface moyenne continue g (cf. figure 5.1.1).

Ainsi, & tout triangle plat th-z (T), Te‘%p nous associons une

base locale :
ER R CU N FR - T-—h- (3}.1"3112)";13\'2
ahaﬁ-;ha;hﬁ’z;-alaiﬂ zhﬂ' ete, | 5

en particulier on pose

~~
un
"
N
~r

ﬁ '
hﬂh hﬂ' hB,desortzequelon
identifiera 1'opérateur de dérivation covariant sur chaque facette T avec
1l'opérateur de dérivation usuelle. Soulignons que les termes (5.1.2) sont
constants’ par triangle, mais peuvent présenter des discontinuités aux

4 2 N > 2 2 =
interfaces, dues aux discontinuités des dérivées premiéres de ¢h'
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Figure 5.1.1.




- 40 -
Les éléments & facettes planes de DAWE [12)

On introduit 1l'espace discret Xh -xhlxxhlxxhz ¢ les composantes
- i -~
Via' O =1,2, et vh3 (sur la base locale a. i=1,2,3) du déplacement Yh
sont approchées triangle par triangle, respectivement dans les espaces
khl et X‘h2 définis en (2.1.3) et (2.1. a) Au champ de déplacement vh ,
on associe alors le vecteur rotation wh, le tenseur de déformation ‘Yhaﬂ
et le tenseur de changement de courbure ph 8 dont les expressions sont
obtenues triangle par triangle en utilisant 1’application 3 , soit en

~+ -~
notant v, = vth+ :

.)

~X 1 R ~3+ RV
(v )= ok , o0 w (5.1.3)
“n"Vh’) =% ahi /— Vh3,p’ 2/"‘ Vhe, A
) .
e ﬂ< 2 =5 Cpp a*pa g Tgl Thymat 3 Toag¢ % (5.1.4)
phaﬁ( 2 = ¥p3.ap - ;hﬁ( ) = ;hkp( ) (5.1.5)

Rappelons que dans ce cas deux types de discontinuités se

présentent aux interfaces entre deux triangles TV et T  de %"h :

- la discontinuité sur les déplacements transverse h3 (dte & 1la
nonconformité introduite par 1l’'élément fini de MORLEY) ;

- une discontinuité d'ordre géométrique (entre les bases locales
3;* et -a';.).
=Y

L’'espace discret ih posséde 12Mh degrés de liberté, ou Hh est le

nombre de triangles de % L'assemblage de la matrice de rigidité

h
globale s’'effectue au moyen de relations de compatibilité entre les
degrés de liberté aux noeuds du maillage : on définit ainsi un et un

seul ensemble de degrés de liberté globaux.
->
5.2 Les conditions de compatibilité et 1'espace discret Vh :

Le choix de ces conditions de compatibilité est essentiel du point
de vue de la consistance de l’approximation de 1’énergie de la coque. En
particulier, 1l'étude de la convergence de telles méthodes repose sur
l’existence d'une biject:wn entre les espaces_d éléments finis associés

4 la surface approchée a facettes planes &f et l’'espace d'éléments
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fxnls nonconformes Vh (introduit au paragraphe 2.1) associé a la surface
continue eg Afin de preserver le mouvement rigide — qui_s'écrit sous la
forme r—d+wx¢ pour la surface g , (et r-d+wx¢h pour &’h)' ou d est un
vecteur déplacement constant sur {1, et © un vecteur rotation constant
sur 3 (cf BERNADOU-CIARLET [5, théoréme 5.1.1]) - les relations de
compatibilité éxpriment en général la continuité des vecteurs

déplacements et rotations aux différents noeuds du maillage.

De fagon analogue & BERNADOU-DUCATEL-TROUVE (6], un premier
ensemble de relations de compatibilité comsiste a écrire : '

R ->

Cl) la continuité du vecteur déplacement Vv aux sommets o de la

surface g, ou de fagon équivalente, aux sommets X de la

‘ti‘iangu_lat.ion% , i1.e

%, (EH = 3,5, vE'-2"-5 sommet de .,

Notre deuxiéme ensemble de relations de compatibilité consiste &

(5.2.1)

impésér :

C2) La continuité du vecteur rotation autour de l’aréte commune

aux deux triangles T et T  de %‘ , en son noeud milieu B, i.e.

-

-+
a.8hH =3 (), vBt=B =B noeud de mi-cété de . (5.2.2)
-

h’

ou l'on a noté (resp. pour zt-lt)

-+ - - - 1

~ _+ ~ +,  + " af + = +, .+ ~ +, >+

¢ht(B ) (wh.th).th [F e thavh3,ﬂ(B )]th an+vh3(B )th (5.2.3)

®n,

et ou t toet -t:h a.h (resp. th--th) représente le vecteur unitaire tangent
a 1 aréce commune aux triangles th-4>h('1‘ ) et th-¢h(T ). Ainsi, en
raisonnant directement sur le domaine plan (, la condition C2) est
équivalente a 1’ égalz.té du degré de ‘liberté a 3(B) entre les deux

triangles adjacents '1‘ et T, i.e.

- o+ -~ - + - . . '
8_+Vy B+ %, ;(87)=0, VE'=B'=B noeud de mi-coté de B, (5.2.4)

. o+ e i : - .
ou n et n désignent les normales extérieures respectivement associées

+ - -+ -+
aux triangles T et T en B (i.e. nt=-n").

Remarque 5.2.1 : Les relations (5.2.4) sont exactement celles qui
étaient introduites dans DAWE [12]. A 1l'aide de (3.3. 29), ces relatlons

nous condulsent a des relations du type (3.3.27), i.e.

Fj P(a I T ah"h3| p-) ds=0, VpeP (S), VS=(Z, _,__Ej )e%fh,. =
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-

On définit alors l'espace discret Y corme suit :

h
Y -(v satisfait les conditions :
b } (5.2..5)
de compatibilité (5.2.1) (5.2.4))

Il est clair qu’au moyen des conditions de compatibilité (5.2.1)(5.2.4),
on peut associer a toute fonction ;he§ , un et un seul ensemble de
valeurs : v (Z) en chaque sommet X de %jh’ et an$h3(3) en chaque noeud de

mi-cdté de ‘%,; ; on en déduit que : dim Y -3Nh+Nh, ou Nh est le nombre

h
de sommets X d_g % , et N}’l le nombre de noeud de mi-cé6té B de %h' On
munit 1’espace §h de la norme usuelle :
il = 5 C IS0 oAl Sl (5.2.6)
h ~
Ensuite, on définit 1 espace discret h qui prend en compte les
conditions aux limites & imposer au bord l‘o, i.e.
- -r -» -b
~ - -~
-(vheYh ; h(5:)-0, _VEGI‘O : anvh3(B)-0, VBeI‘o) ‘(5.2.71
Puis, on montre qu’il existe une bijection entre les espaces discrets ‘\"Ih
et vh :

Théoréme 5.2.1 : Il existe une constante ho>0, telle que pour tout h,

h<ho , les relations

-

;h(z) = 3h()3), VI sommet de%jh A (5.2.8)
e H
a V h3 (B)= "Y_Ya 3 [Vh3| (B)+b (B)vy, (B)](a (B). th). (5.2.9)
VB noeud de mi-cété de %h' A

définissent une bijection c%'h vh-vh

Preuve : On utilise les notation suivantes :

5, (B) = ¢ht<B>+¢hn<B)+nh<s>a3(B). \
8y (B)= 7=(——B—-c (B [v,q , (B+D/(B)v, (B))E(B),

Fn Bt B) vy (B0 (BYv (B)](c<s>xa3<s>>.
ll
T ()= 5705 Vi 1 (B, - /
ou ?(B) est le vecteur unitaire du plan tangent en B & la surface moyenne

e . -+
continue gtel que t(B) est 1l’image par 3 du vecteur unitaire

2.3
e S 1. .. 2 >+
T ',\i f::%- (lorsque B-Zij-i(ziﬂ:j)) du plan (é . De la méme fagon &

-
est 1’'image par Zh du vecteur r. On peut alors écrire :
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a B

+
=+ ahaé' T Ap -~ <+
$re(B)= 4 — e v, (B)th =3 #Vn3 (BT,

- a, (B)rarﬂ N Y R
3 (= S 2 M 72 [ Vi), (B)¥D, (B, (B)IE(B),

Fpn®= L &Py 1y vy g BB (B E®)xE ),

a B

(5.2.10)

(5.2.11)

en particulier, nous noterons :

o oA . o M _
anvh3(B) e LY vh3|#(B) et atvh3(B) T vh3lp(8)’ _ (5.2.12)

pour établir ces expressions on utilise les définitions :

+ oA+ -2+ + af -+

th ha % /_a—ﬂ+—ah- ap” h

T
2B) = t,(B) 2"(3) -2 5 - Ja 5(B)7 @B, 22 eare
./aaB(B)raf

B

Ainsi, la relation (5.2.9) peut se mettre sous la forme

(5.2.13)

3 vy 5(B) = (3, (B)+3, (B)]. T, VB noeud de mi-coté de %, (5.2.14)

Dans la suite, on choisit h0 tel que pour tout h<ho, on ait : Eh.z(B)fO,

T,

22 -
i) vheYh - vheXh

-

-
I1 suffit de montrer que les degrés de liberté de 1l'espace Xy
s'expriment de maniére unique en fonction des degrés de liberté de

1'espace §h' Ceci s’'effectue a 1l’aide des relations suivantes, déduites

de (5.2.8) (5.2.11) (5.2.12) (5.2.14)

v, (® = v 5 (ah ‘éi(z:)), 1<i<3, VT sommet de %’h (5.2.15)
v, . (B)= —2 J —2(B) (B) - $._(B))
h3 > a ﬁ Ot h3 hn
(t(B) th) aaﬂ(B)f T .
-e ”fAbZ(B)Vhy(B), (5.2.16)

VB noeud de mi-c6té de 45;

D’une part, on remarﬁue que (lorsque B=Z j) :
1 -k+ = -
"h.,“”';["hu‘21>+"hu(2j?]"2[ hk(z ) (& -3 (F;))4v,, (2, )(ah 8,201,

-
~

d’autre part, a4 1l’aide de (3.3.29), nous avons dans (5.2.11)2 :
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Vi3 (B)=8 %5 (B 55 st 3, vy 5 (B)ds= ==i; Vi3 () V5 (E))
1

-,
Vi (B Gy SHEN L EDET 3,
de sorte que le second membre de 1’expression (5.2.16) est complétement

déterminé par la donnée des degrés de liberté de 1’espace qh Les
relations (5.2. 15) (5. 2 16) établissent donc 1l’existence d’une appli-

cation é;; de Yh dans Xh ; on montre que<§g' est injective 4 l’aide d'un
raisonnement par 1’absurde (en notant que det:[ah a (E)]fO)

-—»-v
ii) v exh -V eY

Réciproquement les mémes relations donnent (lorsque B=%, J)

(D)= j(z)(aj(mahi 1<i<3, VZ sommet de QE;,A (5.2.17)
- (B)r f

a(B)

elyfxb:(B)(vhy(zi)+vhv(2j))}(g(8).2;)+

/ 1
2

a p
ij

+ 3 B o, B, B TTR®E (B)) . 2]

-)-»

et on vérifie aisément que la fonction v exh ainsi déterminée satisfait
les conditions de compatlbilité (5.2.1) et (5.2. 2) (ou (5.2.4)). On en
déduit donc que éZ- est une bijection de Xh vers Yh

1
+5

(5.2.18)

-o =

iii) v Vh

A 1'aide des relations (5.2:15) (5.2.16), on montre que :

<> v GVh

( (2)-0 VEEPO ; et a 3(B)-O VBePO)
-> (v (E)-O VZGPO ; et 3 oY) 3(B) =0, VBer ) ;
réciproquement les relations (5.2.17) (5.2.18) donnent :
( (E)-O VEEPO ; et d a’ 3(B)-O VBEPO)
=> (v (Z)=0, VZePO ; et a 3(B) =0, VBer )
En définitixe, les relations (5.2.8) et (5.2.9) associent a toute

->

~ e TQ-’
fonction vhevh une fonction unique vhevh. ]
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Remarque 5.2.2 : De;maniére générale, il existe une infinité de bijection
entre les espaces ’?h et Kh : c’est le choix des conditions aux limites
dans 1la définition de 1'espace discret Vh qui. détermine la bijection Fh
- - :
existant entre Vh et 1l’espace. Vh de référence. Plus précisément, il est
loisible de modifier les relations (5 2.8) (5.2.9), et de définir ainsi
une nouvelle bijection g entre Yh et X.h par exemple en remplagant
(5.2.9) par :

3 4%4(B) = & (B). %y | (5.2.19)

-+

->
4 la suite de quoi, on définit l'espace discret ir'h tel que : Vh-%}'ll(?;h)
Dans ce cas —et de maniére analogue & BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6]—, les
conditions aux limites 2 imposer paraissent moins naturelles (et plus

difficiles & implémenter), i.e.

vh(z)-ﬁ, VEETy (5.2.20)
- -4 .
a,(B). 3 ax .

84V 4 (B) 2 LR —BY O EE (30070, veery

2Ja(B) k=1 8€

Tout au plus pouvons-nous remarquer que (5.2.20)2 est une approximation

de la condition (B)=0, VBerl puisque : 23(B).?::-0(h). Nous

8+%h3 0’
préciserons, en remarque 5.4.1, 1l’'influence d’un tel choix sur les

estimations d’erreurs. D
5.3. Le probléme discret associé a la surface & facettes

I1 est possible de formuler directement un probléme discret
associé a gh a partir des expressions (5.1.4) et (5.1.5) : il s'agit

alors de sommer les énergies de plaques évaluées sur chaque élément de
N ;
déplacements admissibles Vh. Cependant une telle formulation ne nous

permet pas, en général, d'établir la convergence de la solution du

puls de minimiser l’'énergie totale sur 1l'espace discret des

probléme discret vers la solution u du probléme continu 1.1.1
(cf. BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6], BERNADOU-TROUVE [7]). Il est alors
nécessaire d’'introduire un nouveau tenseur de changement de courbure
~k >
phaﬂ(ﬁh)’ soit :

~k 2 - = ~kq av ~%* 2

’hap"n) ~ h3,08"%hap )t Prg )" Phup(n)
ou Ahaﬁ(') désigne un terme correcteur —qui doit é&tre implémentable sur
chaque triangle de 66.“— déterminé de fagon & obtenir une erreur de

- a2

Acons:.st:ance (locale) du type : Iph ﬂ(vh) p ﬂ( h)IO T-O(h), ou vh-@’éh(vh)
Nous évaluerons ce correcteur au paragraphe suivant. Nous formulons le

nouveau probléme discret comme suit.
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Pour tout champ de déplacement ;he;h de la surface & facettes é?
on définit, triangle par triangle, les composantes du tenseur des
déformations (1h ﬂ) en (5.1.4) et les composantes du tenseur de
changement de courbure corrigé (phaﬂ Dés lors, la forme bilinéaire

approchée est donnée par la somme des énergies élémentaires :
- -~ 2’ ~ : ~, : ~ :
5 (5.9, - Zi e LSRRG R C RN CRE R R
T l-v

2[(1 SrAACRIeIC >+"Ph¢.<%)"h§<"h>“/§d€ a? (.3

+

Vuh he

De fagon analogue, la forme linéaire approchée est donnée par :

= = -2 1..2

£ (%)= % IT p.V, Ja de e, VvheYh (5.3.2)

e,
Désormais, le probléme discret utilisant les éléments & facettes planes
de MORLEY-DAWE se formule comme suit :
- -

Probléme 5.3.1 : trouver ;hevh tel que :

- =

-+ -~ -+
Eh(ﬁh,vh) - fh(vh) vV, th (5.3.3)
Pour 1'étude de la convergence d'une telle méthode, il est avantageux
d'associer & ce probléme, par 1l’intermédiaire de la bijection<§Z£ définie
au théoréme 5.2.1, un nouveau probléme discret formulé sur la surface
moyenne continue éﬁﬁ i.e.

-

Probléme 5.3.2 : Trouver ﬁhevh tel que :

_’

ah(uh h) - f ( ), Vvhth (5.3.4)

ou l'on a utilisé les correspondances suivantes :

ah(vh,wh) - ah(Vh,ﬁh), Vvh—éai(v )EV Vw -éég(wh)ev ,

(5.3.5)
£, = .G, W& Gel, .

Remarque 5.3.1 : De fagon analogue a BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6], il
serait possible de prendre en compte 1l'effet de l’intégration numérique.

Nous nous contentons ici des résultats donnés au paragraphe 4.2.
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5.4. Estimation du correcteur sur-phaﬂ et convergence

Dans ce paragraphe, nous donnons 1'’expression du tenseur de

changement de courbure corrigé (phaﬂ)’ puis nous montrons que le probléme

N -+
5.3.2 admet une solution unique uhev , et que l'on a une estimation du

type :
Il - qua = 0(h).

Pour cela, on introdult une estimation abstraite de l’erreur :

Lemme 5.4.1 : Soit une famille de problémes discrets 5.3.2, pour laquelle
les formes bilinéaires éh(.,.) sont uniformément Vh-elliptiques, i.e. il

existe une constante B>0, indépendante de h, telle que :

- 12 A = = . = =
v, |l
dl h"vh < ah(vh,vh), Vvhth (5.4.1)

Alors, il existe une constante C, indépendante de h, telle que :

rA | &, (3 %) -3, 3y )]
35013 < cing (3512 + sup —B BB hTRR,
-+ h'Vv

b v o3 I+ Wl ¥,

h™'h whth
(5.4.2)
| £ Go)- f(wh)l | £ )-a, (8,9

+ sup sup " II*
- -

% el K vl 5, el Yl vy,

->

ot u (resp. ﬁh) représente la solution du probléme continu 1.1.1 (resp.
du probléme discret 5.3.2).

Preuve : Rappelons que 1’hypothése de *la ﬁh-ellipticité implique
1'existence et l’unicité de la solution uhth du probléme discret 5.3.2.
De plus, en utilisant (1 1. 12) (2.2.3) (5.3.4) et (5.4.1), on obtient :
-: -
Al sy, 12 < 8y Gy h“'h %)
h
- ah(“ “h h)+[ah(vh “h V) ah(vh “h Vi)l +

+ [f (uLh h) f(uh h)]+[f(u'-h h) ah(u uh vh)}
et en vertu de la continuité de la forme bilinéaire ah( ,.) sur (V+V )

on a :

. | &y, B -2, O 9|
- = -+ = h’''h h’ h
ﬂluh'vleh =< Mllu-vdlvh + *sug ||;|I» +
whevh h V
f
pop | EGREG ] () -apy )l

thVh I I ”-’ ;hevh I l h” Vh
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En combinant cette derniére inégalité avec 1’inégalité triangulaire
-

16l = 1350l + 1Syl
et en prenant le minimum par rapport a thvh, on obtient 1'inégalité
(5.4.2). ()

Remarquons que dans le second membre de (5.4.2) nous retrouvons
les erreurs d'interpolation (3.2.1) et de consistance (3.3.42), et que

nous avons deux termes additionnels de consistance entre les formes

bilinéaires ah(.,.) et &h(.,.), et entre les formesblinéaires £(.) et
fh(.).

De maniére similaire & BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6, § 5.2], on

-+ = A e =
montre que l’étude de l'erreur de consistance Iah(v , W, )-ah( " ﬂ se

réduit aux estimations : | 1ﬂ(vh) -yhﬂ(vh)l0 o et 'pﬁ(vh) r ﬂ( )lo r- En

particulier, nous avons :

Proposition 5.4.1 : Il existe une constante C, indépehdante de h, telle
_)

que pour tout EY et vheXh en correspondance par la bijection 52%

définie au théoreme 5.2.1, nous avons :
~x 2 2 2 2 1/2
75 C) T Tlo syl Vially, 1l vplly o+ 1 vally 2 (5.4.3)

Preuve : celle-ci est en tout point identique a BERNADOU-DUCATEL-TROUVE
[6, théoréme 5.2.1]. o

Puis, nous obtenons l'eétimation suivante pour les définitions
(1.1.7) et (5.1.5)

Proposition 5.4.2 : Il existe des constantes ck , cke, 36" ,
-+ 2 af aB’, aﬂ
indépendantes de h, telles que pour tout h h et hexh en

correspondance par la bijection é§? définie au théoréme 5.2.1, nous

avons .

R

P (3.0 = 5 (Wb _{a v bv L] x
Phag'Vh) = PaptVI*P 18 V), P Vsl

3 1 .
x T aTBIE]- 5187 -5 AmeL 1 (0N g
i-l ? ’
Ben = z
+ O(h )(C V‘, (E)+C n Vy (€)+C ﬁ 1..3 (f))v £€T,

nuK, € ns,E0

0

-,

ou l’expression de A;"(.) est donnée par la formule :

3 aA

.

(5.4.4)

A7) = 3 I —ei-€9(el-¢", ger. (5.4.5)

k=1 3¢

, \ s e : N 1
ou n, sont les paramétres d’excentricité du triangle, et ou Py i(A)
’

désigne un polynéme de base de 1’élément de Morley.
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Preuve (en quatre étapes)

Etape 1 : Interpolation du déplacement transverse Vh3 sur chaque

triangle

Selon MORLEY [21], sur chaque trianglé T de %.

h’ la composante

transverse V, ., du déplacement est donnée par :

h3

36 = 2 P (O, 3E Z () 30 T3 B+ €T,

ou Vh3(2k) et ath3(Bk), 1<k<3, désignent les degrés de liberté "globaux"
de 1l’espace xh2’ et ou P, et q, 1<k<3, sont les fonctions de bases qui
leurs sont associées. Du point de wvue de 1’'implémentation, il est
avantageux d’'exprimer 1’interpolation de 1la composante normale du
déplacement en fonction des degrés de liberté locaux, soit pour tout
£eT .

3 3
-~ = 1 o~
308 -121 po.i‘*)vha‘zi’*i)_:lpl,i""”"hs‘Bi)(zi‘ci) (5.4.6)

ou x-(xl 2,A ) sont les coordonnées barycentriques du point £, ou 5;51

désigne la hauteur du trlangle T (perpendiculaire a X, et ou les

i+l 1+2)'
polyndmes de base Po.i et p1 i 1<i<3, sont données par :

2,1 L 1 L .
Po,s A = 2351405490 P (I on3 5Py 44 (V) 1513,

. (5.4.7)
i
P} ;N = s; A;(1-2y), 1sis3,
ou n; sont les paramétres d’'excentricité du triangle T, i.e.
¢B 2,02
-2 i o 1+2 i+l .
K §:fT§;:I 2 )2 , l=i<3, | »
i (5.4.8)
1 2
(avec 2 -(§1+1 £;. (€1+1 E'-l) )

ou s; sont des paramétres permettant de normer et d’'orienter les dérivées

normales aux milieux des cétés, i.e.
11 1 1 1
-1 NSt Ey 5 (g
si-lsyjzr] et Zi-Ci - Cizi- , l<i<3 (5.4.9)
i 21ane? L )él
i2 i’*i+1 2 i’*i-1
ainsi, nous avons (voir figure 5.4.1) :

n h3(B ) = S5 3(8 )(Z -C, )-e 5\ vh3,p(Bi)

(5.4.10)

an+vh3 (Bi) ’ 1Si£3- et - ot — i ®




Figure 5.4.1 : Description d’un triangle de Morley

Par suite, on déduit de (5.4.6), pour tout €T :

1) g Fa(Ey) +

3
Vh3 raﬁ(g)-ogl(po
13 (5.4.11)
v 1l v 1 v 1 ~
+izl[gi'z(1"7i)5i+1’2(1+'7i)€i-1](pl,i(*)),aﬂvh&v@i)
Etape 2 : Expression de Vh3(zi) et de ?P hB(Bi) en fonction des
degrés de liberté de l’espace Xh.

En vertu de la relation de compatibilité (5.2.8), et de (5.2.17)

on a :

-~ j .
VhS(Zi)-dh3(zi)vhj(zi)’ (5.4.12)
ou di (€)=Zj(§) a
k a'hk'

Dans la suite, nous utiliserons les définitions suivantes :

-+ a - 1 -+
t(B.)=t%(B.)a (B, )= % 2 (B.)
i i""at i / €n a1
a (B)r'r
en i o
- =+ 1 v -+
2. (B, )xE(B, )= a (B.), (5.4.13)

3V i j%eq(Bi)rerﬂ j;(Bi) a i

N I
Sh(By)=thgtn™ Yo, BT T g A,

——)

ot 7=r iA-rAf - Eiilflil A o AE -1.x7 ( iculier, nous avons :
A § % vyl =vi =i Xr (en particulier, :

A i+17i+1

e rAu#-l).
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Ainsi, la deuxiéme relation de compatibilité (5.2.9), en utilisant
(5.2.11) (5.2.12) (5.2.18) (5.4.9) (5.4.10), nous conduit a :

vl v 1 v ~
Si[€i-§(1-ni)€i+1-§(l+n.)6-_1]V (Bi) - :
(5.4.14)

*h @ ,
TR IACKCR R ST PINCA BB v, (B1),
ou nous avons identifié :
vAes 161510 €0, 5 €} 1 | (5.4.15)

Etape 3 : Déveioppemenc limités pour les coefficients géométriques

" Nous rappelons les développements limités obtenus par
BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6, théoréme 5.2.2] pour les coefficients
géométriques apparaissant dans (5.4.12) et (5.4.14) ; en particulier :

& 5 (5)=11-a% ()T OO0 -aT (O ()8 ()14

+le, e*“Ai”(&)rfﬂ(s)A:'(e>ba,<s>-

ap
B (b, (4T ()b, (6))1a™ () (5.4.16)
+(E5-€V AT ()b, (T ()™ (£)4a]T ()T, (€)D" (€)+

l,.n .n v v A
HET-EH®,(©)-Ty (OB (E)]+0Mcy,
et :

da B)=145INEO (%, (47 ()T}, () +e, AT(OIS, (00477 (O)F8 (6)+
+(85-€9IA2T (b (D7 (E)-FCE5-¢° )(§7-€Me, (6)+ (5.4.17)

1l .en A 21 3, .3
+31837COT, (©)17-5R(E)+0(hp)cy;

ou l'on a posé :
3 ax

A= 3 T s,
a 220 g6k k
3 ax
EﬂA 1 k, e ¢ N N, A LA
(&)= = 3 —=(€.-€°)(&. -€")(EL-€T),
k-l 860 k k | k
€N

R(O=2BSHE)(Th (64T, (T} (e)+a7"()T,, (6)) |
(5.4.18)

+ag"(r2 (€) 247" (2877 (T}, (OTZ (6)

-zA‘"<e>A2 <e>r <e)r &)

L +3%27 e“ﬂef“A;ﬁ(e)AK’(g)btﬁ(g)bar(e)aﬁk(e) o L .
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et ou cgi, 1<k<3, sont des constantes indépendantes de h. Ainsi, nous

retrouvons le méme développement limité de §h3(21) que celui obtenu par

BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6, théoréme 5.2.2). Nous avons également :

[

€n A 2 -
Ya &) ‘+AA (E)Ftﬂ(§)+0(hT)c (5.4.19)
ou ¢ est une constante indépendante de h ; et encore de maniére
similaire :

-+ <8 B ,.€n B 1 e ¢ ¢ 2)cP
a,(By).ag =6 -A (e)l‘erl(e)ﬂZ(fi-l*'E:Hl)'5 ]rfa(§)+o(hl')c°' (5.4.20)

338> a5, (0 (6)- 1]eeE el £ 1P erv0 Dyt

ou cﬁ sont des constantes indépendantes de h.
. . -~ ->
Etape 4 : Développement limite de phaﬁ(vh)

Pour analyser le développement limité de ;ﬁaﬂ(vh)' i1 est utile
d’introduire un certain nombre de relations qui utilisent le degré
d’'interpolation de la composante du déplacement ;h3' Ainsi, en exprimant
successivement les fonction 1,€e,€€fﬂ sur la base (po’i(x),p;’i(x)), puis

en dérivant deux fois selon (5.4.11), nous obtenons :

3

121 Py 1A o5=0 (5.4.21)

3 € 3 €l € 1 € 1

3 ¢ n

2 50 geiel +
-Ll ‘3' r:”-ln__ \ 2O 111._ \ 20 v, 4 FERRY s 2T ...f N ,.E.f_l_._-t_'_l. 5.4.23
.2i:1Lsi-2_\‘-_'li,§i+1-2\LT’i’gi’lj\Pl,i\")),aﬂkci‘l-’.ci"‘l)‘oaof ofod) (2.4, )
- €.Nn €.N
(5a5ﬂ+8ﬂ5a),

notamment cette derniére relation peut étre réécrite en utilisant les

deux premiéres :
3 ¢
& Po, 100 4ptei-9 ef-¢

3
ol o 1 o 1
+i§1[61'E(l")i)ei.',l'§(1+ﬂi)€i_1] (pl, i('\)),aﬂ x (5 .5.24)

1, .7 T T €N €N €M €M,
X (2(61-1+€i+1) 3 )(806f+8f60) (806ﬂ+8ﬂ80)
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Puis, de fa¢on similaire & BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6], on
3

remarque que le polynéme de degré 2 : G‘”(e)s-%{ieén- ) Ak(€)€;EZ), est
k=1

invariant pour l'interpolation (5.4.6), de sorte que l’on trouve :

% A"y [ -La-n e Lamoed 16t .o Losesnes€6"y, (5.4.25)
e S T A AL PR S FR LTI DAL 2 > 4

af af Ba
(en effet : c‘”(zi)-o . cfZ(e)-Aiﬂ(e) : ﬂ(s) -2(5 sg+sﬂs”))

Par suite,_ en combinant (5.1.5) (5.4.11) (5.4.12) (5.4.14) a
(5.4.21), avec les développements limités :

b“(n Y= (E)+[3(&] 1+e €Y (©v0mDek
Vi (B2, (OHEL €DV ivy (B)=wy (41565 1465, 1)-€ 1wy i
(5= p3(O+E €IV 5 (€)) on Eielz, €] ;
on obtient (en notant que : fafa-l, faua-O)
Zhaﬁ< )= z ((€5-65) B ()+a] ()b _(€)TY (e>a*”(e>+
i=-1

+5 €l-ehH e 2 () -T5 (OB () vy )+ » )
+(E5-€5) (€] -y (6)-a7" (s)ba,<e>a“”(e>] Vo (604, B+

+<e§-e‘>[A§'<e)ba,<e>b2<s>-%(f}-f")cence)1vh3<e>)<p°,i<x>>,aﬂ+

*Itv, L BHBE ) (6)+ (5.4.26)
i=]1 !

+[%<e§_1+e;+1>-e‘1[bﬁ,e(f)vh“<e>+bﬁ(e>vh#,¢1+ *
1 al ald ,en A, en K

#5 Lrptr At n] <Bi)rfﬂ(s)+u A" (BT, (6]

x [vh3’A(E)+b';(E)vh#(g)])(p']’:.i(l) )+

ap

3en by /
+ O(h )(C af hk(€)+caﬂ Vhk, € (E)+c o Vh3,€”(€)).

ou les constantes ckﬁ, t;, 3;" sont indépendantes de h ; ou £€T ; et ou

on a utilisé la relation :
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€n Loceen cecmy 1 7 By _
A°T(E) = Ay (Bi)+~2-(sxsy+a#s)){2<(e 65076 ] (5.4.27)

'On remarque alors que l'on a par (5.4.15) (5.4.22) et (5.4.24) :

3
1-z-1(p° 1(")) ap"h3 )t

+ 2 [si S(Len )€Y, -2 (en )€Y 11(1:1 1) 5Vh3 0 B =Vhg 4p(8):
3

+ E [ei-%<1-ni>e§+1-§<1+ni>e§_11<p§,i<x)>,aﬂ)b‘;(e>vh,,<e)-o ;
(): (B, ;) g(E0-65) 67T+
j=1 ©> i af

.3 1€7-3(1-n €7, .- 2(1+r1 674 1PT §O0) gl(€] 141, )-¢71
i=1

en, .en. . 1. v v
X (606f+6f60))(Z[bc'q(f)-l‘“(i)bn(f)lv (€)+b (&)v Vho, € 2 "’(f)v 3(6))

- %(bglﬁ(e)+b;|a<e)+2riﬁ<e>b’;<e>)vh,,<s>+

+ b’ (&Y, lﬁ(€)+b €)vy hfa (€)- caﬂ(€) h3é)

de sorte qu'avec (5.4.22) et d'aprés la relation de Mainardi-Codazzi

BB .
(bu[e-be v) *
bl (©)-bE (6)=r¥ ()p)(e)- I’“A(E)b ),

on peut réduire 1'expressmn (5.4.26), i.e. :
Pap 003, ap”Cap( O Vpa (O 405V () #5(E)v |
+ B 56y, (4T (B (E)vy (6) +
+ 3 v 1 1 v ia v o
12 €i°2( -"i)€i+1-2( +’71)€i_1](p1'i( )),Qﬂ X
x (-(aT©p, (O a4 )G (€1.1%€ 1,161, (OBS @) 1w (4
+[AT©Ob | (©2M©)- Gl 4 - v,
-[A§"<s>b’m<e)bﬁ<s)-(%(e§+l+e§+1)-e‘)cﬂ,(s)]vh3(e>)+

i=1

+0(h,r)...,

3
+ T st e P 1) (6 v, )‘(ts>+b‘)f<e>vhp<e>1}-sl-i<p{.1<x>>,,,¢j

|
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soit encore, en utilisant (5.4.27) et les relations (5.4.15) et :

nA a Ae na A Aua,

(ravA-uarA) -e%e, v % e e vy =§ v-
€ Bn e B B

i Bn

on trouve :
b ) Pias ) g () [9y (45w ()1
_+i§i[E;-%(l-ni)€;+1-%(l+ni)€;;1](pi'i(l))'aﬁ X
x (Ai"(Bi)Ben(f)[axy(f)vhﬂbxf)-b3(€)vh3(€)]+
+ AST(BOT, () [y L (EBX(E)w (1140 ...

En combinant (5.4.25) dans 1'expression précédente, on établit
1’estimation (5.4.4) (2 comparer avec BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6,
théoréme 5.2.2] et BERNADOU-TROUVE ([7]). o

Par conséquent, les propositions 5.4.1 et 5.4.2 nous permettent

d'expliciter le correcteur Ahaﬁ sur zhaﬁ :

- -
Proposition 5.4.3 : Posons pour tout Vh de Yh :

S
hap¥n)"Vh3,08

% AIT(B)I "-l(l- ye¥ -l(1+ )v' Lo b Ao (5.4.28)
“ydy A PO 8 @ 1) agPhen®n Thw

ou bhen est une approximation de ben satisfaisant a : Ibheq-beJO,w,T-o(hT)‘

Alors il existe une constante c, indépendante de h, telle que pour tout
-p

byl nd 3 . e 2
vheYh et vhexh, en correspondance par la bijection é@%l définie au

théoréme 5.2.1, nous avons :

2

Be kB2 2 2 2 1
lpg(vh)"’hf("h)lo,w =Cholll vy i vally il vl 1) /2 (5.4.29)

Preuve : D’une part, on montre de maniére similaire a

BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6, théoréme 5.2.1}

~

A
Vhp'y-vh#,y-l‘w@)vm(ﬁ) -bpy(f)vh3(€)+0(h-r) e
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d’autre part, la proposition 5.4.2 conduit a :
phﬂ(vh)b [a V”I b 3]x

xizlA"’w)[s € 3 )ES 16T (O g

S ARCALLIC I

on en déduit donc que : ph ﬂ( Y=p ﬂ(v )+0(h ), o l'on a utilisé
a:zaav+0(h ). En appliquant 1les resultats de 1la théorie de
1l’interpolation dans les espaces de Sobolev (cf. CIARLET [10, théoréme

3.1.2]), on obtient 1l’estimation d'erreur (5.4.29), 0

Remarque 5.4.1 Une analyse similaire pour les relations (5.2.19) _pous
->

conduirait & une estimation différente du correcteur : pour tout ¥ heYh et

hexh en correspondance par la bijection % définie en remarque 5.2.2,

nous avons .

- 1/2
|P (Vh) Ph ( )Io =<Ch, (” 1"1 T+“ 2”1 T+" 3”2 T

ou nous aurions posé phaﬂ( )-a'h pha ( ) avec :

PRCRE e ): SUCRIGE CERERE CERLA

X (B ;ON) oMby 85 G,

(2 comparer avec BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6]). Cette alternative ne nous
dispense donc pas de la définition d'un correcteur pour établir la

convergence de la méthode. a

Les propositions 5.4.1 et 5.4.3 nous conduisent i une premiére

estimation de 1l’erreur de consistance :

Proposition 5.4.4 : Il existe deux constantes h°>0, et C>0 indépendante
dé h, telles que pour tout h<h°, et pour tout h h et VEX.h en
correspondance par la bijection @h définie au théoréme 5.2.1, nous

avons !

| &, O -2, Gyl = oo 19l II lly, (5.4.30)
Preuve : celle-ci repose sur la décomposition :

s o 4 '
EACRTSERCATS BN ERCAT BN AT S ED D) | ERy, (%, %p)l,
Te%fh -1
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avec :

S CARRE o [vp(vh)'r MCRY SR AT @ /?-;1 agtag?,

ERp, (%, . h) SL P A AT () Tes ) a) ag'ag?,

Ee3

1.2
I A I r N DA SRRV S Wh)f’hp‘"h)/‘*-h] d¢"dg”,

3
+> = Ee v
ERy,, By )=/ Ry AOSS ST ACRY Ph HCRY ARV ML T

et sur des inégalités du type suivant :
- -
| ERy) (o)l =

I1+./ lo 0, ,'r(l [;"/a—'hlo,m,Th h)lo Th & )Io 'r+[|/;|o = 'r*‘l |o o1 %

x[h,,(vh)lo VICRRAY (wh)l0 LG, gvﬁc v,)- Vhp“’h)'o .t

*-va(vh) '1hﬂ(vh)|o 117 (wh) 1h B )lo T

Ainsi, & 1'aide des estimations (5.4.3) (5.4.29) et |/a-Ja ], _ ,=0(h),
nous obtenons (5.4.30). o

»

Puis, en reprenant les arguments de BERNADOU-DUCATEL-TROUVE [6,
théoréme 5.3.1), on établit une deuxiéme estimation de 1'erreur de

consistance :

Proposition 5.4.5 : Il existe deux constantes h >0 et C>O 1ndependante de
h, telles que pour tout h<h et pour tout wheYh et wh en
correspondance par la bijection<§zg définie au théoréme 5.2.1, nous avons

pour tout pieLz(ﬂ), 1<i<3 :

l£G) -5, @l = Bl o II"3hII3h (5.4.31)
Preuve : On utilise la décomposition :

| €@ -£, @l = | £6)-E @l = |.[0P(w . h)/‘de ag? +

A [ 3@, -8 Sap-J) aglag?] + | [ 3o (o) aetaed
. 2 .
et l'estimation | - hlo <Ch {" w 1”1 T+” 2”1 T+“ 3”2 T / o
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Enfin, 4 1l’aide de 1’estimétion (5.4.30), nous prouvons la Vh-ellipticité

uniforme de la forme bilinéaire &h(.,.)

Proposition 5.4.6 : Il existe deux constantes hl' 0<hlsh0, et p>0

indépendante de h, telles que pour tout h < hl’ nous avons .

- a - = - = '
vh"%h = & (v,v), VeV (5.4.32)
Preuve : Elle repose sur 1la Vh-ellipticité uniforme de 1la forme

bilinéaire ah(.,.), établie au théoréme 3.4.1, en remarquant que
l’estimation (5.4.30) nous permet d’écrire :

i B B, G S+ Ly Gy )-8y G ) 12y 19 II* :
a
d’olu (5.4.31) pour h suffisamment petit (par exemple h1 mln(ho EE)' et

p=a-Chy). o

En définitive, on établit la convergence de la méthode a partir du

lemme 5.4.1 et des propositions 5.4.4 & 5.4.6 :

Théoréme 5.4.1 : Soit qg une famille réguliére de triangulations du

domaine 1 ; soient Vh et 'Vh les espaces d’éléments finis associés,

définis respectivement en (5.2.19) et (5.2.20). Supposons que la solution
u  du probléme continu 1.1.1 appartiehne a (Hz(ﬂ))zxﬂ3(0), et que les
forces 3 vérifient ;e(Lz(ﬂ))a.

Alors, il existe une constante h1>0 telle que pour tout h<h1, les
problémes discretq’ 5.3. l et 5.3.2 admettent une solution unique,

-~ -
respectivement ﬁheV et €

h’ vérifiant u.h-g (u.h) (ol @h est la
bijection définie au théoréme 5.2.1) ; et il existe une constante C>0,
indépendante de h, telle que :

-
- 2 2 2 1/2
" ;'uh"{;h <Ch((” ul”Z,ﬂ*.“ u2”2,0+“ u3”3’0) / +" ;"0'0) (5.4.33)

. -+
Preuve : L'existence et 1'unicité de la solution Gh du probléme 5.3.2 se
déduit de 1la proposition 5.4.6 qui établit que la forme ah( ,.) est
définie positive ; 1l’existence et 1l'unicité de la solution ﬁh du probléme
5.3.1 s'obtient en utilisant le théoréme 5.2.1.
L'estimation d'erreﬁr (5.4.33) est une conséquence du lemme 5.4.1,
des théorémes 3.2.1, 3.3.1, et des propositions 5.4.4, 5.4.5, 5.4.6.

O
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Remarque 5.4.2 : Ajoutons que le choix des relations (5.2.19) nous
conduit & une estimation d'erreur semblable a (5.4.33) modulo les
remarques 5.2.2 et 5.4.1. Dans ce sens, nous avons cherché a établir
directement une estimation~ du . type : |; ;’aﬁ‘(;h)";haﬂ(%h)l-O,T"'o(h'r)’ en .
modifiant la définition de la bijection existant entre les espaces
discrets .§h etv ih (sans_.tenir compte a priori des conditions aux.
limites) ; ma;s il ne semble pas qu’'il exis,t'e' une telle bijection nous -
dispensant de l'izntrodu:ction d’un terme cqrreci;eu;‘. Dés lors, soulignons
4 nouveau, que la définition des conditions aux limites pour le probléme
discret 5.3.1 est déterminant pour le choix du correcteur Aha,B(%h) a
introduire dans 1l’expression du tenseur de changement de courbure, de
fagon 4 assurer la convergence pour. des géométries générales de coques
minces. '

G .
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6. CONCLUSION

Pour une hypothése minimale de régularité, i.e. GG(HZ(O))ZxH3(O),
nous avons établi des résultats de convergence pour des méthodes
nonconformes d'éléments finis associées aux triangles de type (1) et de
MORLEY. Dans le cadre des problémes de coques minces générales, notre
étude s'appuie sur des estimations d’'erreurs locales (voir notamment le
lemme 3.3.2) : en particulier, on note que l'hypothése de compatibilité
(3.3.27) (proche de 1la condition de continuité "forte"™ de STUMMEL [28])
est essentielle pour la consistance. En effet, dans le cas ou £=0, nous
avons continuité au sens des valeurs moyennes ; lorsque £ est le degré du
polynéme d’interpolation, mnous vérifions la continuité forte de Vi (car

S(vhl,n-vhl,rz)zds-o implique vhl.n(s)-vh‘l,rz(s), ‘VseS) ; entre ces deux
cas, on peut considérer la condition (3.3.27) sous la forme d’une
continuité discréte, i.e. continuité en un nombre fini de points de §
(cet aspect sera développé dans un prochain travail). Signalons, dans ce
sens, que 1l’'élément de ZIENKIEWICZ [3] ne vérifie cette condition que
pour certaines triangulations (cf. LASCAUX-LESAINT [18]).

Par ailleurs, on peut remarquer que la justification du fameux
Patch Test, comme condition nécessaire ou suffisante de consistance, est
illusoire dans le cadre des problémes du duatriéme ordre a coefficients
variables. En l’occurence, une approche utilisant le lemme bilinéaire de
CIARLET [10, théoréme 4.2.5] nous conduirait & introduire la condition

B, (3,%,)-0, vie(ve(r, (@) 2xe, (@) | Tn’aﬂ(-‘;)uauﬂePo(ﬂ)} , v ¥,

qui, d'un point de vue pratique, n'est pas réaliste.

Enfin, en ce qui concerne I’‘approximation par éléments & facettes
trianguiaires planes, nous retrouvons des résuitats semblabiles a ceux
obtenus par BERNADOU-DUCATEL-TROUVE {6] et BERNADOU-TROUVE [7] : pour des
géométries et des sollications arbitraires, il semble nécessaire
d’'introduire un correcteur pour évaluer les composantes du tenseur, de
changement de courbure, afin d'assurer la convergence de la solution ﬁhdu
probléme discret vers la solution U du probléme continu. En particulier,
nous avons montré quelle était 1';nf1uencé des conditions aux limites sur

1’expression de ce correcteur.
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