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ANISOTROPIC SOBOLEV SPACE
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RESUME
Dans cet article, nous établissons un théoréme de traces dans un espace de Sobolev anisotrope en
dimension 2. L'espace des traces est entiérement caractérisé comme somme directe de deux espaces
L? a poids. On donne enfin un sens précis a la formule de Green dans cet espace.

MOTS CLES

Espace de Sobolev anisotrope - Théoréme de trace - Espace L2 a poids - Formule de Green.

ABSTRACT

In this paper, we prove a trace theorem in an anisotropic Sobolev space in dimension 2. The trace

space 1s completely characterized as the sum of two weighted L%-spaces and one gives a sense to
the Green’s formula in this space.

KEY YORDS ' 5

Anisotropic Sobolev space - Trace theorem - Weighted L2 space - Green’s formula.



UN THEOREME DE TRACES DANS

UN ESPACE DE SOBOLEV ANISOTROPE

Patrick JOLY



0l

UN THEOREME DE TRACES DANS
UN ESPACE DE SOBOLEV ANISOTROPE

INTRODUCTION

Dans les espaces de Sobolev usuels, type Hm(n) ou Wm’p(ﬂ), toutes les
dérivées dans toutes les directions jouent un rdle identique. Ceci explique que
seules les propriétés de régularité de la frontiére (I') du domaine I jouent un
r0le dans les résultats de trace ou de prolongement (voir les références classi-
ques [1], [8], [10]). Dans certains domaines de la physique, on rencontre des
équations aux dérivées partieclles qui ameénent a travailler dans des espaces
fonctionnels ou seules les dérivées partielles dans certaines directions jouent un
role privilégié. C’est notamment le cas des approximations paraxiales de 1’équa-
tion des ondes (voir [2], [3], [5]) ou des équations de Stokes [9]. L’exemple
le plus simple est celui de I’approximation parabolique de 1’équation des ondes

qui en dimension 2, s'écrit :

v %
d’u Jo“u | 3(c ou

- ﬁ

1
Wi c atZ T 9x,dt = 2 3x, - &

A I’équation (0.1) est associée la conservation de 1’énergie :

=4 [,9uadx 1 ou, ,
0.2) E(t) = 3 £|3t| * 4+ (flc 5xl? dx

ce qui améne naturellement a4 travailler dans 1'espace de Sobolev anisotrope :

0.3) HLYQ) = (v € LiQ) ai;: e L(Q)) Q CR?.
Concernant les théorémes de traces relatifs aux espaces du type (0.3), la
situation est bien connue dans le cas ou 1 est un ouvert produit ([8]). Le cas
ou {2 est ‘un ouvert "quelconque” ﬁppara‘it comme beaucoup plus délicat. On peut
toutefois trouver un résultat simple mais insuffisant pour notre propos, dans
TEMAM ([11}).

Dans cet article, nous nous proposons de traiter complétement le cas de
I’espace HH(1) en dimension 2. Le plan que nous suivrons est le suivant. Au

paragraphe 1, nous énongons nos deux principaux résultats (théorémes 1.1 et 1.2).
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Le premier est le théoréme de traces pour H»%Q), le second concerne la
formule de Green associée. Le paragraphe 2 est consacré a la démonstration
détaillée de ces deux résultats. Nous signalons quelques problémes ouverts au
paragraphe 3. '

L’intérét de ce travail réside d’avantage, a notre avis, dans la nature
méme du résultat, assez surprenant surtout par comparaison avec les résultats
classiques, que dans les techniques utilisées qui restent assez rudimentaires. (11
s'agit essentiellement de variations autour de I’inégalité de Poincaré en dimen-
sion 1). II est notamment frappant de noter que ce sont plus l’orientation de la
frontiere (I') par rapport a la direction x, et la position relative de () par
rapport a (I'), et non la régularité elle méme de cette frontiére, qui influent sur
la nature du résultat. Ainsi, méme. lorsque (I') est tres réguliere, H»%0) ne
posséde pas en général, la propriété de prolongement contrairement . a H(D).
Signalons enfin qu’une utilisation de ces résultats pour 1'étude de la régularité
des solutions des approximations paraxiales .de 1’équation des ondes peut &tre
trouvée dans [6] et [7].

En ce qui concerne les théorémes d’inclusion, de compacité et de densité
sur les espaces de Sobolev anisotropes, signalons qu’'une étude extrémement
complete est menée dans le livre de BESOV, IL*JIN et NIKOLSKII ([4]).

1l — LES DEUX RESULTATS PRINCIPAUX

Pour énoncer nos résultats, il est nécessaire de préciser les hypothéses
que nous considérons et de donner quelques définitions de notions qui nous seront
utiles par la suite. Dans tout ce qui suit, 0 désigne un ouvert de IR? de
frontiere (I'). Nous ferons sur (I I’hypothése de régularité :

(H1) (I') est une courbe lipschitzienne.

On peut donc orienter et paramétrer (T) par une abcisse curviligne ¢ et nous
désignerons par do la mesure superficielle de (I'). En presque tout point M(o), (I')

admet un vecteur unitaire normal n(o) = (n,(¢), n,(0)) sortant par rapport a 0.
Cela nous permet de partitionner (I) en : (I') = (T U (T.)

headiE 1’.

(r,) = {M(a) = (X1(0), X,(0)) € (T)/n,(o) # 0}
o) = {M@) = (Xy(0), X;(0) € (O)/ny0)= 0}
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Nous introduisons maintenant la notion de point Xx,-extrémal :

Définition 1 M(o) est un point x,-extrémal de (I') si il existe €(0)>0 tel que
n,(o-n)n,(o+n) < 0 p.p. n<e(o)
Ce point x,-extrémal est dit strict si

n;(o-n)n,(o+n) < O p.p. n<¢(o)

A titre d’exemple, citons le cas ou la frontiére (I') coincide localement avec le

graphe d’une fonction
X, = f(x,) f ¢ WLYR)

qui admet un extremum qui coincide avec M(og). Nous aurons besoin de distinguer
les points x,-extrémaux stricts sortants (par rapport a 1) et les points X,-extré-

maux stricts rentrants griace a la définition suivante
Définition 2 Soit M(c) un point x,-extrémal strict de () et soit Cp le cercle
de centre M(o) de rayon p, M(o) est sortant par rapport a 1 si

et seulement si1, pour p assez petit la mesure angulaire de 1’arc

INCp est strictement inférieure a w-M(o) est dit rentrant sinon.

On notera que la notion de point x,-extrémal fait intervenir 1'orientation de la
frontiére (') relativement & la direction 0x, alors que la notion de point x,-extré-

mal sortant (ou rentrant) fait intervenir la position relative de 1 par rapport a ().

I1lustration g' raphique

Point x,-extrémal sortant " Point x,-extrémal rentrant
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Nous ferons dans la suite 1’hypothése :

() ne posséde qu'un nombre fini de points
(H2)

X,-extrémaux stricts {M(aj), 1<j<N )

Illustration

«  (N,;,N,,N4,Ny) : point extrémaux non stricts de I,
8 o8 w8 8 8 .5 : ; :
> (E1.Ez.E5EE5Eg) : points x,-extrémaux stricts sortants

r .r ; ) ;
° (E,,E3) : points x,-extrémaux stricts rentrants

Avec cette hypothése nous pouvons alors trouver e>0 assez petit ainsi que a (e)a (¢)

tels que a(e)<aj<oj(e) pour lesquels ~(voir paragraphe 2 et figure m—dessous)

. DO = {M@) = (X,0), X,00), o lo(e), 0} ([ } < T
o Xz(aT(e)) = Xz(a:"(e)) = Xz(a.) + €
» o0 — X,(0) est monotone sur [a (¢), cr] et [o.,0. (e)]

) )
I « Pour X, # Xz(aj), 3o ,0 ) = [oj(e), aj[x]aj,oj ()] / X,(0 ) = X,(0 )=x,

Nous pouvons alors définir la fonction

e
> IR

£(0) : [ode), o.(O)]
(1.1) { J J

L(0) = £(07) = |X3(0")-X,(07)] ou X,(07) = X,(c*)

J
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Ilustration graphique

On notera que Ej(a) est une fonction continue de o qui satisfait :

£j(b) > 0 Voi# aj
(1.2)
i, 4400 -

. - . » l > & i
En un certain sens, la singularité de E—(;)- au voisinage de o=oj mesure le "resser-
rement” de l’ouvert 1 au voisinage Jdu point x,-extrémal sortant M(aj) (voir [5]
pour plus de précision).

Soit alors ¢(o) une fonction définie (presque partout) sur I, nous dirons

que
. d(o) est (P X,)-paire au voisinage de M(a) st et seulement si,
pour (o ,o ) = [a(e)cr ]x[oj 0. (e)]
X,(0) = X,(0") = ¢(07) = ¢(c) (p.p.)
(1.3)

»  ¢(0) est (I,x,)-impaire au voisinage de M(a) s1 et seulement

sil, pour o € [a(e) a (e)]

X,(0) = X,(0") = ¢(0) + ¢c*) = 0 (p.p.)

On remarquera que toute fonction ¢(0) peut se décomposer, de maniére unique, sur
I‘J(e) en la somme d’une partie (I',x,)-paire et d’une partie (T, X,)-lmpaire.

Nous introduisons alors 1’espace fonctionnel :

T (r)

PL? ( I"i(e);ej(a) In,(0)|do) + IL? (r{(e);ej'l (0)|n,(0) |do)

PL? (rle3() In,@)1do) = {4 € L2 (r] (o L@, do) / Xy@T) = Xy0") = 9(a°) = 4(c")}

ILZ [P-;il (6);£j(0)-1 |n1(0)|d0) " {¢ = LZ [I\..l (6), ej(o)-ll nl(a)l dU)/ Xz(a—) = X2(0+) = {b(U-)+¢(g+) = 0}
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ou de facon générale, si m(o) désigne une fonction presque partout strictement

positive, nous avons défini, pour C C T,

(1.4) L¥(C;m(0)do) = {(0) / (f: 1601 m(o) do}

espace de Hilbert pour la norme

(1.5) 815, ¢ = 1601 m@) o)

On munit alors T(I‘j(e)) d’une structure d’espace de Hilbert avec la norme

(1.6) 1612 = 11412 .+ g u”
(T, (6) g ALAE I, () iy, r, ()

ou ¢= ¢ +¢ désigne la décomposition unique en parties palre et 1mpaire de ¢. On
notera que la partie (I,x;)-impaire d’une fonction de T[I‘ (e)] est moins "singuliére"
que sa partie paire.

S1 nous désignons maintenant par Xj(a) la fonction 1indicatrice de [1’intervalle

[a}(e),a;(e)], nous savons définir 1’espace de fonctions définies sur la partie T, de la
frontiere (I') :

(1.7) T(C0) ={¢ : T, -R/X 6 € T(T(e), Isicn; (1- z X) ¢ € LX(T;; Iny(0)] do) }

qQui est un espace de Hilbert muni de la norme :

N
(1.8) Al = ||(1- X)éllz + IIX il
T(T',,0N) El Inyf, T, jE T(I"(e))

A priori, i‘espace T(T,,f1) défini par (i.7) dépend de e. En fait, la norme {1.8)
dépend de ¢ mais la topologie induite par cette norme est indépendante de ¢ (en
d’autres termes deux normes définies avec e et €’ sont équivalentes) de telle sorte

que T([';,0Q) est bien indépendant de e. En revanche cet espace n’est pas lié
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Intrinséquement a la courbe (I';) mais bien au couple (T'4,01) puisque les points

Nous sommes maintenant én mesure d’énoncer le :

THEOREME 1.1 L'application trace 19, D(Tf) — I*(P,) définie par (10u) (0) =
U(M(c)) se prolonge de maniére unique en une application linéaire continue,
toujours notée vy, de H' /° () dans T(,,0). En outre,' Uapplication v, est
surjective de H' () dans T(I',,0)

Signalons tout de suite une consequence immédiate de ce résultat. Pour cela nous
introduisons 1’ouvert

0 =1R>\{1

Il est alors clair que les espaces I(l'y,1) et T(T',,0) ne coincident que sj 'y ne
présente aucun point Xj-extrémal strict (en effet, tout point x,-extrémal sortant

par rapport a {1 est rentrant par rapport a O et réciproquement. Par conséquent
nous avons le

COROLLAIRE 1.1 L'espace H'P (Q) possede la propriété de prolongement si et seulement si
| la courbe (Ty) ne présente pas de points X,~extrémaux stricts. |

Notons que les ouverts sans point x,-extrémal strict excluent par exemple le disque

mais pas le carré unité !

Il est intéressant d’apporter quelques commentaires sur le résultat du théoréme 1.].

On constate que

- les traces d'une fonction de H'-°(1) ne peuvent é&tre définies

que sur la partie I', de la frontiére T.

- Ceés traces peuvent présenter des singularités plus fortes que les

singularités L? au voisinage des points Xz-éxtrémaux a cause des poids |n,(0)] et
£.(o)
5(
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- la singularité est susceptible d’étre plus forte au voisinage d’un
point X,-extrémal strict sortant.

- toutefois cette derniére singularité ne peut affecter que Ia
partie (T',x,) impaire doit elle é&tre beaucoup plus réguliére au voisinage du point
x,-extrémal sortant 4 cause du poids £j(a)'1. Cette condition traduit une sorte de
"raccord" de la trace au point extrémal qui refléte ainsi 1’effet de la régularité de

la fonction dans la direction x,.

Notre second théoréme va expliciter, comment la formule de Green classique :

du
0x,

(1.9) f [u aa: + v) dx = f uvn, do vV (u,v) € D(0)?
1

{1
se prolonge pour des fonctions de H'°(Q). Pour cela nous sommes amenés a définir

la notion de valeur principale d’une intégrale curviligne sur I' dans la direction x,.

Nous poserons, pour §>0 assez petit

N :
(1.10) T,(6) = IY(s)

)=1

THEOREME 1.2
(i) Pour tout couple (¢,¥) dans T(T{,0)%, la limite suivante :

im [ $(oo)n,(0) do = v.p.x, J $(@)o)ny(o) do
510 T,\T,(5) déf T,

existe et la forme bilinéaire (¢,) — Vv.p.X, f¢(a)¢(a)n1(a) do

est continue sur T(T,,0)>. Ly

(ii) On a dans HY°(Q)) la formule de Green suivante

[ a2l s 22 0) dx = vpxy  f (1ou)o)1av)@ny(o) do
. 9 1 1 Pl
(1.11)

V (u,v) € HL%(0)?
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2 = DEMONSTRATION DES DEUX RESULTATS PRINCIPAUX

2.1 - Preuve du théoréeme 1.1

Plutdt que donner une démonstration directe, nous avons pré}'éré décomposer
celle-ci en plusieurs lemmes. Cette démarche présente a nos yeux l’avantage d'étre
assez didactique et illustre assez bien la nécessité d’introduire les différentes
notions introduites au paragraphe 1. | L
En guise de préliminaire, signalons qu’un résultat simple, qu’on peut trouver dans

[11] par exemple, s’énonce ainsi

THEOREME 2.1

L’application T, D(1) — L*{T) définie par ('yn u)(a)=n1(a)u(M(o)) se
)| 1l
prolonge de maniére unique en une application linéaire continue de H-°(Q)

dans H_!( I') et on a la formule de Green :

(2.1) V(u,v) € HLQ)xHY(N) f (gu v+u -2 ) dx = <y_u, g,

O X4 X, n, I
Démonstration I suffit de remarquer que ue€ HL%N) équivaut i T=(u,0) dans
H(div,{l) et d’utiliser le théoréme de traces usuel de H(div, Q). 0

Ce résultat n’'est pas complétement satisfaisant. En effet, dans la
formule (2.1), u et v jouent un role dissymétrique alors que le membre de droite
est parfaitement symétrique. De plus, on n’a de renseignement que sur la trace du
produit n;xu et non sur celle de la fonction u elle méme. En particulier comme
n;=0 sur Ty, on s’apergoit que 1'on ne peut espérer définir la trace de u sur T,.
Cect est d’ailleurs clair : rien n’étant imposé dans la direction x,, une fonction de
H'%fl) peut étre parfaitement discontinue le long d’'une droite X,=Cste,

Dans ce qui suit, notre but sera précisément de montrer que l'on peut
effectivement définir la trace de u en tant que fonction presque partout définie
sur I'y et, afin de garantir Ioptimalité de notre résultat, de caractériser 1’espace

image. Par souci de clarté dans 1'exposé, nous distinguerons donc plusieurs étapes

1 Cas ou le signe de n,(c) est invariant le long de (T')



10

LEMME 2.1 Si ny(0) garde un signe constant sur T,, lapplication trace =, :
D(M)—L*(T'y) se prolonge de maniére unique en une application linéaire

continue et surjective de H»(Q1) dans L%(Ty; |n,(0)|do) et on a :

-~ v]dx = J. YoU YoV Ny do

(i) Y(u,v) € HL@)? [ (u 5
L'y

{1

ov P %)
X,

.. 1,0
(ii)V w & HW@)  lyoully po<lullgsoq)

Démonstration du lemme

Lorsque 1’on fait u=v dans la formule de Green habituelle on obtient

du
O0X 4

V u € D(]) f |u|? nl(cr)do=fu
I, 9

dx

I1 suffit alors de remarquer que, comme le signe de n,(0) est constant, le terme
de gauche représente au signe prés le carré de la norme de Aqou dans

L%T,, |Iny(0)| do) et d’utiliser 1'inégalité de Cauchy-Schwartz pour majorer le terme
de droite pour obtenir :

2‘ 2 2
( 3) v u € D(Q) ||'70u “n.‘l!rl < ”u”HI,O(Q)

Alors, par densité et continuité, on déduit de (2.3) le résultat de prolongement
unique ainsi que l'identité (i) et 1’inégalité (ii).
Pour obtenir le résultat de surjectivité nous remarquons que, avec !’hypothése sur

le signe de n,(0c) on peut écrire ] comme la réunion de demi-droites. Par exemple,
s1 n,(0)<0 :

[ . . m r o mp s s ‘
i = U . (M(0) = (X,(0), X,(0)), 0 € L,)
(2.4) M(o)eT,
A, = {xs X)), x2X,0)}
Considérons alors #(o) dans L%T,, In,(0)|do). comme In,(0)] = !%2 (0)|. nous avons :
(2.5) 1612 = J 1601 | 2001 do

Inll 1r1



11

Illustration graphique

(%)

Soit alors I, = (x,=X,(0) / M(o) €T,}, d’aprés. l’hypothése' sur n,(o), ’application
o—X,{(0) est une application bijective de I, dans X, et par conséquent admet un

inverse o 1(x,). Soit alors ¢n(x) la fonction définie ci-dessous (par exemple):

Per A 4

7/2 7

Nous construisons alors le relevement :

(2.6) u(xy,X,) = (0) ¥(x,-X,(0)) avec x,=X,(0)

Evaluons 1’intégrale f lu|? dx a4 1’aide du changement de variable : (de Jacobien
9.
In;(o)])

X,(0))

(x‘lﬁo) — (Khxz

Il vient, par Fubini :

+00
| tuexgy? dx = J ([ 19"x,%,0) 12 dx,) 16(0)|® n,(0) do
0 I X,(0)
(2.7)

197112, 16112
T T In [T,
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En procédant de la méme maniére pour ;‘:{u nous obtenons :
1
du 2 dy" 2 2
(2.8) | 155 (uxal? dx = 155012, 141
1
{} Inlllrl

(2.7) et (2.8) prouvent que [’application ¢—u ainsi construite est un opérateur de

relevement continu de L?*T,, |n,(0)|do) dans H%(Q) 0
Remarque Notons que, et nous utiliserons cette propriété pour le lemme

2.2, on peut en jouant sur le parametre n, localiser arbitrairement le relévement

au voisinage de la frontiére T,.

Nous pouvons 1llustrer I’optimalité du résultat précédent par I’exemple suivant

(exemple 1.1)
(A

Q %4

| (F1) = (A) U (C)
(C) étant paramétré par 6

(o

(%) T

Avec le paramétrage par 6 on vérifie que (n,(0) = sind) :

z
2

(2.9) L%(C; |n,(0)|do) = {g(e) . 10, 21 —R: [ [g(0)1? sind df < +oo}
0

Alors, considérons la fonction

Femmremi

ua(xn Xy) = WYXy, X,) o <
(2.10) *2

vye D(N), Yy=1 au voisinage de (C)

dont la trace sur C peut étre identifiée a



13

(2.11) g () = (sin 0)
On vérifie alors immédiatement que :

« B @ H.%0) Sa <
(2.12)

l
% 2

2 Cas ou I'y; ne posséde pas de point Xx,-extrémaux Stricts

Pour traiter ce cas, nous passerons par un résultat général qui nous sera
utile par ‘la suite. Pour cela, si {Mj, 1<j<N} désigne 1’ensemble des points extré-
maux stricts de I, (sortants ou rentrants) nous définissons par Bj(p) la boule de

centre Mj de rayon p et nous posons :

(2.13) r; =Iin ® \ U BG)
J

Nous avons dans le cas le

LEMME 2.2 Pour tout p>0 assez petit Uapplication trace 7, se prolonge en une

application linéaire continue et surjective de H>°(Q) dans L"(f‘f; In,(0)| do)

Démonstration
On peut décomposer I‘f en N+1 composantes connexes {(f‘f)j,

1<j¢sN+1}, n,(0) gardant un signe constant le long de chaque (f‘f)j. Nous introduisons

alors :
w‘l? e D{R?), 0 _gw;’ < 1 1<j<N+1
(2.13) t,llf = 1 sur la composante (f‘f)j_
Supp t.(/; N supp wg = ¢ pour j#¢
. N+1
Ainsi sur Tj, ) wp =] et 1'on peut écrire
=1
N+1
VueDnm luli? . o= L N ulr
n, [, T j=1 iny],T%
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Illustration graphique

Nous appliquons maintenant la formule de Green a chacune des fonctions v,bj.’u :

8,
f_ [Vl Iny] do = 2 |£¢f u g2 (Fu) dxi
(rf)j Ay
" ':{ (12 v 5=+ & =L u1?) ax)

0X 4 ] OX,

Par sommation sur j, il vient :

N+1 - N+1 A
J 1uppn, do<s 2y [1¢°12 o 1dx+2 Y J1¢ == 1u)? dx
ri’ _]=l {1 _|=l

Alors en introduisant la constante :

_a_‘b'i

=L |]

(2.13) C(p) = Max [(Max |
1<j<N+1 IR?

des inégalités du type Young et Cauchy-Schwartz menent a 1’estimation :

(2.14) (f 1u1? n, d0)? < (1+c0)) ¥ puy
¥

1

H1=°(ﬂ)

a partir de laquelle il est facile Id’obtenir la premiére partie du lemme.
Pour ce qui concerne le résultat de surjectivité, il suffit de reprendre le
raisonnement du lemme 2.1 et de relever localement dans {1, ce qui est possible

quitte A jouer sur le parameétre >0, chacune des restrictions a (f‘f)j d’une fonction
¢ de L*I5; Iny(o)| do). 0
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Comme conséquence du lemme, nous avons immédiatement le :

COROLLAIRE 2.1 Lorsque T est sans points X,-extrémaux stricts, l'application trace sur

') 0. est | inéaire, continue et sujective de H:° dans L*(I'; |n,(0)|do).

Bien entendu, dans le cas général la constant C(p) intervenant dans 1’estimation
(2.14) va exploser lorsque p—0 (en effet il faut pouvoir garder les supports des
fonctions 1,0? disjoints). Cela suggére que le résultat du corollaire 1.1 ne peut étre

etendu au cas général comme le confirme du reste le contre exemple suivant

(exemple 2.2) :
Lo

+  Iny0)| = ) sur (T,)

{ o 0 est point extrémal sortant
2

_ ‘x,l
S1 on considére la fonction indépendante de x,

(2.15) Ua(xhxz) -

e
> Q1

1l est élémentaire de vérifier que

+ u, € H1.%(0) & a < |

(2.16)

e LYy, Iny(0)] do) o < =

. Tol »

0 4

Pour a € [-é— ,1[, u_ fournit donc un exemple de fonction dans H'°Q) dont la

Q
trace sur T, n’est pas dans L*%T,, |n,(0)|do). Tout ceci met en lumiére la nécessité

d’examiner ce qui se passe au voisinage des points Xx,-extrémaux stricts.

3 Etude des traces au voisinage des points x, extrémaux stricts

Désignons par o., [’abcisse curviligne d’un point x,-extrémal. Ce point

T

o
étant 1solé, la fonction 0—X,(0) admet un extrémum relatif strict au point Uj et on
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en déduit aisément que, pour ¢0 assez petit, 1l existe {a}(e), a;(e)} tels que par

exemple lorsque Xz(aj) est un minimum :

X;(0) ¢[00, 06] = [Xy(00), Xy(00) + €]
est surjective et décroissante

+
X,(0) : laj(e), go] — [Xa(0p), Xy(0p) + €]
est surjective et croissante

Illustration graphique

3. (e) I (€) g

Par conséquent, pour tout x, dans [X,(0,), X,(00)+¢] 11 existe un couple (a_,o'"') dans

[OE(E)” oj]x[aj, o;(e)], unique tel que Xz(o_)=xz(a+)=xz. On définit ainsi de cette
+

maniére une bijection o —o de [a}(e), aj] dans [aj, a;(e)]. Nous pouvons alors

associer a oj 1’ouvert ﬂ(aj,e) défin1 par :

Uo.6) = {IM@), MM, Xa(6) = Xy0") = x, € [Xa(0), Xz(oj)+e1}

I1lustration graghigue

Avant posé V(aj,e,ry)=]X1(oj)-n, Xl(aj)m[x]xz(oj)-e, Xz(aj)+e[, il est clair que le point

M(oj) est sortant par rapport 4 3 si et seulement si on peut trouver (e,n) tel que
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an V(Ujaf,'?) = Q(Ujif) * o ‘I; )

Dans le cas contraire, M(crj) est un point Xx,-extrémal rentrant. Notons que, quitte a
changer 1’orientation de (I') (localement), nous pouvons toujours supposer que
X1(0+)>X1(0-) dé; que o et o sont reliés par la bijection défin%e plus haut.
Conformément a la notation du paragraphe 1, nous désignerons par I‘Jl(e_) la portion
de T décrite par M(o) lorsque o parcourt 1’intervalle [a}(e), a;(e)]; I"}(e) coincide
également avec la "partie I'," de la frontiére de [’ouvert Q(aj, €). o
Notons tout d’abord, ainsi que le lecteur s’en convaincra aisément que les points
extrémaux rentrants ne jouent en fait aucun rdle. Cela est di au fait que 1’on
peut promener dans {1 un segment “horizonta_l“ (i.e. parallele a 0x,) de longueur

fixe, 1’une extrémités du segment parcourant I‘:'i(e), comme 1llustré ci-apreés

E ¥
*
= (e
Qd(eﬂ) Qé 1

En effet ayant ainst défimi deux ouverts disjoints, soient Q}(e,n) et Q;(f,f)), inclus
dans 2, on peut appliquer les mémes techniques que celle des paragraphes 1 et
2 . On fait intervenir les fonctions de troncature q;; et tb;, définies dans ﬂ;(e,n’)

et 0,(e,n) par : 'a
+ | f
(2.17) | ‘I’n(X;L(U) + &, X,(0)) = ¢n(€1)

ou 11)" a déja été définie au lemme 2.1.

Pour montrer alors que la trace d’'une fonction de H"%(Q?) reste dans

Lz(I‘{(e), In,(c)|]do) on applique la formule de Green (1.9) aux fonctions <I>;u et @;u.
lorsque u est régunere. Pour obtenir ie resuitar de suijectivité, on reléeve une
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fonction ¢(o) de 1’espace Lz(I‘i(e), Iny(0)|do) en relevant indépendamment {¢(o), o €
[a}(e), aj]} dans ﬂ}(e,n) et {¢(o), o€ [aj, a;(e]} dans ﬂ;(e,n) par le méme procédé
qu’'au lemme 2.1. |

Ainsi, on établit que les résultats énoncés au lemme 2.2 et au corollaire
2.1 s1 on remplace les points x,-extrémaux par les seuls points xz—extrém'aux
sortants.

I ne nous reste plus qu’a examiner ce qui se passe au voisinage d’un
point extrémal sortant, c’est-a-dire pour 1'espace H'°%Q(o.,6)). Nous utiliserons Ia

J
fonction £j(cr) définie au paragraphe 1 par :

ej(a') = £(0"

(07) = IM(0) M@ )l = |X4(67) - X, ()1

(2.18) .
pour  X,(0") = X,(07) = x, € [X2(9), Xa(0) +e]

En remplagant au besoin £j(a) par Min {1, £j(o)}, nous avons les propriétés sui-

vantes .
a—+£j(o) est continue
(2.19) Voto, L) € 10,1
lim £4.(0) = 0O
a-+aj )

L’exemple (2.2) suggére que le sous-espace de H'? des fonctions ne dépendant que

de la variable x, :

(2.20) vi = {ve H(Q(0,,) / ait = 0}

Joue un rdle particulier. Il apparait donc naturel de travailler sur la décomposition :
HYY(00 ) = V;  + vy

ou VJ; n'est autre que l’espace des fonctions de H'° dont la valeur moyenne Ssur
chaque segment de [M(c ), M(o+)], est nulle :

X1(0+)
- + r

T CVY % B Xp o= X0 = Xy [ u(xy xy) dx, = 0
X4(0)
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En fait, pour faire apparaitre plus naturellement les parties (I, x,) paires et

impaires de la trace, nous utiliserons une autre décomposition (non orthogonale) de
Hls"(ﬂ(oj,e)) :

(2.21) H1=°(Q(aj,e)) =Y, + V,

ou V, est défima par :

(2.22) . VE Vie DD X € [Xy(07), Xy(op)te] v(M(0))+v(M(c")) =

Il est facile de voir que deux fonctions appartenant respectivement a V‘,E‘ et V

different par une fonction de V,. D’autre part, les traces de fonctions de V,; sont

nécessairement (I', x,) paires alors que celles des fonctions de V, sont néces-

sairement (I', x,) 1mpaires (voir paragraphe 1)

LEMME 2.3 L’application trace 7, :D(ﬂ(aj,e)) — LZ(I‘j(e)) se prolonge de maniere
unique en une application linéaire continue et surjective de H*»°(Q(o.,¢)) dans

J

T(I‘J(e)) Plus précisément 7o €St linéaire continue et surjective de l'espace V,
dans IeSpace PLZ(I‘{(e) |n1(a)|£(o) do) ainsi que l'espace V, dans l'es pace

LX), [n,(0)] £(0)* do)

Démonstration du lemme

(i) Traces des fonctions de V,

Soit v une fonction de V,, la valeur de sa trace est bien entendu

déterminée par :

(2.23) $(0) = $(07) = v(X1,X;) pour X, = X,(0) = X,(0)

La norme de v dans H‘a“(ﬂ(oj,e)) coincide avec sa norme L? :

X,(0.)+¢  X,(0")

J
vz = | (] Ivxy xp)1? dxy) dx,
HI’O Xz(a 1(0. )

J
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X1(0+)

(2.24) [ v dxy = #00) 1606)12 = 4o*) 14612
Xi(o )

Par conséquent en considérant successivement les deux changements de variables

Xg = X,(0) A= [0}(6), ]
X, = X2(0+) o € [aj, a;(e)]

Nous obtenons les deux égalités

01

L #1260 Ingo)de™ = i

Uj('-’) J HI,O
(2.25) a;'(e)

] 146712 (") Iny(@")ldo* = vy

. Hlio

J

Et par conséquent, 1’'identité

(2.26) 1é1° = 2 "V"f_p,o
Inle!l‘j(e)

I est clair que (2.26) fournit a la fois le résultat de continuité et le résultat de

surjectivité pour la restriction de v, a V;.

(ii) Traces des fonctions de v,

Soit v dans V,, pour presque tout X, dans ]Xz(aj), Xz(aj)+e[, la fonction
Xy = Vv(Xy, X,;) est dans HY[X,(0), X,(c")]) et vérifie : (si X, = X,(0) =X,(0"))

v(X1(0),%,) + v(X,(0),x,) = 0

Par conséquent, en utilisant le fait que H! ¢ C° ep dimension 1, le théoréme des

valeurs intermédiaires permet d’affirmer que

(2.26) D.D. Xa, 3 Xo = Xg0) = x4(07) € 1X,(07), X,(0 ) / v(xg, X, )=0

Nous pouvons alors écrire, si ¢ désigne la trace de v :




21

Xo(0 )
0) = - | Eo(xy Xa0@) dx,  pp. 0 € [0]0), 0]
Xi(o ) 1
(2.27)
| x1(0+)
80" = [, 3 (a Xa@") dx,  pp. o' € [0 0(@)]
Xo(o ) !

Grice a [I’inégalité de Cauchy-Schwartz, en utilisant le fait que, comme
xo(0 )=xo(c") est dans I’intervalle ]X;(c), X, )[, les quantités [x4(0)-X;(0)| et

|X1(0+)-x0(o+)| sont majorées par £j(o_) = £j(a+), nous déduisons :

X1(0+)
. - ou 5
|6(07)1* < () )f( oy Br (e I R
(2.28)
X1(0+)
st [ 15E u xa1? e
X,(o ) ! |

Mais en utilisant les deux changements de variables :

(X4, o) — (X1,X,) = (xl,X,‘(aﬁ)) o € [U}(G): Uj]
(X3o 07) —  (Xp,Xp) = (X3;X5(07)) d' € [0, 0;(6)]

de Jacobiens respectifs |n,(c )| et |n1(o+)|, nous obtenons la double égalité :

J Xq(0)
J o2 e = [ (0 0 12 ka2 dxy) Iny(0)] do”
ﬂ(aj,e) . aj(e) X,(0) .
(2.29) +
0. (€) +
) X,(0)
= .r (f o 33: (X4, z(fi".‘-)“2 dx1) |n1(0+)| do”
Uj Xy(o) !

Par conséquent, utilisant (2.28) et (2.29), nous obtenons :
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0.
J
.;r_ |6(0 )| J—Ju_lz(ofﬂ do < f I;xv |2 dx
% 1
20 : (0;.6)
(2.30)
cr;(e)
+
I 146@h "f’!f—l'- do* < | I‘f: 12 dx
O-J IJ(U )I ﬂ(O' 6) :
D’ou nous tirons par addition
ov
(2.31) ¢ II° ar < 2 f o * dxy =2 ”V”;{l,“
In,| ij,Pj(e) ﬂ(éj,f) !

ce qui prouve la continuité de ~, de Y, dans 1’espace ILz(I‘ (€), |n1(a)|£ (0) ! do).
Pour obtenir le résultat de surjectivité, il suffit, étant donnee une fonction ¢(o)

dans ILz(I‘j(e), In,(0)]) de considérer le relévement défini par :

8%y

%% = 0 < v affine en x,

(2.32)
V(Xy(0), X)) = $0) o € [o3(e) a;(e)]

Illustration graphique

V(2 G,)
QO b e e e e -
X (T) E
| :,:4
PO} o v
Un simple calcul montre alors que
/o ¥ 7
J vz ax =3 ] 14017 Iny0)14(0) do
[.(¢) J
(2.33) ]
J =52 ax = [ 1) DL
3x1 L.(e) Ej(o) ¢

ce qui établit le lemme B
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Pour établir le théoréme 1.1 il suffit de procéder par localisation a 1’aide d’une

partition de 1’unité et d’appliquer en fait le corollaire 2.1 et le lemme 2.3. Les

difficultés sont purement techniques. D
Remarque Etant donnée une fonction dans 1’espace TL"(I"} (¢)), la démo_nstration

du lemme 2.3 montre qu'un relévement dans H1!°(ﬂ(aj,(e)) est obtenue a 1’aide d’une
fonction affine en x, sur chaque segment ]M(c), M(a+)[, c'est-a-dire en résolvant

le probleme de Dirichlet non homogéne pour le laplagien ‘transverse, dans chaque
tranche |M(o ), M(o")[

2.2 - Preuve du théoreme 2.2

Pour montrer que la limite de f ¢(o)o) n,(0) do existe quand § tend

vers (O, nous écrivons tout d’abord : 'I‘\I‘I(S)

Vé< e f $(o)¥ o) ny(o) do = f ¢(o)¥(o) n,(o) do
(2.34) - I\I4(8) T'\T,(e)

N
+ T ] 400 ny0) do
=1 peo\rie)

Il suffit donc de montrer que, pour tout j : *

(2.35) im [ $oWo)n,(0) do existe.
510 penrd s)

Notons tout d’abord que si ¢ et ¥ sont dans TL2%(T,:01), I'intégrale :

| #0) ®o) ny0) do

['le) e

n’est en général pas définie au sens de Lebesgue a cause de la singularité que les
fonctions ¢(o) et (o) peuvent présenter au voisinage de =0, due au poids £j(a).

Mais S1 nous écrivons :
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6 =6, + 8,
(2.36)
Y = wl + 'pp

avee ((4;.4), 0] € {12 (Ko Iny@)1 @7 o) x PL2 (H(@), In@)1 £(0) o) }

Nous avons

I 40 %o) ny0) do = | (40 ¥,0) + ¢,0) ¥ @) nyo) do
[3(\T3(6) [3O\TL ()
(2.37)
e I (3,0 9,0 + @ @) n,0) do
I (\T1(8) *

Pour le deuxiéme terme du membre de droite nous avons la majoration, par

Cauchy-Schwartz :

[ ;o) (0) + ¢ (o) ¥,(0)| Iny(o)| do< Il . Iy I

; 1" 1) ¥ P
0ss | Hovie MONEADS SONLAT

+ 1o Il . .l .
d le(f)-lnﬂej l I‘{(f)lnﬂf;l

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour

obtenir

2.39) i
(2.39) ?fg | . [9,0)¥ (0)+¢ (0)¥,(0)] n,(0)do = [4,(0),(0)+¢ ()$,(0)] ny(0) do

MO\T(6) O
avec en outre l’estimation

I,Jl(t_) I L > - b

Pour le premier terme du membre de droite de 1’égalité (2.37), nous remarquons

que la fonction :
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o) = ¢,0) $,(0) + ¢.(0) ¥ (o)

est (I', x,) paire. Supposons par exemple que Xz(aj) soit un minimum local pour la
fonction X,(c) alors par une orientation convenable de (I') nous pouvons toujours

supposer que :

n,(0) %J-(a) <0 pour g€ [0}9), o]

n,(o) %‘(a) > 0 pour o € [aj, a;(e)]

Illustration graphique

n(S) A
s 1 \./
Nous écrivons alors :
03(6) 0;(6)
- (2.41) f | ®(o) ny(o) do = j_: @(o) n,(o) do + J_; ®(0) ny(o) do
I (O\T (6) i 59

En faisant dans chacune des intégrales les changements de variable :

X, = X,(0) S1 o € [oJe), 0;(5)]
Xy, = Xz(a+) S1 o € [a;(éi), a;'(e)]

On obtient, compte tenu du fait que n,(c) change de signe :

Xz(oj)+e
f_ _ ®(0) n,(o) do = f [<I>(a+) - &0 )] dx,
TYO\TYE) Xy(o .15
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Mais, ¢ étant (I',x,) paire <I>(a+)-<1’(a-) = 0 pour tout x, de telle sorte que en fait :

(2.42) I 60w + ¢ 00 0) n) do =0 Vi< e
[} (©)\ ()

Joint 4 (2.39), ce résultat prouve que la limite cherchée existe bien et est donnée

par

(2.43) V.P.X, f ¢(ohp(o)n,(o)do = f (¢i(0)¢’p(0) + ¢p(0)¢i(0)) n,(o) do
I (e) I3 ()

En outre, 1'inégalité (2.40) prouve que la forme bilinéaire

($.9) — v.p.X; | $(0) o) ny(0) do

T'(e)

est continue sur T(I“l(e)).

Le résultat général est alors une conséquence de 1’égalité (2.34). Pour
obtenir la formule (1.11), il suffit alors de passer a la limite dans la formule de
Green (1.9) pour une suite (ué,ve) dans D(f1)> convergeant vers (u,v) dans HLYO) et

d’utiliser la continuité des formes bilinéaires

ov
OX 4

(U,V)—*f(“gfl-v+u ) dx

(]

($.4) — v.p.x, 1{ #(c0) Wo) ny(0) do
' |

respectivement dans H»°(Q1) et dans T(T,,N). D

III - CONCLUSION

LLe résultat que nous avons obtenu a le mérite d’étre optimal dans la

mesure on nous avons, outre le résultat de continuité. un résultat de cur

o , e ik ‘W Epf WE = T Wir W TP

En outre ce résultat semble assez original et inattendu et a conduit 2 I’intro-
duction de notions -fonctions (C,x;) paires ou impaires, valeur principale selon X,
d’une intégrale curviligne- qui, bien que simples semblent, a4 notre connaissance,

norvelles. Deux axes de poursuite de ce travail apparaissent assez naturels :
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- Obtenir des résultats, tout en restant en dimension 2, sur les espaces -

d’ordre supérieur

L Bkv apv
H’() = {v/ ” = Lz(ﬂ) vV k<«r, = Lz(ﬂ), V k < s}
0X4 0X,

- Généraliser les résultats obtenus dans cet article en dimension strictement

supérieure a 2. Par exemple, en dimension 3, a4 l’espace

av av
dx; ° OX,

HLLYQ) = (v € L¥ Q) : ( ) € L))
qui est 1’espace quit apparait natgrellem‘ent lorsque 1’on considére par exemple
I’approximation parabolique de 1’équation des ondes dans IR®.

C’est cette derniere généralisation qui semble étre le prolongement le
plus direct du présent travail. Notre impression est que la majeure partie des
notions et des idées nécessaires a cette généralisation sont déja contenues dans le
cas bidimensionnel (il faudra étendre les notions de points extrémaux, fonctions
(T',x,) paires, ....etc....). Toutefois le résultat auquel on doit aboutir n’est pas
nécessairement évident. Pour s’en convaincre 1l suffit de noter que pour pres_ci‘ﬁe
toute courbe "horizontale" (C) (intersection de la frontiére (I'’) avec un plan

x,=cste), la trace d’une fonction de H!.°(Q1) aura la régularité H*(C)

e



[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[€]

(7]

[8]

=
\0
b d

[10]

r—~—
-
e
!

BIBLIOGRAPHIE ‘

ADAMS : "Sobolev spaces” Academic press, New York (1975).

A. BAMBERGER., B. ENGQUIST. y L. HALPERN., P. JOLY : "Parabolic
wave equation approximation in heterogeneous media” Rapport INRIA n°557(1986), to
appear i1n SIAM J. on Applied Math.

A. BAMBERGER., B. ENGQUIST., L. HALPERN., P. JOLY : "Higher

order wave equation approximation in heterogeneous media” Rapport INRIA n°558
(1986), to appear in SIAM J. on Applied Math.

O. BESOV., V. IL'JIN., S. NIKOL'SKI : "Integral representations of

Junctions and imbedding theorems” Vol. 1 Scripta Series in Mathematics, Winston and
Sons, Washington (1978).

P. JOLY : "Etude mathématique de l'approximation parabolique de l'équation des
ondes en milieu stratifié” Rapport INRIA n°229 (1984).

P. JOLY : "Analyse numerique et mathématique de problemes liés & la propagation

d'ondes acoustiques, élastiques et électromagnétiques” Thése d’Etat-Universjté Paris
Dauphine (1987).

P. JOLY : "Régularité et non regularité des solutions des approximations paraxicles
de l'équation des ondes en milieu hétérogene”, Rapport INRIA 2a paraitre.

{}

Jv.L. LIONS., E. MAGENES : "Problemes aux limites non hontogéncs et
applications” Vol. I et I - DUNOD (1968).

nese i paraiire - Université Paris VI

R. TEMAM : "Sur la convergence de la méthode des pas fractionnaires” These d’Etat.
Université de Paris (1971).

Imprimé en France
) ' herch pMI formatique et en Automatique
I’ Institut National de Recherche en In q



r'\



