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Résumé

Dans un monoide quelconque M, I'ensemble Rec(M) des parties reconnaissables de M
est ferm¢ par union, intersection et complémentation mais pas par produit et opération
étoile.
Pour tout entier non négatif k , Rec(NK) est fermé par produit.
Nous donnons une condition de décision C telle que, Pour tout partie reconnaissable L
de Nk,

sik=2 L*e Rec(Nk) & Cest vraie

sik23 L*e Rec(NK) = Cest vraie.

Star prod of Recognizable s f Nk

Abstract _
For an arbitrary monoid M, the set Rec(M) of recognizable subsets of M is closed
under union, intersection and complementation but not under product and star
operation .
For any non negative integer k , Rec(NK) is closed by product.
We give a decidable condition C such that , for any recognizable set L. of Nk,
ifk=2  L*e Rec(NK) < Cis true
ifk23 L*e Rec(NK) = Cis true.
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Introduction
Dans le cadre de 1'étude de 1'ensemble des états accessibles d'un systéme d'addition de
vecteurs, nous nous intéressons aux parties rationnelles de NX, et en particulier 2 la
reconnaissabilité de l'étoile des parties reconnaissables de Nk,
Le monoide NK a été souvent étudié, notamment par S.Eilenberg et M.P.Schutzenberger
[ ES ] ot il est prouvé que tout rationnel ambigu de Nk peut étre écrit sous forme
inambigué. Ph.Gohon [ G] décide de la reconnaissabilité d'un rationnel de Nk, Il
fournit un algorithme utilisant les séries rationnelles et basé sur la transformation de
[ ES], qui peut étre rendue effective.
Nous nous restreignons au calcul de 1'étoile d'un reconnaissable de NK et donnons une
condition nécessaire de reconnaissabilité. Celle-ci s'avere suffisante pour k < 2.

Soit N le monoide ({1}*, ., 0) dont la loi binaire représentant la concaténation ou par
abus I'addition entiére,est commutative.

Soit , pour tout entier k positif , NK le monoide (({1}*)k, ., 0) , monoide produit de k
fois N,d'élément neutre le k-uplet O tel que :

Vie [k],0@G)=0.

Soit le vecteur unité ¢; pour tout i € [k] , tel que :

Vj e [k]-{i} : €;(G)=0 et &;(i)=1.

Ces vecteurs unités sont aussi appelés lettres .

Notati slimipai

La concaténation sur NK se fait composante A composante; elle est indifféremment

notée . ou IE[] , suivant qu'elle est binaire ou n-aire .
1€|n

Par analogie , le produit de langages de Nk est noté . ou | EI_[I "
1 n

Le produit cartésien de langages du monoide N sera noté | >[<]
1ei{n



Rappels
Théoreme de Mezei ([ B])

Soient M; et M, deux monoides et M=M; X M,.

B eRec(M)siet seulement si B est une union finie d'ensembles de la forme A; X A,,
avec A; € Rec(M)) et A€ Rec(M,) .

[}

Proposition ([ B])

‘Soit M un monoide , alors Rec(M) est clos par union,intersection et complémentation
finies :
VL,,L, e Rec(M),
L, UL, e RecM); L; "L, € Rec(M); M-L,; € Rec(M) .
Proposition ([ B])
Soient X et Y deux alphabets :
Rec(X* X Y*) gRat(X* X Y*).

Proposition
VAe NK Ae Rec(NK) si et seulement si A est une union finie d'ensembles de la

forme A; X Ay X .. X Ay avec A; € Rec(N) pour ISi<k.
(par récurrence sur k en appliquant le théoréme de Mezei.)

Proposition
VA,B € Rec(NK) , A.Be Rec(NK)

(d'aprés la proposition ci-dessus et par distributivité du produit par rapport a 1'union.)

Conséquence
Rec(NK) est fermé par union, produit, intersection et complémentation mais pas par

étoile.

E . I . " l I . . l l l r lk
Propositionl

Rec(N")={j§:[Jn] ( eiPij. (e%ij)*/nkeN, YiVj, pj,qjeN}.

I
i€ [k



Preuve

sens (2):

it L= . ou L. .= . Pij. (e:di )*.
SoitL jek[)n] L; ,on Ljest de 1a forme L iel-[lk] e Pij. (edij)
Rec(NK) étant clos par union finie, il suffit de montrer que chaque L; appartient 3
Rec(NK) .

Ona ,Vje[n]: L;= '>§k] L; (i) avec,Vie [k],L; (i) = 1pij. ( 19ij )* € Rat(N)

d'ou L; (i)e Rec(N).
D'apres le théoréme de Mezei, comme Nk = X N,onabienL;e Rec(NK) .

sens (<) :

D'apres le théoréme de Mezei, VL € Rec(NK) il existe n € N tel que :
=jé'[{l] ie>fk] Li:j , Ou Li,j € RCC(N) .

Tout langage rationnel sur une lettre étant un semi-linéaire([ B]) L; j peut s'écrire

Li;= U ( 1Pijh . ( 19i5h )*) od E; ; est un ensemble fini et p;jh »Qjjn € N.

Ei;j
Cette décomposmon est effective. ([P ])

DoncL= ) X U (1Pijh . ( 19i3h )*) .
jen] ie[k] heE;;

A un renommage prés des exposants p;;p €t Qi jh , on obtient

L= U >< (1% ( 1Bij)*) , ot E est un ensemble fini.
jeE e[k

ij

D = O (e:Big)* i .
onc L Jé{a iels-[[k] (e; % . ( e;Pij)*), ce qui achéve la preuve

Etoile d'un_reconnaissable de N

Notations _
Soit L un reconnaissable de NK -

Posons L= Ek)n L; et,pourtoutje[n], Lj= I1 e; Pij. (e;dij)*

1 ie [K]
oubien L; = (. H e; Pij). ( H (e;dij )*)
15%iek 1 " Vie (k) o ’

Posons également Pj={ie[k]/p;j#0} et Q; = {ie[k]/ qij#0}.

AlorsL*=_IT L. * _II O UL
~ jém I

Je [n] (0 v (( H i Pl ). f:I-(IQj .(eiQiJ * )) )



La dernire égalité découle de (AB*)*+ = A+ B* , dans un monoide commutatif .
En développant L* on obtient : .
L*=0uULtuLytu.LitUL it Lyt u. UL *Litu. UL+ Lyt L+,
avec,V j € [n], Lj* = gj (e; Pii)*. El—g j (e;%i5 )*

On utilisera une notation supplémentaire :

pour tout sous-ensemble fini I de [n] > soit L ;= _HI L+,
; je

si bien que L*= Ik.[J ]L 1»avec laconventionL =0
] cln - .

On aalors L | =c; . M;.S; ,

ol cr =, I—[[k]ei( JE'I Pij) , ce qui représente la partie constante de L  ;
1€

=j e 1/ BiI> z(iel'll) e; Pij )* , qui représente les étoiles multiples de L | ,
J i

i.e. portant sur au moins deux lettres distinctes ,
Si= G0 e

étoiles simples de L | i.e. portant sur une seule lettre.

Cc et Sy sont reconnaissables .

Pour L Nk | soit E(L)={ie [k] /LNNk € NK = & } , qui représente les indices

des lettres composant les mots de L .

M

(e; Pij)*, qui représente les

Proposition 2

Soit L= jéﬁ:] Lj et , pour tout je [n], Lj =ieqk] e; Pij. (edij )* .

Pour tout I < [k],
L; = I'T L;*e Rec(NK) si et seulement si EM;) cE(Sp .

iel
Preuve

sens &
Supposons E(M; ) < E(Sy)

Renommons les exposants des lettres de Sy de fagon 2 distinguer d'une part ceux de My,
d'autre part ceux de Sy :

Pour tout i e E(Sy) , soit s; =l {j el/P;= {i}yn+ig eI/ier i

Soient 1j 1, T 2,...Tj5; les différents exposants de e; dans Sy , oiir; ; estle plus petit

d'entre eux.

_ . Tij)* .
Alors Sy iellg%sl)(jer[[si] (ejTi)* )

Posons a = ppem( {r; ; /i€ EMp }) .



Construisons le sous-ensemble fini F; de M ol chaque facteur a été itéré au maximum
a fois .

B | i Pig )% P, I1>2 , 0<aiy<
d { je I%jIIZZ(ig’jel ld) / VheLIP, oh a}

Nous allons montrer que L ;=c{ .M; .S est égal a ¢ .Fy.Sy , produit de 3
reconnaissables . Ceci achévera la preuve.

1. FI -SI c MI 'SI : évident.

2. Soitw e MI ‘SI :

I .. \Bj By
= . Pi, . 1,
O ¢ rrippalic B & ") AN jEI[ISi] (e;tii) )

Soit B'j= (Bjmod o), fj<a
ainsi Bj=p'j.00 + (Bjmod &) ,

81=8;; +( (Pip- Bpdiva)a))/r;

‘heI/IIPh|E’2 etiePh
® peut donc s'écrire :

LY 8" .
= IT e pij Pi . II II @)™
®=ie I/IleHZZ(ie P i W) ks ey @) )

dou we FI 'SI .

sens =
Supposons que E(M;j) & E(Sy) et, sans perte de généralité€ , que e;€ E(M;) \E(Sp) .
Choisissons ,parmi les facteurs de M contenant e,Z pour un entier z non nul,un facteur
contenant un minimum de lettres e; distinctes apparaissant a une puissance non nulle .
A un renommage prés des lettres,ce facteur est (e, e,%2...e,% )*, pour un entier r 22,
avecVie [r]»oy#0.
L | estreconnaissable ssi My .Sjest reconnaissable , montrons que celui-ci ne l'est pas.
Soient Ay = {a,,....a;) et ¢ I'homomorphisme de A* dans N¥ défini par :

¢ : A* > Nk

a; — ¢

Supposons que M .S; soit reconnaissable. Alors @ -1( Mj.Sp)eRec( Ay¥),
donc @ "I( Mj.Sy)eRat( Ap*) et (¢ -1( M;.S1) Na *..a* )eRat( Ap*).
Or (p-1(M[.Sp)Nay*..a*)=0 1(M[.S; Ne*..e*) Naj*..a*

et M{.S; Ne*.e*= (e, e,22.e0r ) [I IT e Bij)*
1-51 Ner*..e* = (e, e o) jEm(ie[r] i Pij)

O iy
. e; “ij)*,
i=2 je [ni] ! )



Ve ltl:Jii'e 1], i#i'tq B;;#0 et Bp;#0

.VjE [t]:(B1J¢O)=>(Vi,25iSr,BiJ¢0)
Cette condition est due au choix du facteur de M.

Vi2<isr\Vije [ni],SiJ-atO.

Soit K= max({o;/c;} U {Bl,j /[32,j ,Je [t] et Bl,j #0)),

alors pour tout mot w de My.Sp Nej*..e*, onalwly, <K. Iwl, .

Ce méme rapport existe entre le nombre de letires a, et le nombre de lettres a, des mots
de (¢ "1( M;.S;) N ag*...a* ) qui n'est donc pas rationnel .

Par conséquent My .Sy n'est pas reconnaissable .

Proposition 3
Soit L= U Lj .

je(n]

L ;= Il Li*& Rec(NK) = L* ¢ Rec(Nk)
i€ [n]

Preuve
L () =c[n) Mn) Spn)
D'apres la proposition 2, si L ;) n'est pas reconnaissable alors EMpn) £ESpy -
Supposons e; € E(M[y; INE(S[p) .
Choisissons,parmi les facteurs de M) contenant e;2 pour un entier z non nul,un facteur
contenant un minimum de lettres e; distinctes apparaissant 2 une puissance non nulle .
A un renommage prés des lettres,ce facteur est (e;*! €,%2...e,%r )*, pour un entier r 22,
avecVie [r]o;#0.
Reprenons I'homomorphisme ¢ défini précédemment .
Soit A = (@ I(L*) N (¢ 1(cm) ) - a*...a* ) , alors si L* est reconnaissable , A est
rationnel .
Soit w un mot quelconque non vide de A .
SoitIc [n]telquewe @-1(L).

L | peut s'écrire sous la forme :
I

Li=e I8 I eiPiaye. ;AL (W ei®ioe. ;L Gl et s,
Dans cette écriture,on a factorisé Mj en trois parties :
- les termes faisant apparaitre €, a une puissance non nulle ,et uniquement des e; tq
ier],
- les termes ne faisant pas apparaitre €; mais uniquementdese;tq 2<i<r,
- les termes faisant apparaitre au moins une;, i ¢ [r] ,2 une puissance non nulle .



On a par ce choix:
Vielt :Bljan et
Vjelv],3die [kNr],piJ¢O .

En vertu de I'hypothése du choix du facteur (e,%1 e,%2...e,%r )* de My, et sachant que
tous les facteurs de la forme (e;,%il ej,%2...e; *s)*, s 2 2, de M apparaissent
obligatoirement sous la méme forme dans M, , on peut déduire que L | ne contient
pas de facteur du type (e,P1 ,P2...ePr) ot B;0 et ol 'un des B;, 2 <i <r, serait nul.
Dou .Vje[t] ,Vie [r],BiJ;tO.
Soit f un mot de L | tel que ¢(f)=w ,
r
o enm G «Hﬂ e Pii). j er[Iul (LT ¢ 3i) %, j Rv] G «Hk] ej i)™ b,
avec he Sy.

weA donc we @-1l(cp).a*..a*
Pour tout indice j 2 r+1 , lwly, = lcppye;

donc Iepgyle; = legle; + 1ez[v]”j’1‘mj" + thlg; .

On constate donc que tous les nombres m ; sont bornés par une constante Cte qui ne
dépend que du mot Cy; -
Par conséquent , on a l'inégalité suivante :

IWla1 - ch'el -Cte.lefiv]ul,l < (max({Bl,J /B2J ,J € p . IWIa2) - |CI|62 .

On peut aisément en déduire que le nombre de lettres a; de tout mot de A peut €tre
arbitrairement grand mais est linéairement borné par le nombre de lettres a, de ce méme
mot .

Donc A n'est pas rationnel .

Proposition 4

Soit Le Rec(N2) , L= ,éﬁu L; et , pourtout je[n] ,
j

LJ = el pltj. 02p2.j. (elql-j )*- (ezqzv.' )* ’

L* est reconnaissable ssi L ) = I-[[] L;* est reconnaissable .
je [n

Preuve
sens =

Sij EI_[In] Lj'*’ n'est pas reconnaissable, L* ne I'est pas non plus d'apres la proposition 3



sens &
L*=0 uL1+uL2+u Lyt ULt Lytul vl Lol ULt Lyt Lyt
Si tous les termes de cette union sont reconnaissables,alors il est clair que L* est
reconnaissable .

On va supposer maintenant qu'au moins un des termes de cette union n'est pas
reconnaissable .

Ceci nous assure que L* n'est pas €crit sur une seule lettre (e, ou e;) et donc que

) 1—[[] Lj‘*' contient au moins un terme de la forme (e,%)* , z > 0, et au moins un terme
je[n

de la forme (e,2)*,z' >0.

On va distinguer par la suite un terme de chacune de ces deux formes :

soit x (resp. y) l'un des q; j (resp. qz j) non nuls, ou l'un des p; j non nuls tels
que pyj soit nul . (resp. pyj €tpyj),
c'est-a-dire, si X={q;;/q;;=0, je [n] } U {p,;/p1#0 et p,;=0, je [n]},alors x est
un élément quelconque de X

etsi Y={qy;/q;#0, je [n] } U {pyj/ p2j#0 et p1;=0, je [n]},alors y est

un élément quelconque de Y .
On a finalement :

[n] = Hn] LJ+
= 611[511] .eyi€n p ! ). ]GI_[ (e PLj. e,P2,5)*. r[[n] (e915 )*
¥ el'[In] (0% )* .(e1X)*.(eY)*

La preuve de la condition suffisante découle du lemme suivant :

Lemme
SilL [n] €St reconnaissable alors pour tout sous-ensemble non vide I de [n], si L |

n'est pas reconnaissable alors il est I'union de deux langages L'y et L"; avec L
reconnaissable et L'y ¢ L [ .

Preuve du lemme
A un renommage prés des indices on peut supposer I=[t], 1 <t<n-1.
De plus E(Sp) # (1,2} .
Si L  n'est pas reconnaissable alors il contient au moins un terme ( e, 5. €, )*, s.r#0.
Supposons sans perte de généralité que ce langage ne contienne pas de terme (e,% )*,
avecz>0.
Onadoncq2J=O,Vje [t] .



ﬁ Pij » r2=_§ P2j -

Posons py=, X iD=, & j 1=
P1 e Pi1j ; P2=. P2j ;N1 i=t+1 =+

T Jelt

= P1. e, 02). P1,j. e,P2,j)*. q1,j )* : v
L[t] (el €y )th] (61 1,j 622-]) jEI—{t](el Lj)

= pi+rn e p2tz). I PLj. e,P2,j)*. q1,j )*
L = (epenegpeinz). I1epni eppaiye IL ey
n

I (%20 )* . (e0%.(ep¥)* .

J=t+1

Pour chaque j € [t] tel que p; j#0 et py;#0, soit w; le plus petit entier tel que
P2j-T1 + X.Wj.p2,j2Py,j-T2 -
Soit alors 6 un mot quelconque de L [
= (ePre,p2). I1 P1j. e,p2i)m. IT (e 91i)mi.
6= (ePlLe, )je[t] (ePLj. e J)Jje[t](el j )mj

Sl existe se[t] tel que py ¢# 0, pp# 0 et ng2y.r; + X.wg.y , alors 6 peut se réécrire
sous la forme suivante :
0 = (e, P11, e, P2¥12), (P11 e,P21)01 (e.P1.2. ,P22)02, ..,
. (eP1s-1, exP2s-1)0s-1  (€,P1s. €,P2,5 )s-YI1-X.Ws.Y | (1€,Pls+1, €pP2,5+1 )s+l |,
(e PLt e,P2,t)t | (e P11, e, P2t1)(PLSY)-1 | . (e,P1k. e,P2k)(PLs.Y)-1
(e Ar)m | (e, qne)me (e, qu1)0 . . (€,91n)0 . (e,921)0 . ... .(ey92n)0
- (€ X)PLs.Ws.y | ( e2y)(pz,s.r1)-(p1,s.r2)+x.wS.p2.s ,
d'ot 6e L [n] -
Soient alors

L'[t]= ( elplt e, P2 ). {( Clpl.j . 62p2.j mj/ nj <yrq + X.W.y } .

j € [tl/p1,#0 et p2.j20

. I'l q1,j)* . P1,j 0y* 0 P2, )*
je (o) je [&ngo (ePLi. ey je [tgr[n.j:o(el - €P25 )
tL" = U P1, e,P2) . P1]. e,P21)*
“Ew j € [t)/p1j#0 et p2.j#0 [( e1Pt €2) le 1[:]I/1¢j (e,PLl. egP2l)

fCesPrj. eP2iMi/n; 2 yry +x.w.y }. I1 (e,m,l)*] .
a e J 4 J lE [t] 4

L'[t] est reconnaissable puisque c'est un produit de langages reconnaissables et de
langages finis , L") est inclus dans L ) et L g = L'y UL" [y, d'olt le lemme .

Tout terme de I'union L* , non reconnaissable , est donc I'union de deux langages,l'un
reconnaissable et 1'autre inclus dans L (n] Qui est supposé reconnaissable .

L* est donc une union de langages reconnaissables .

Q

10



Remarque
Lorsque k 2 3, la condition L [n) € Rec(NK) n'est pas suffisante pour que L* soit

reconnaissable.

On peut le vérifier sur le contre-exemple suivant :

L; =eje5.61*,L, =€ 65.60%e3* et L=L;UL,

L* =0 U eje3 (eje)*e* U ereyere)*er*es* U e 2eses(eres)*(eren) e Yer*es*,

-

L {, 5 est reconnaissable .
Soit K = a; *a3* et ¢ 'homomorphisme défini plus haut,
alors ¢ 1(L*¥) "NK =¢+ { a,#n+m g, 140 /nm >0 } , langage non rationnel de Ag* .

Finalement L* n'est pas reconnaissable.
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