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SUR LA CONVERGENCE DES METHODES D'ELEMENTS FINIS NONCONFORMES
POUR DES PROBLEMES LINEAIRES DE COQUES MINCES

P. TROUVE
INRIA, Domaine de Voluceau, B.P. 105, 78153 Le Chesnay Cedex, France

Résumé :

Dans ce rapport, nous étudions la convergence des méthodes d’'éléments finis
nonconformes pour 1'approximation des pfoblémes de coques minces générales.
Nous établissons des conditions suffisantes de convergence pour une large
classe d'éléments finis, puis nous donnons des estimations de 1l'erreur sur les

déplacements et les contraintes.

ON THE CONVERGENCE OF NONCONFORMING FINITE ELEMENT METHOD
FOR LINEAR THIN SHELL PROBLEMS

Abstract :

In this report, we study the convergence of nonconforming finite element
method for the approximation of general thin shell problems. We give sufficient
conditions of convergence for a large class of finite elements, then we

estimate the error on the displacements and on the stresses.
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INTRODUCTION

L'intérét, que suscite 1’analyse des problémes de coques, pour les méthodes

d'éléments finis nonconformes tient en deux points :

- leur grandes simplicité de mise en oeuvre (est-il nécessaire de rappeler
que 1la continuité‘%%l(ﬁ) n'est réalisée que pour des polynbémes de degré cinq au

moins, sans quoi il faut utiliser des éléments composites) ;

- leur bonne précision, méme dans le cas de maillages grossiers (alors que

les éléments finis conformes présentent souvent un excés de rigidité).

Toutefois, cet engouement est limité parce qu’il est difficile de prédire leur
convergence. A cet effet, le fameux Patch Test d'IRONS (ecf. [19}, {[20],
STRANG-FIX [41]) semblait pouvoir donner des indications sur le comportement
numérique de tels éléments pour le probléme d’une plaque en flexion ; mais,
dans le cas présent (celui d'un probléme du quatriéme ordre & coefficients
variables), il est' douteux que l'on dispose la d'une condition nécessaire et
suffisante de convergence (cf. STRANG [40]). Enfin, relevons les critiques
formulées sur la nécessité d'un tel critére (cf. ARANTES E OLIVEIRA [2],
SANDER-BECKER [34] qui exhibent un élément "convergent" mais ne passant pas le
Patch Test, SHI [36][37] qui donne des exemples d'éléments ne satisfaisant pas
le Patch Test, mais qui convergent pour certaines triangulations), et sur sa
suffisance (cf. STUMMEL [43], SHI [35]). Des éléments de réponse, plus
convaincants, a la question de la convergence de ces méthodes sont donnés par
NITSCHE [31], STUMMEL [42], mais restent difficiles a appliquer. Dans cette
optique, nous proposons un critére pratique, le contréle de quadrature sur le
schéma nodal, qui explicite des conditions suffisantes de convergence pour une

large classe d'éléments finis nonconformes.

L'étude mathématique de ces méthodes peut é&tre menée : soit en
particularisant 1'élément (cf. [11], [21], [22], [24], [25], {26], [30], [32],
[36), [371, [38], [39], [47]), le plus souvent dans le cadre des problémes de
plaques, soit en tentant de mettre sur pied une approche systématique (cf.
BERNADOU [7], CIARLET [10]), CROUZEIX-RAVIART ([12], STUMMEL [42]([43]) ; c'est
cette seconde voie qui est retenue ici. Ajoutons qu’'il est possible de
considérer les méthodes d'éléments finis nonconformes par le biais des méthodes
de pénalisation (cf. BABUSKA-ZLAMAL [4], BAKER [5]), ou encore comme une
variante des méthodes hybrides primales (cf. THOMAS [46]), soit encore comme
modes "duaux" de certaines méthodes mixtes (cf. ARNOLD-BREZZI [3]). Dans cette
étude, nous donnons des estimations d’erreurs pour les problémes linéaires de

coques minces générales que nous illustrons 4 1l’aide de nombreux exemples.
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1.1. Le probléme continu et sa formulation variationnelle

Nous reprenons dans ce paragraphe une bréve description du modéle linéaire
de coques minces de W.T. KOITER [23]. Soit € un ouvert borné du plan %2 de
frontiére lipschitzienne I'. La surface moyenne gde la coque peut étre définie
comme 1'image de {I par une application ¢ : @I C (62 - %3 - l’espace Euclidien

usuel dont (0,31,32,23) sera un systéme orthogonal de référencev -, i.e.
- @@, e- ') en
Nous supposons que 1’application 3 vérifie les hypothéses suivantes :
W e @ an?; (1.1.1)

(ii) tout les points de la surface gsont réguliers, i.e. les

. az . (1.1.2)
deux vecteurs a, = P 3 o sont linéairement indépendants.

La premiére forme fondamentale (aaﬂ) de 1la surface g est donnée par
aﬂ = ;a ;ﬂ et on note : det(a ﬂ) = a, En tout point £ € 1 , on associe a la
base covariante (a (§)) du plan tangent a 8’ au point 3(&) la base

- 3

contravariante (a (§)) , & 1l'aide des relations ;a.a ) (symbole de
B Ty T

Kronecker). Enfin, on introduit le vecteur unitaire ;3 = a , normal & la
surface moyenne, orienté de telle fagon que la triédre (:—:11 a2 3) soit direct.

La deuxiéme forme fondamentale (baﬁ) de 1la surface est donnée par
b =b, = -2 .a 3 a ; on déduit la troisiéme forme fondamentale
af Ba 3.8, ,/3

(caﬂ) :caﬂncﬂa-b ﬁ,oub -aA"b

Pour clarifier 1’étude, __nous considérons le probléme aux llmltes décrivant
1'équilibre de la coque % = (M € %3 , 0-;{ - 3(5) + 5 a (5) , £ el ,
O<e1(£)s€35e2(f)} , soumise & 1l‘action de forces surfaciques p , encastrée sur
le bord a&” 3(1‘ ) , ou 1‘o est une partie mesurable de I' telle que mes I‘ >0 ,
et chargée sur ac§/ - 3(1“ ) , ou I‘l = - I‘o . En utilisant la carte z , on
exprime ce probléme directement sur le domaine {1 : les inconnues sont alors les
composantes covariantes du déplacement u de la surface moyenne g i.e. les
trois fonctions u, E el » ui(€) €R , i = 1,2,3 . Sous leur forme locale,

les équations d’équilibre sont (cf. KOITER [23, p. 175])

o ﬂ(u)+b 5 ﬂ(u))lﬂ+b a ﬂ(u)|ﬂ+p -0 , a=1,2
dans Q , (1.1.3)
2P Qy+p® = 0

- 5P (a)la 5% ﬂﬁ"‘ﬂ @)+, 5
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oﬁ'ﬁaﬂ(a) et ﬁaﬂ(ﬁ) représentent respectivement les tenseurs symétriques des.
résultantes tangentielles de contraintes et des moments tangentiels ; et ou la
notation ‘la désigne 1'opérateur de dérivation covariante (par rapport a la

o L. _— .
surface &’) selon £ . Les conditions aux limites sont données par :

U=0 et du, =0 sur 3§ (1.1.4)
v 3 o .

- -\
ou ay représente l’opérateur de dérivation selon la normale v = v,a a a&f;

située dans le plan tangent A cg; et par :

(ﬁ“ﬁ(’x})+2b‘;ﬁ"ﬂ(3))u " N + b‘;:MA , ‘
- 5P @)y - 8, @ - o m, sur 857, (1.1.5)

Eap(-\;)vauﬂ --u

. EDY - -
ou a represente 1’ opérateur de dérivation selon la tangente 7= rAa = a3 X

a ag/l et ou N = N a, désigne 1'effort linéique, et M- M7+ MD - eaﬂMﬂ;a

le moment linéique, appliqué & 887 (e) =e,p=0 , -/a , --/_) Enfin, les
1 (f117¢92 €12 s S

(u) = eE*M

lois de comportement pour un matériau élastique 1/\“(3) et

_a,B 3 aﬂA af

(u) = ”'— (u) , ou e est 1l'épaisseur de la coque et E K le tenseur
des modules élastiques permettent de relier les tenseurs de contraintes (n ﬁ)
et (l‘l_laﬂ) au tenseur de déformation (7049) et au tenseur de changement de

courbure (Eaﬂ) de la surface moyenne, dont les composantes covariantes sont :

-+ 1
vaﬁ(u) =3 (ualﬂ+uﬂ|a) - baﬂu3 , (1.1.6)
7 (0) = uy . - ¢ .u, +buy, + buy + b.u (1.1.7)
paﬂ 3Iaﬂ af 3 a A'ﬂ B Ala a{ﬂ AT : T

Dans la suite, nous supposerons le matériau homogéne et isotrope de sorte que

1’'hypothése des contraintes planes conduit & 1'expression :

a a + a’a

EaﬂAp - 2(1-“/) [ a) Bu apy BA 'i—.,_/ aaﬂa)\p] ,

ou E, v désignent respectivement le module de Young et le coefficient de

Poisson du matériau.

La formulation variationnelle du probléme aux limites (1.1.3) (1.1.4)

(1.1.5) exprime le fait que la solution U rend minimale, sur l’espace des
-+ -

déplacements admissibles V , 1l’énergie de la coque, J : v e V =+ J(;;) =

12 a(v,v) - £(3) , soit :
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: 2 3 2 2.
Probléme 1.1.1 : pour B € (L2(0))3 , N e (L (rl)) , M e (L (Pl)) , trouver

-+ s
ue vV , tel que

a(u,v) = £(¥) , W eV,

ou
V-3 e @ml@)? x @) ; ;lr -3, Oy =) . (1.1.8)
o] (o]
a9 = [g o5 (v g@vE®) + mZ@AG) +
1-v (1.1.9)

2 a PP + vt @FE O ) Ja aelag?
+ 12 [( 'V)pﬂ u pa pa pﬂ ’

FQ) = IQ 3.V Ja delae? + frllﬁ?r + M) 1dy , (1.1.10)

a —Q

nd A
avec les notations : 7ﬁ(3) - a“”yuﬁ(3> , pﬁ(v) - aayp

-> t N - = d‘ .
uﬂ(v) , et ol w(v) désigne

=Y
le vecteur rotation associé au déplacement v , i.e.

-+ - i-> - A, A v 3 - - l Ap ’
w(v) = w (v)ai , W (V) = ¢ [vﬂ” + b”vy] , @ (V) > € VAA . (1.1.11)
. AN - al Bu -
ou € eaﬂa a eAp/a.
On a alors le résultat suivant :
Théoreéme 1.1.1 : (BERNADOU-CIARLET [8], Théoréme 6.4.1)
Le probléme 1.1.1 admet une solution unique.
' O

La preuve de ce théoréme repose sur la if’-ellipticité uniforme de la forme

bilinéaire a(.,.), i.e., il existe une constante a>0 telle que :

a||3||% <a(v,v) , W eV, : (1.1.12)
ol H."v désigne  la  norme  induite par le  produit  scalaire
(-4» ->) 22 ( i 1 v
u,v =1 u2’v2)1,0 + (113,\73)2,0 dont on a mun espace V.

Elements de géométrie différentielle

Le transport des équations d’équilibres définies sur <£Z a O s'effectue a

l’aide d'un simple changement de variables connaissant 3 ; 11 en va de méme
pour 1'expression de 1l'énergie de déformation : % a(;,z) . Par contre, le

transport des conditions aux limites (1.1.4) et (1.1.5), respectivement

définies sur 3&2; et 8 21 > a Fo et Pl nécessite quelques développements.
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Soit maintenant % une courbe tracée sur la surface &/, et définie par les
équations paramétriques : §a - fa(s) , @ = 1,2 , ot le paramétre s est pris
dans un ouvert de IR, i.e. la courbe % de %3 est 1’'image par 3 d'une courbe T
du plan %2 (s est 1l'abscisse curviligne de I'). Alors 1’élément linéaire dy de

la courbe % est donné par :

dy = Ja_ %P as |

aaﬂ

a
ol l'’on a posé : t* = %s— , a = 1,2 (et o ds est 1’'élément linéaire de r).

Lorsque o@ est un intégrande défini sur % , on peut donc écrire :

f% & oy = [ &) «/amgt“t:'3 ds . (1.1.13)
De méme si l’on désigne par ?(E) le vecteur unitaire tangent a % en 3(5) , ou
¢ est le point de I' d'abscisse curviligne s, et par z(s) le vecteur unitaire

tangent 2 T & la méme abscisse s (lorsque I' est suffisamment régulieére), nous

aurons
- by - tA -
7(§) = 7 (£)a, (§) = 77— ‘aA(E) ) (1.1.14)
a t%t
af
e A, 7 > 2 . 2
oll nous avons posé : t(s) =t (s)ix , avec (11,12) une base orthonormée de % .

On peut alors définir un vecteur unitaire normal a (6 en 3(5) par

;(5) = :(E) X ;3(5) , et également le vecteur unitaire normal narlens par :
- -+ -+ - -3 . - - Ap_ =
n(s).t(s) = 0 , n(s) X t(s) = 1” ; on obtient alors : v = v a, = e'ra et
> A ’\”t 3 #
n=mni, e R

Dés lors, on vérifie que les conditions (1.1.4) sont bien équivalentes a :

-

W=0 et du, =0surT ,
n o

3

-
ou an désigne 1'opérateur de dérivation selon la normale n a I‘o ; en effet,

nous avons

Ap

ayu3 = ﬁ%.(uf\;k) = ¢ rpv3 \ = e;_# tp u3 - ]._1— —1 anu3 ,
’ a Jaaﬂtatﬂ ' a Jaaﬂtatﬂ

tatﬂ (pour cela il suffit

soit encore, en remarquant que l/Jaqﬂtatﬁ -

aaﬂ
’ . A ->u
d'écrire que : (r aA).(rpa ) = 1)

(1.1.15:)
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De fagon similaire, nous transformons les expressions (1.1.5) pour obtenir

les conditions aux limites sur I‘l ; en particulier, on a :

Vv = € 'rﬂ-= —a_ n -=~/2Jaa"tt n ,
A a Ay a

akpt t

t
"= ;7::%::: - jaxptxtp t (1.1.16)

Ap

a‘’“t,t

Ap
M= DH ('ra_a' ) o M = 1 atM JaA”tAt# atM ,
== . = S ———————— ’a

T * Ja)\ptxt“ Ja t'\t“

Ap

(et nous modifions en conségqence les seconds membres).

2 METHODES D’'ELEMENTS FINIS NONCONFORMES

Nous considérons ici les approximations du probléme 1.1.1 associées & des
espaces d’éléments finis —ih nonconformes au sens ou -ih est un sous-espace (de
dimension finie) de (L2((2))3 mais n'est pas en général un sous-espace de
Hl(ﬂ) X Hl(n) X H2(Q) — toutefois, il est loisible de considérer les méthodes
conformes (voir BERNADOU [7], CIARLET [10]) comme étant une variante de ces
méthodes. De maniére plus générale les méthodes nonconformes d’'éléments finis
sont caractérisées par {;h Z v (voir NITSCHE [31], STRANG [40]) ; ce n'est donc

qu’a un aspect de la nonconformité que nous nous intéressons ici.
2.1. Le probléme discret

Désormais, le domaine 1 est supposé polygonal afin de pouvoir le recouvrir
exactement a4 1'aide de triangulations — composéees de triangles T pour lesquels
le diamétre du cercle circonscrit est inférieur ou égal a hT . De plus, nous

considérons une famille uniformément réguliére de triangulation 661. , L.e.

(1) il existe une constante o>0 telle que : Vh,VT € ’h hT/pT <o, ou Pr

est le diamétre du cercle inscrit dans le triangle T ;

(ii) la quantité h = max approche zéro, et il existe une constante >0 ,

Te ui Oh

indépendante de h, telle que : Vh,VT 666 , hT/h <r .

I1 est alors possible d’associer tout triangle T € %jh 4 un triangle de

référence T a 1'aide d'une application affine inversible F, définie par :

T

F.:xeT- FT(i) =B

T x+bT=xeT;

T
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ou BT est une matrice inversible et bT un vecteur deiEg , et telle que :
Fr(a,) = a, , 1sis3

les points éi H étant les sommets respectifs des triangles T et T.

Pratiquement, on utilise les céordonnées barycentriques
A= (Al;Az;A3=1-A1-A2) pour X , et les coordonnées curvilignes £ = (61,52) pour
X . Par la suite il sera commode d'utiliser la restriction FS de FT 4 1'un des
cétés S du triangle T , i.e.

FS :yeEesS -~ Fs(y) - Bsy + bT -y€ES

ou BS est une matrice inversible telle que : BSBil = IdS . En particulier,

l'étude de 1’erreur fera intervenir les estimations suivantes

"BTH = 0(hy) , |det(B)| = 2mes(T) = O(h,?,) , "B,i,lﬂ - O(h,_’rl)
' (2.1.1)
ldet(Bs)I = 0(hy)

A chaque triangulation:%gh on associe un produit d'espaces d’'éléments finis
ih = Xh1 X Xhl X Xh2 ,4sous-espace de dimension f?nie de (LZ(Q))3 , puis on
définit le sous-espace Vh = Vhl x Vh1 X th de Xh qui prend en compte une
approximation des conditions aux limites (1.1.4) — par exemple en imposant que
les degrés de 1liberté faisant intervenir directement les composantes du
déplacement et la dérivée premiére selon la normale de la composante transverse
sont nuls en tout noeud de Fo. Les fonctions de ih sont définies & 1l'aide de
familles presque-affines d'éléments finis (T,PT,ET) (voir CIARLET [11,
p. 335-336]) au sens ol : pour tous les entiers k,m>0 et tous les nombres

P,q € [1,»] compatibles avec les inclusions :

WPy @5 |
WPy 6 W™ YTy (2.1.2)

»q
P (T) € By C vy

(ou s désigne 1'ordre maximum de dérivation partielle intervenant dans la
définition de 1'ensemble ET des degrés de liberté, et ou Pk(T) désigne 1’'espace
des polyndmes, de deux variables, défini sur le triangle T, de degré inférieur

ou égal a k), il existe une constante C, indépendante de T, telle que
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1 1 k+l- k+1,
-l o g = Clmes(T)) /a-1/p prti-m Mgy pp » WeWTP@D , 2.1.3)

ou HT désigne 1l'opérateur d’interpolation associé & 1'élément fini (T,PT,ET),

Dans la suite, nous prendrons p=q=2.
Remarque 2.1.1 : La notion de famille presque affine d'éléments finis est
introduite pour tenir compte du fait qu’un élément (T,PT,ET) qui posséde, parmi
ses degrés de libertés, une dérivée premiére selon la normale n'a pas d'élément
affine-équivalent (voir CIARLET ([11, p. 83-85]), méme s'il présente des
propriétés d’'interpolation semblables a4 celles des familles affines.

O

Le probléme discret, assoc1é 4 1l'espace de dimension finie Vh' s’'énonce

Probléme 2.1.1 : trouver Gh € Vh , tel que

a, (4. V) = £, W, eV,

ou la forme bilinéaire approchée ah(.,.) est donnée par :

@, %) =73 f (A-15@E7PE) + 2 )1 G +
ahuhh 2 g'%h Yn h

B €0, ‘ (2.1.4)

+ 33 [AnBEOPEG) + v @EFE) 1 /A actas?

et ou : Vh C (1.2(0))3 n n [(Hl(T))2 X HZ(T)]. On va caractériser 1l’'espace
€%,

discret Vh afin que le probléme 2.1.1 soit bien posé.

Dans 1la pratique, il est avantageux de considérer des approximations
conformes des composantes tangentielles du déplacement ; aussi la définition de
1’espace Xh1 est associée & des éléments finis du type Lagrange ou Hermite, qui
satisfont :

Espace xhl : les fonctions Vi de 1’espace xhl sont telles que :

(i) sur chaque triangle T e‘%z , leur restriction v T appartiént

1
a ¥ . .
PT C H(T) , ou : Pm (T) c PT C Pn (T) , avec : my ,ny elN ,
1 1 1 1
1<m15n1 ;
(ii) sur chaque triangle T € 667 , leur restriction vth est

complétement déterminée par leurs valeurs, notamment aux sommets (2.1.5)

du triangle T, et les valeurs de leurs dérivées sur le ;
(iii) 1'inclusion suivante est satisfaite : Xh1 C(%Zo(ﬁ) ;
et la définition naturelle pour 1'espace Vhl est alors :

Y1 T Y € Xy 0 vy = 0)
(o]
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La nonconformité de 1'espace Vh , prise en compte dans cette étude,  se
réduit donc & celle de 1'espace Xh2 - en particulier, nous aurons a priori
Xh2 ¢ %1(37). La définition de 1'espace X , est associée a des familles

d’éléments finis presque-affines :

Espace Xh2 : les fonctions vy de 1'’espace Xh2 sont telles que :

(i) sur chaque triangle T e‘%; , leur restriction VNT appartient
ap C HZ(T) , ol : Pm (T) c P Cc Pn (T) , avec : m,,n, eN ,

T, 2 T, 2
25m25n2 ;
(ii) sur chaque triangle T € %h , leur restriction vth est

complétement déterminée par leurs valeurs et les valeurs de leurs

dérivées sur Z :
T2 °

(iii) pour chaque triangle T € qz;1 , l'ensemble des degrés de

liberté ETZ contient les formes 1linéaires : qu: - v T(ai) ,

1<i<3 , ou les a; désignent les trois sommets du triangle T ; et >(2.1.6)
1 N . .

VMT - anvh(bij) ou mes(Si) fsi anv T ds , ou an désigne

1’opérateur de dérivation selon la normale extérieure au cété Si ,

1<i<3 , du triangle T , et ou bij . 1sj5n2-l , désignent des
‘points de Si , 1=<i<3 ;
la définition de 1'espace th s'obtient en considérant le sous-
espace des fonctions v, de Xh2 pour lesquelles les degrés de libertés

h
sur FO sont nuls, par exemple

th = (vh € Xh2 ; vh(a) =0 , Va noeud dec%;h et a € Fo ;
| anyh(b) =0 , Vb noeud de(%;h et b € Fo s
1
ou mes(5) fs‘anvh ds =0 , VS CcC Fo}

Nous donnons aux paragraphes 3 et 4 des exemples d'éléments finis satisfaisant

a la définition (2.1.6). On établit le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 : Soit l’espace discret §h = Vh1 X Vhl bl Vh2 , ou les espaces
v et V sont respectivement définis par (2.1.5) et (2.1.6). Alors le

hl h2
probléme discret 2.1.1 admet une solution unique Gh € §h .

Preuve : L'espace vh étant de dimension finie, il faut et il suffit que 1la
forme bilinéaire ah(.,.) donnée par (2.1.4) soit définie positive (selon
BERNADOU-CIARLET [8, théoréme 6.1.2], on montre que c'est une forme positive).
Ainsi l'assertion (sur Gh) : ah(Gh,zh) = 0 , implique que, pour tout triangle T

de qgh y on a
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Ee a, = B,= o, B,
I S AMBEI Y vl GvC +
2
e -, B —x, > 1..2
e . d =0
* 17 [WBg(n)P (V) + vp (v)P(v) 1) Ja dévdg ,
et, en vertu du théoreme du mouvement rigide appliqué sur chacun des triangles
T (voir BERNADOU-CIARLET [8, théoréme 5.1.1]), ceci est équivalent a
- -+ ~ N -
VNT = AT + ET X Z , sur chaque triangle T € qg% , ou At’et BT sont deux
vecteurs constants sur T. En particulier le vecteur AT représente la
translation sans déformation du triangle T, et gT correspond & la rotation sans

- ->
déformation de ce triangle ; on a : BT = BTak , avec

3

A AB 1% 1
B = ¢ (vh3,ﬂ+bﬂvhv4T ) BT 2 €

T
Pour que la forme positive ah(.,.) soit également définie, il faut et il suffit
que ah($h,3h) =0 = ;h =0 sur {1 ; on procéde alors selon deux étapes

(i) les constructions (2.1.5) (2.1.6) préservent le mouvement rigide d’un

triangle a 1’autre.

Considérons deux triangles adjacents T1 et T2 de <%§£ , de co6té commun
- - - - . .
S = (al,az) ; nous avons donc : VMTi = ATi + BTi X ¢ , 1i=1,2. En exprimant
la continuité du vecteur ;HT aux sommets a; et a, - conséquence des
définitions (2.1.5) (ii) et (2.1}6) (iii) — nous obtenons
— — - T
A, + AB, X ¢(a,) =0, i=1,2, (2.1.7)
S S i
. L, = - -+ —_ - -
ol 1l'on a posé AA_ = AT - AT , AB_ =B - B , et par différence :
S S T T
1 2 1 2
—
BBg x [$(ay) - $(ap] =0 .
Si ZES % 0 » cette relation exprime que EES est colinéaire au vecteur

3(32) - Z(al). Dans la mesure ou 1l'arc E(S) et la droite ($(a1),$(32))
appartiennent A un méme plan é?; » on notera que (pour h suffimment petit) les

. . —_— - — -+ .
produits scalaires (ABS.T) et (ABS.u) ont un signe constant sur S.

En utilisant les relations (en utilisant (1.1.13) et (1.1.14))

3(32) - ;(al) =

a a
- fai d$ = fs $,a %fs—ds - fs t““a’ads - fs ?Jaaﬂtatﬂ ds = J3o) 7 dv

——

e -5 - —_—
ou 7 est le vecteur tangent a $(S) et t = tAYA = alaz/ala2 , on obtient donc :

fg(s)(ABwa dy =0 . (2.1.8)
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Par ailleurs, 1la caractérisation du mouvement rigide mnous conduit 2

1’expression

o Aﬂ - 3

s = ¢ 103, g1 n3 A, by (Y, T, Vifr, 1%+ 4%

avec AB3 = B3 - B . En notant que, d'aprés (2.1.5) (iii)

. S T1 T2 .
- = . = b t

VhﬂTl VhﬂTz 0, et que : vﬁ3,ﬁ tﬂ atvh3 + nﬂ anyh3 (ol at et an son

respectivement les opérateurs de dérivation selon S et selon la normale a S ,

extérieure au triangle considéré), nous pouvons écrire :

- Aﬂ - 7] 3=
ABg = e p(ac h3r, eV, % ¢ P g, Pn nar, )a, + ABgay
i
soit encore en utilisant les relatipns . P S et rﬂ = Jaentet" tﬁ s
Ja "
€n
2B L a.v v ——‘—”—ii’ 3 v 7 + ABoa
s = e n Py Y T 2 Cnvhyfr, Pahair,)” t A%

a t¢t
€n

Nous en déduisons dans (2.1.8)

/ o -
f [(3t hﬂT h3IT2)a3 - Ja ﬂ AB v] ds = 0 .
. R . 3 .
En projetant cette relation sur une base orthonormale fixe de %5 , puls en
utilisant la relation f (6t hﬂT hﬂT Yds = v 3(a2) - v 3(al) = 0 , on

montre (sachant que (AB v) garde un signe constant sur S de fagon a pouvoir

s’
appliquer la deuxiéme formule de la moyenne)

3 > -
fz(S)ABS vdy=0,

(remarquons que le méme argument nous conduit a J#(S)(Kgs.;) dy = 0). Par

projection, on obtient :

o
¢(S)AB hdy =0 , vhe@G°s) ,

d'ou : AB3 = 0 sur S. De méme, comme (Z§S';) a un signe constant sur S et comme
—_— =
AB w)dy=0, ona : AB,.v =0 sur S.
35y BB ) O @A

Ainsi, nous trouvons

e

= [Zenm & 2
AB [ a O n3t,” th3|T2) I
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Or la deuxiéme hypothése (2.1.6) (iii) — soit directement en remarquant

— - —
que ABS(bij) = 0 (et ABS constant sur S), soit en posant ;

— 1 —_ c _
IABSI - m J.S lABS'_;I ds = mes (S) IJ'S(anvh3|Tl-anvh3|T2) dsl 0,

—_— o . —_ -
puisque (ABS.r) garde un signe constant sur S — nous conduit a ABS = 0 sur S ;

—
par suite, on a dans (2.1.7) : AAS =0 sur S.

(ii) les conditions aux limites discrétes rendent nul le mouvement rigide.
Nous nous situons désormais sur S , inclus dans I‘o . Un raisonnement analogue
— — -+ -
au précédent — notamment dans (2.1.7), on remplace AA, et AB_ par A et B — nous

S S
conduit 3 X = 6 et ﬁ = 6 en utilisant les définitions des conditions aux

’

limites dans Vhl et th

En conséquence la forme bilinéaire ah(. ,.) définit une norme sur 1'espace de

dimension finie Vh et le probléme discret 2.1.1 admet donc une solution unique

- -
u.hEVh.

O
En munissant 1'espace discret Vh de la norme
2 2 2 172 "
Rl = doll? livall? o 3 Mo i2 pY/2 (2.1.9)
€0y
il s'agit maintenant d'estimer 1l’erreur ||3-Iih||h , Ou au moins de prouver 1la

- >
h-convergence de 1’approximation, i.e. lim ||u-uh||h =0 .
2.2. Conditions nécessaires et suffisantes de convergence

On commence par introduire les conditions abstraites de convergence :

Théoréme 2.2.1 : Supposons que les normes [a, (., .)]1/2 et "“}, , définies sur
i;h » solent uniformément équivalentes, c’est-a-dire qu’il existe deux
constantes positives a et a indépendantes de h , telles que l’on ait :

-

- 42 -+ o -+ 2 -
ao"vh"h < ah(vh,vh) =< alllvh"h , Vvh € Vh . (2.2.1)

Alors, la solution ﬁh € \7h du probléme discret 2.1.1 converge vers la solution
-+ -
u € V du probléme continu 1.1.1 , lorsque h tend vers 0 , si et seulement Si

les conditions suivantes sont vérifides :

lim "G-Ph:"h =0 et 1lim sup =0, (2.2.2)
h-0

he0 2 oo IEA
whth h'h

ou Ph désigne 1l’opérateur de projection orthogonale de (H]'(Q))2 X Hz(ﬂ) sur {/’h .
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Preuve : Remarquons tout d'abord qu’il est loisible d'étendre les définitions

(2.1.4) et (2.1.9) a 1'espace vV o+ ﬁh .
bilinéaire a(.,.) sur l’espace (HI(O))2 X Hz(ﬂ) , on déduit — par sommation sur

les triangle T de QE;

De plus, de la continuité de la forme

— 1l’existence d'une constante positive e indépendante

de h , telle que :

- -

a G < bl Ml . v % e T+ T (2.2.3)

<i

Cette propriété suffit & établir la seconde inégalité dans (2.2.1).

Comme 1'opérateur Ph

sur Gh pour la norme (2.1.9), on peut écrire

est ‘1’opérateur de projection orthogonale (de v+ vh)

- 2 2 2
"u'-’uhllh = ".‘;-Ph;:"h + "I;h-Ph::"h . _ ' (2.2.4)
D'une part, en utilisant la décomposition :
- P -+ = P -+ s> - - - £ - P - -+ = P -
a, (u -Pu,u -Pu) = a, (u-Pu,u -PLu) + [£(w -Pu) - a (uu-Ruwij,

avec les inégalités (2.2.1) et (2.2.3), et le théoréme de Pythagore (2.2.4), on

obtient une majoration de l’erreur de discrétisation :

S-Sl = 11+ 25 . Q.2.5)

Q
1,2,1/2 y= /2
0) 17 Jfu-pdll, + a

~ ol
- = W
whth h'h

qui établit le caractére suffisant des conditions (2.2.2) de convergence.

D’'autre part, de la relation (2.2.3) on déduit :
- =+ - = - - - - — -
ah(u-uh,wh) = ah(u,wh) - f(wh) < alllu-u.h"h "wh"h , th € Vh ,

soit encore :

sup

< ajlfe-ull
aa T, T

et d’'aprés (2.2.4), on a directement :

-p 3l = RS,

Les deux derniéres inégalités prouvent le caractére nécessaire des conditions

(2.2.2) de convergence.
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Puis, on considére le cas particulier ou les espaces discrets Vhl et th
sont donnés par (2.1.5) et (2.1.6) : on a alors l’estimation de I’erreur

d’interpolation suivante.

Lemme 2.2.1 : Supposons que la solution U du probléme continu 1.1.1 appartient

4 l’espace (I-Imﬂ"l(ﬂ))2 X Hm+2(0) , o : m = min(ml,mz-l). Alors, il existe une
constance C , indépendante de h , telle que
2 2 2 1/2

Ils-2,d,, = cn (S MRS UV P R P i (2.2.6)

Preuve : On utilise les propriétés (2.1.2) et (2.1.3) (se reporter a CIARLET

[11]), et on remarque que l'on a :

-+ . 2 2 1/2
-2 3, = sof IG5 < 03 dhey-Tyquill? #llu,- Mpyully plluy-Tpugll; 1Y

Enfin, la définition (2.1.6) de 1'espace th nous permet d’établir la condition
(2.1.1).

s 32 ? s s 2
Lemme 2.2.2 : Soit Vh = V h % Vhl X th l’espace discret défini par (2.1.5) et

(2.1.6). Alors, pour toute famille de triangulations uniformément réguliéres

%jh , il existe une constante positive a indépendante de h , telle que 1’on

ait :

Preuve : Cette preuve repose sur les propriétés de compacité faible discreéte

des injections des espaces d’approximations nonconformes th dans I Hl(T)

(cf. STUMMEL [44]). <0,

H™(T)] ; d'autre

En effet, d'une part, on a l'inclusion V

"h2

n
=]
g

part, la définition (2.1.6) permet de vérifier les "conditions de continuité
fortes" (au sens de STUMMEL (44, 1.3.(4)]), i.e. pour chaque bord S = (a

. ) .
commun & deux triangles Tl et T2 de ‘réjh , on a pour tout vh € th :

1,82)
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i) vthl(ai) = thTz(ai) , 1=1,2,
. 1 1
11) mes(S) IS atvh.lT1 ds = mes(S) fS atvhl'l‘z ds ,

a
. 2
(il suffit notamment de remarquer que : fa atvh ds = vh(az)-vh(al)) , ) (2.2.8)
1

1ii) soit il existe b € S tel que : athITl(b) = anv Tz(b) )

P S -1
soit : mes(S) fS anvthl ds mes(S) IS anvh]Tz ds .

Alors, selon STUMMEL [44, théoréme 2.2.(3)], pour toute suite de fonctions
v, €V , k €N et limhk = 0 , faiblement convergente ver 0 (lorsque k-+tw),
h hk2

k k4o

il existe une sous-suite {Vh } extraite de {vh } , km elNet 1lim hk’ =0,

k'’ 1 k k! -+
fortement convergente dans I H (T) , et 1’'on a :
Te%,’h
kl
. 2 2
lim [ 3 vy, IF Y% =0. (2.2.9)
k' ™’

k' -+t
1%,
h,

-+ =
Ainsi, nous montrons que toute suite (vh } d'éléments de Vh vérifiant pour

- - —»k 1/2 k -
tout K € N : "v " = 1 et [a.h (v, ,v, )] < 7 , converge vers 0O ,
h k
By N N
faiblement dans Vh , et fortement dans (L°(Q))° x I H (T) (avec
k 1%,
lim hk = 0). _ hk

k-4

Suivant BERNADOU-CIARLET [8, théoréme 6.1.1 étape 2, et théoréme 6.1.2], il

existe deux constantes L>0 et M20 , indépendantes de h , telles que pour tout

triangle T de %h on ait :
- 1 2 2 2
ah(vh’;;h)lT = 1 (vpglly pHivpolly pHlvsll; o -
M 2 2 2 1 2 2
o 2 Al 2 e W € @ x rie

par sommation sur 1les triangles T de %jh , on en déduit l'existence de

constantes CO>O et CIZO , indépendantes de h , telles que :

2 2 2 2
o Vo Vi) = Gl - Cq vyl gl o* Z slly o)+ ¥y, € T 2.2.10)

Te%jh

Maintenant, supposons que 1l’'inégalité (2.2.7) n'est pas vérifiée pour tout
v. € V. : il existe une suite {v, } d'éléments de V telle que, pour tout
h h hk hk

k elN( lim =0) ,
k++eo "
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M Iy, =1
Py By

5 o 172 1
la, (v, , v, )] <%
Ty K

L'’inégalité de coercivité (2.2.10) nous conduit alors a une contradiction, i.e,

2 2 2
0< =C "vhk“hk ah( hk hk) + cl("vh.klllo,ﬂ-'.llvthHO,ﬂ'l- Z "th3"1’-r) ,

Te©.
"

et d'aprés la propriété de compacité précédente :

2
lim {(a (¥ )+C (v, 2 i, 12 flv, Sll7 o0
Kot ®h hkloﬂ hk200 h 31,7
Donc, 1'inégalité (2.2.7) est vérifiée (et peut étre étendue a 1'espace

v+ {l.h) ; et la constante a est bien indépendante de h .

Remarque 2.2.1 : Soulignons la différence essentielle entre la propriété de
compacité faible discréte, pour laquelle nous considérons des suites de
trlangulatlons %‘: » et la propriété de compacité de l’injection de V., dans

h2
)i H (T) , pour laquelle les suites de fonctions seraient construites pour h

1T,

fixé. Cette derniére propriété est insuffisante a prouver que a_ ne dépend pas
de h . En prenant pour k le nombre de triangles de %jh (on vérifie que 1'on a :
lim h(k) = 0) , la propriété (2.2.9) équivaut a :

ko4

Lim [ 3 v i} g% =0

h-+0 T efgz\:’h a

Des lemmes 2.2.1 et 2.2.2 et du théoréme 2.2.1, on déduit 1le résultat

suivant :
Corollaire 2.2.1 : Supposons que la solution u du probléme continu 1.1.1
appartient a 1l’espace (HuH-l(ﬂ))2 X Hm+2(0) , o : m = min(mlmz-l) , et

-
supposons que 1’espace discret Vi, = Vi, X Vi, XV, vérifie les définitions

1 h
(2.1.5) et (2.1.6). Alors, on a lim ||3‘-'”h"h =0, ol _‘;h est la solution unique
h-0
du probleme discret 2.1.1 , si et seulement si :

la, (u,w W) -EG)]
lim  sup “h =0 . (2.2.11)

0 P I I
thVh h'h
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Remarque 2.2.2 : Selon STUMMEL [42], la condition (2.2.11) est équivalente a la
"fermeture faible de la suite des espaces d’approximations {Vh;hﬁo , i.e. 1la

PO -+ - .
limite de toute suite de fonctions v, € V, , faiblement convergente lorsque h

h h

tend vers 0 , appartient a l'espace V . Cette propriété est satisfaite si et
-

seulement si 1'élément fini, associé & la définition de Vh , passe le Patch

test généralisé, c'est-a-dire ici :

lin 3 [, ¢4.0% - Rds=0 , V¢eGo@ |41
h-0 <0,
Dans notre cas, il s’agit de spécifier la définition de 1l'espace Xh2 de fagon a

réaliser :

lim f é(v. hajr,” h3IT2) ds = 0 ,

h-0
© - —
A 111_1’1(!)1.[ ¢(3 h3|T h3|T2) ds = 0 , Vé e% (S) , VS = Tl N T2 e%jh .

lim ¢(a v -39 v ) ds = 0 ,
a0 f hﬂrl n hﬂrz

Par exemple, les deux premiére conditions s’'obtiennent lorsque Xh2 C‘%go(ﬁ) ;
la troisiéme lorsque, dans 1la définition (2.1:6) (iii), les noeuds bij
correspondent aux (m2 1) points de Gauss-Legendre de tout cboté S de T |,
VT € @E’ . Dans la pratique, on se contente de vérifier une condltion de

compatibilité du type :
—_— — —_ —
I iy v, b)) % -0 . v -0, %,
(dans ce sens voir LASCAUX-LESAINT [24], et TROUVE (47]) ; s'il satisfait a
cette condition, 1'élément passe le patch test d’Irons (cf. [20], STRANG [40],
STRANG-FIX [41])

2.3. Décomposition de l'’erreur de consistance

Afin d’'établir la condition de convergence (2.2.11), on cherche une
. R . -+ =
estimation asymptotique de 1l‘erreur de consistance _sup IEh(u,whﬂ/"aJhl , ou

1l’on a posé : whth
£ vw, € V
E (U. ) = a-h(u - ( ) ’ wh € h

A cette fin, nous introduisons les décompositions suivantes :
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Théoreme 2.3.1 : Supposons que les coefficients géométriques : aaﬂ ; aaﬂ ;oa;
B a a . '

b ;: b ;b ; T ; a,B,y € (1,2} ; et E,v,e, appartlennent a W (0) et
Qﬂ ﬂ:‘y ﬂ'y ﬁ —y . .
soient bornés sur T . Supposons que la solution U du probleme continu

m+1 m+2

1.1.1 appartienne & 1’espace v N H , ol H = (H (0)) X H () avee

-
m = min(ml,mz-l) entier 2 1 . Alors, pour tout vy € Vh , nous obtenons :

(i) lorsque m=1 Eh(u W,) = Ehl(u w,) + Ehz(a,ah) , ou

By (59 =
- LI @2 e @@ + 0wy ¢ @y g1/E agte® +

€0, (2.3.1)
v 3 [ i gla 1P 4

scr
+ ([ﬁ“ﬁ(a)natﬂ - M]3 +[E 78 (Wyn ofp * M 10w ) Ja) ds
Bpp (0,9 =
L [, (5 @n atpl0 s + [ 5% (@n ngld wy4)/a ds - (2.3.2)
%,
h _af - —af
- Z f {[m (uwn tﬁ]at h3 + [m (u)nanﬂ]anwh3}/; ds ;
scr,

(ii) lorsque m22 :

)8—» _aﬁ—»
Eh(u = Y 151 f ; (u”anﬂ - at(m (u)natﬂ)]wh3 + .
Te .3.
b sgr)

+ [ﬁ“ﬂ(ﬁ)nan 18_w

5 3)/2 ds ;

(iii) lorsque m_l et si 1'’inclusion Xh2 C ig (Q) est satisfaite :

Eh(u,wh) ) 121 I ([m* (u)n nﬁ 3}JP ds (2.3.4)
TEQE; 5, 2T

(iv) lorsque m>1 et si 1’inclusion Xh2 C<%§l(ﬁ) est satisfaite :

Eh<a,ah> =0 ; | : (2.3.5)

. fos o« = Za
ou nous avons désigné par t = t,l (resp. n = n Ed ) le vecteur unitaire tangent
& S (resp. le vecteur unitaire normal as, extérleur a 6T ouT ) du plan %g

par a (resp. 8 ) l’opérateur de dérivation selon la direction t (resp. n) .
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Preuve : On commence par donner 1'expression de la formule de Green en

coordonnées curvilignes.

La formule de Green en coordonnées curvilignes s’énonce comme suit

(cf. WEMPNER [48])
a 1 a a
_‘QAB’Q ds = -Jg/—;(/;A)’aBdS+IagABva dvy ,

ol les composantes Aa,B sont définies, avec une régularité suffisante, sur la

surface éz de %53, et ot » désigne la normale de a&Z ; 1’élément d'aire est
donné par dS = Ja d§1d£2 , et 1’élément linéaire par dy = Jaaﬂtatﬂ ds . Nous

allons exprimer cette formule en considérant les dérivées covariantes d'un

tenseur de surface, i.e. pour un tenseur d'ordre 1 :

v = Vv - PX v
o~ a,B af A’

et pour un tenseur d‘ordre 2

af af AB B aA
T =T + T 17 + F
Iv Y AB ,\

Ainsi, nous avons par la formule de Green :
ap - B afr A af
!éz T Val = £§7 (Ja1) ﬁv +T°°T of A] ds + Iaéy T v ne dy .

Par ailleurs, on montre que : (Ja) g - Ja F;A (par exemple & partir de

= 0) , de sorte que l'on obtient :

“afly

- fg [T“ﬂ, + I‘;/\Taﬂ + I‘/\ﬂT)‘p]va ds + fag Taﬂvavﬂ dv ,

) o Taﬁval g 4

"soit encore :

fg Taﬂval g ds = - fg %A Vo U5+ 1) N Taﬁvau 5 47 .

On montrerait de la méme fagon :

fg Tav’a ds = - fcg Talav ds + fa&f (Tava)v dvy .

Enfin, & l'aide des définitions précédentes, on remarquera que l'on a :

B
v = € Tﬂ=~/_ t = a n y
a ap ap m Ap a
tt a’\tt
Ap b
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et par conséquent : v, dy = Ja n, dS , soit :
fag (Taua)v dy = ag (%ana)v ds , et : fag Taﬁvauﬁ dy = fan Géfmﬂvmn"6 ds |,

ou 66“ (resp. %aﬂ) désigne la composante physique du tenseur T (resp. Taﬂ) ,
i.e.

K
Q L

aB
T = =% (resp. Taﬂ -6@— )
Ja Ja
Puis on applique la formule de Green pour chaque triangle T de %jh — lesquels
sont des domaines de ]R2 a4 frontiére Lipchitz-continue —, puis on obtient par

-+ =+
sommation sur les triangles, pour tout wh € vh :

@u = 3 JL @@ + 5P @6 - phw ) Ja delag?
h T af af
€T,
- ) f eApMﬁ[w +bw ])d—y
scT; “Ap b3,
5 fT 1-1?: [ﬁ“ﬁ(a’)lﬁwha + ﬁ"ﬂ(ﬁ)lawhﬂ] + bmgﬁ"‘f’(ﬁ)wh3 +
€0,
+ m ﬂ(u)l

—aff = e A—af =
h3,8 ¥ Capt  (W¥py + WU b ﬂ Uy * (PR T W) gy

+ piwhi) Ja aetae? +

1-a

+ 3 Jop G w v ]+ 5P @)
aT "2 ﬂ ﬂ h3
1T, #e

_aﬂ(u)bﬂw o + DA wpyvg) dv -

- B
SCZFJ. wi+M[h3ﬂ+bw])d'y

-
n

A~

—afl
m .

soit encore, en utilisant 1la symétrie des tenseurs et

B @) = - T [ (@@ e ﬂ(ﬁ))lﬂ + b‘;ﬁ"ﬂ(a’)lﬁ +p%w +
€0,
+ b 73y 1 TP . P 4 w222y 1w y Ja detae

Tap” “ag”

+ 3 L UEP e @)

Te%"

) a a A, 3 B
SCZI’ fs (IN" + by M vy + [N, + (M ]w

Jw e
B’ "ha a'Vh3,p

'
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Puis, en reportant les équations d’équilibres (1.1.3)1 et les conditions aux

limites (1.1.4)1 (1.1.5)1 , ona :

Eh(uW)=

- L J @ v e @@ ¢ 0y ¢ @@y, ) a sl
T

+ 3 f B2 @y Jw, 0 v - % o (0, + )
aT Yh3, 8 S h3 Yh3, )
Té%; Scrl

Enfin, en posant :

2

wh3,ﬂ - tﬂatwh3 + nﬂanwh3 .

on obtient la décomposition (i) de 1l’énoncé, oi l'on a noté :

a %P M %P a %P
M _‘I.gli___ Me, =2 et N ——L—— M"n (——‘B——)M
n a A /g t

Lorsque m>2 , i.e. a € (H3(0))2 X Ha(ﬂ) , on peut appliquer une seconde fois

la formule de Green a 1'’expression prédécente de Eh(a,;h) , soit :

B @) - - 3 (u)l g @ + b 7P @) + 1w, Ja acla? 4

T 4

b _af

Teég

-3 g e, ¢ e ) gy
ScF “n3 B
1

puis, en reportant 1’équation (1.1.3)2 et les conditions (1.1.5) (notamment on

utilise la relation :

—aff = . MP
[s @, - W, o
=f ([mﬂ(u)urﬁ-Mlaw +[mﬁ(u)vuﬁ+M]8w3)d1
et, en intégrant par parties sur S , par continuité aux sommets de 1la
triangulation %, . on a :
1 J m @ oTp - M3 dy = - T J [ar<ﬁ“ﬂ(3)uarﬂ - M), d
sely, €,
. . (o] - =

on obtient (2.3.3) ; si de plus Xh3 C (&Z @) Eh(u,wh) se réduit 3

1'expression (2.3.4).
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Si X, ¢ G°@ (et m=1 seulement), alors X, € Bt (n) (cf. CIARLET [11
théoréme 2.1.1]), et il existe une suite de fonctions {w }kéN de (@(ﬁ)) ,

qui converge fortement vers wh dans (H (0)) , 1.e.

/
lim {"W " + " " + " " )
Kk “"hill'1,0 h2" h2 1,0 h3 " “h3 1,0

. > k .
et vérifiant les conditions wﬁlro -0, auwh3|I'o =0, Vk elN. Dés lors, on a :

- - -+ =k
Ehl(u,wh) = lim Ehl(u’wh)
) o)

- - 1 o e .2

aﬁﬁaﬁ(ﬁ) +c ﬂﬁaﬂ(ﬁ) + p3]-wk3 + [B (u” v h3 e aelaé
3,k —aff -+ B
+ limf {[-NT]w, ., + [m (u)u + M7 lw
koo I"1 h3 h3 ﬁ

et, par la formule de Green, on trouve :
@,%) - ln (a@,u) - £@ 5 - @@y _lws, , dn) =0
En1 r Yh3, B :
k-0 o
. . 1 o
Par ailleurs, 1'inclusion X‘h2 cH ()N % (f3) , nous conduit a :

B0 = 3 % [ um(wn%ww3)fds;
1%, =

“h Si¢1‘
on en déduit donc la décomposition (2.3.4).
Enfin, comme conséquence directe du résultat précédent lorsque, de plus,

X.h2 C%l(ﬁ) » on obtient le cas des méthodes conformes d'éléments finis (voir
(2.3.5)).

Dans le cas (i) du théoréme 2.3.1, on montre (cf. TROUVE [47, proposition
3.3.21)

Lemme 2.2.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1, il existe une constante

C>0, indépendante de h , telle que, pour tout B € (L2(0))3 , on a :

E . @.% )l =< chdidl, + nllpJl. ) Il . ve, eV, . (2.3.6)
hl n *H »¥3*0,3° " h'nh n
Principe de la démonstration L'existence des formes 1linéaires
wh3 - wh3|T(ai) , 1l=<i<3 | (ou a; sont les sommets du triangle T) dans la

d’fo . : . . » -. , -~
éfinition (2.1.6) de ZTZ permet de construire la xhl interpolée W3 de toute
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fonction v de Xhz . En reprenant les arguments de la preuve du théoréme 2.3.1

dans le cas (iii) (comme w e% (1)) on montre que l'on a Ehl(u w,) =0,

3
pour tout : w, = w,_ a> + w a3 v Ve € Vhl . L’application du lemme de

h ha h3
Bramble- Hilbert nous conduit & des estimations asymptotiques en h de 1l'’erreur
Ehl(u w w )IT sur chaque triangle T de 6611 ; par sommation sur tous les

trlangles, on en déduit (2.3.6).
=]

Dans la suite, nous ne nous intéresserons qu'aux estimations concernant les
fonctionnelles d'erreurs (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4). On note, avec intérét, que

l'on se raméne ainsi a 1'évaluation d’intégrales sur les segments S de 6611'
2.4, Estimations d’erreur aux interfaces

Nous nous plagons provisoirement dans un cadre abstrait. Soit Wh un espace
de fonctions polynomiales par morceaux, associé aux triangles (T, PT’ Z‘T) , et

vérifiant :

(i) la restriction vhl'l‘ de toute fonction vh € Wh appartient &

Pp C HYT) N G°(T) . on P(T) € By c P (T) , avec k,n € N ,

1<k=<n ;

(ii) la restriction VhIS de toute fonction h € Wh a4 1l'un

quelconque des bords S Cc 4T de T appartient a PS = PK(S) , KeN ,

O<k=<n , (ou Px(S) désigne l'’espace des polynémes a une variable, (2.4.1)

défini sur le segment S , de degré «) ;

(iii) 1'ensemble 2,1, con;ient les connect:eufs (i.e. formes
W(S]J fsi vy ds, 1l=<i<3 ,

Vh(b ) , b,. € Si , 1=j=<3 , lesquels sont supposés prendre la /

linéaires) suivants ou (exclusif)

ij ij
valeur nulle sur I‘o

Nous cherchons 4 estimer la fonctionnelle d’erreur :

I(M )=Z ) f(Mv)ITds-z ) IS(M,VT),VVheW , (2.4.2)

G~ SCAT SCAT
€0y sgr, Te0, sgr,

pour M € H“+1(Q) , 4 €N, en utilisant la décomposition :

A A
IS(M,VhIT) = fS Mv. T ds = '[S (M-HSM)YhIT ds + IS (HSM)thT ds , (2.4.3)
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ou H; désigne 1'opérateur de projection de L2(S) sur PA(S) » A €N, défini par

la relation :
by 2
IS pHS¢ ds = IS p$ ds , Vp € PA(S) , V¢ € L°(S) . (2.4.4)

Nous établissons alors une premiére estimation pour X < min(x,k-1)

Lemme 2.4.1 : Pour tout entier p , Osu<ismin(x,k-1) , il existe une constante

¢>0 , indépendante de hT , telle que :

A A+p+l p+l
IIS(M-HSM)vth ds| < ¢ My r hay - MBI D L w o cu L 24

Preuve : On commence par établir des estimations sur le triangle de référence T
4 l’aide de 1l'’application affine inversible FT (ou de sa restriction FS a §). A
toute fonction f définie sur T (ou sur S), on associe f = f°FT (respectivement

. A oy
qé = foFs) ; en particulier, on note : II'M = H§M . Nous considérons alors la

S
forme bilinéaire continue sur H”+1(T) X Wh :

PR D WA R
dsye + g dming; a3
Puis, on remarque que l’on a une propriété d’invariance polynémiale :

D WA - N . -
fé (M-HéM)vhl,i, ds =0 , VMe P”(T) , O=sp=<x | \/vh € Wh ,

et d’'apres la définition (2.4.4)

Jo dtmpye o oan i e o . ;
§ Wllefyvys a5 =0, vite #'ND) | v e B (D)

Par application du lemme bilinéaire (cf. CIARLET [11, théoréme 4.2.5]), on en
NS L an . s T . p+l - -
lfs M HgM)Vth ds| < c1|u-n§1~q“+1,s |vh|’\+1’T , YMeHTH(T) , Vv eW .

Puis, on obtient pour le lemme de Branble-Hilbert :

T R YOO S . T . e -
lfs M nér{)vth ds| < °2M,;+1,T IVh')Hl,T , YMeHTH(T) , Vv, €W . (2.4.6)

ou €, est une constante positive (indépendante de hT)

Enfin, en utilisant la formule de changement de variables
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A D WU .
lfs M-I M)V ds| = ldec(ss)l . Ifé (M-HéM)v 5 ds| ,

les estimations (2.1.1), et les résultats de la théorie de 1'’interpolation dans

les espaces de Sobolev (cf. CIARLET [11, théoréme 3.1.2]) — notamment

v B+l . . _
IMI”H,T < c3h_”|M]“+1’T , W e BT , etV IA+1,T <e¢c, v I,\+1 T Vv, €W

on établit 1'inégalité (2.4.5) A 1l'aide de l'estimation (2.4.6).

Dans le cas ou 1l’ensemble ET est défini a l’aide des connecteurs (forts)

Vh(bj) R bj €S , 1<jsJ , on a le résultat suivant pour la définition (2.4.1)

J
Lemme 2.4.2 : Etant donné 1’union jU1 (b ) , il existe un entier £ et un schéma

de quadrature (b w ), j=1,...,J) (ou les bJ sont les noeuds du schéma,

affectés des poids respectlfs w ) qui vérifie :
s® =Jsddi - T 6 sy =0, vher,d . (2.4.7)

Alors, pour tout vy € Wh et pour tout M € Hl(T) , on obtient :

(i) lorsque i=A+x
J

A A A
B (v = [ Myvyy ds - 321 o) s bV (b)) = 0, (2.4.8)
(ii) lorsque A<f<i+x-1 ,

A 2>
|Eg(@gtvypl = (o peoldy ) Iv lz A+1,T (2.4.9)

(ot C est une constante positive indépendante de hT)

Preuve : L'égalité (2.4.8) est une conséquence immédiate de la propriété
(2.4.7). .
J
On détermine le schéma d’'intégration numérique f é ds ~ Z wJ¢(b ) sur le
j=1
triangle de référence T (ou encore sur un bord de référence S) . Par

1'application affine inversible Fg , 1l est alors possible de définir un schéma

d’'intégration numérique sur S , i.e.

Jg bas - El RTCHN

avec

“’j,s(¢) = det(Bglo; et by o = Fe(by) , 1sjsT ;
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De méme, les fonctionnelles d’erreurs satisfont la relation :

Eg(4) = det(Bg)Eg(4) . (2.4.10)

On considére alors la forme linéaire continue (lorsque A<f<i+x-1)

- KA I S P VO
Vi € B(D c H 1)+ By

(de norme < éll‘['.\ﬁlo é) , et 1'on remarque que la condition (2.4.7) se traduit
S ’

par :

. Aa - - R
BgC(ALfp) =0, vpe By (%)

Dés lors, le lemme de Bramble-Hilbert nous conduit a 1’estimation suivante :
|E2 (2| < ¢ (D], & ] L, v, ew . (2.4.11)
S 3 7"~ 1" g 70,S ''hla-a+1,T h h
Par ailleurs, d’'aprés (2.4.4), nous avons :
Anag2 ) R
(M), & =1Ja (MMM dg| |,
laivly 5 = I i ad
et, pour 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous en déduisons :
An .
|(II§M)|O,§ < IMIO,é .

L'hypothése M e Hl(T) nous permet alors d’appliquer le théoréme de trace de

sorte qu'il existe une constante positive <,y (indépendante de hT) telle que :
lﬁlo’g = Czlmﬂl,@ .

Ainsi, nous obtenons dans (2.4.11)
léé«n’é\ﬁ){r | = c3||r‘11|1,,f I‘}hlz-x+1,ti , ¥y € A | (2.4.12)

ou €5 est une constante positive, indépendante de hT .

Puis, en utilisant les transformations usuelles (cf. CIARLET [11
3.1.2)), i.e.

R -1.
"MHI,T = ca(hT ,MIO,THMII,T) ’

, théoréme

. C4-A
Vplyxe1 4 = esh AP

et les relations (2.1.1) et (2.4.10); on établit 1'inégalité (2.4.9) a partir
de 1l'estimation (2.4.12).




- 27 -

Remarque 2.4.1 : 1Indiquons qu’une application directe du lemme de
Bramble-Hilbert ne nous permet pas d’obtenir 1l’estimation (2.4.9). De méme,
l'utilisation de 1l'opérateur de projection de H#(S) sur Pl(S) (au lieu de

1l'opérateur HA défini par (2.4.4)) n'améliore pas cette estimation ; celle-ci

S
nous apparait donc comme "optimale", dans la mesure ou le second membre de
1l'inégalité (2.4.9) ne fait intervenir que des semi-normes portant sur le
triangle T (et non sur le bord S seulement). Par la suite, nous nous limiterons

aux cas out (£-2+1) = 1 ou 2 de fagon a retrouver "'"h .

Comme conséquences des lemmes 2.4.1 et 2.4.2, nous avons donc :
Lemme 2.4.3 : Supposons que :

(a) & tout bord S de %5£ , on peut associer un unique ensemble de points bj

de § , 1<j<J , tel que Z_ contient les formes linéaires VNT(bj) , VT de bord S

T
dans oy
(B) il existe un entier £ et un schéma de quadrature {bJ ua} “1,....d (ol
bj = FS(bJ)) vérifiant : ES(¢) -0 |, V¢ eP (S)
Alors, pour tout couple d’entier (X,p) , O=spsi=min(x,k-1) , pour tout

Me H“+1(Q) et pour tout vy € Wh (défini en (2.4.1)) , il existe une constante

C>0 , indépendante de h , telle que :

(i) si Mx<f , on a :

Au+l 1/2
|7, (M. v)| < ch IMI#+1 o¢ I v |)~+1T , (2.4.13)
Teg,h
(ii) si A<i=<)+k-1 , on a :
A+p+l N%:
|1, 0, vl = Gih M0 2 |A+1T *
Tel, (2.4.14)
2-2 1/2
Bl qC L . a1, M
T

‘h

Preuve : On utilise les décompositions (2.4.2) et (2.4.3), i.e.

Lov) = 3 % om0 as + [ @v, as)

T ScaT
“h S¢P1
soit encore en prenant en compte le schéma de quadrature décrit en (B)
A
I (M,v) = ) ) [f M-TM)v, .. ds + E_((IM)v, 1) +
h S S T S S T
T ScaT
“h S¢Pl J

A
+ jzl wJ.’s(IISM)(bj)v T(bj)]
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Puis, on applique les lemmes (2.4.2) et (2.4.3) de sorte que l'on obtient par

sommation sur les triangles T de %jh et sur chacun de leur bord § :

A A+u+l
Z J'S(M_HSM)V T dsI < clh K ( 2 M#.,.l,'r IVhIA+1,T) =

)
Teééfh :Cf,T 1%
z 1 A+u+l IMI

2 1/2
p+l ,0( Z IVhl)‘+1 ,'1‘) ’

T,h

< c2h

et lorsque A<f<i+x-1 :

A 2-x
'Y I EC@givypl < b’ (3 Pl x Ml goyen ) =
T% ScaT Te@é‘
“h S;ZI‘1 “h
2-2 2 1/2
SUN L PIPY QI LA RN it
Te '
ou c, et c, sont des constantes indépendantes de h . Enfin, sachant que, d'une
part, pour tout bord S C I‘o , On a posé : vth(bj) =0, 1<j=<J , et d’autre
part, pour tout bord S = Tl N T2 (ou T1 et T2 sont deux triangles adjacents de

%jh)’ on écrit : (Mvh)ITl + (Mvh)ITz = M(v Tl- thz) , ona :

J
A
% oLp LT @5, s 0pvyrto) =
e, Sgr, J

A
= . b </ " 2 ’
S=Tzl . j§1 *3,s M P Dy, B -vyyy (5]

Tl,Tze%;

et par continuité des formes linéaires vh(bj) , on obtient :

J
A
DD ) ©5,5 Mg (By)vyn(bs)] = 0

7~ ST j=1 J
Te%:h sgr,

On a donc établi les inégalités (2.4.13) (2.4.14).
O

Remarque 2.4.2 : Pour appliquer le lemme précédent, on commence par déterminer
k,k,min(x,k-1) et la valeur maximum L de £ (selon (B)) , puis on compare L &

L€, Si I -«>0 2lare 1T73ind
L +« 1NMC

v -~ ovis y SaVi o

o(hZ(L-n)+1

obtenue en prenant p=A-max (qéN,3q+l<l) dans (2.4.14), soit 0(h%) ou
q

) pour pu=A=L-xk ; si L-k<0 » alors la meilleure estimation sera

o=min(2A+1,L-1) . Cependant, dans le cas d'un probléme d’ordre 4 les valeurs
de ) et de £ seront conditionnées par la nécessité de satisfaire a : A+1<2 et

2'*4’152 = - =
lorsque Vh="h3 » Ou encore A+l<l et £-X+1<l lorsque Vi atwh3 ou anwh3 '
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de fagon a faire apparaitre la norme "'"h de l'espace Vh dans la majoration de
l'erreur Eh(ﬁ,ah) ; rappelons que c'’est pour cette norme seulement qu’ont été
établies les inégalités (2.2.1) et l'estimation abstraite (2.2.5) de l'erreur
de discrétisation “G_Gh"h .

(]

. . N . 1
Considérons maintenant le cas ou le connecteur (faible) EEE?E; IS VHT ds

appartient a X, (ce connecteur est toujours défini au point bo - 1/2(al+a2)

T
milieu de S). Dans ce cas on a (A=0)

fs (n‘S’M)v rds = mes(S)(II M) (—7sy r 9s)

s(S) IS
et la continuité de la forme 1linéaire (——l——- f v, ds), d'un triangle a
mes(S) ¥S T !

1’autre, nous permet d’établir directement le résultat suivant :

Lemme 2.4.4 : Supposons que 3., contient la forme linéaire —;gzgi fS VNT ds,

T
VT de bord S dans 95’ . Alors, pour tout M € H () et pour tout N € W (défini

en (2.4.1)), il exlste une constante C>0 , indépendante de h , telle que :

/2
lIh(M,vh)l < Ch|M]1,n ( ¥ |v |1 T (2.4.15)
ety
Preuve : On a la décomposition :
(o] (o}
I (M,v) = ) ). [_fs (M-I M) vy, ds - (M) fs Viyr 9sl .
T ScaT
“h Sery

. et en reprenant des arguments analogues & ceux utilisés dans la démonstration

du lemme (2.4.3), on prouve l'inégalité (2.4.15) (u=2=0)

Dans la suite, nous appliquons ces estimations abstraites de l'erreur aux
fonctionnelles (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4). L'étude de 1la convergence des
méthodes d'éléments finis décrites en section 2.1. est donc ramenée (& l'aide
du corollaire 2.2.1 et du théoréme 2.3.1) a la détermination du triplet (£,X,u)
associé au schéma nodal 2T2 (successivement pour vhswh3 , atwh3 ou g w 3) ;
c'est ce que nous appellerons le contrdéle de quadrature pour le schéma nodal.

2.5. Contréle de quadrature pour le schéma nodal

Dans cette section, nous ne nous intéressons qu’aux conditions minimales de
H

convergence — les estimations d'erreurs seront établies sur des applications,
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aux paragraphes 3, 4 et 5. En particulier, nous cherchons a expliciter les
conditions portant sur le schéma nodal ZT (et sur PT ), suffisantes pour

; . . 2 2
obtenir une majoration du type :

18,G50) < il IR, 2.5.1)
ou ""ﬁ désigne la norme de 1’espace H = (H m+1(0)) (Q) , m=min(m,,m,-1) ,
et ou Eh(. .) est la fonctionnelle définie par (2.3.3), (2.3.4) ou (2.3. 5).

Théoréme 2.5.1 : Sous les  hypotheses du théoréeme 2.3.1, soit
Vh = h1 h1 x th l’espace discret défini & 1’aide de (2.1.5) et (2.1.6).
Alors, la solution uh € Vh du probléme discret 2.1.1 converge vers la solution

teVNH du probléme continu 1.1.1, au sens suivant :
Lim |G-l =0, | (2.5.2)
h-0

dés que l’une (au moins) des conditions suivantes est satisfaite, pour tout
->

whth:

(1) %, c Glay ;

3
(ii) pour tout triangle T de 66 (de bord 8T = iL=Jl Si)’ l’ensemble ET

h
. 2
. . , 1 .
contient les formes linéaires mes(5.) IS. anwh3 ds , 1l<i<3 ;
3
(iii) pour tout triangle T de %"h (de bord 38T = il Si) , l’ensemble ZT
2
contient les formes linéaires 8@ " 3(b L), 1l=i<3 | 1<j=<J (anz-l) ol les

points b € S sont : soit les points de Gauss-Legendre avec 2J-1>r , soit
les po.mt:s de Gauss Lobatto avec 2J-32r , ou r désigne le degré du polynéme
3(S)| , 1=i<3 | (r vérifie lsrsn,-1)

Preuve : (en cinq étapes)

lére étape : le cas des méthodes d’éléments finis conformes.

1 -+ 3 - - .
Lorsque Xh2 C % (§) , nous avons directement Eh(u,wh) =0 , th € Vh , (voir
théoréme 2.3.1 (iv)). Dans ce cas, l'’étude de 1la convergence se réduit a

1'étude de 1'erreur d'interpolation, soit & montrer que : 11m "u Hh;':"h =0

~ notons que 1l'inégalité (2.2.7) est une conséquence de la proprlete (1.1.12)
puisque Vh c V. Pour des familles presque affine d'éléments finis, le lemme

2.2.1 nous permet de conclure.
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2éme étape : étude des fonctionnelles d’erreur du type 1 (M 3)

D'aprés la définition (2.1.6), l'ensemble % contlent les formes linéaires

T
wh3(ai) , 1<i<3 | ou les a;, sont les sommets 2du triangle T. On applique alors
le lemme 2.4.3 pour les valeurs f£=1 , A=0 , p=0 ,_k=m2 : si k<1 , 1l'estimation
(2.4.13) conduit A wune inégalité du type (2.5.1) ; si k=2 , on a bien
A<Ish+k-1 , et 1l'estimation (2.4.14) méne également & une inégalité du type

(2.5.1) (x désignant le degré du polynéme vy hifs 0<n5m2). En particulier, sous
les hypothéses du théoréme 2.3.1, nous obtenons m>2 :

—af - —af -+ ‘ N
|T %; 1§1 f [-m (unanﬂ - @ (un ) 1w g Ja as| = 1h"ﬂ| % "h , (2
€

“h S.¢T,

ou Cl est une constante indépendante de h .

3éme étape : étude des fonctionnelles d’erreur du type I (M a w. h3)

)+ On 8

Remarquons en premier lieu que pour tout bord S = (a ,a2) de
[
a; %t'n3 9% 7 Vn3(@p) - vp3(ay)

En second lieu, comme 1l'’ensemble ET contient les formes linéaires wh3(a1) et

wh3(a2) » la continuité de celles-ci d'une triangle a 1'autre équivaut a 1la

continuité de 1la forme 1linéaire a w ds entre deux triangles

sy 4

mes{S) S t h3

adjacents (de bord commun S). Un raisonnement analogue & celui du lemme 2.4.4
permet d'établir une inégalité du type (2.5.1) ; en 1l'occurence, sous les

hypothéses du théoréme 2.3.1, nous obtenons (02 constante indépendante de h)

I z faT[m (u)n tﬂ]at h3 j; ds -

T 'h (2.5.4)
—af =
- 3 Jg @ gle 0, Ja ad s ol I, -
scr
1
4éme étape :@: cas des méthodes & connecteur faible en anwh3.
Lorsque 1'ensemble X contient les formes linéaires —1 _[ ad_w ., ds ,
'I‘2 mes(Si) Si n h3
l<i<3 , on applique 1le 1lemme 2.4.4 pour estimer les . fonctionnelles
Ih(M,anwh3) » et l'on montre ainsi que, sous les hypothéses du théoréme 2.3.1,
on a
ﬂ -
I % 121 J' (u)nanﬂ]wh3 Ja dsI 311":"" " "h (2.5.5)

h s Ty

ol (_:3 est une constant indépendante de h . Dés lors la combinaison du

.5.3)
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corollaire 2.2.1, du théoréme 2.3.1, et des estimations (2.5.3) a (2.5.5),

permet d’établir la condition de convergence (2.5.2).

Séme étape : cas des méthodes & connecteur fort en anwh3.

Supposons que l'’ensemble £ contient les formes linéaires anwh3(bij) , 1=i<3

T
1<j<J , et que les points iij de Si soient les points de Gauss-Legendre avec
2J-12r , ou r désigne le degré du polynéme anthIS (lsrsmz-l). Alors, il est
possible d'appliquer le lemme 2.4.3 pour les valeurs £=2J-1 y A=0 , u=0 , x=r ,
k=-m2-l , et l'estimation (2.4.13) - puisque £=2J-12X+x=r - nous conduit a
1'inégalité (2.5.5). On conclut alors comme & 1’étape précédente. Si les points
bij sont les points de Gauss-Lobatto avec 2J-3>r , on applique le_ lemme 2.4.3

en posant £=2J-3 , A=0 , u=0 , Kx=r , k-=m2-l .

Remarque 2.5.1 : Ce résultat appelle quelques commentaires.

(i) Les conditions suffisantes de convergence du théoréme 2.5.1 ne sont pas
nécessaires. En effet, 1'approximation par des triangles de ZIENKIEWICZ ne
satisfait & aucune de ces trois conditions ; or LASCAUX et LESAINT [24]) ont
prouvé la convergence de cette méthode pour le probléme de la flexion des
plaques lorsque 1la triangulation %jh vérifiait : tous les triangles ont leurs

bords paralléles & trois directions données.

(ii) En ce qui concerne l’application du lemme 2.4.3 lorsque vy = anwh3 , il
faut remarquer que 1l'estimation (2.4.14) ne peut &tre utilisée. En effet, pour
retrouver la norme ""h dans le second membre de 1’'inégalité (2.5.1), les
conditions A+1<l et £-)+1<l (soit X=0 et £=0) sont en contradiction avec
A<E<A+k-1 , de sorte qu’il n'existe pas d'entier £ » A=<r-1 , tel que
I, 0,8 w0l s onlfdlly I3l

(iii) Enfin, suivant STUMMEL [42], on montre sans difficulté que toute
approximation satisfaisant aux définitions (2.1.5) - (2.1.6), et au contrdle de
quadrature (iii) du théoréme 2.5.1 passe le patch test généralisé ; selon la
remarque (ii), il est possible de montrer que de tels éléments passent

également le Patch Test d’Irons.
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3 LES ELEMENTS SEMI-LOOF

Dans ce paragraphe, nous donnons des estimations asymptotiques de l'erreur
de consistance pour une classe d’éléments finis tels que Xh2 Z qzo(ﬁ) — nous
utiliserons donc les décompositions (i) et (ii) du théoréme 2.3.1 et le lemme
2.3.1 -

pParticulier, ces éléments ont pour degré de liberté : mes(Si) IS. anwh3 ds ,

1<i<3 , ou bien anwh3(bij) , l=<i<3 | 1<j<J , ou les points bij sont les points

, et qui satisfont aux conditions (ii) ou (iii) du théoréme 2.5.1. En

de Gauss-Legendre de Si , avec 2J-12r-m2-1 .
3.1. Approximation par triangles de MORLEY

L’élément de MORLEY [29] satisfait la définition (2.1.6) pour m

2=n2=2 , avec :
2T2 = (vh(ai) , 1=i<3 ; anvh(aij) ,
(3.1.1)
1 .
= aij =3 (ai+aj) , 1<i<j=<3)
Suivant LASCAUX-LESAINT [24], on montre que l’on a :
3
||v-IIT2v||2,T < Ch,I]v|3’T , ¥v € H'(T) . (3.1.2)
L'application du théoréme 2.5.1 (et du lemme 2.3.1) nous donne :
Proposition 3.1.1 : Sous les hypothéses du théoreme 2.3.1 avec m=1 , nous
avons :
-+ = -
2, Gl = chdilgilly o) IR, (3.1.3)
Preuve : Il suffit de voir que : J=n2-1 , et 2J-1l=r=1 .
O

Remarque 3.1.1 : Le résultat (3.1.2) est optimal (car psASm2-2=0 , cf. lemme
2.4.1).

3.2. Approximations par triangles de FRAEIJS DE VEUBEKE

Le premier élément de FRAEIJS DE VEUBEKE [14] [15] satisfait la définition

(2.1.6) pour m2=2 , n2=3 , avec :
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Pr, = (p € Po(T) ; ¢(p) = 0} (3.2.1)
o ; ) e
é(p) = 27p(a_) - p(a;) - 8 pla,,) + 2 —_— DP .a. .a ds |,
. o i=1 i 1=<i<j<3 ij =1 mes(Si) Si i-17i+1
aij =3 (ai+aj) s Si = (ai-l’ai+1) ; et avec :

v . 1
ZTZ - (vh(ai) , 1=<i<3 , h(aij) , aij -3 (ai+aj) .

(3.2.2)
1si<isd ; —— [ 8.v. ds , 1si<3)
YT e mes(Si) Si nh T
Suivant LASCAUX-LESAINT [24], on montre que :
3 .
||v-nT2v||2’T < Ch,I]v|3,T , Vv € H'(T) . (3.2.3)
L'application du théoréme 2.5.1 (et du lemme 2.3.1) nous donne :
Proposition 3.2.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 avec m=l1 , nous
avons :
- -+ -+
B, (awp)l = ehdallgslielly o) Il - (3.2.4)
Preuve : Cas (ii) du théoréme 2.5.1.
0

Remarque 3.2.1 : Le résultat (3.2.4) est optimal au sens ou le lemme 2.4.1 ne

s'applique pour anth qu’avec les valeurs A=up=0 (car p<f<m -2=0).

2

Le deuxiéme élément de FRAEIJS DE VEUBEKE satisfait a (2.1.6) pour m,=n, =3

2 T2 s
avec
, 3
sz' = {vh(ao) a8, =3 121 a; ; vh(ai) , l=i<3 ;
j
' _ (- 1
o 9n(Pyy) o+ by, 2 (- 5) (8 ma,0) + a5, 17 (3.2.5)

*{\/_ﬁ So12 . 1eisy)

Suivant LASCAUX-LESAINT [24], on montre que :

\,-V\_/

||v-nT2v[|2,T < Chl_;]v|k+2 T e Hk+2(T) » k=1 ou 2 . (3.2.6)



- 35 -

Les estimations d’erreurs de la section 2.4 nous conduisent a :

Proposition 3.2.2 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 avec m=1 (ou m=2) ,

nous avons :

le, &30l = ondRllgsnllly o) Il - (3.2.7)

Preuve : L'application du théoréme 2.5.1 (et du lemme 2.3.1) nous donne
directement (3.2.7) (en effet J-n2-1-2 et 2J-1=32r=2). Lorsque m=2, nous
utilisons la décomposition (2.3.3) du théoréme 2.3.1. D'une part, on applique

le lemme 2.4.3 avec u=0 , A<2 , f=1 , k=3 , et l'on trouve a l’aide de
' : —af -+ —af =+
l'estimation (2.4.14) (pour A=0<f=l<k-1=2) et M = -m (unanﬂ - 8t(m (u)natﬂ)
ERCES R 1t R G il P L | MO i T R L BERNE T
h*"' "h3 1,0 31T 1,0 32T ’ e
T ’h Te ’n
d’autre part, ce méme lemme avec p<l , A=<l , (et p<)) , £<3 , k=2 , nous permet
d'obtenir deux estimations, i.e. soit pour A=p=0 , £=3 (A+k<l) et
—af - )
M=m (u)nanﬂ :
' 2 172
1, (M.8 w o) =< ChiM; o € I el 2777 (3.2.9)
T 'n

soit pour A=p=1 , £=3 (A+x=L)

1/2

|1, (M,8 w, )] =< ch Mz g ¢ 2 v 3|3 T . (3.2.10)
€0,

Ainsi, la combinaison des estimations (3.2.8) et (3.2.9) nous conduit & une

inégalité du type (3.2.7), plus précisément avec m=2 :

e, @w)l = chlfdlly [l (3.2.11)

l'utilisation de (3.2.10) ne nous permettant pas d'améliorer 1'ordre de

l’erreur de consistance.

m]
Remarque 3.2.2 : I1 serait possible de construire un troisiéme élément en
condensant le degré de liberté vh(ao) de (3.2.5) ; dans ce cas (m2=2, n2=3),
l'estimation de l'erreur reste du type (3.2.7).
» o
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3.3. Approximation par triangles du type IRONS

Nous présentons ici une version "équivalente" de 1’'élément de IRONS [18]
posant dans (2.1.6) m,=3 , ny=4 ,
PT2 = {p € Pa(T) , aﬁqsi € P2(S) , 1si<3) |
= (v, (a,) 1<i<3 v, (a..) a,, = l (a,+a.) 1<i<j=3 ;
LN AR R & M i 77 T e
J
S__lL L
Onn(Pyy) » Py = (1 f)(“1+1 3542) ¥ 8444
j=12 , 1=<i<3)
(On note que 1'équivalence concerne 1'ensemble des degrés de liberté ZT2).
Admettons que l'’ensemble ETZ est PTZ-unisolvent , alors on montre de maniére
similaire a4 LASCAUX-LESAINT [24, lemme 3.4} que 1'on a ;
k+2
"v-IITzv"z’T < Chl,;Mk_'_Z,T LW e BT, k=10u2 . (3.3.3)
Nous obtenons alors :
Proposition 3.3.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 avec m=2 , nous
avons :
-+ =
1B G501 = calidly IR, (3.3.6)
et de plus :
- -
e, Gl = enlifdly 1 3 (s e ol o) 172 (3.3.5)

Te N

Preuve : L'application du théoréme 2.5.1 (avec J=25n2-1=3 et 2J-1=32r=2) nous
mene directement au résultat (3.3.4). Par ailleurs, le lemme 2.4.4 nous
conduit, d’une part, pour £=3 , A=l , u=0 , k=4 , et selon (2.4.14) A& une

estimation du type (M=-ﬁaﬂ(3nﬂnR-6,(ﬁqﬁ(a)natﬁ))
- r N o

/2
I, vy ] < IMI1 al L I« 3|2T *"M"Ln( . 3|3T p 3.3.6)

Te ’h Te I

d’'autre part, pour £=3 » A=u=l , k=2 , selon (2.4.13) , A une estimation du

type (M=ﬁaﬁ(3)n n,)

a B

en

(3.3.1)

(3.3.
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3 2 (172
IIh(M,anwh3)| < Ch Mz,n ) Iwh3|3,T) , (3.3.7)
€ly
ou encore (lorsque u=0)

2 2 1/2
ENCERNY ERCY . D) lpaly 77
| <0y
Nous déduisons 1l’estimation (3.3.5) des inégalités (3.3.6) et (3.3.7).

4 LES ELEMENTS G° (@)

Nous considérons maintenant une classe d’éléments vérifiant Xh2 C<z§°(ﬁ) (et
Xh2 ¢z (%Zl(ﬁ)) tels que les degrés de liberté vanth(bij) sont associés aux

points de Gauss-Lobatto de Si .
4.1. Approximation par triangles de ZIENKIEWICZ

L’élément de ZIENKIEWICZ [6] satisfait la définition (2.1.6) pour m2=2

n2=3

Prp = (P € By(D) , $(p) = 0) (4.1.1)

3 3
. 1 1 o — . 1
ou ¥(p) = pa) - 3 L pap) -35 I Dp(a;).a;a; , et ot a =3 E a,,

i=1 1=i, j=<3 i=1 *
et avec .
i=l
> — ] . 3
2T2 - (vh(ai)', Dvh(ai).aiaj , 1=<3i<3 , j=1 , 1=i<3) . (4.1.2)

Suivant LASCAUX-LESAINT [24] , on montre que

||v.nT2vﬂ2 1S oy o WD) (4.1.3)

Selon le théoréme 2.3.1, la fonctionnelle d'erreur & estimer se réduit a
1’expression (2.3.4). Cependant, il n'’est pas possible d'appliquer le théoréme
2.5.1 : en effet, J=n2-1=2 et 2J-3=1<r=2 . On peut donc s'attendre a des
problémes de convergence dans le cas général : dans ce sens SHI [38]) a montré
que, pour certaines triangulations, cet élément ne passe pas le patch test

I3 z . e .
' généralisé — il n'y a donc pas convergence vers u —, ni le Patch Test d’'Irons.

......Nous obtenons :
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Proposition 4.1.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 avec m=l1 , nous
avons :
2 172
g, &%)l = cb [l dwll, + Z L P 2y, (4.1.4)
T
“h

Si, de plus, les bords de tous les triangles T € qg# sont paralleéles & trois

directions données, alors on a :

IEh(—J‘- Ch*";"H “ "h . (4.1.5)

Preuve : Pour M = 1?1049(3)1710‘1r1,9 ef v, = a a¥h3 ¢ ©°n applique le lemme 2.4.3 avec
p=0 , A=<l , £=<1 , k=2 , d'ou : A=0 , £=1 et A<f<k-l=1 ; et l’'on obtient par

1'estimation (2.4.14)

1/2
11,008,031 < Onlldy o ¢ T foly 02 1Ml o € E v wals, 0771
Te‘%fh €0,

ou M = ﬁaﬂ(ﬁ)n n, , ce qui prouve (4.1.4)

o p

A priori, nous avons seulement par le lemme 2.4.3 :

I, 3l = (cqhecy) (Gl [

ou C1 et 02 sont deux constantes positives indépendantes de h . Lorsque les
bords de tous les triangles T e<%§h sont paralléles & trois directions données,
1’élément passe le Patch Test d’'Irons, et le patch test généralisé (cf. SHI
[38]). Suivant LASCAUX-LESAINT [24], on prouve (4.1.5) dans ce cas.

Remarque 4.1.1 : Une version voisine de cet élément (pour laquelle PT2

a été étudide par BABUSKA.ZLAMAL [4] : 1le

0
A
[2)
*
[
-
=]
1]
[2 9
0O
QO
o3
A
h
[}
2]

similaires. Enfin, mentiomnons la variante étudiée par SHI [39] qui converge,

indépendamment de la triangulation.

4.2. Approximation par triangles de GANEV

L'élément de GANEV [16] satisfait la définition (2.1.6) pour m2=n2=4 ,

avec .
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. -1 . s
ETZ = (vh(ai) , 1=i<3 ; vh(ai) , a 2 (ai+aj) 7 15}<Js3 .

ij
> —_— - s = I
Dvh(ai).aia.j , 1<j=<3 , j=i , 1l<i<3 ;
: 1 s s
anvh(aij) , aij =3 (ai+aj) , 1=i<j=<3)
Suivant BERNADOU-HASSIM {9] , on montre que :
k : k+2
||v-nT2v||2,T < Chy |v|k+2’,r , VW eH “(T) , k=1,2,3 . (4.2.2)
L'application du théoréme 2.5.1 nous donne :
Proposition 4.2.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 avec m=1 , nous
avons :
-+ - -
|Eh(u,wh)| < Chﬂqlﬁ "wh"h . (4.2.3)

Preuve : 11 suffit de vérifier que : J=n2-1=3 et 2J-3=32r=3 .

Remarque 4.2.1 : On voit sans difficulté que ce résultat est optimal (en effet,
si m=3 , 1l'application du lemme 2.4.3 nous conduit soit a : £=3 , A=p=0 , k=3
et une estimation en O(h) par (2.4.13), soit & : £=2 , A=u=1 et une estimation
en 0(h) dans (2.4.14)).

5 QUELQUES ELEMENTS QUADRANGULAIRES

Il s'agit ici d’étendre les techniques développées aux sections 2.4 et 2.5

(4.2.1)

au cas d’'éléments rectangulaires — de fagon A ne considéréer que des familles

presque-affines d’'éléments finis (voir section 2.1). Tout d'abord, notons qu’il
n'y a aucune difficulté 4 reprendre les décompositions de 1l'erreur de
consistance établies au théoréme 2.3.1, simplement en faisant varier i de 1 a

4.

Tous les résultats des sections 2.1 et 2.2 peuvent étre obtenus dans le cas
o 1’on remplace les triangles T par des rectangles R (a4 bords paralléles aux
axes de coordonnées dans %52), et lorsque l’on modifie les définitions (2.1.5)
et (2.1.6) de fagon a prendre en compte la nouvelle géométrie des éléments
(notamment en posant 1<i<4) . En particulier, on désigne par Qk (kdN) 1l’espace

des polynémes de degré =<k par rapport & chacune des variables x X

1 17 72

(éventqellement x, = £ et X, = 62) ; dim Qk = (k+1)2 (cf. CIARLET [11] pour

1
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les propriétés d'interpolation). La méme démonstration, en remplagant 1la
Pl-interpolée de W3 Par sa Ql-interpolée, justifie 1l’estimation du lemme
2.3.1.

Enfin, les estimations d'erreur aux interfaces (données aux lemmes 2.4.1 a
2.4.4) se valident dans le cas des rectangles avec les mémes arguments,
Remarquons que ces résultats demeurent inchangés si 1’'on remplace dans (2.4.1)
les inclus?ons : Pk(R) c PR. C Pn(R) , par Qk(R) c PR c Pn(R) . Tout
naturellement, mnous étendons le théoréme 2.5.1 au cas des éléments

rectangulaires en prenant i variant de 1 4 4 (et non plus l<i<3).

Nous en tenant a cette bréve description, nous 1’illustrons sur les exemples

suivants : tout d’abord en considérant un rectangle semi-loof, puis un
rectangle %5°(ﬁ) ; nous abordons également le cas d'un rectangle semi-loof du
type IRONS.

5.1. Approximation par rectangles de KIKUCHI

L'élément de KIKUCHI-ANDO (cf. [22]) satisfait la définition (2.1.6) pour
3 3 . .
m2—2 , n2=3 , avec : PR2 = (p € P2() bﬁszl , 1l=i<4) c Q2(R) , et :

. 1
sz = (Vh(ai) ’ 1Si$3 ’ anvh(aij) ) .. = 2 (ai+aj) ’

1=i<jst , j-im2)

De la méme maniére que pour le triangle de MORLEY (cf. LASCAUX-LESAINT [24]),

on a :

9 &

||v-IIT2v"2 RS Oy o Wer®) . (5.1.2)

L’application du théoréme 2.5.1 (et du lemme 2.3.1) nous donne :

Proposition 5.1.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 avec m=1 , nous

avons :

B, G501 = ondllgsslsll, o I, -

Preuve : Il suffit de vérifier que J=l<n,-1=2 , et 2J-1=r=1 .,

2
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5.2. Approximation par rectangles ACM

Le rectangle d'Adini ou ACM (cf. ADINI-CLOUGH [1], MELOSH ([27] [28]))
satisfait la définition (2.1.6)  pour m2=3 , n2=4 , avec
3 3 o .
Ppo = (P € By @ [x)%,,%,%,] , 1=ish) € Q(R) , X, c% @ , et :

ZRZ = {vh(ai) , alvh(ai) , 82vh(ai) , l<ix4) | (5.2.1)

On a également (cf. CIARLET [l1, (6.2.17)], LASCAUX-LESAINT {24, lemme 4.1],
voir aussi KIKUCHI [21], MIYOSHI [30])

|Iv-n v"2 o Chk|v|k+2 p s WEHM®R) L k=10u2. (5.2.2)

Dans ce cas, le théoréme 2.5.1 est inefficace (car J=25n2-1=3 et 2J-3=l<r=3) ;

toutefois on a :

Proposition 5.2.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 avec m=l1 , nous
avons :
|E, (&)l =< cHlldls Il (5.2.3)

et de plus, lorsque m=2 :

-+ /2
I, Gl < onliflly € 3 Bl 02 (5.2.4)
Re? ’h
Preuve : Celle-ci est analogue a celle de la proposition 4.1.1. En effet, en
appliquant le lemme 2.4.3 avec A=u=0 , £=1 , k=3 (de sorte que A<£<A+k-1), on

obtient :

4 2
e, 31 = cnlfdlly Rl + ¢ T haal3 0% (5.2.5)
Re ’h
ce qui est insuffisant pour prouver la convergence.

Pour établir (5.2.3) et (5.2.4), nous renvoyons aux techniques développées
par CIARLET [11, théoréme 6.2.3] et LASCAUX-LESAINT [24, §4].
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5.3. Approximations par rectangles du type IRONS

De la méme fagon qu’en section 3.3, nous abordons le cas d'un élément,
rectangulaire cette fois, semi-loof pour lequel 1’ensemble ZRZ équivaut a celui
de 1'élément d'IRONS [18]. Cet élément satisfait la définition (2.1.6) pour

m2-4 , n2=5 , soit directement PR2 - Q3(R) , avec :

i<l - 1
2R2 - (Vh(&i) , l<ix<4 ; vh(aij) , aij > (ai+aj) ,
= @ Jl l<i<j<4 , j-is2 ;
(5.3.1)
S_l_ . L
| 8 vn(bys) by = - ) (agg-ay,) +ag,,

! .

I ! A j=1,2, 1l<i=<4) ,
Admettons que cet e.nsemble soit PR2-unisolvent, et que 1l'on obtient de maniére
similaire a LASCAUX-LESAINT [24]

k+2

||v-nT2v||2’R < Ch;]vlkﬂ’R , VWweH “(R) , k=1,2 0u3 . (5.3.2)
Dans ce cas, on trouve :
Proposition 5.3.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 avec m=2 , nous
avons :

|B, @5l = cnlfdly I (5.3.3)
et de plus :

-+ - 2 2 1/2
B, @)l < el 1 % (w 3'2 &l RHmaly 177 (5.3.4)
& P
RV
h

Preuve : Pour obtenir (5.3.3), il suffit d’appliquer le théoréme 2.5.1 pour
J=2$n2-1=4 » et 2J-1=3=r . Par ailleurs, le lemme 2.4.4 nous permet dfétablir
les deux estimations suivantes : d'une part, pour £=3 , u<i=1 , k=3 (selon
2.4.14 - 5@y n, - 8 G*P@
( 14) avec M =nm (u)lanﬂ ar(m (u)natﬂ))

I, 0 0l = cn? (n¥hy L lwaly M2 + I Il 5.3.5)

n Mgl = pe1,0 ¢ nala, 7+ Ml o C E bagls '

R, | R,
d’autre part, pour f£=3 » A=p=1 , k=3 (selon (2.4.14) avec M = Eaﬂ(a)nanﬂ)
2
II (M 9 wh3)| Ch [hIMIZ,Q ( 2 I 3'3 R + "MIll,n ( E l 3'4 R) ] ¢ (5'3'6)
RED, Rel,

Nous en déduisons 1'inégalité (5.3.4) pour m=2 (p=0).
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6 ESTIMATIONS D'ERREURS

"Aux paragraphes 3,4 et 5, nous avons évalué l’erreur de consistance, i.e.
qsuglEh(ﬁ,ah)bﬂadhi , pour différents éléments, afin notamment d’illustrer la
whev

h .
convergence de telles méthodes. Dans ce paragraphe, nous établissons des
estimations d’erreurs sur les contraintes (soit nﬁ-ﬁh"h ) “'"h norme de Vh),

- -
puis sur les déplacements (soit [ju- )
b AP

6.1. Estimation de l’erreur de discrétisation

Pour toute combinaison d’'un élément satisfaisant & la définition (2.1.5) et
de 1l'un des éléments étudiés précédemment, on montre que 1l'’erreur de

discrétisation "ﬁ-ah"h est (asymptotiquement) du méme ordre :

Théoréme 6.1.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 et des propositions

3.1.1 4 5.3.1 , il existe une constante C , indépendante de h , telle que :

lfa-Gll, = chlldly - (6.1.1)

Preuve : I1 suffit de combiner les résultats des paragraphes 3, 4 et 5 a

l’estimation (2.2.6) dans 1'inégalité (2.2.5).

Remarque 6.1.1 : Dans cette étude, nous ne prenons pas en compte l'effet de
l’intégration numérique : nous supposons une intégration exacte des formes
ah(.,.) , définie en (2.1.4), et £(.) , définie en (1.1.11). Cependant, il n'y
aurait aucune difficulté a étendre certains résultats obtenus par BERNADOU [7]

dans le cas des méthodes conformes au cas présent (cf. TROUVé [47]).

6.2. Estimations-L2 pour les déplacements

Afin de pouvoir comparer les éléments, il est intéressant d’'établir des

3
estimations du type ( ) “ui-uhiﬂg 0)]'/2 (car Gh C.(L2(0)3) . Ces estimations
i=1 ’

s'obtiennent & partir d’'arguments de dualité du type Aubin-Nitsche (cf.
LASCAUX-LESAINT [24], LESAINT {25], BANNACHER [32]) ; de ce fait, nous sommes

amenés & poser les hypothéses suivantes :
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Hypothése 6.2.1 : L’opérateur linéaire de coques minces de W.T. Koiter défini
par (1.1.3) (1.1.4) (1.1.5) , pour N-M=O0 sur T
=

V-2, oz & = l@)? x H2(m) |,
L-u*1(n))? x %2(¢a) ,

1 ¢ est un homéomorphisme de
rl)rz € m N r122 ’ ]'.'2
e Z , 5120 , 522-1 , ou les exposants Ty, Ty Sqo

=3 , dans

s
S1°%52
s, satisfont les relations :

S, - min(r1-2,r2-3) et s, = min(r1-3,r2-4) , (6.2.1)
ou encore :
r, - max(s1+2,52+3) et T, = max(sl+3,52+4) ; ‘ (6.2.2)

et il existe une estimation a priori du type :

IIEllz = I8l - | (6.2.3)

ou ||||a et ""i: désignent les normes usuelles des espaces G et L .

Remarque 6.2.1 : Cette hypothése améne plusieurs commentaires.

(i) En ce qui concerne les hypothéses de régularité a effectuer pour les
modéles complets (c'est-a-dire sans restriction sur la géométrie ou sur les
sollicitations) de coques minces, il convient de remarquer la particularité (en
comparaison des modéles de plaques ou de coques peu profondes) introduite par
le couplage entre les effets de membrane et les effets de flexion, et traduite
ici par les relations (6.2.1) et (6.2.2). Ainsi, si l'on suppose seulement
ue (HZ(O))2 X Ha(ﬂ) , nous devrons considérer que l’on a ; € (LZ(Q))2 X H-l(ﬂ).
Réciproquement, si 1’on choisit 3 € (L?'(Q))3 , alors 1'inégalité (6.2.3) ne
sera vérifiée que si u e (1-13(0))2 x Ha(ﬂ) (rappelons qu’un modéle de plaque
nous conduit a 3 € (LZ(Q))3<—>3 € (HZ(Q))2 X HA(Q)) . Enfin, soulignons que

les estimations du type (6.2.3) nécessite une justification.

(ii) Nous attirons 1l'attention du lecteur sur la souplesse d’utilisation que
procure la formulation de 1l’hypothése 6.2.1. En effet, si nous nous étions
contenter de la propriété d’'homéomorphisme entre les espaces
ﬁ = (l-lnh\l(ﬂ))2 X Hm+2(0) (avec m=1) et (Hm-]'(ﬂ))2 x Hm-?'(ﬂ) , nous n'aurions pu
obtenir, par des arguments de dualité (cf. NITSCHE {31]}), que des estimations

2
sous la forme [ Zluua-uhautz),ﬂ + 3 ||u3-u1_13"§',r]1/2 (cf. RANNACHER [32]), donc
a=

Te @
h
uniquement pour m=1 . Or, dans le cas général, il faut pouvoir estimer

"3'311"0 q (lorsque m=2) pour P e (L2(0))3 .
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(1ii) Lorsque le domaine O est seulement polygonal convexe (et mes(P )=0) on
ne peut s attendre 4 disposer d'une régularité plus forte que
U e (Hz(n)) X H (2) . Suivant RANNACHER {32}, il est néanmoins possible
d'obtenir des estimations d’erreurs en posant B € (Lz(ﬂ))2 X H-l(ﬂ) ; c’'est ce

qui motive la valeur 52=-1 dans 1'énoncé de 1'hypothése 6.2.1.

Nous commengons par donner une estimation abstraite des erreurs HUIﬁmo q ou

[)Illu uhojlo + L |luy- “h3"1 T]
"

ety
Lemme 6.2.1 : Sous 1'’hypothése 6.2.1 , il existe deux constantes C1>0 et C2>0 ,
indépendantes de h , telle que :
(i) pour sl=s2=0 , on a:
T |E, @, 4-m B
lfu-wfly o = ¢, sup BT (6.2.4)
¢<G G

(ii) pour sl=0 . 52-1 » et en supposant mes(Pl)-O , on a :

2
[zuu- wndll g+ I Nuyullt 112 <

a=]1
T ’h (6.2.5)

sup ” (o-wll, 18-m 3, + [5, B.3-3)] + le, G.3-m DD

ou Hh dé51gne I’opérateur d’interpolation associé & la définition de 1’espace

discret Vh .

Preuve. :

(1) cas ou sl=52=0 :

Remarquons tout d‘’abord que, du fait de la symétrie des formes bilinéaires
,.) et ah(.,.) définies en (1.1.9) et (2.1.4), les problémes 1.1.1, 2.1.1,

coincident avec les problémes variationnels adjoints respectifs, soit :

av,$) = g(¥) , wwei |, (6.2.6)
by =@, v eV (6.2.7)

\ , . P - <> 3 - - o - -+ 2 3
ou l'on a identifié g(w) = (w,g) , VYw e (V+Vh) , Vg€ L= (L(Q))” . Pour

tout g € L » le probléme (6.2.6) admet une solution unique, notée z , dans

VNE , et 1'on a une estimation du type : "3"6 < C"_g."—I: . De méme, comme
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conséquence du théoréme 2.1.1, et la forme linéaire g(.) étant continue et
bornée sur Vh , le probléme (6.2.7) admet une solution unique zh € Vh .
De fagon similaire au lemme d’Aubin-Nitsche (cf. CIARLET [11, théoréme
3.2.4]), on utilise la caractérisation suivante :
- =+
it g - sup S
2732 Rl o

geL

soit en utilisant une inégalité du type (6.2.3), et l'équation (6.2.7)

flu-ajl, . =< ¢ sup ) (6.2.8)
A S T

Par ailleurs, on remarque que l'on a :
a W-0,4) = & (@,4) - £@) - B @) .

-
soit encore comme : Eh(u,z) =0,

a, (U-4,,4,) = - E (3,8-3)

Par suite, en prenant le minimum par rapport a ah € Gh , nous obtenons dans
(6.2.8) _
|E, (u.4-3))|
"u'u-nllo g = Csup ( inf i——ﬁ]_—;—h— ) . (6.2.9)
dec 4 eV, 4l

d'ou (6.2.4).

(ii) cas ou sl=0 8y

R o . . .
Dans le cas ou Xh2 c‘%? (1) , la méme démonstration nous méne directement au

=-1 , et mes(P1)=O

résultat (6. 2 5) (on pose mes(F )=0 afin de pouvoir utiliser la dualité entre

les espaces H (0) et H (0) et une estimation du type (6.2.3)).

Dans le cas ou Xh2 ¢(%§°(ﬁ) , on pose dans (6.2.6) et (6.2.7)

-
g(W) = (vy,8)) + (¥,,8)) + W3:837p
€0y
pour tout w e (3+§h) et pour tout E € (L2(0))2 X H-l(ﬂ) , ou (.,.) désigne le

produit de L2(Q) , et ou <.,.> désigne le produit de dualité entre 1l'’espace :

(we I Hl(T) s ﬁ =0 ou T'=20380 et O =UT)

r
%, h

h
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et un sous-espace de H'l(ﬂ) . L'argument de dualité (cf. NITSCHE [31]) permet

d’écrire (sous l’'hypothése 6.2.1) :

) la, (u-u ,$)-E, (3,5-3)|
» "‘*‘a'“ha"(z) a*t Y "u3-u.h3"§ T]1/2 <C sup %htUTY, ||$]|-.Eh “h
a-ll ’ Te%:h ! ZGG G

"soit encore :

2
I gdlo,0 T Mgl /2 s
T - - - - -
h Iah(u-uh.z-zh)-Eh(g,u-uh)wh(u,zh)l

=< C sup ( inf .
& 4 B |

En utilisant la continuité de la forme bilinéaire ah(.,.) sur (V+Vh) , ainsi

que celle de la fonctionnelle Eh , on trouve (6.2.5) ou encore :

2 | .
T o upgllg o+ E Mool 1127 <

T ’h »
- I13-m, 4, |, (3,3-3,)] |E, &.3-1, D]
=< C2(||u-uh||h sup (——=— ) + sup ———— + sup ———o—— }
i W TR W iR W
‘ (]
Remarque 6.2.2 : L'estimation (6.2.4) équivaut a celle obtenue par

LASCAUX-LESAINT [24] et LESAINT [25) a 1'aide de la formule de Green, soit :

.. LICH ¥ ]
Rl g% © sup ¢ tng — B
B = B T [

ou i B4 = o @534 - R @ADL - E (0,4-4) ; il suffic de
remarquer que l’on a (par symétrie de la forme bilinéaire ah(.,.)) :

Gy 3-8 - B G UG) - 4 @83 - 8 @80 -0

La remarque s’appliquerait également a la formule (6.2.5).

o

Dans la suite, nous nous contenterons d'appliquer l'estimation (6.2.4), ce

qui suppose que 1l'on ait au moins u € (HB(Q))2 X Ha(ﬂ). Cependant, 1lorsque
2

ue (H (0))2 X H3(0) seulement, nous n’aurions aucune difficulté a utiliser

(6.2.5) — estimation qui serait du méme ordre de grandeur que la précédente.
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Nous donnons une estimation-L2 de 1l'’erreur pbur les définitions des paragraphes

3 ]
» 4, 5 de l’espace th .

Théoréme 6.2.1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 et sous Il’hypothése

6.2.1 avec sl=s2=o ; admettons l’existence d’une estimation de la forme :

V2L (6.2.10)

N 2 2 2
IEh(U,Wh)I = Ch(“u1“3 ’n"'“u2"3 'Q"""u:;“[,_’n)

alors il existe une constante Co , indépendante de h , telle que (pour ms2) :

m+1 1/2
Is- u,,ll0 oS ol oellu lly lluglly 0% (6.2.11)

Preuve : On introduit (6.2.10) dans (6.2.4), soit :

2 “z'nhzllh
I-3lly o = cadluglly Ao ll} 0ﬂ|u3||4 @/? sup A
pIe ¢
ou l'on a posé ¢ = (H3(0))2 X Ha(ﬂ) . Puis, on applique le lemme 2.2.1, ce qui
nous conduit directement a (6;2.4).

O

Ainsi, nous retrouvons les estimations établies dans le cas des problémes de
plaques par LASCAUX-LESAINT [24] pour les éléments de MORLEY, de FRAEIJS DE
VEUBEKE, de ZIENKIEWICZ lorsque la triangulation s'’appuie sur trois directions
données, et pour le rectangle de ADINI. Nous étendons ce type de résultat aux
triangles de GANEV et aux rectangles de KIKUCHI. Dans le cas du triangle ou du
rectangle du type IRONS (cf. sections 3.3. et 5.3), on montre facilement que ce
résultat est méme optimal (i.e. les estimations (3.3.5) et (5.3.4) ne

permettent pas d’améliorer (6.2.11) lorsque m=2).

Remarque 6.2.3 : En ce qui concerne 1l'élément de ZIENKIEWICZ, l'estimation
(4.1.4) nous conduit & (en utilisant (4.1.3))

2 2 2 2,172
8- ly g = ohdluyl gllul? gollugl2 i+ ¢ L DM,
€0,
ou une constante indépendante de h ; de sorte que, comme
card%g = 0(h’ ) , on ne peut prouver a priori que 1im “u-uhuo Q- =0 .

a

Dans le tableau qui suit, nous donnons des exemples pratiques de combinaison

Xhl - Xh2 en indiquant : la wvaleur de m=m1n(m1,m2-1) ; l'ordre de l'erreur

- - .
fla-w li : le card®S_, ou I, =%, UZ, UZ ; et, entre parentheéses, le

Ywlo,a T T T T, T,
nombre minimum de points d'intégration numérique par triangles (cf. BERNADOU

(70




Eléments triangulalres(bgo(ﬁ)

Eléments triangulaires semi-loof (Xh2 ¢(&§°(ﬁ))

mamova——

Vh = Vhl X Vhl X V
GANEV ZIENKIEWICZ type TIRONS FRAEIJS DE VEUBEKE B MORLEY
V2 @ﬁ ﬁ
Vhi m,=n, =4 my=2 =3 m,=3 n,= my=2 n,=3 ; m=n,=2
Hermite réduit Hm -2 m=1 A /// ’//
type (3')
0(h3) O(hz)
cardET - 33 cardzT = 27
mn _2 . ny -3 (6 points) (3 points) % /% ///
Lagrange de type (2)|lm = 2 ;;;;2&9/ m = 2 m=1 m=1
0(h3) 0(h>) oh?) o(h?)
. cardz,r - 27 cardI‘..,r - 24 cardET - 21 card)’JT = 18
1‘“1-2 (6 points) /52222% (6 points) (3 points) (3 points)
Lagrange de type (1) {{m = 1 m=1 m=1 m=1 m=1
o(h) 0(h?) 0(h%) 0(h?) o(h?)
cardET - 21 cardET =15 cardET - 18 cardzT - 15 cardXT - 12
m. =n. =1 (6 points) (3 points) (6 points) (3 points) (1 point)
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CONCLUSION

Le résultat majeur de cette étude reste 1l'établissement d'un critére
pratique de convergence, i.e. le contrdle de quadrature pour le schéma nodal
(voir théorémé 2.5.1). S§'il s'agit 1la de conditions suffisantes, mais non
nécessaires de convergence, on pourra remarquer que les éléments qui ne
satisfont pas 4 ce critére présente une convergence qui dépend de la forme de
la triangulation. Il semble qu’un tel critére puisse stre généralisé a d'autres

problémes elliptiques.
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