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QUELQUES ASPECTS MATHEMATIQUES
DE LA PROPAGATION
DES FLAMMES PREMELANGEES

RESUME: Nous présentons une revue des résultats mathématiques existants concer-
nant plusieurs modéles couramment utilisés pour décrire la propagation d’une flamme
prémélangée dans un tube infini ouvert, ainsi que des méthodes mathématiques utilisées

pour étudier ces modéles.

SOME MATHEMATICAL ASPECTS
OF PREMIXED FLAME PROPAGATION

ABSTRACT: We present a review of existing mathematical results concerning several
models commonly used to describe the propagation of a premixed flame in an infinite
open tube, as well as of the mathematical methods used to investigate these models.
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1. INTRODUCTION

Comme on le sait, les problémes de combustion présentent un trés grand intérét
scientifique et industriel. Ils ont fait I’objet ces derniéres années de trés nombreuses
études physiques, numériques ou mathématiques. Les phénomeénes de combustion
en phase gazeuse sont décrits par des systémes d’équatiéns aux dérivées partielles
non linéaires qui incluent, par rapport aux équations de Navier-Stokes, des équations
supplémentaires pour les variables de composition (voir Buckmaster-Ludford [15], Wil-
liams [49]). A cause de la complexité de ces systémes, plusieurs modéles simplifiés sont
utilisés par les physiciens pour étudier certains aspects du modéle complet (voir Clavin
[16], Sivashinsky [43], [44]).

Nous présentons dans cet article un panorama des résultats mathématiques ex-
istants concernant plusieurs modéles couramment utilisés pour décrire la propagation
d’une flame dans un mélange gazeux, ainsi que des méthodes mathématiques utilisées
pour étudier ces modéles. La plupart des résultats présentés concernent des solutions
stationnaires de problémes de réaction-diffusion non linéaires sur JR ou dans un do-

maine cylindrique infini multidimensionnel.

Nous rappelons d’abord briévement dans la section 2 comment les modéles mathé-
matiques décrivant I’écoulement d’un mélange gazeux réactif sont obtenus a partir des
théories physiques de base; nous présentons ensuite dans la section 3 les principaux
systemes approchés utilisés pour décrire la propagation d’une lamme, le modéle isobare
et le modéle thermo-diffusif. L’étude mathématique du modele isobare dans un cadre
monodimensionnel est abordée dans la section 4, o l’on s'intéresse successivement
a P'existence et I'unicité d’une solution stationnaire, au comportement asymptotique
de cette solution dans la limite (fréquemment utilisée par les physiciens) des grandes
énergies d’activation, et également a I’existence et 'unicité d’une solution instation-
naire. La section 5 est consacrée & 1’étude dans un cadre multidimensionnel d’une

équation de réaction-diffusion non linéaire issue du modele thermo-diffusif.

Comme on le verra, les problémes ouverts ou incomplétement résolus abondent
dans ce domaine; nous avons regroupé dans la section 6 quelques remarques concernant

ces questions ouvertes et I’ensemble des résultats présentés dans 1’article.

Le lecteur intéressé pourra trouver les démonstrations détaillées des résultats

présentés dans les travaux de H. Berestycki, B. Nicolaenko et B. Scheurer (10], B.
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Larrouturou [33], H. Berestycki et B. Larrouturou [7], H. Berestycki et L. Nirenberg
[11], [12], et H. Berestycki, B. Larrouturou et P.L. Lions [8].

2. MODELISATION DE LA COMBUSTION EN PHASE GAZEUSE

Dans cette partie, nous donnons une idée des principales étapes du cheminement
qui conduit aux systémes d’équations aux dérivées partielles modélisant un écoulement
gazeux réactif. Nous présenterons ensuite dans la section 3 les principales approxima-
tions de ces systémes qui sont utilisées de fagon classique pour décrire des phénomeénes

de propagation de flamme.

Le probléme est de décrire I’écoulement d’un mélange compressible de plusteurs
espéces gazeuses susceptibles de donner lieu a des réactions chimigues, en prenant en
compte les effets de transport, diffusion des espéces et conduction thermique. En toute
rigueur, pour obtenir un modéle incluant I’ensemble de ces aspects, il faut se placer
dans le cadre de la théorie cinétique des gaz, en partant des équations de Liouville ou
de Boltzmann (voir Hirschfelder et al (26], Williams [49]). Cependant, on aboutit au
méme modéle dans le cadre plus simple de la mécanique des milieux continus, au prix
de quelques hypothéses simplificatrices. C’est de cette deuxieme approche que nous
donnons maintenant un aperqu.

2.1 Comnsidérons un mélange gazeux de N espéces A, 1 < k< N (nous réserverons
I'indice k& pour désigner les espéces gazeuses). Les développements qui suivent re-
posent sur I’hypothése suivante: on suppose 'existence de N “milieux continus” (ou
“continua”), correspondant aux N especes en présence. On a donc en chaque point 7,

a chaque instant ¢, N masses volumiques px(Z',t), N vitesses vk (7 ,t), N pressions
N —_— N . a A
partielles pk( T ,t); Ol Suppose que ces variables sont continues et méme continiment
différentiables par rapport aux coordonnées d’espace et de temps. On définit aussi la
masse volumique p du mélange par la relation p(7',t) = Y2 re(T,t), la “vitesse du

k
mélange” V' par pV = > Pk, et la pression totale par p = 3 p; (loi de Dal-
k k
ton). Enfin on Suppose que l'on a en tout point équilibre thermique local entre les

différentes espéces, c’est-3-dire que la température est la méme pour toutes les espéces:
Tw(7,t) = T(7,t).



Ces notations étant posées, la démarche consiste & écrire les équations de la
mécanique des fluides pour chacune des espéces, puis & en déduire des équations pour le
mélange. Par exemple, ’équation de conservation de la masse pour le k*¢™¢ continuum
s’écrit:

(o)t + ¥ .(0kT2) = prc (2.1)
ou g est le taux de variation de la masse volumique de ’espéce Ax due aux réactions

chimiques (taux de consommation ou de création, selon le cas). En sommant les
N

équations précédentes pour toutes les espéces, et en utilisant la propriété >, =0
k=1

qui exprime que les réactions chimiques ne créent pas de masse, on obtient pour le

mélange la forme classique de ’équation de continuité:
——
pt+ V. (p7)=0. (2.2)

En procédant de fagon similaire pour les équations de conservation de la quantité

de mouvement et de ’énergie, on obtient le systéme:

pe+ V.07) =0,

(0v:)e + V (pvi ) = pF; + 0355

(pe + 30v%): + V [(0€ + 107) F] = (040:); + pFovi — V. T,
(Px)e + V.(pk?) = Pk — ?.(pkﬁ) .

(2.3)

—
Les notations utilisées sont classiques: F désigne les forces extérieures appliquées par
unité de masse du mélange, 0;; les composantes du tenseur des contraintes du mélange,

€ I'énergie interne du mélange (pe = 3 prex). De plus, § désigne le fluz surfacique
k

, . 5 —_ —_ . . . s N 9o .
d’énergie, et Vi = vy — v est la vitesse de diffusion de I’espéce k. L’indice temporel
t et les indices d’espace ¢ et j indiquent une dérivée partielle lorsqu’ils apparaissent

aprés une virgule ou une parenthése.

Dans le cas d’un écoulement réactif tridimensionnel, le systéme (2.3) contient N+5
équations. Il est alors commode de considérer comme variables indépendantes les N +5
quantités p , v; (1 <7< 3), T, et Yy, fractions massiques des especes, définies par les
identités px = pY%. Pour clore le modele, il reste alors 2 se donner, ou 3 exprimer en

— —
fonction des variables indépendantes, les termes restants: F, Oijy € G, Pk et Vi.

2.2 Le traitement des trois premiers termes de la liste précédente est tout 3 fait clas-

—_—
sique. Les efforts extérieurs sont habituellement donnés (par exemple F = 7§ dans le
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cas de forces de gravité). D’autre part, on suppose pour simplifier que chaque espéce
se comporte comme un gaz parfait, et que le mélange est newtonien, en écrivant:

2 — ‘
o7 =—(p+ I# V. 9)6i; + plvi; + v54) (2.4)

ol u est la viscosité du mélange, la pression p étant donnée par:

p=Zpk=pRTZ;}:f’;, (2.5)
k k

R et my désignant respectivement la constante universelle des gaz et la masse molaire

de I’espéce Ak. Enfin, on a les relations suivantes, classiques en thermodynamique:

€= Zkak = ZYk(hk - %:) ,
k k
T (2.6)

=;Ykh2+zk:yk/ CldT - g :

To

ol hy est I’enthalpie de Pespéce Ak & la température T, hg son enthalpie de formation

4 la température de référence To, et C;f sa chaleur massique & pression constante.

. A ce stade, il nous reste & exprimer les termes de diffusion d’énergie et d’espéces

—
(¢ et PkVk), ainsi que les termes de réaction chimique (px), termes rarement ou pas
du tout rencontrés en mécanique des fluides usuelle. Nous utiliserons pour les effets de

.transport les lois les plus simples suivantes:

T =-AVT+Y phily, (2.7)
: |

qui exprime le flux surfacique ¢" comme la somme d’un flux conductif donné par la loi
de Fourier (A est la conductivité thermique du mélange) et des flux diffusifs d’enthalpie

de chaque espéce, et:

Pk Vi = —pDVYy, , (2.8)

(loi de Fick), ot D > 0 est un coefficient de diffusion. Ces relations, lois de Fourier

m
<+
@
u

et de Fick dont elle découlent, peuvent &tre considérées soit comme empiriques, soit
comme des expressions treés simplifiées des modeles beaucoup plus complexes auxquels
conduit la théorie cinétique des gaz (voir Williams [49)).
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Exprimons enfin les termes de réaction pi, dans le cas o une seule réaction

chimique, notée:

Z wr A — Z v Ak C (2.9)
k k

a lieu dans le mélange gazeux. Les entiers naturels pr et v sont les coefficients
stoechiométriques de la réaction (un exemple de réaction de ce type est la réaction
globale de combustion de I’hydrogéne 2 Hy 4+ O3 — 2 H,0).

Il est tout d’abord clair que les taux de variation de masse pi des différentes

espéces dus a la réaction (2.9) sont liés par une relation de la forme:

Vi, —2k  —, (2.10)
mk(Vk ~ k)

w (indépendant de k) est le taux global d’avancement de la réaction (2.9).

La détermination théorique de ce taux global w est un probléme difficile, qui fait
appel a la physique quantique et fait encore I’objet de nombreux travaux fondamen-
taux. Pour situer le probléme, considérons le cas simple d’une réaction A + B8 —
Produits. A Déchelle moléculaire, la réaction ne se produit que lors d’une collision
d’une molécule de A et d’'une molécule de B, d condition que cette collision soit suffisam-
ment énergétique (c’est-a-dire telle que “I’énergie cinétique du mouvement relatif” des
deux molécules soit assez grande), et d condition que I'“orientation relative” des deux
molécules a I'instant du choc permette la réaction (voir Larrouturou [34], Sivashin-
sky [44], Vincenti-Kruger [48]). Or, la théorie cinétique des gaz permet d’évaluer,
a partir de la distribution des vitesses de Maxwell, le nombre des collisions entre
molécules par unités de volume et de temps, et méme le nombre de ces collisions qui
sont suffisamment énergétiques. Mais cette théorie, dans laquelle les molécules sont
vues comme des sphéres solides, ne peut évidemment considérer la deuxieme condition:
le “facteur stérique”, c’est-a-dire la fraction des collisions suffisamment énergétiques
qui produisent effectivement la réaction, ne peut étre évalué qu’en utilisant I’équation

de Schrodinger, ou mesuré expérimentalement.

Néanmoins, I’étude du taux de collisions par unité de volume et de temps donne

les principaux termes intervenant dans ’expression du taux de réaction w. On obtient

w = Ikl (%)M F(T). (2.11)

pour la réaction (2.9):
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Cette dépendance de w par rapport aux fractions massiques est connue sous le nom de
loi d’action de masse. La fonction F(T) s’écrit sous la forme:

£
F(T)= B(T - 2.12
(7) = BT e (- ) | (2.12)
ot B(T) est une fonction algébrique de la température, et ol la constante ¢ est Iénergie
d’activation de la réaction. Le terme exponentiel intervenant dans cette relation est le

terme d’Arrhénius.

2.3 Nous avons maintenant donné I’expression de tous les termes apparaissant dans
le systéme (2.3). Dans la réalité, la description compléte d’un écoulement réactif
nécessite de prendre en compte un tres grand nombre d’especes gazeuses et de réactions
chimiques (de I’ordre d’une ou plusieurs dizaines; voir par exemple Clavin [16]): le
systeme (2.3) comprend alors un grand nombre d’équations, et de trés nombreux termes
source non linéaires exprimant les variations des masses volumiques dues aux différentes

réactions chimiques.

Nous éviterons les difficultés lides aux aspects de cinétique chimique complexe
en faisant & partir de maintenant ’hypothése simplificatrice importante qu'une seule
réaction chimique exothermique du type simple:

R— P (2.13)

a lieu dans le mélange. En particulier, nous supposons que le mélange est constitué
des deux seules espéces R et P, de fractions massiques Yp et Yp =1 — Yjp.

Remarque 2.1: 1] existe quelques travaux mathématiques rigoureux concernant
Pétude de phénomenes de combustion et prenant en compte une cinétique chimique
plus complexe que la réaction simple R — P. Le lecteur intéressé pourra par exemple
consulter les travaux de S. Heinze [25], ainsi que de C. Brauner et C. Schmidt-Lainé
[13], B. Larrouturou [33] et D. Terman [47]. o

Nous pouvons maintenant réécrire le systéme (2.3) en tenant compte des relations

(2.4) a (2.12); pour simplifier, nous négligeons désormais les termes visqueux et les



forces extérieures, et nous notons Yp = Y:

(0t 4+ V.(7) =0,
—
(pvi)t + V. (pvi0) = —pi ,
| Be+ V(B +9) 7] = V.0VT) + @V (pD77) , (2.14)
(pY)t + V. (oY V) = —mw(Y,T) + V.(pDVY) ,
mp = pRT , w(Y,T) = %— (T) ;

la constante Q@ = hQ — A} > 0 est la chaleur dégagée par la réaction chimique (2.13)
par unité de masse du réactant, et

1. 1
E = pe+ Epv2 = QpY + pC,T + p(h?p - CpTo) + :?-pv2 (2.15)

est 1’énergie totale par unité de volume. On a utilisé le fait que les deux espéces R et

P avaient la méme masse molaire m et les mémes chaleurs massiques (constantes) Cp
et C, vérifiant la relation de Mayer m(Cp, — Cy) = R.

Il est classique en combustion de remplacer le systéme précédent, écrit sous forme
conservative, par le systéme:

e

pt+ V.(p7v) =0,

—
pvit +p v .V, =—p;,

= — — =
pCT: + pCo v VT = mQuw(Y,T) + V.(AVT) + p: + v .Vp, (2.16)
pY: + p—ﬁ'}%—l}) =-mw(Y,T) + v(pD67) ,
pY
| mp =pRT , w(¥,T)= —;Q—F(T) ,

dans lequel on a essentiellement transformé 1’équation de conservation de 1’énergie
en utilisant les autres équations. Le terme non linéaire de réaction chimique w(Y,T)
apparait maintenant a la fois dans I’équation de la fraction massique et dans 1’équation

de la température.

Les deux systémes (2.14) et (2.16) décrivent donc ’écoulement d’un mélange
gazeux réactif de deux espéces, sous les hypothéses énoncées plus haut (chimie simple,
absence d’efforts extérieurs ou visqueux...). Méme avec ces hypotheses, les systémes
obtenus modélisent des phénomeénes physiques aussi différents que des déflagrations

et des détonations (voir Courant-Friedrichs [18]); ces modéles sont utilisés dans de
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nombreuses études numériques (voir par exemple Benkhaldoun et al [4], Oran-Boris
[39]). Mais I’analyse mathématique (rigoureuse) de ces systemes complets, fortement
couplés et non linéaires, est pour le moment hors d’atteinte. C’est pourquoi nous intro-
duisons maintenant les principaux systémes simplifiés déduits des précédents qui sont
utilisés de fagon classique en théorie de la combustion (et également dans les calculs

numériques).

3. APPROXIMATIONS CLASSIQUES EN COMBUSTION

3.1. Approximation isobare

La principale approximation utilisée pour I'étude des phénomenes de combustion
lente (c’est-3-dire de déflagration ou encore de. propagation de flammes) provient du
caractére fortement subsonique de ces phénomsénes: la valeur d’un nombre de Mach
M représentatif de ’écoulement est de l'ordre de 10—2, Un développement formel
des variables en fonction des puissances du (petit) paramétre M montre alors que la
pression du mélange est constante en espace a 'ordre M2, c’est-a-dire que ’on peut
écrire:

P(T 1) = P() + 5, 1) (3.1)

avec % = O(M?) < 1. Le méme développement formel montre aussi que le terme

6;) est négligeable par rapport aux autres termes dans Péquation de conservation
de I’énergie dans (2.16), mais pas dans ’équation de conservation de la quantité de
mouvement. Dans le cas ol la combustion a lieu dans un récipient ouvert la pression
P(t) est alors une constante: P(t) = Py, par exemple la pression atmosphérique; si la
combustion a lieu dans une chambre fermée, P dépend effectivement du temps.

Nous considérerons 3 partir de maintenant la combustion d’un mélange des deux
especes R et P apparaissant dans (2.13) dans un tube cylindrique tridimensionnel infini
S ={(z,y,2) € R?, (y, z) € 0} (O désigne un ouvert borné non vide de R?). En

désignant maintenant Par u, v et w les composantes de la vitesse 7 et en utilisant les



considérations précédentes, nous pouvons décrire la propagation d’une flamme dans le

tube S par les équations des flammes tsobares:

( pt + (Pu)z + (Pv)y + (pw)z =0,
pUL + pUUZ + pVUY + pWUZ = —Pz ,
PVt + puvz + PpVVy + pWUz = —py ,
pw: + puwy + pLrwWy + pww,; = —p; ,
_ T (T (3.2)
pCoT: + pCpuT: + pCpvTy + pCpwT, = mQw(Y,T) + V.(AVT),
pY: + puYz + pvYy + pwY, = —mw(Y,T) + —V_*(pDY—f}—’)) ;

pRT = mPy , w(Y,T)= %F(T) .

Remarque 3.1: Un systéme d’équations différent est également proposé par A.
Majda [36] pour décrire la combustion d’un mélange gazeux dans la limite M — 0.
Ce systéme, qui concerne la combustion en milieu fermé, utilise la décomposition du
chafnp de vitesse en somme d’un champ & divergence nulle et d’un champ de gradient,

et a fait I’objet d’une étude mathématique rigoureuse (voir Embid [19]). e

L’étude mathématique du systéme (3.2) est présentée dans la section 4, dans
le cas monodimensionnel, stationnaire ou instationnaire. Le cas monodimensionnel
stationnaire, qui a fait I'objet de nombreuses analyses par les physiciens (voir par
exemple Buckmaster-Ludford [15], Clavin [16], Clavin-Lifian [17], Larrouturou [34]),
se ramene trés simplement & un systéme de deux équations différentielles ordinaires.

En effet, la premiere équation du systéme (3.2) s’écrit dans ce cas:

(pu): =0, (3.3)

mPo
RT

d’olt pu = c, constante inconnue. En posant G(T) =

F(T), on peut alors réécrire
le systéme (3.2) sous la forme:

cCpoT: = QYG(T) + (ATy): » (3.4)
Y, = ~YG(T) + (pDY:): , '
_ mPo
" RT
u=C , (3.5)
p
\ Pz = —CU,
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Un découplage apparait donc: comme on le verra dans la section 4, les deux équations
(3.4) (et les conditions aux limites qui leur sont associées) déterminent T, Y et la

constante c, les variables p, u et p se déduisant ensuite des équations (3.5).

Si on considére la propagation d’une flamme dans le tube S (c’est-a-dire le type
particulier de combustion qui se produit lorsque I'on effectue un allumage localisé en
un point ou sur une partie du tube), les conditions aux limites associées aux équations
(3.4) sont du type suivant:

{T(—oo) =Ty, Y(-0)=Y,, (3.6)

T(+o00) =Ty, Y(+o00) =0;
T, et Y, désignent respectivement la température et la fraction massique du réactant
dans le mélange frais ot la flamme se propage, et T} est la température du gaz brilé;
la derniére condition traduit le fait que la combustion est compléte: il n’existe plus de
réactant derriére la lamme. La température des gaz briilés est d’ailleurs donnée par
un simple bilan thermique (obtenu en intégrant de —oco & +oo la somme de la premiére
équation (3.4) et de la seconde équation (3.4) multipliée par Q):
QY,

=T, . Vi
T T+C’p (3)

On peut utiliser cette relation pour écrire le modele (3.4) sous une forme normalisée

trés simple: supposons que les quantités positives A et Le = (nombre de Lewis)

pCpD
. . . . . T-Tu, Y
sont constantes, et introduisons les variables normalisées © = T T Z = v et
Cp \ . b u u
€= 3 Le systéme (3.4) et (3.6) devient alors:
B¢ = ZH(@) + O¢¢ ,
(3.8)
¢cZ¢=-ZH(O)+ —Z¢ sur R,
{O2) =0, Z(-s0)=1, (3.9)
(O(F0) =1, Z(+o0) =0,

hY A . ’
ou H(O®) = E—G’(T). Le systéme normalisé (3.8)-(3.9) est étudié dans les sections 4.1

P
a 4.3 ci-dessous.
3.2. Modsle thermo-diffusif

Dans le cas multidimensionnel, le découplage précédent n’apparalt pas: les diffé-

rents effets diffusifs, réactifs et hydrodynamiques (convection, expansion des gaz...)
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présents dans le phénomeéne sont étroitement couplés, de facon non linéaire. Clest
la raison pour laquelle les physiciens ont introduit une simplification supplémentaire,
Vapprozimation de densité constante (voir Barenblatt et al [3], Sivashinsky [44]). Cette
- approximation est beaucoup plus brutale que la précédente, et également beaucoup
plus délicate & justifier d’un point de vue physique; mais elle conduit & un systéme
d’équations plus simple dans lequel apparait & nouveau un découplage, et qui a permis
des progrés importants dans la compréhension des phénomiénes de propagation de
flammes (voir Sivashinsky [43], [44]). Dans le cadre de cette approximation, le systéme
(3.2) devient: '

p = Constante , (3.10)

(nouvelle “équation d’état”),

Uz + vy +'wz =0,
put + putz + pvuy + pwWuUz = —pg ,

Pt + puvg + puvy + pwu, = —py , (3.11)
pWt + pUWz + pVWy + pww, = —p, ,
et: '
{ PCpTs + pCpuTy + pCypvTy + pCouTy = QpY F(T) + V.(AVT) , (3.12)
pY: + puYy + pvY, + pwY, = —pY F(T) + V .(oDVY) .

Les “variables de combustion” T et Y n’apparaissent donc plus dans le systéme (3.10)-
(3.11) décrivant le comportement des “variables hydrodynamiques” u, v, w, p. Lorsque
Pon s’intéresse au systéme (3.12) décrivant la structure de la flamme (c’est-3-dire les
champs de température et de fraction massique), on peut donc considérer la vitesse
(u,v,w) comme donnée, satisfaisant (3.11). Pour le cas qui nous intéresse ot la com-
bustion a lieu dans un tube cylindrique infini, il est classique de considérer un champ
de vitesse paralléle aux parois du tube: v = 0, w = 0. Les solutions stationnaires
du systéme (3.12) sont alors données par les équations (noter que (3.11) implique
u = u(y,2)):

{pcpu(gj)Tz = QY F(T) + V.AVT),

VA (3.13)
pu(§)Yz = —pY F(T) + V .(pDVY) dans S = Rx O ;

on anoté § = (y,2z) € O. A ce systéme sont associées les conditions aux limites:

{T(“‘OO,Q-) = Tu y Y(——oo,g]) = Yu )
T

(+00,5) =Ty, Y(+00,5) =0 pourg€ O, (3.14)
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aux extrémités du tube, et:

oT aYy '
— =0, — =0 R x 230, 3.15
on on sur (3.15)
sur la paroi du tube (ces derniéres conditions expriment que la paroi est adiabatique et

imperméable, non catalytique); on a noté n la normale unitaire extérieure sur la paroi

IR x 30 du tube S.

Lorsque Le = 1, il est facile de vérifier que toute solution de (3.13)-(3.15) satisfait
l'identité QY = Cp(T, — T). On obtient alors un modéle avec une seule équation
aux dérivées partielles, que l'on peut écrire sous forme normalisée, en utilisant la
température réduite ® déja introduite et des coordonnées adimensionnées ¢ € R,

7€ (, ouvert de R? au lieu de z et 7

u(7)©¢ = H(O) + AO dans $ = R x ,
O(~00,7) =0, O(+o0,7) =1 pour 7€ 1,
20

— =0 sur R x 90 .
on

(3.16)

Quelques résultats mathématiques relatifs au probléme (3.16) seront présentés dans la
section 5.

4. SYSTEMES D’EQUATIONS EN DIMENSION 1

Nous présentons dans cette section Pétude des solutions stationnajres et instation-
naires monodimensionnelles du modéle (3.2) qui décrit dans le cadre de Papproximation

isobare la propagation d’une flamme prémélangée avec chimie simple.
4.1. Le probleme stationnajre

-Comme nous I’avons vu dans la section précédente, les solutions stationnaires
monodimensionnelles du modele isobare (3.2) sont données par un systéme d’équations
différentielles ordinaires (3.8)-(3.9). Changeant un peu les notations, et notant en par-
ticulier T' et ¥ les température et fraction massique normalisées © et Z respectivement,

nous écrivons ce systéme sous la forme:

{ =T+ I = f(T)Y ,

~AY" 4 ¢Y' = —f(T)Y sur R, (4.1)
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T(-o0)=0, Y(-o0)=1,

| (4.2)

T(+o0) =1, Y(+0)=0;

A est une constante positive, 'inverse du nombre de Lewis Le, et ¢ est un paramétre réel

a déterminer. Nous supposerons que la fonction f: [0,1] — R4 vérifie les hypotheses
suivantes, o § € ]0,1]:

f est lipschitzienne sur [6,1] ; (4.3)
f=0 sur[0,0] et f(s)>0 Vse]d,1]. (4.4)

On remarquera que f peut présenter une discontinuité en 8. Le terme f(T)Y représente
le taux de la réaction et ’hypothése (4.4) signifie que la réaction ne se produit pas tant
que la température n’a pas atteint un certain seuil 8: il s’agit donc d’un modéle avec

température d’inflammation.

Lorsque A = 1, on voit immédiatement que Y = 1 — T'; le systéme se réduit & une

seule équation:

{ —-T"+cT'=g(T) sur R, (4.5)

T(—c0) =0, T(+o0)=1,
ol l'on a posé g(s) = f(s)(1 — s).

Ce type d’équations qui gouverne la propagation de fronts stationnaires inter-
vient dans de nombreux domaines, notamment, pour des fonctions g vérifiant d’autres
hypotheses, dans des modéles de biologie (dynamique des populations); on pourra con-
sulter en particulier P. C. Fife [20], [21] le livre de J. Smoller [45] ou D. G. Aronson
et H. F. Weinberger [2]. Pour les modéles de combustion avec température d’ignition
comme ci-dessus, le cas d’une seule équation scalaire (4.5) a été résolu dans les travaux
de A. N. Kolmogorov, I. G. Petrovskii et N. S. Piskunov [31], de W. Johnson [27],
W. Johnson et W. Nachbar [28], de Ja. I. Kanel’ [29], [30], de Ya. Zeldovich [50], ou
Ya. Zeldovich et al [51]. Les travaux précédents s’appuient sur PPanalyse du plan des

phases et ne concernent donc qu’une seule équation (et non un systéme comme (4.1)).
Ils établissent notamment sous des hypothéses correspondant & (4.3)-(4.4) Iexistence
et I'unicité d’une solution (¢, 7) de (4.5).

Le systéme a été résolu par H. Berestycki, B. Nicolaenko et B. Scheurer [10]: sous
les conditions (4.3)-(4.4), ils montrent P’existence d’une solution (¢, T,Y) de (4.1)-(4.2).
L’unicité de la solution (c’est-a-dire I’unicité de ¢ et modulo une translation de Porigine
de T et Y') a ensuite été établie dans le cas 0 < A < 1 par M. Marion [38]. La question

de 'unicité lorsque A > 1 (i.e. pour Le < 1) demeure un probléme ouvert.
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La méthode utilisée dans [10] pour établir I'existence d’une solution du systéme
(4.1)-(4.2) repose sur une troncature du domaine, 'utilisation du degré topologique et
un argument de passage a la limite. Cette méthode (sauf pour ce qui est des estimations
a priori) est analogue A celle que nous indiquons dans la section 5.1 ci-dessous pour le

probléme multidimensionnel.

Remarque 4.1: Le méme systéme (4.1)-(4.2) a été résolu par M. Marion (37,
[38] dans le cas ot on ne suppose pas l’existence d’une température d’ignition 4. La
fonction f vérifie alors f(0) = 0 (pour éviter la “difficulté de Ia frontiére froide”; voir
[10], [37]) et f > O sur 10,1].

Remarque 4.2: Dans le prolongement des travaux qui viennent d’étre cités, sig-
nalons aussi I’étude mathématique du systéme décrivant une flamme plane stationnaire
non adiabatique réalisée par V. Giovangigli [23]; ce systéme d’équations différentielles
ordinaires est analogue & (4.1)-(4.2), avec un terme source supplémentaire modélisant
une perte de chaleur dans ’équation de la température. o

4.2.  Le cas d’une équation scalaire

A titre d’exemple, nous nous bornons ici & présenter une “méthode de tir” tres
simple pour la résolution de I'équation (4.5). Cette méthode a été développée dans
(10].

Nous décomposons la démonstration de l’existence et de 'unicité d’une solution.
de (4.5) en plusieurs étapes:

Etape 1: 1l est facile de voir qu’une solution (¢, T) de (4.5) vérifie nécessairement c>0
et 77 > 0 sur IR. On peut donc supposer (aprés translation de Porigine) que T'(0) = 4.
Ainsi; d’apres (4.4) et (4.5), T(z) = gec= pour z < 0. On se raméne donc au probléme
aux valeurs initiales posé sur R,:

_n r— ‘
{ T"+ ¢TI = g(T) pour z >0, (4.6)

T(0) =6, T'(0)=cf,

dont on cherche 3 déterminer une solution telle que T'(+c0) = 1. »

Pour ¢ > 0, on désignera par T la solution du probléme aux valeurs initiales (4.6).
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Etape 2: On prolonge g en posant g(s) = 0 pour s ¢ [0,1]. Cela permet de montrer

que:
(i) s’il existe z; > O tel que T.(z;) = 1, alors T'(z) > 0 pour z > z; et
Te(+00) = +o0, tandis que
(i) s’il existe zz > O tel que Te(z3) = 4, alors T.'(z) < 0 pour z > z3 et
Te(+o0) = —o0;

(i77) de plus, s’il existe zo > 0 tel que T.'(zo) = 0, alors il existe z; > zo

tel que T¢(z1) =0. o

Etape 3: On envisage les deux types de comportement (i) et (i1) pour T, et on introduit

les sous-ensembles suivants de ]Rf;_:
I‘+-——{c>0, 3231 >0, TC($1)=1}, (47)

T_={c<0, 3z,>0, Tilzs)=0}. (4.8)

Il est immédiat de voir que Ty et I'_ sont deux ouverts disjoints de IR . ®

Etape 4: Montrons que 'y # @, et plus précisément que [e4,+0o[C T4, ol ¢y =
1/2
6-1 <2f01 g(s)ds) .

En effet, posons G(z) = [ g(s)ds. En multipliant ’équation (4.5) par T, on
obtient pour 0 < a < b:

1 - b -
ST @S+ e [ 1) e = e (4.9
a .
Soit ¢ > O tel que ¢ € T',. Cela signifie que soit 3 zo > 0, T.'(z0) = 0, soit T' > 0
et T <1 sur IR;; dans ce deuxidme cas on voit que T(+o0) = 1 et T'(+o0) = 0: on

notera alors 2o = +0o0. On a donc dans tous les cas (0 < zo < +o00), pour e & I',:
1 2.2 2 .
3¢ 0° + ¢ T (z)°dz = G[T:(z0)] < G(1) . (4.10)
0
L’inégalité (4.10) montre que si ¢ > ¢, alors, nécessairement,c € T . o

Etape 5: Montrons que I'~ # 0, et plus précisément que [0,c_[C T'—, ot c_ = 2G(1).
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En effet, soit ¢ > 0 tel que ¢ ¢ I_; alors T' > 0 sur IR.. On voit facilement
(comme ci-dessus) qu’il existe alors Zo, 0 <.zo £ +0o tel que T’ > 0 sur [0, zo],
T(zo) = 1 et T'(zo) > 0. En multipliant I’équation par 1 — T et en intégrant sur

10, zo[, on a:
/ T (z)%dz < %(1 -6%). (4.11)
0
D’autre part, on a par (4.9):
G(1) = ——;-Tc'(:zo)2 + %«:202 + c/ T.'(z)%dz . (4.12)
0

En combinant (4.11) et (4.12) on arrive &:

G(1) < °2—202 . (4.13)

On voit ainsi que ]0,1/2G(1)] c T_. o

Etape 6: Par connexité, on voit donc qu’il existe ¢ > 0 tel que c € TL UT_; T, est

alors une solution de (4.6) vérifiant Te(+o0) = 1 et, partant, (c,T.) est une solution
de (4.5). o

Etape 7: Terminons en prouvant I'unicité d’une solution de (4.5). Il suffit de rajson-
ner sur (4.6). Soient (cy,T}) et (c2,T2) des solutions de (4.6) vérifiant Ty (+oo) =

. d
T3(+00) = 1. On pose z;(s) = T '(s) (fonction réciproque) et y;(s) = Zs-zi(s). On

notera que —-(—67 = ¢;0, et que y; vérifie ’équation:
1

d 1
5 (o5) e =atomte) (4.14)

Supposons que 0 < ¢; < ¢2. Donc, y;(8) > y2(8). S’il existe t € 16,1] tel que
vi(s) > ya2(s), Vs e 16,t] et yi(t) = y2(t), on obtient en utilisant (4.14):

ou encore:

d
d“s(yl —Y2)|s=t > 0, (4.16)
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ce qui est a I’évidence absurde. C’est donc que y;(s) > y2(s), V s € ]4,1[. On intégre

1
vi(s)

— 0 lorsque s — 1. Cela produit:

alors (4.14) sur ], 1[ en observant que

€p— ¢z = /elg(s)(yl —y2)ds - (4.17)

ce qui est de nouveau impossible puisque ¢; — ¢z < O et y; - y2 > O sur [0, 1]. L'unicité

de la solution de (4.5) en résulte. o

Remarque 4.3: La démonstration ci-dessus est détaillée dans [10]. Elle permet
également de traiter le cas de coefficients de diffusion non linéaires ol ’équation (4.5)
est remplacée par:

~(k(T)T") +cT' = g(T) . o (4.18)

4.3. Limite singuli¢re du systéme pour les hautes énergies d’activation

Un paramétre intervenant dans le terme de réaction (2.11)-(2.12) joue un réle
important: I’énergie d’activation £. Dans un probléme de propagation de flamme, &
est trés grand par rapport au produit RT apparaissant aussi dans le terme exponen-
tiel d’Arrhénius. C’est pourquoi la limite asymptotique du probléme (4.1)-(4.2) pour
les hautes énergies d’activation, c’est-i-dire lorsque £ — +oo, est utilisée de facon
systématique par les physiciens: le comportement des solutions de (4.1)-(4.2) pour les
grandes valeurs de £ a été prédit de facon formelle par plusieurs auteurs (v01r par
exemple Buckmaster-Ludford [15], Clavin [16], Sivashinsky [44], Zeldovich et Frank-
Kamenetskii [52]). Ce comportement est établi de maniére rigoureuse dans le travail
de H. Berestycki, B. Nicolaenko et B. Scheurer [10] dont nous extrayons le théoréme
4.4 ci-dessous (voir Théorémes 9.4 et 11.1 dans [10]).

Pour mettre en évidence la dépendance en £ du terme de réaction introduisons

T,
le parametre positif € défini par =1 = ¢ — b u (¢7! est appelé le nombre de
RTb T,

Zeldovich; voir Clavin [16]); nous noterons désormais f(T) = fe(T) le terme de taux

de réaction dans (4.1). Nous supposerons que la dépendance de ce terme en € est du

type:
s—1

9= %o

ou, par exemple, ® est I’exponentielle ®(c) = e (voir par exemple Clavin (186]).

) pour §<s<1, (4.19)
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Les conditions suivantes sont imposées pour le comportement de f. (outre les
conditions (4.3) et (4.4)):

®e C'(R-,RY), (4.20)
Jac ]1,1[ , iim»[ sup fc(s)} =0, avecd.=1—¢*, (4.21)
2 €—0 | 0<s<0,
0
/ lo|®(0)do = m avec 0 < m < +oo , (4.22)
-0 .
® admet un nombre fini d’extrema sur | - 00,0/ . (4.23)

En un sens, les conditions (4.19)-(4.22) (qui sont toutes satisfaites dans le cas typique
ol (o) = € pour 0 € IR_) reviennent & dire que (1 —s)fe(s) tend vers une masse
de Dirac “mé,_o(s) concentrée & gauche de 17; (4.23) est une condition purement
technique. Des hypothéses plus générales que (4.19)-(4.23) sont exprimées par (4.21)

et la condition suivante: .

lim [ fe(s)(1 —s)ds =m . (4.24) .
e—0 0
On désigne par (cey T, Y.) une solution du systeme correspondant & f,:

=TV + cT! = fe(T)Y. ,
—AY +eY! = —f(T)Y. sur R ,

To(~00) =0, Yi(-o00) =1, (4.28)
Te(+o0) =1, Y (+oo)=0,
et vérifiant de plus la condition de normalisation:
T.(0) = ¢ : (4.26)

(le probléme (4.1)-(4.2) étant invariant par translation, le passage & la limite lorsque

€ — 0 n’a de sens que si I’on a normalisé la solution par une condition du type (4.26)).

Le résultat suivant décrit la limite singuliére de (4.25)-(4.26) quand € — O:

asa

Théoréme 4.4: [10]

On suppose que f, vérifie les conditions (4.3), (44) et (4.19)-(4.23). Soit (¢, T, Ye)
une solution de (4.25)-(4.26).

Lorsque € — 0, (ce,Te,Ye) converge vers (¢,T,Y) en ce sens que ¢, — ¢ dans IR
~ad T .
Ccu

Te—-T,Y, — Y dans Co(R) n Wl;’cp(R) pour tout p > 1. La limite (¢,T,Y) est

donnée par:
2
e=1/22 (4.27)
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1
0 our z < £ = —-Log(d) ,
T(z) = exp(ez) p < . g(6) (4.28)
1 pourz >,
c
1—exp(—(z—=Z pourz < Z,
Y(z) = (A( ) , (4.29)

0 pourz>ZI. e

Remarque 4.5: En désignant par 6z la masse de Dirac concentrée en z = Z, on

remarque que 1", Y et Z sont déterminés comme solution de:

{ ~T" + ¢T" = ¢bz

.30
—AY" 4+ cY' = —céb; sur R, (4.30)

avec (4.2) et (4.26). o

Remarque 4.6: Sous les conditions plus générales (4.3), (4.4), (4.21) et (4.24)
sur fe, la limite de ¢. n’a pas encore été établie pour le systéme (i.e. lorsque A #
1). Cependant, sous ces hypothéses, on peut encore passer a la limite: en effet, soit
€n unev suite quelconque tendant vers O et (¢, ,Te,,Ye,) une solution du probléme
- correspondant. Alors, aprés extraction d’une sous-suite, (¢, Te,, Ye,) — (¢, T,Y) au
sens du Théoréme 4.4, (¢,T,Y’) vérifie encore (4.2), (4.26) et (4.30), mais on ne connait
pas dans ce cas la valeur explicite de ¢ et, partant, celle de Z (voir {10]). Toutefois,

nous conjecturons que le Théoréme 4.4 reste encore vrai sous ces conditions. e

Le Théoréme 4.4 est établi dans [10]. Nous indiquons maintenant les principales
étapes de la démonstration; la partie la plus délicate consiste en ’obtention de la
limite (4.27) pour c¢.. Nous supposerons pour simplifier la présentation que, outre
les hypotheéses déji faites, ® dans (4.19) vérifie ' > 0 sur IR* (c’est bien le cas de
(o) =€%). |

Nous noterons dans la suite:

G.(t) = /0 fo(s)(1 = s)ds (4.31)

si bien que (4.22) implique:
lim G.(1) =m . (4.32)

e—0

Etape 1: Lemmes de comparaison
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On considére dans un premier temps une solution (¢, T, Y) du probléme (4.1)-(4.2)
pour laquelle nous allons obtenir des estimations. On supposera dans toute la suite
(sans le repréciser) que f vérifie (4.3) et (4.4). On notera:

G = /O f(s)(1 = s)ds . | (4.33)

Lemme 4.7:

Une solution (¢, T,Y) de (4.1)-(4.2) vérifie:

- min(LAT)(1-T(z)) <Y(z) < max(1,A™1)(1 -~ T'(z)) , (4.34)
IT(z) + ¥ () — 1] < 15;—1;(1 ~T(z)) e (4.35)

Ces estimations résultent d’arguments simples sur des inéquaﬁons différentielles.
Par exemple, en posant H(z) =T(z) +Y (z) — 1 et en observant (& partir de —AH" +
cH' = (1 - A)T") que:
- —A [t -
exp <%) H(z) = IA*A exp (%) T'(s)ds , (4.36)

z

on obtient immédiatement (4.35). Les inégalités (4.34) découlent de (4.35) et d’estima-
tions analogues: : .
IT+Y -1/<|A-1)Y,

T +AY — 1] < A -1y, ' (4.37)
|T+AY—1] < ]A—-ll(l—T) ,

qui sont obtenues en raisonnant avec H ouavec W =T + AY — 1. Notons enfin que

H représente Penthalpie normalisée. o

Etape 2: Estimation de Ce
Lemme 4.8:

Une solution (¢,T,Y) de (4.1)-(4.2) vérifie:

c2
2G0) < oizmax(l,A—l) e (4.38)

min(1,A71) <

Preuve: On peut toujours supposer (quitte 3 effectuer une translation de origine)
que T < § sur R_ et que T'(0) = 4, c’est-a-dire que T vérifie la condition de normalj-

sation (4.26). Cela implique T'(0) = cf puisque T(z) = 8e°* pour z < 0. Par ailleurs,
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il est facile de voir que T'(z) — O lorsque z — +o00. En intégrant la premiere équation

de (4.1) sur [0, +oo[ aprés I’avoir multipliée successivement par 1 — T et T/, on obtient

respectivement: .
/ | T'(z)%dz < %(1 - 9?), (4.39)
0 . '
+oo +co
207+ /o T'(2)?dz = /0 F(T(2)Y ()T (2)dz . (4.40)

En observant que T’ > 0, on obtient par (4.34):
+o0 ‘
min(1,A"1)G(1) < / F(T(2))Y ()T (2)dz < max(L,AZ)G() . (4.41)
0
En combinant les trois inégalités précédentes, on obtient:

{c2 > 2min(1,A)G(1) , (4.42)

c26? < 2max(1,A"1)G(1) ,

c’est-a-dire (4.38). o

Etape 3: Estimation de T, et Y, dans C! .
On vérifie facilement que pour une solution (¢,7,Y) de (4.1)-(4.2),0na0<T < 1
et 0 < T <e.

Comme G.(1) — m lorsque € — 0, ce qui précéde montre qu’il existe une constante
K > 0 indépendante de € telle que toute solution (ce, Te, Ye) de {(4.25)-(4.26) vérifie:

0<K'<c <K, (4.43)

[Tellc: < K. (4.44)

On établirait de la méme fagon que ||Ye|[c: < K avec Y/ < 0. o

Avant l’étape suivante, introduisons quelques notations. On rappelle que 4, =

1
1 — €% avec 5 <ac< 1 (voir (4.21)). On pose aussi 7, = 1 —~ €L o L > 0 sera fixé
ci-dessous. Soit (ce, T¢,Ye) une solution de (4.25)-(4.26). Comme T! > 0, il existe z.

et ye déterminés de fagon unique par:

Te(-'ze) =46, Te(ye) =TMe - (4'45)

On sait alors que 0 < z. < y. pour € > 0 assez petit.
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Etape 4: Estimation de z,
Lemme 4.9:

Il existe Z < +o00 et €; > 0 tels que pour tout € € |0, €1[, on ait 0 < T < ZE. e

Preuve: On intégre la premidre équation de (4.25) multipliée par T sur [0, z] pour

obtenir:

~3TUe) + et < / RV T )iy (4.46)
Compte-tenu de (4.34), on a, pour tout z € [0, z]: |
——;—Te’(z)z + %cf&z < max(1,A"1)G.(9,) . (4.47)
En combinant (4.47) avec ’estimation (4.38), on voit que pour tout z € [0, z]:
%Te’(x)"’ > min(1, A7) Ge(1)02 — max(1, A=1)G4(8,) . (4.48)

Comme G.(6) — 0 et G, (1) = m > 0 lorsque ¢ — 0, cette inégalité montre qu’il
existe €; > 0 et o3 > 0 (indépendant de €) tels que:

Vec0,ef, Vze [0,z], T/(z) > a; >0. (4.49)
Puisque 0 < T < 1, il en découle que 0 < ze < a7 (1~ 0) pour tout € € 10,€1]. o

Etape 5: Estimation de Ye
Lemme 4.10:

Il existe § < 400 et €2 > 0 tels que pour tout € ]0,62[, onait0<y. <g. e

Preuve: Soit z € [ze,ye] En raisonnant comme dans ’étape précédente, on
montre en intégrant sur |z, z| la premiére €quation de (4.25) multipliée par T! et en
utilisant (4.38) qu

1 . -
ET‘ (z)? > min(1, A G (1)8% - max(1,AY)G(n.) , (4.50)
ol on le rappelle, Te(Ye) =ne=1—¢L. Or, on a par (4.19):

-L )
Gelne) = /( lo19(0)do ; (4.51)

6—~1)/¢



d’aprés (4.22), on peut rendre G¢(n.) arbitrairement petit en choisissant L assez grand.
Donc, pour un choix déterminé de L (qui est désormais fixé de cette maniére dans la
suite), (4.50) fournit I’existence de az > 0 et €5 > O tels que, pour tout € € ]0, €3] et

tout z € [z.,¥e], T!(z) > a2 > 0. Comme précédemment, on en déduit que:

1-46 '
0<ye— e < - S Vee |0,ef, (4.52)
2 .

et ye est borné indépendamment de € € |0, ¢3[. o

L’objectif des trois prochaines étapes est d’établir une estimation précise sur la
rapidité de la convergence de T, vers 1 sur l'intervalle [z.,+oo[; cette estimation sera
cruciale pour la suite de la démonstration. Nous allons montrer que:

1 [F°
lim ~ (1 -T(z))dz=0. (4.53)

e—0 ¢ z.

Etape 6: Estimation de fzy: (1 -T.(z))dz
En utilisant (4.52), on a:

/ye(l ~ T.(z))dz < /y‘(l gz < L0 (4.54)
Te Z, a9
et comme 0, =1 — €%, ,

/ (1 - Tu(2))dz = O(+9) | (4.55)

€

avec 6 =20 —1>0. o

Etape 7: Estimation de fyfoo Y.(z)dz _
On définit la fonction F; : [0,1] — IR en posant F¢(0) = O et:

/
F(s) = % . (4.56)
La premiere équation de (4.25), divisée par f.(T.) nous donne:
Foo Ce 1
/ | VelEdz =y g elve) —eend (4.57)

+ e[ Fe(1) = Fe(ne)] — Je .
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_ [T LT o
Je_/yc WTE( )2dz . (4.58)

On estime successivement les quatre termes du membre de droite dans (4.57).

() D’aprés (4.19) et (4 43), —— fe(l) 2@_?%), = O(€?).

(1t) De méme, comme fe(ne) = €72®(~L), et avec les estimations a priori

(4.43) et (4.44), on a:

1
fe(ne)

T¢(3e) = el = O(¢") (459)
(11) On a aussi:

0
Fe(1) — F.(n.) = 63/_L ®(0)"'do — €29(0)"!

(4.60)
- Lo(-L)" 1 + e2d(~L)!
et donc F.(1) — F.(n.) = O(e?).
(iv) Pour le dernier terme, on observe que:
, T FUT)
0 < Je < supT/(z) —~—5T!dz (4.61)
z>0 Ye fE( )
puisque nous supposons que &’ > 0; en utilisant (4.44), on obtient:
1 1 K |
0<J <K - <. 4.62
<5 (50 7)< 5(-I) .o2)
On a donc montré que:
+00
/ Ye(z)dz = O(e?) . o (4.63)

Comme min(1,A™ )(1 ~T.(z)) < Yc(z) par (4.34), les estimations (4.55) et (4.63)
montrent que:

/+°°(1»— T.(z))dz = O(e!*9) | (4.64)

€
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avec 0 < 6, ce qui implique (4.53).

Etape 9: Limite de T!(z.)

En multipliant la premiére équation dans (4.25) par T} et en intégrant sur [z, +00|,

il vient:
1 ’ 2 oo / 2 1 e !
e ve [ Te)da= [ (L) - T@)T)ds + Ko, (465)
ou: .
1 oo
K= [ 1E@)We)Tie)s, (4.66)
ZTe
et:
We=T.+AY.—1. (4.67)

Nous allons indiquer la limite des différents termes dans (4.65).

(?) En utilisant (4.44) et (4.45), on a:

+o00 +o0
/ T!(2)%dz < K / T!(z)dz = K(1 - 0.) , (4.68)

€

ce qui, au vu de (4.43), donne:

+o0
lim ce/ T!(z)*dz=0. (4.69)
e—0 z

€

(¥) La limite du terme suivant est évidente:

“+o0
lim Je(Te(2)) (1 ~ Te(2))T!(2)dz = lim[Ge(1) — G(8c)] = m . (4.70)

e—0 z.

(1#i) Pour le dernier terme, on remarque que ~W/! + ¢(T. + Y. — 1)’ =0,
d’ou W/! = ¢ (T + Ye — 1), et donc par (4.35):

A-1
lWe,I < e

[(1-Tc) . (4.71)

On obtient alors en utilisant (4.43):

W.(z) ;<K|——_|/+°° 1= T.(y)dy (4.72)
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et (4.53) implique donc:

.1
611_13% ;“WEHL""(:':G,+00) =0. (4.73)
Comme:
1 +o0 ,
Kol S EIWlim vy [ STl T (470)
e
d’ou
1 0
,Kel < A_E“We“Leo (z¢,+oo)/ @(a)da R A (4_75)
et on en déduit:
lir% K.=0. (4.76)

Finalement (4.65) et les limites que 1'on vient d’établir conduisent a:

. 2m
eh_]‘:%Té’(xe) = VT . (4.77)
Etape 10: Limite de Ce

En reprenant la premitre équation (4.25) intégrée sur [0, z] et en utilisant (4.34),
on a:

0 < ~T,(z) + cef < max(1,477) /: fe(Te(2))(1 - Te(z))dz ; (4.78)

D’aprés (4.21) et le lemme 4.9, on en déduit:

liné[ce - T/(z)] =0, (4.79)
€—
d’ou, par (4.77):
[2m
gi_rfé T (4.80)

Etape 11: Conclusion
Considérons & présent une sujte arbitraire ¢, — 0. Au vu des estimations qui

précédent, on peut extraire une sous-suite (notée & nouveau ¢,) telle que Te, — %,

e
i

T etY, —Y dans C,OOC(R), avec les propriétés suivantes:

T est croissante et ¥ décroissante (au sens large) , (4.81)
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T(z)=1, Y(z)=0, Vz>17%, (4.82)
—T"4+c¢T"=0, AY"4+¢Y' =0 pourz< %, (4.83)
T0)=6, T'(0) =ch . (4.84)
ol ¢ = lime_,gce = 2_m_
A

En utilisant (4.49), on voit que, pour 0 <z < z+h < %, T(z + k) — T(z) > o1 h:
Z est donc le plus petit z positif tel que T(z) =1, et on a, pour z < Z:

T(z) = 6e°® = (*78) | Y(z) =1—er '(z-5) (4.85)

-~ 1 » . -~ rd . e

On voit donc que z = —=Log(#). Ainsi, c et Z, et partant, T et ¥, sont déterminés
c

de fagon unique. Il est dés lors classique que T, et Y. convergent vers T et Y lorsque

€ — 0. Cela conclut la démonstration du Théoréme 4.4. o
4.4. Le probléme instationnaire
On s’intéresse dans cette section & 1’étude des solutions instationnaires monodi-

mensionnelles du systéme (3.2) obtenu dans le cadre de I’approximation isobare. Nous

considérons donc le systéme, écrit ici sous forme conservative:

pt+ (pu); =0,
(pu)t + (pu?)z = —ps ,
(pCoT)t + (puCpT)z — (AT2)z = mQuw(Y, T) , (4.86)

(pY)t + (puY)z — (pDY3), = —muw(Y, T),
pPRT =mP; sur R x R, .

Ce systéme est associé aux conditions initiales et aux limites suivantes:

T(z,0) = T*(z), Y(z,0)=Y*(z), (4.87)
T(-§o,t) =T,, Y(-c0,t) =Y, , u(—o00,t) = u,, (4.88)
T(+o00,t) =Ty, Y(+o00,t) =0, (4.89)

p(—o0,t) = 0, (4.90)

ou I’on a encore Ty > T, > 0, Yy, € ]0,1] vérifiant (3.7), et ot uy € IR est une constante

donnée.
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On va étudier I'existence et l'unicité d’une solution du probléme (4.86)-(4.90), en

A .
»C.D (nombre de Lewis), C) et T sont

constantes. Les résultats présentés ont été obtenus par B. Larrouturou [33].

supposant que les quantités positives Le =

Avant d’énoncer ces résultats (Théorémes 4.11 et 4.12 ci-dessous), il est nécessaire

d’introduire quelques notations. On supposera que le taux de réaction est donné par

Pexpression: w(Y,T) = Yh(%—l:%- , ol la fonction h satisfait les hypothéses:
b—dy
heCY Ry, Ry), h(0) = 0, (4.91)
I
38> 1 , limsup A ( (9] < +o00 (4.92)
2 §—0

Nous ne précisons donc plus dans cette section si le modeéle comporte ou non une
température d’ignition; tout comme Pintroduction de la température d’inflammation
8 dans les sections précédentes, la condition h(0) = 0 est relative & la “difficulté de la
frontiére froide”: pour que le probléme soit bien posé, il faut que le taux de réaction

w(Yy,Ty) dans les gaz frais soit nul (voir [10], Buckmaster-Ludford [15], M. Marion

[37)).

Considérons ensuite une fonction + € C*(IR) vérifiant v = 0 sur | — oo, —1] et
7 = 1sur [1,+o0[. On pose alors y7(z ) =Tu+(Ts — Tu)v(z), vy (z) = Vs (1 —~(z)],

~

et T =T+~ Yr , Y =Y* — 4y. On utilisera par la suite les hypothéses suivantes [on
note LP, H™, C* pour L?(IR), H™(R), C*(R)]:

TeH nL', YeH NI, (4.93)
3 .
Ju>—, sup T(z)|z]* < +o0, (4.94)
2ﬁ z<0
T"eL*®, T*(z)>T, p.p., Y*(z) €0,Yy] p.p.. (4.95)

Précisons enfin la nature des solutions de (4.86)-(4.90) qui seront considérées. On
dira que (p,u,p,T,Y) ¢ [L5e.(IR x IR )]® est une solution faible de (4.86)-(4.90) si le
systeme (4.86)-(4.87) est vérifié au sens des distributions et si:

(i) pour t > 0, les 88) et (4.89) ont lieu au sens

..
ot
¢
O
=3
u
o

f
i
—
=
::!
c"b

’—\

usuel et la condition (4. 90) est satisfaite au sens suivant:

3peL?®, lim [p(z,t) — p(z)] = 0 ; (4.96)

T—+—C0
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(%) les inégalités T'(z,t) > T, , 0 < Y(z,t) <Y, sont satisfaites p.p., et
T € LY. (R4, L™).

De plus, une solution faible de (4.86)-(4.90) sera dite solution classique si toutes les
fonctions et les dérivées partielles apparaissant dans (4.86) sont continues sur IR x R

et si la condition aux limites (4.90) est satisfaite au sens classique pour ¢t > 0.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les résultats suivants:
Théoréme 4.11:

On suppose que les hypothéses (4.91)-(4.95) sont vérifiées et que h est bornée. 1

existe alors une unique solution faible de (4.86)-(4.90) satisfaisant:
T—~r,Y —qy € C(R+,L?) . (4.97)
De plus, cette solution satisfait:

{T, Y,p €C(R+,C'NL>®); u € C(R+,CNL®);

T—9r,Y —qy € C(R+,H?) N C IRy, L?) . o (4.98)

Théoréme 4.12:

On suppose que les hypothéses (4.91)-(4.95) sont vérifiées et que h est bornée; on
suppose en outre que T,Y € H* et que h € Wfi’c‘”. Il existe alors une unique solution

classique de (4.86)-(4.90) dans R x IR... Cette solution satisfait:

{T, Y, p € C(R4+,C3)NCYIR4,CY); (4.99)

u < C(.R+,C2) N CI(R+,C) . ®

Remarque 4.13: Un aspect surprenant de ces résultats est qu’aucune donnée
initiale sur la vitesse u n’est nécessaire. L’explication apparaitra ci-dessous: le profil

initial de vitesse u(z,0) peut étre calculé & partir des données initiales (4.87). o

Remarque 4.14: Si h n’est pas bornée, ’existence globale de la solution n’est
pas assurée: on a seulement existence d’une solution sur un intervalle [O,tm”[, avec

; lim - | T(,t)llco = +00 §i tmaz < +00. ®

Remarque 4.15: Les résultats précédents s’étendent sans difficulté aux systémes

décrivant la propagation d’une flamme non adiabatique ou la propagation dans un
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mélange dilué d’une lamme entretenue par un mécanisme chimique complexe (nombre

quelconque d’espéces et de réactions; voir [33]). o

- La démonstration des résultats précédents repose sur I’introduction d’une coor-
donnée d’espace Lagrangienne: on introduit le changement de variables (z,t) —

(€,7 =t), ol £ est la coordonnée Lagrangienne classique donnée par:

z(¢,t)
£ = / p(z’,t) dz’ (4.100)
z(0,t)
(voir Courant-Friedrichs [18]). On a alors z, = u (qui traduit que ¢ est une variable
Lagrangienne), z¢ = p~1 et ¢, = P, & = —pu. En utilisant ces relations et en employ-
T - Tu

Y
= et Z = — déja introduites
T, — T, Yy, %

dans la section 3), on obtient la nouvelle forme du probléme (4.86)-(4.90) (voir [33]
pour le détail des calculs):

ant des variables normalisées (notamment © =

O, - 0¢ = Zf(0) =0(Z,0),

Z (4.101)
T —L% = _Zf(e) ’

. 9(6’0) = 60(6) ’ Z(E’O) = Zo(f) >

O(-00,7) =0, O(+c0,7) =1, (4.102)
Z(-o00,7) =1, Z(4o0,7) =0,

O+a)p=1, (4.103)
ug =0;, u(—o0,7)=1ug, (4.104)
p¢ = —ur, p(—oo,7) = 0, (4.105)

, T
pour { € Ret 7> 0; on a posé o = Tif > 0, et f(s) = (s+a)h(s) & une constante
b — 4y

multiplicative pres.

L’utilisation de la coordonnée Lagrangienne ¢ découple donc le systéme d’équations
arésoudre: il reste essentiellement un systeme non linéaire de réaction-diffusion (4.101)-
(4.102) et un systéme lindaire (4.103)-(4.105) (ce découplage est aussi utilisé pour la

résolution numérique du probléme (4.86)-(4.90); voir Larrouturou [32], [35], Peters-

——t
R
N

Le plan d’étude du probl&me (4.86)-(4.90) est alors le suivant: on considére
le probléme (4.101)-(4.105) [“formellement €quivalent” & (4.86)-(4.90)], et on résoud
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d’abord le systéme (4.101)-(4.102), puis chaque équation (4.103), (4.104) et (4.105)
I'une aprés I'autre. Il restera ensuite a vérifier que cette méthode fournit bien une

solution de (4.86)-(4.90), en particulier dans le cas de solutions faibles.

Nous présentons maintenant ces trois étapes (nous renvoyons & [33] pour les

démonstrations détaillées):

Etape 1: Systéme de réaction-diffusion (4.101)-(4.102)

A cause des conditions aux limites non homogénes sur © et Z, il est nécessaire
pour résoudre (4.101)-(4.102) de poser ¢ = O — 4, Y = Z +v—1, et ¢o = Oo — 7,
Yo = Zo+~—1. On définit aussi g(y) = ysiy >0, 0sinon. Le systéme (4.101)-(4.102)
devient alors:

(¢r —Pee = f(d+7) g +1—-7) +7¢e»

Yee _ _ oy e
Yr — T, = flo+7) gl +1-7) T sur R x Ry ,

¢(€’O) = ¢O(£) 3 ¢(§,0) = ‘(pO(f) pour E € R )
( ¢(F+o0,7) =0, %(xoo,7) =0 pour7€ R, .

(4.106)

Tous les arguments utilisés pour résoudre ce probléme sont classiques:

(a) L’opérateur (¢,¢) € (HZ)2 — (—dee,—Le ee) € (L?)? étant maxi-
mal monotone, on peut utiliser les résultats d’existence et d’unicité provenant de
Papplication de la théorie des semi-groupes linéaires aux équations aux dérivées par-
tielles non linéaires (voir Brezis [14], Pazy [41]). On considére U > ||¢ollco + ||#0]]cos
et on remplace dans (4.106) f et g par des fonctions fy et gy lipschitziennes sur R .
qui coincident avec f et g sur [—~U, U]. Le systéme obtenu a alors une solution globale
unique; pour 7 assez petit, cette solution satisfait ||¢(.,7)||co + [[¥(.,7)]lec < U, et
est donc une solution de (4.106). Ceci démontre I’existence d’une solution unique de

(4.106) sur un intervalle (0, Tmqz|, avec:

im0, 7)]loo + (s 7)lleo = +00 sl Tmaz < o0 (4.107)
Cette solution satisfait ¢,¢ € C(JR4, H2)NC (R4, L?), et a une régularité supérieure
si les hypothéses du théoréme 4.12 sont vérifiées.

(b) On utilise ensuite le principe du maximum pour les équations paraboliques:
en revenant aux variables © et Z, on vérifie facilement que la solution de (4.106) sur

[0, Tmaz| satisfait 0 < Z < 1et 0 < © p.p., et est donc une solution de (4.101)-(4.102).
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(c¢) 1l reste & montrer P’existence globale de la solution, c’est-a-dire que Tmgz =

-+oo. Puisque Z est bornée, il suffit de montrer que ©(-;7)[|co ne peut pas ”exploser”

en temps fini. Pour p > 1, on peut multiplier la premiere équation (4.101) par ©P~!

et intégrer par parties sur IR pour obtenir:

d% A o < p /IR [Zf(©)0P-1] . (4.108)

D’autre part, puisque h est bornée et lipschitzienne au voisinage de 0, la fonction f est
sous-linéaire: 3 C >0,V s > 0,]f(s)| < Cs. On en déduit que:

2 or < C’p/ or (4.109)
dt | R

d’ol, en utilisant le lemme de Gronwall:

/ o(.,7)P < eCP’/ e . (4.110)
R R
On obtient donc [|O(.,7) l» < €“t||©0]|, et, en prenant la limite p — +o00:

100 7)leo < €°*|O0]|co (4.111)
Ce qui prouve que 7Tp,z, = +00. ®

Etape 2: Systéme linéaire (4.103)-(4.105)
(a) Comme © + o 2 a > 0, ’équation (4.103) se résoud immédiatement: p =
(©+ )1

| (b) L’équation (4.104) donnant la vitesse s’écrit aussi ug = Oge + N, Comme
¢,% € H*N L', on a facilement 0 € L', et on obtient:

§
u(é,7) = uo + O¢(€,7) +/ Q(n, ) dn . (4.112)
—00
(¢) 11 est facile de montrer que cette derniére relation peut étre dérivée (au sens
des distributions) pour donner:
3 3
Up = Off +[ Q, = @555 + Qt +/ Q,, (4.113)
— 00 -0
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avec 1, € C(IR4,L'). La solution de (4.105) est alors donnée par:

13
p(6r) = —0ce(6r) —(e) - |

-— 00

[dn /:-'I Q-(¢,7) del, (4.114)

ol il reste & vérifier que le terme intégral a un sens. Comme 0, = Z,f(0) + Z0O.f'(0)
et que Z est bornée, il suffit de montrer la propriété suivante:
n , 1
Je>0, V< o,/ Z:/(©)] +10:(0)] < 1=

—0Q

(4.115)

Pour 7 > 0, © € C([0,7], L°); d’aprés ’hypothése (4.92), il existe alors une constante
K > 0 telle que f'(©) < KOF sur R x [0,7]. Comme ©, € C([0,7],L?), il suffit
pour estimer [ |©,f/(©)| de majorer (f7 ©?f)% . Un raisonnement analogue
s'applique pour le terme [ |Z.f(0)], et il suffit pour démontrer (4.115) de prouver
que © décroit “assez vite” & 'infini, plus précisément que, pour un certain v vérifiant
2Bv > 3, on a ©(¢,7)|€]Y € L®°(IR*). Ceci se déduit de ’hypothése (4.94) et du

lemme suivant:
Lemme 4.16:

Soient v > 0 et W, = {w € L% N L, max In“w(n)| < +oo}, et soit (¢,¢) la
n€R:

solution de (4.106). Si¢o € W, , alors ¢(r) € W, pour tout 7 > 0.

La preuve de ce lemme repose sur le résultat plus général suivant pour I’équation
de la chaleur homogene, dont la démonstration utilise la formule explicite de la solution

a l'aide du noyau de Green:
Lemme 4.17:

Soient v > 0 et vg € L? . On considére la solution de ’équation de la chaleur
vr —v¢¢ = 0 sur R X IR, avec la donnée initiale v(€,0) = vo(€). Si vo € W, , alors
v(r) € W, pour tout ¢t > 0.

Etape 3: Retour au systéme Eulérien (4.86)-(4.90)

Il faut encore montrer que la solution (©, Z,p,u,p) de (4.101)-(4.105) permet
d’obtenir une solution du probléme d’origine (4.86)-(4.90). Cette étape est trés simple:
méme dans le cas d’une solution faible de (4.101)-(4.105), p et u ont grice & effet

régularisant de I’équation de la chaleur une régularité suffisante [p € C{RR4,CY), u €
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C(IR4,C)] pour que le changement de variable (4.100) soit défini et donne une solution
de (4.86)-(4.90) au sens des distributions. e

5. EQUATIONS MULTIDIMENSIONNELLES

Nous présentons dans cette cinquieéme section quelques résultats mathématiques
relatifs & 1’équation (3.16) qui décrit les solutions stationnaires du systéme thermo-
diffusif multidimensionnel dans le cas ol le nombre de Lewis est égal & 1. Nous écrirons
désormais cette équation et les conditions aux limites qui lui sont associées sous la

forme:
—AT +u(y)T: =g(T) dans S=R x O,

T(-o0,y) =0, T(+o0,y) =1 pourye O,
6_T=0 sur 3§ = R x 30 ,
on

ou O est un ouvert borné non vide de IR?, de frontiere réguliere 80; n désigne la nor-

(5.1)

male unitaire extérieure sur R x 30. Les fonctions non linéaires u et g sont définies
respectivement sur O et IR, , et A désigne 'opérateur de Laplace dans le tube tridi-
mensionnel S = R x O:

8T 3?7 3T

AT =25 + 5 + 22 = : :
327 + 397 + 592 pourz € R ety = (y;,y2) € O (5.2)

5.1. Une famille de solutions stationnaires du modeale thermo-diffusif

Suivant les résultats connus pour I’équation monodimensionnelle (4.5) —T"+¢T” =
9(T) décrivant une lamme plane stationnaire, nous nous intéressons & une famille de
solutions de (5.1) donnée par le systéme suivant, dans lequel a(y) est une fonction
donnée de y € O et ou les inconnues sont encore ¢ € RetTe CS):

~AT + ca(y)Tz = g(T) dans R x O, (5.3)
T(~00,y) =0, T(+o0,9)=1 pouryc O,  (5.4)
92:0 sur Rx O . (5.5)

on
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Nous supposerons que les fonctions données « et g satisfont les hypotheéses suivantes:

ac C(O,R), mina(y) =as>0; (5.6)

yeo .
g€ C({0’1]7R+) ’ g(l) =0, (57)
36€)0,1], ¢g=0 sur (0,6}, ¢ >0 surlf,1[; (5.8)

6 désigne encore une température d’ignition.
Le principal résultat de cette section est le suivant:
Théoréme 5.1: {7]

Sous les hypothéses (5.6)-(5.8), il existe une solution (¢, T") du probléme (5.3)-(5.5),
qui satisfait 7€ C?(5),0<T <1dansSetc>0.e

Nous donnons ci-dessous une idée de la démonstration; le lecteur est renvoyé a
Berestycki et Larrouturou [7] pour les détails; quelques propriétés qualitatives des

solutions de (5.3)<(5.5) seront présentées dans la section 5.2.

Etape 1: Probléme sur un domaine borné
Nous considérons d’abord un probléme analogue a (5.3)-(5.5) posé sur un domaine
borné. Poura > 0, on pose S, = {(z,y) € S,—a < z < ka}, ol k > 0 est un parametre

dont la valeur sera fixée par la suite, et on considere le probleme:

—AT + ca(y)T: = g(T) dans S, , (5.9)
T(-a,y) =0, T(ka,y) =1 pourye O, (5.10)
oT
5;(:1:,y)=0 pour —a<z < kaetycadl, (5.11)
max T(z,y)=10, (5.12)
(zy)EST

ol les inconnues sont encore ¢ et T. Dans la condition (5.12), on a noté S; le cylindre
{(z,y) € Sa, = < 0}; cette condition est liée a I'invariance par translation des solutions
de (5.3)-(5.5) et permet de garder ¢ inconnu dans (5.9)-(5.12). En effet, pour tout ¢ > 0,
il existe une solution T de (5.9)-(5.11), obtenue aisément en utilisant le théoréme de
point fixe de Schauder; mais si ¢ n’est pas fixé de facon adéquate, cette solution sur

S, ne converge pas, lorsque a — +00, vers une solution de (5.3)-(5.5).
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Nous allons montrer existence d’une solution de (5.9)-(5.12) sur S,, puis résoudre

le probléme (5.3)-(5.5) en étudiant le passage a la limite a — +o00. o
On supposera dans toute la suite que les hypothéses (5.6)-(5.8) sont satisfaites.

Etape 2: Estimations a priori
Commencgons en montrant quelques estxma.tlons a priori pour une solution (e, T)

de (5.9)-(5.12). Par le principe du maximum, on a facilement:

0<T <1 dans S, , meag(T(O,y) =4. (5.13)
: y

Le point crucial est Pobtention d’ estimations sur ¢; en effet, une fois ¢ borné, les esti-

mations elliptiques classiques montrent que T est borné dans We(S,). Commencgons

avec ’estimation supérieure sur ¢:
Lemme 5.2:

Soit (¢,T) une solution de (5.9)-(5.12) dans S,. Il existe K (indépendant de a)
tel que, pour tout a > 1:
c<K .o (5.14)

Preuve: Soit M = maXo<s<19(s), et soit H(z) la fonction de Heavyside. Con-
sidérons la fonction w donnée par:

{ —w" + caow' = MH(z) pour z € | — g, ka[ ,

w(~a) =0, wke)=1. (5.15)

On déduit facilement du principe du maximum que T(z,y) < w(z) pour (z,y) € S,.
On a donc w(0) > 6. En écrivant explicitement la valeur de w(0), on obtient la

majoration (5.14).

Un argument semblable basé sur le principe du maximum montre que, si ¢ > 0:

x - a
eCC!() — e CQg

T(z,y) <8

ur (z,y ) €S,

'U

—~—
()}
y-a
<

h—

[
(4]
|
(1)
0
[=]
&

Nous pouvons alors démontrer I’estimation inférieure suivante sur c:

Lemme 5.3:
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On suppose que k satisfait (1 +k)~! > 8. Soit (c,T) une solution de (5.9)-(5.12)
dans S,. Il existe ag > 1 et une constante § > O (indépendante de a) tels que, si
a > ag, on a: 4

c>6>0.0 (5.17)

Preuve: En utilisant encore le principe du maximum, on peut montrer que ’hypo-
~ thése (1+k)~! > 8 implique ¢ > 0. En combinant les deux identités intégrales obtenues

en multipliant successivement 1’équation (5.9) par (1 — T) et T, on peut écrire:

1
1
mes(O)/ g(s)ds < -?:/ T?(~a,y)dy +cﬁ1/ T:(—a,y)dy + Ba2c? , (5.18)
o o o
ol f3; et B, sont des constantes positives. Comme (5.16) implique:

6
— < Z
Tz( aay) =

Vyeo, (5.19)
on en déduit (5.17). e

Etape 3: Résolution sur S,

On a le résultat suivant:

Proposition 5.4:

Soient @ > 0 et k > 0 fixés. Le probléme (5.9)-(5.12) a au moins une solution. e

Preuve: Pour résoudre le systéme (5.9)-(5.12), on I’écrit sous forme d’un probléme
de point fixe X = F(X). L’opérateur F est défini dans 1’espace E = R x C}(S,) par:

F(c¢,T)=( max T(z,y)—0+c¢c, T(c,T)), (5.20)
(z,y)€Sa '

ou T = T(é,T) vérifie les conditions aux limites (5.10)-(5.11) et P’équation:
—AT +ca(y)T: =9(T) dans S, (5.21)

(g est prolongée par O en dehors de [0, 1}).

L’existence d’un point fixe de F est obtenue en utilisant le degré topologique de
Leray et Schauder. Pour r € [0, 1], soit F, 'opérateur obtenu en remplagant g par 7g
et a(y) par ra(y) + (1 —7)ao dans (5.21) (Fy; = F); F; est un opérateur compact de E
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dans E. En utilisant des estimations a priori (analogues & celles démontrées 3 I’étape
précédente) pour les solutions de ’équation F.(X) = X, on peut construire un ouvert

2 de la forme _
O={(c,T)€E E, ¢;<c<ecy, IT|lc: < K}, (5.22)

tel que le degré d(Id — F,,01,0) soit bien défini pour tout 7 € [0,1]. Ce degré est alors
indépendant de 7 et peut &tre évalué en explicitant 'opérateur Fy; en effet, 'opérateur
Fo est de la forme:

Fo(e,T)=( max T(z,y) -0 +ec, T), (5.23)

(zy)ess

ot Tc ne dépend plus de T. En utilisant un autre argument d’homotopie, on peut
montrer que le degré d(Id — F5,0,0) est égal a d(h,le1,c2[,0), ot k est la fonction
définie par A(c) = maX-g<z<o Tc — 8 4 ¢. 1l suffit alors de montrer que A est une
fonction strictement décroissante pour obtenir:

d(Id— F5,0,0) = d(Id - F,0,0) = —1 , (5.24)
ce qui montre P’existence d’un point fixe de F, i.e. d’une solution de (5.9)-(5.12).

Etape 4: Passage 4 la limite ¢ — +oo _

Nous supposons désormais que (1+k)=1 > 4. Soit (a,) une suite de réels positifs
vérifiant lima, = 400, et soit (¢n,Th) une solution de (5.9)-(5.12) sur S, . Les
estimations a priori sur la suite (cn,Tr) permettent d’extraire une séus-suite (que
nous notons encore (cnyTh)) telle qué ¢n — ¢ > 0 et T, — T -localement, ¢ et T
vérifiant les propriétés (5.3), (54) et ¢ >0, 0 ST <1, maxyeo T(0,y) = 6. Dans la
~ fin de cette section, (¢, T) désignera toujours la limite de la suite (cp,T}).

En passant & la limite lorsque @ — 400 dans (5.16), on obtient:
T(z,y) < 6e°*°* pour z < 0 , - (5.25)

ce qui implique T'(—oc0,y) = 0. Pour montrer que (¢, T) est bien solution de (5.3)-(5.5),
il reste donc 3 étudier la limite T'(+o00,y). Commengons par le lemme suivant:

Lemme 5.5:

Les intégrales suivantes sont finies:

/ 9(T) < +o0, / VI? <400 .o (5.26)
S S
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Preuve: Sur R_ x O on a g(T) = 0 puisque T < §. D’autre part, pour z > 0, on

pose Q,_ -]O z[x0 et U(2) = [, T(z y)dy. En intégrant l’equa,tlon (5.3) sur Qz, ona
le = A(z) — A(O), avec A(z) = ¢ [, a(y)T(z,y)dy — U’(2). Si fQ — +00
lorsque z — 400, alors U’(+oo) = ~o00, ce qui est 1mp0551b1e puisque U est bornée.

Pour la deuxié¢me intégrale, on multiplie ’équation (5.3) par T avant d’intégrer sur

@z, et on conclut de la méme facon.

Pour z € IR, soit maintenant R, le cylindre ]z,z + 1{xO. Pour étudier la limite

T (+o0, y), nous allons considérer la suite des fonctions T, définies sur Rg par:
Ton(z,y) = Tz +m,y) , (5.27)

pour (z,y) € Ro et m € IN. Comme T, satisfait I’équation (5.3) sur Ry, on
peut utiliser les estimations elliptiques classiques pour extraire une sous-suite (T, )
convergeant vers une limite Ty dans C!(Rp). Si on choisit la suite extraite (myg) telle
que les cylindres R,,, soient disjoints, le lemme 5.5 implique que les séries de terme
général fR 9(Tm,) et fR 2 . convergent. On a donc g(Tp) = VTp = 0: Tp est une
constante [, et € [0,0] U {1} d’aprés (5.8).

Il reste & montrer que / = 1. Un raisonnement analogue au précédent montre qu’on
peut choisir la suite extraite (my) telle que la suite (T—,,, ) (définie en étendant (5.27)
aux entiers négatifs) converge vers 0 dans C!(Rp). En intégrant sur | — mg, mg[xO
I'"équation (5.3) multipliée par T, on obtient une relation dont on peut prendre la

limite lorsque my — +oo pour obtenir:

{
c/Soz(y)TI = mes(0) /0 g(s)ds . (5.28)

Le membre de gauche de cette égalité est strictement positif car ¢ > 0, a(y) > ao > 0
et maxyeo T(0,y) = 6 # T(—co,y). On a donc ! = 1 d’aprés (5.8). Un argument de
contradiction classique montre ensuite que toute la suite (T},) tend vers 1 et permet
de conclure: T'(+o00,y) = 1, et (¢,T) vérifie (5.3)-(5.5). o

5.2. Propriétés qualitatives
Nous indiquons maintenant quelques résultats qualitatifs obtenus par H. Beresty-

cki et L. Nirenberg [11], [12] pour les problémes du type (5.3)-(5.5); les deux résultats
principaux sont les suivants:
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Théoréme 5.6: [11]

Soit (¢, T) une solution du probléme (5.3)-(5.5). Alors T, > 0 dans S. o

Théoréme 5.7: [12]

La solution (¢, T) de (5.3)-(5.5) est unique: si (ci,Tl) et (c2,73) sont deux solu-
tions de (5.3)-(5.5), alors¢; = ¢ et 3 X € R, T, (z,9) =T (z + X,y). o

Nous n’évoquerons ici que le résultat relatif 3 la monotonie. Le résultat d’unicité
est détaillé dans [12] (voir également Berestycki et al [9]).

Les résultats de monotonie de H. Berestycki et L. N irenberg (11}, ainsi que d’autres
types de propriétés qualitatives pour les solutions de problémes elliptiques semi-linéaires
dans des domaines cylindriques finis ou infinis, sont obtenus dans un cadre plus général
que nous décrivons 3 présent. Soit 0 — RVN-! un domaine borné non vide de frontiere
réguliére 90, et © = R x . Soientv: 0 — Ret h: O x R — R des fonctions
continues. On désigne par v la normale extérieure unitaire sur 00 et on suppose que
les fonctions ~ et h vérifient:

4>0 sur ], (5.29)
h(y,0) = h(y,1) =0 poury e, (5.30)
h = h(y, s) admet une dérivée continue hs(y,s)
Y (5.31)
au voisinage de s =QOet s =1,
he(y,0) <0, hs(y,1) <0, Vyefl. (5.32)

Donc, la fonction s — h(y,s) (pour y fixé) est de I'un des deux types suivants:

Figure 1: Les deux types de nonlinéarités s — h({y,s).

A p (2) A » (b)
S /-\ s
e o V i

0 1 0 i

Le cas (a) est celui qui apparait en combustion alors que le cas (b) intervient dans
des modeles de biologie (voir Aronson-Weinberger [2], Fife [20], [21]). On considére le
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probléme suivant:

—Au+v(y)uz = h(y,u) dans =R x 0, (5.33)

u(—00,y) =0, u(+oo,y)=1 pouryel, (5.34)
8_u=0 sur 0¥ = IR x 800 . (5.35)
ov

Le résultat principal (dont le- Théoréme 5.6 ci-dessus est un cas particulier) est le

suivant:
Théoréme 5.8: [11]

On suppose que les fonctions 7y et h sont continues et vérifient (5.29)-(5.32). Soit
u une solution de (5.33)-(5.35). Si0 < u < 1 dans &, alors u; > 0 dans .

Nous divisons encore la démonstration en plusieurs étapes que nous décrivons
brievement. Elle est inspirée de Particle classique de B. Gidas, W. Ni et L. Nirenberg

[22] et repose sur le principe du maximum et une méthode de déplacement d’hyperplans
perpendiculaires a 'axe des z.

Etape 1: Solution exponentielles asymptotiques
On note a(y) = —hs(y,0), b(y) = —hs(y,1); donc, a > 0 et b > 0 dans 1. Les

équations linéarisées lorsque £ — —oo et £ — 400 sont respectivement de la forme:

—Au+7y(y)uz + a(y)u =0, - (5.36)

et:
—Au+v(y)uz - b(y)(1 —u)=0. (5.37)

Les solutions exponentielles u = e**¢(y) et u = 1 — e#%y)(y) de (5.36) et (5.37) respec-

tivement sont donc obtenues par la résolution des problémes suivants dans :

—Ayd+a(y)d = (A2 — Ay(y))¢ dans O,

5.38
o¢ =0 sur 901, : (5:3%)
v
t:
) -8y + b(y)Y = (u? — py(y))¢ dans
5.39
_3_111 =0 sur 901, ( )

ov
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Ces équations sont linéaires en ¢ et 4 mais non linéaires en ) et #. On n’envisage
que les “valeurs propres” A > Oet u < 0 respectivement. Pour les “valeurs propres

principales”, on peut établir les faits suivants (voir [11] pour la démonstration):

Proposition 5.9:

Soient a et b des fonctions continues telles que @ > 0 et b > 0 dans 1. Il existe une
valeur propre positive (resp.: négative) unique A > 0 (resp.: 1 < 0) de (5.38) (resp.:
(5.39)) correspondant & une fonction propre ¢ > 0 (resp. ¢ > 0). De plus, ) est la plus
petite “valeur propre” positive (resp.: u est la plus grande “valeur propre” négative),

et A (resp.: u) est une “valeur propre simple”. o

Remarque 5.10: On montre également dans [11] que (5.38) (resp.: (5.39)) ad-
met une suite de valeurs propres positives croissantes An — 400 (resp.: négatives
décroissantes u, — —00), avec A} = A (resp.: p; = u). Lorsque 0 =|0,1[, on peut
montrer que l’espace propre correspondant 3 An (resp.: u,) est de dimension 1 et
formé de fonctions qui s’annulent exactement n — 1 fois dans ]0,1]. On a donc pour

ces problémes ’analogue de la théorie de Sturm-Liouville. e

Etape 2: Comportement asymptotique

Des résultats trés généraux de S. Agmon et L. Nirenberg [1] et une extension
non linéaire de A. Pazy [40] décrivent le comportement asymptotique d’équations
paraboliques ou d’équations elliptiques dans un cylindre infini. A I’aide de ces résultats
on obtient le comportement asymptotique d’une solution de (5.33)-(5.35) (nous ren-
voyons & [11] pour les détails): |

Proposition 5.11:

On suppose que « et h vérifient les conditions (5.29)-(5.32). Soit u une solution
du probléme (5.33)-(5.35) vérifiant 0 < u < 1 dans Z. Soient ) et u les valeurs propres
principales de (5.38) et (5.39) avec A > 0, u < 0, et ¢ et 7 des fonctions propres
associées a A et u respectivement. Alors il existe des constantes k_ > 0 et ke >0
telles que: '

{u(x,y) =k_e*g(y) + o(e**) , (5.40)
uz(z,y) = Ak_e**g(y) + o(e**) lorsque £ — —oo , )

[

— k+e*79(y) + ofe”?) |

u
iuz T,y) = —kke"P(y) + o(e”*) lorsque £ — +oo . ® (5.41)

Etape 3: Déplacement des hyperplans et conclusion
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Pour XA € IR, posons maintenant:
Iy={lzy)e &, z<2},

Hy={(z,y)e &, z%A}',

wi(z,y) = v(2X — z,y) - u(z,v) .

(5.42)

(5.43)

(5.44)

La proposition précédente permet de voir que pour A voisin de ' —co, uz >0 et wy >0

dans ). On pose:

A={de R, VX <), uz > 0et wy >0 dans Sy}

(5.45)

A contient donc un voisinage de —co. D’autre part, la fonction v(z,y) = u(2X — z,y)

vérifie:
—Av —v(y)vz = h(y,v) dans T, .
Posons aussi:
h(ya ’U(.’E, y)) - h(ya u(x, y))
H(z,y) = v(z,y) — u(z,y)
he(y,u(z,y)) sinon .

si v(z,y) —u(z,y) #0,

Cette fonction est continue. On obtient donc (en posant w = wy = v — u):
—Aw —(y)wz — ¥(z,y)w = 27(y)u; dans 5, .

Soit A € A; alors u, > 0 dans 2, dou:

—Aw —v(y)wz — ¥(z,y)w > 0 dans &, .

Comme w 2> 0 dans £, et w = 0 sur Hy, on en déduit (voir Gidas et al [22]):

wy <0 sur H; ,
d’ou, puisque sur H), w, = —2u,:
uz > 0 sur H, .
En examinant les points de H, N 9%, on peut méme préciser:

u; >0 sur Hy , Vie 4.

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)
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En raisonnant par 'absurde, on peut montrer, en particulier en faisant intervenir
(5.52), quesi A € A, alors A +¢ € A pour € > 0 assez petit. Cela prouve que
Sup A = +o00 et donc que u; > 0 dans 5.

5.3. Etude asymptotique pour les hautes énergies d’activation

Revenons au probléme (5.3)-(5.5) issu du modele thermo-diffusif. On supposera

dans cette section que O est un intervalle ouvert de RR.

Comme dans la section 4.3, on suppose maintenant que g dépend d’un paramétre
€ > 0, proportionnel & 'inverse de ’énergie d’activation. On adopte les hypothéses
générales suivantes sur le comportement de g,:

ge € C([O’ 1]3 R+) ) (553)
9e=0 sur [0,8], g.(1)=0, ¢/(1) <0, (5.54)
Vé i p = .
>0, lim [Osr;lg_&g (S)J 0, (5.55)
1 .
Iir% ge(s)ds=m > 0. (5.56)
€— o

On notera dans la suite (c,T.) 'unique solution de (5.3)-(5.5) associée au terme de
réaction g, et vérifiant la condition de normalisation:

max T(0,y) =4. | (5.57)

Les conditions (5.53)-(5.56) sont plus générales que les hypotheses (4.19)-(4.23) retenues
pour P’étude asymptotique du systéme en dimension 1 (voir section 4.3). Cependant,
I’étude de la limite singulidre du probleme (5.3)-(5.5) lorsque € — 0 est beaucoup plus
délicate en dimension supérieure et conduit en particulier & un probléme de frontiere
libre d’un type nouveau. Nous nous bornerons 3 citer un résultat de H. Berestycki et
L. Nirenberg en renvoyant 3 [12] pour la démonstration.

Théoréme 5.12: [12]

Soit (€,) une suite de réels positifs tendant vers 0. Sous les hypothéses (5.53)-
8}, on peut extraire une sous-sujte (encore notée ¢,) telle que les solutions (cen» Te,)
5

-3)-(5.5) et (5.57) correspondant a ge, vérifient les propriétés suivantes:

Ce, = ¢ avec 0 <c¢ < 4oo, (5.58)
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T., — T dans C(5)n H.(S) . ~ (5.59)

La limite T est continue dans §, croissante (au sens large) dans la direction z, et vérifie

T(—o0,y) =0pourye O, g—g = 0 sur 88 = IR x 80. De plus:

3z>0, z>2z=T(z,y) =1. (5.60)
En notant §~ = {(z,yj € S, u(z,y) <1} et T =35~ NS, on a aussi:

rc{(z,y) eS8, 0<z<Lz}, (5.61)

—AT + ca(y)T; =0 dans $~ . (5.62)

De plus, si I’on suppose que I' est réguliere (C! par morceaux), en notant T~ la

restriction de T sur §~ et v la normale unitaire extérieure 2 §~ sur I', on a:

o~ _ V2m surl . e (5.63)
ov

Comme on le voit, la limite (¢, T) est solution d’un probléme de frontiére libre (&

savoir I') qui s’écrit:

—AT + ca(y)T; =0 dans §™, ' (5.64)
T(—oo,y) =0 pourye O, (5.65)
oT -
‘é—n— =0 surdSnas—, (5.66)
T=1 et —Z—g— =v2m surT . (5.67)

Sans faire I’hypothése de régularité sur T', une formulation faible de ce probléme
(en particulier de la condition (5.63)) est indiquée dans [12]; la limite (c,T) vérifie

toujours cette formulation faible.

Enfin, signalons que les questions de régularité de la frontiére libre, d’unicité de
la solution {c,T) du probléme (5.64)-(5.67) et, partant, de la convergence globale des
solutions (c¢,T¢) vers la limite (¢,T) sont étudiées dans un travail en cours de H.
Berestycki, L. Caffarelli et L. Nirenberg [6].
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5.4. TUne autre famille de solutions stationnaires

On considére dans cette section une autre famille de solutions du probléme (5.1),
qui correspond & un champ de vitesses u(y) donné par u(y) = ¢+ a(y) ol a(y) est un

profil donné et ¢ € IR est un paramétre & ajuster. Ce probléme s’écrit donc:

~AT +(c+(y)T: =g(T) dans S=R x O, (5.68)

T(—-o0,y) =0, T(+co,y) =1 pourye O, ( (5.69)
oT

3 =0 sur RxO0. (5.70)

Les solutions de ce probléeme fournissent des solutions stationnaires du modsle
thermo-diffusif (3.16) comme nous I’avons indiqué 3 propos du probléme (5.1). Mais en
outre, les solutions de (5.68)-(5.70) correspondent aux solutions d’ondes progressives
du modele thermo-diffusif instationnajre (3.12) lorsque Le = 1 et que le champ de
vitesse est donné, égal & a(y) (voir 1’étude de ce probleéme par H. Berestycki et B.
Larrouturou dans [7]).

Un premier résultat d’existence de solutions de ce probléme a été obtenu dans
[7] sous une condition exprimant que a “n’oscille pas trop” (et sous les hypotheses
(5.6)-(5.8)). On obtient alors des solutions qui vérifient ¢ + a(y) > 0 pour tout y € Q.
Dans ce cas, d’ailleurs, tous les résultats qualitatifs indiqués dans la section 5.2 ci-
dessus restent vrais: la solution est monotone dans la direction z (T > 0) et (¢, T)
est déterminé de fagon unique (au sens du Théoréme 5.7 ci-dessus). L’existence d’une

solution est obtenue dans ce cas en calquant la démarche présentée dans la section 5.1.

Dans un travail en cours de H. Berestycki, B. Larrouturou et P.L. Lions [8], on
obtient I’existence d’une solution (e, T) de (5.68)-(5.70) pour toute fonction continue
a(y). La démonstration requiert plusieurs ingrédients nouveaux par rapport a la sec-
tion 5.1. Une des difficultés rencontrée ici est liée au fait que 'on ne sait pas a priori
si les solutions ont nécessairement un profil monotone. Cette difficulté est surmontée
en résolvant un probléeme modifié:

—AT -+ {c+ «(y))|T:| = ¢(T) dans S, (5.71)
avec les mémes conditions aux limites (5.69)-(5.70). On construit une solution de ce
probléme qui vérifie0 < T < 1 dans S. Par un résultat de H. Berestycki et L. Nirenberg
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[11], on sait alors que toute solution du probléme modifié (5.69)-(5.71) vérifie T, > 0
(ce fait découle essentiellement de ce que le terme |T;| est invariant par la réflection

T(z,y) —» T(2X - z,v)).
Nous renvoyons le lecteur & (8] pour la description compléte de la démonstration.

Par construction, les solutions de (5.68)-(5.70) obtenues dans [8] vérifient donc
T, > 0. Cependant, la question de savoir si toutes les solutions de (5.68)-(5.70) vérifient
Tz > 0 est encore ouverte. Le résultat d’unicité du Théoréme 5.7 est encore valable

pour ce probléme a condition de n’envisager que les solutions monotones (i.e. vérifiant
T: > 0).

Les solutions de (5.68)-(5.70) obtenues dans [8] satisfont ’égalité ¢ + & > 0, ot &
désigne la moyenne de a sur 0. Cependant, pour certaines fonctions o, on n’a plus
¢+ a(y) > 0 pour tout y € O. Ce type de solutions avait été prédit par des essais
numériques de F. Benkhaldoun et B. Larrouturou [5]; on obtient donc des solutions
stationnaires du modeéle thermo-diffusif avec un champ de vitesse u(y) = ¢ + «(y) qui
' change de signe dans 0.

6. REMARQUES ET PROBLEMES OUVERTS

Pour conclure le panorama présenté ci-dessus des études mathématiques relatives
aux équations décrivant la propagation des flammes prémélangées, nous formulons
ci-dessous quelques remarques et indiquons plusieurs problémes ouverts dans le pro-

longement de ces études.

6.1 A partir du systéme d’équations assez général (2.16), on n’a cessé, comme le
lecteur I'aura remarqué, d’introduire des simplifications et approximations succes-
sives, pour aboutir dans un cadre monodimensionnel puis multidimensionnel & des
modeles que I’on a pu étudier de fagon rigoureuse. A ce propos, il convient d’abord de
préciser que toutes ces approximations sont “raisonnables” et méme classiques; elles
sont couramment utilisées par les physiciens. Il faut ensuite remarquer que tous les
modeles mathématiques étudiés dans les deux sections précédentes ont en commun de
présenter un découplage entre les équations décrivant le comportement des “variables
de combustion” T et Y d’une part et celles qui concernent les variables hydrody-

. namiques p, v, p d’autre part. Ce décodplage existe dans le modéle isobare (3.2) dans
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un cadre monodimensiénnel, stationnaire ou instationnaire; il a été introduit dans
un cadre multidimensionnel au prix d’une approximation supplémentaire, celle de la
densité constante. Cependant, le couplage non linéaire entre les effets réactifs et dif-
fusifs et les effets hydrodynamiques existe bien séir dans la réalité, et apparait dans les
modeéles compressibles (2.14) ou (2.16) et dans le modele isobare multidimensionnel
(3.2). L’étude mathématique de ces problémes plus complexes que ceux que I’on a
considérés dans les sections 4 et 5 n’a pas encore été réalisée. Rappelons toutefois que
des travaux de A. Majda [36] conduisent & un systéme reposant sur des approxima-
tions différentes et dans lequel le couplage combustion - hydrodynamique apparait; ce
modele a été résolu du point de vue mathématique par P. Embid [19], en utilisant des
techniques ressortissant plutdt & celles employées pour les équations de Navier-Stokes

(voir par exemple Temam [46]).

6.2 Dans le prolongement des résultats de la section 4, on peut citer plusieurs problémes

ouverts, qui concernent:
(i) P'unicité de la solution du systéme (4.1)-(4.2) lorsque A= = Le < 1,

(+i) ’étude du comportement asymptotique de la solution du systéme (4.25)-
(4.26) sous les hypothéses (4.3), (4.4), (4.21) et (4.24) (voir Remarque 4.6),

(17%) lexistence globale de la solution du probléme instationnaire (4.86)-
' (4.90) lorsque ’on ne suppose plus comme dans les théorémes 4.11 et 4.12 que

la fonction non linéaire A est bornée,

(iv) le comportement asymptotique des solutions instationnaires pour les
grandes valeurs du temps (t — +00).

Quittant le domaine de la combustion il pourrait aussi étre intéressant d’étudier le
systéme (4.1)-(4.2) décrivant des fronts d’onde plane avec des hypothéses plus générales
sur le terme non linéaire f(T) (voir Aronson-Weinberger (2], Fife [20], [21]).

6.3 Dans un cadre multidimensionnel, les questions non résolues abondent puisque
seule une premiére série de résultats concernant un modéle réduit & une seule équation
aux dérivées partielles a été obtenue.

Il serait bien sir intéressant d’étudier les problémes (5.3)-(5.5) et (5.68)-(5.70) sans
supposer ’existence d’une température d’ignition, ou d’étudier I’unicité et la monotonie

de la solution du probléme (5.68)-(5.70). Mais un progres plus intéressant pour la
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compréhension du fonctionnement mathématique des modéles de combustion peut étre

attendu de I'étude du systéme thermo-diffusif stationnaire:

(—AT +u(y)T: =Y f(T),
_AL_i’ +u(y)Ys = Y f(T) sur S ,
T(—c0,y) =0, T(4o00,y) =1, (6.1)
Y(-o0,y) =1, Y(+o00,y) =0 pourye 0,
oT dY
\—372,_ —0,%— =0 sur dS y

pour Le # 1 (en cherchant par exemple u(y) sous la forme ca(y) ou ¢ + a(y) avec ¢

inconnu et a donnée).

En effet, on peut s’attendre & ce que les solutions du systéme (61) et celles du
probléme (5.3)-(5.5) (équivalent & (6.1) lorsque Le = 1) 'présentent quelques propriétés
qualitatives différentes (ce point explique d’ailleurs les difficultés supplémentaires ren-
contrées dans I’étude du systéme). En particulier, il est intuitivement évident d’un
point de vue physique, et facile & vérifier rigoureusement en utilisant le principe du

maximum, qu’une solution du systéme (6.1) vérifie les inégalités:
0<Y <1, 0LT dans S. (6.2)

~ Mais il n’est plus possible quand Le # 1 de montrer que cette solution vérifie I'inégalité
T < 1, et il semble difficile de trouver (rigoureusexhent ou de faéon heuristique) une
estimation a priori du type T < Ty. Les études formelles des physiciens et les études
numériques montrent d’ailleurs que la température T peut effectivement dépasser 1
lorsque Le # 1 (voir par exemple Guillard et al [24], Larrouturou [34], Sivashinsky

[44]). La solution n’est alors plus monotone croissante dans la direction z.

Une autre différence prévisible entre le systéme (6.1) et I’équation (5.3)-(5.5) con-
cerne 'unicité de la solution. Pour faire apparaitre cette différence, considérons le
cas ou le champ de vitesse u(y) est constant. Le résultat d’unicité du Theoréme 5.7

s’interprete alors de la fagon suivante:
Corollaire 6.1:

On suppose que les hypothéses (5.6)-(5.8) sont vérifiées. Lorsque Le = 1, le
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systéme: ,
(AT + T =Y f(T),

_é_Y +cY, = -Y f(T) sur S,
Le
J T(-o00,y) =0, T(+o0,y) =1,

Y(-oc0,y) =1, Y(+o0,y) =0 pour ye O, (6.3)

oT aYy
5;—0,-8—;—-0 suras,
T(0,0) =4 ,

a une solution unique (c,T(:z:,y),Y(:z:,y)). Cette solution est plane: T(z,y) = T(z),
Y =1-T, et vérifie:

{—T” +cI'= f(T)1-T),
T(~00) =0, T(0)=0, T(+c0)=1.e

(6.4)
En effet, le théoréme 5.7 donne I’unicité d’une solution de (6.3) quand Le = 1, et

nous avons montré dans la section 4.2 Pexistence d’une solution de (6.4), qui vérifie
aussi (6.3).

Lorsque Le = 1, le systéme (6.3) a donc comme seule solution la solution monodi-
mensionnelle donnée par (6.4). Les arguments formels des physiciens indiquent que
cette propriété n’est plus assurée lorsque Le < 1. En effet, il existe toujours (au
moins) une solution monodimensionnelle lorsque Le < 1, d’aprés la section 4.1. Mais
il peut se produire (pour les grandes valeurs de I’énergie d’activation) que cette solu-
tion plane soit instable vis 3 vis de perturbations multidimensionnelles, et qu’il existe
une autre solution stationnaire stable, et réellement multidimensionnelle (nous ren-
voyons le lecteur intéressé par I’étude de ce phénomeéne de bifurcation et d’instabilité

a Clavin [16], Larrouturou [34], Sivashinsky [44]). Le systéme (6.3) a alors au moins
deux solutions différentes. |

Cette perte d’unicité conjecturée sur la base des analyses asymptotiques des physi-
ciens, peut étre “vérifiée” numeériquement. Lorsque Le < 1, on peut a la fois cal-
culer la solution plane instable par un calcul monodimensionnel (voir Larrouturou
[35], Peters-Warnatz [42]), et la solution stable plissée par un calcul multidimensionnel
(voir Benkhaldoun-Larrouturoy [5], Guillard et al [24]). On observe d’ailleurs sur cette

solution plissée que les inégalités T < 1 et T, > 0 ne sont pas satisfaites (voir figure
2).
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Figure 2: Front de flamme plissé dans un tube bidimensionnel (de [24]).
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L’étude rigoureuse de tous les points précédents qui sont des problémes ouverts
semble particuliérement intéressante sur le plan mathématique et utile pour la compré-
hension du modéle thermo-diffusif (6.1).
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