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RESUME
On considere un modele 1-D d’écoulements miscibles incompressibles dans un milieu poreux,
sans terme de dispersion. On montre Uexistence et l'unicité d'une solution faible du probleme,
pour des données peu régulieres. On étudie ensuite I’homogénéisation du probleme. Le probleme
limite est du méme type; le résultat est obtenu gréce a une propriété de compacité des courbes
caractéristiques associées.

ABSTRACT
We consider a 1-D model for incompressible miscible displacements in porous media without any
dispersion term. Existence and uniqueness results for non smooth data are proved. We study the
homogenization of the model. The limit problem is of the same type. The result is obtained
thanks to compactness properties of the corresponding characteristic curves.
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I. INTRODUCTION

On s’intéresse aux déplacements miscibles dans un milieu poreux,
c'est-a-dire des déplacements au cours desquels le fluide déplagant et le fluide
déplacé deviennent miscibles en toutes proportions (au sens de [7], [10]). La
composition du mélange est alors décrite par sa concentration de masse. Si on
néglige les effets dis a la diffusion moléculaire et a la dispersion, les équations

modélisant le déplacement miscible s’écrivent dans 0x 10,T[, T>0, (voir [6]):

(1.1) at(o(x) ®(x,p) plp,wu) + div(ug) = 0,
(1.2) 8 (o(x) d(x,p) plp,u)) + div q = 0,
(1.3) q = -o(x) TI(%% (grad p - p(p,u) g grad Z(x)),

auxquelles on adjoint une loi d’état (relation entre la densité et la pression)
ainsi que des conditions initiales et aux limites. Dans (1.1), (1.2), (1.3), @
représente le milieu poreux, &(x,p) la porosité, K(x) la perméabilité, p Ia
pression, u la concentration, p(p,u)' la densité du fluide (mélange) (dépendant
principalement de p et peu de u), p(u,p) (dépendant principalement de u et peu
de p) la viscosité du fluide, Z(x) la profondeur du point x €, g I’accélération
de la pesantex;r et o(x) une fonction définissant la section du milieu.

Dans le cas incompressible, c’est-a-dire ® indépendant de p et p constant,
lorsque, de plus, on néglige le terme de gravité et on prend o(x)=1, les

équations de 1’écoulement miscible deviennent

(1.4) d(x) 3tu + q grad u = 0,
(1.5) div q = 0,

- . KX
(1.6) q = u(0) grad p.

On suppose a présent le milieu poreux hétérogeéne; les fonctions & et K
dépendent d’un paramétre € lié a la microstructure du milieu. De ce fait, les
inconnnues du probléme (p et u dans le cas incompressible, et, p,u,p dans le cas

compressible) dépendent aussi de €. On s’intéresse alors au comportement limite,
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lorsque ¢—0, des ©b.. ..nues du probléme ou encore a I’homogénéisation des
équations correspondantes. Nous renvoyons a [4], [9], pour les fondements de
la méthode d’homogénéisation et 1’étude de nombreux exemples. Concernant
I’homogénéisation d’équations modélisant 1’écoulement d’un fluide diphasique dans
un milieu poreux (cas immiscible avec pression capillaire ou miscible avec
dispersion) voir [1] et [5].

Dans [11], [12], Shvidler a considéré le systéme (1.4), (1.5), (1.6), et a
donné, par une analyse des fluctuations, des équations effectives associées a ce
systéeme. Des termes de mémoire apparaissent, traduisant un phénomene de
dispersion (voir {111).

Dans ce travail, nous considérons le probléme d’homogénéisation du
modele le plus simple, c’est-a-dire 1-D, incompressible. Dans [2], [3], nous
considérons respectivement un modele 2-D, incompressible et un modéle 1-D,
compressible. Le probléeme étudié ici est le suivant. On pose 1=1]0,1[ et
Q=0x ]0,T[.® et K sont deux fonctions de L%(Q) vérifiant

(1.7) 0 <@ <o(x) s<I>+ p.p. dans 1,

(1.8) 0 < K < K(x) 5K+ p.p. dans ,

et p est une fonction numérique définie sur [0,1]. Nous la_ supposerons

lipschitzienne et strictement positive.

p(x,t) et u(x,t), u a valeurs dans [0,]1], vérifient

(1.9) d(x) atu + q 6xu = 0,
K(x)

1.10 = - Ie]

(1.10) a W) OxP:

(1.11) axq = 0,

avec, comme condition initiale,

(1.12) u(x,0) = uy(x),

avec, comme condition aux limites sur p,
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(1.13) p(0,t) = po(t),

(1.14) p(1,t) = py(t),

et, comme condition aux limites sur u,

(1.15) u(0,t) = u,(t).

Nous supposons que p, et p, sont dans L°(0,T) et

(1.16) Po(t) > Py(t) p.p. dans ]0,T{,

et, u, et u, a valeurs dans [0,1]. On précisera plus loin la régularité de ces
fonctions.

Des équations (1.9),...,(1.15), on peut ¢éliminer p:(1.11) implique q=q(t), d’ou,
intégrant (1.10) sur Q et tenant compte de (1.13), (1.14),

1
(1.17) a®) = (po(® - py(v) / [ HEED) gy
0

Introduisons 1’opérateur q défini pour v € L°°(Q), v a valeurs dans [O0,1], et pour

presque tout t € ]0,T[, par :

1
- t
(1.18) G0, = (o(t) - py(t) / [ EEE) gy
0 K®
Le probleme (P) consiste a trouver u(x,t) et q(t), avec u a valeurs dans [O,1],
vérifiant :
(1.19) d(x) atu + q(t) axu =0 dans Q,
(1.20) q(t) = q(u(s,t),t) dans ]0,T[,

ainsi que (1.12) et (1.15).
Nous étudions au paragraphe II, I’existence et 1’unicité d’une solution du
probleme (P). L’existence sera établie a 1'aide du théoréme de point fixe de

Schauder. Le paragraphe IIl est consacré a 1’homogénéisation du probléme (P).
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Le probleme limite est du méme type que (1.19), (1.20) et le résultat ost
obtenu grace a une propriété de compacité des courbes caractéristiques associces

a I’équation (1.19).

Remerciements : Les auteurs remercient Frangois Murat pour les discussions

fructueuses qu’ils ont eues avec lui.

II - RESOLUTION DU PROBLEME (P)

Donnons tout d’abord la définition d’une solution faible du probleme (P).

Définition Soit u, € L%°(Q), u, € L*°(0,T), uo et u; a valeurs dans [0,1]. On
dira que (u,q) est solution faible du probleme (P) si les conditions suivantes sont
réalisées :

a) u € L%(Q), q € L*°(0,T), u a valeurs dans [0,1],

b) a(t) = qu(s,t),t) p.p. dans ]O,T[,

c) VéeCyl0,1[ x[0,T[) (c’est-a-dire ¢ est C! a support

compact inclus dans [0,1[x[0,T[) on a :

f (®(x) at¢ + q(t) ax¢) u dx dt = f O(x) uy(x) ¢(x,0) dx +
Q 19

T
+ g a(t) u,(t) ¢(0,t) dt.

II.1 - Existence d'une solution faible

On va montrer I’existence d’une solution faible a 1’aide du théoréme de
point fixe de Schauder :
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THEOREME 2.1 Soit E un espace de Banach, S une partie non vide, convexe

et fermée de E, et F : S — S une application continue a image TS

précompacte. Alors F admet au moins un point fixe.

On se place dans le cadre suivant. On prend E = L)(Q) et S= {u€E;
O<u(x,t) <1 p.p. dans Q). S est évidemment une partie convexe et fermée de

E. L’application F est définie ainsi : étant donné u €S, on pose :
(2.1) a(t) = q(u(s,t),t) p.p. dans ]0,T[,

q étant défini par (1.18); ainsi q € L°(0,T). Ensuite on détermine w comme

étant la solution de :

J@x) 8,4+ a(t) 8 4) w dxdt = [ a(x) wo(x) ¢(x,0) dx +
Q X 0

T

(2.2) ({ a(t) uy(t) $(0,t) dt

véeci(10,11x(0,TI).

On pose alors w = F(u). I est alors clair que montrer 1’existence d’une solution
faible de (P) revient a chercher un point fixe de F. L'existence et l’unicité de

w, solution de (2.1), résulte du

Lemme 2.1 Etant donné & € L®(Q) vérifiant (1.7), q € L°°(0,T) strictement
positive (i.e. q(t) >0 p.p. dans .]0,T[), u, € L}(2) et u, € L}0,T), alors il existe
w € LYQ), unique, vérifiant (2.2).

Démonstration

point 1 : Existence
On introduit les courbes caractéristiques associées a 1’opérateur

différentiel <1>at +q ax. Soit 1’équation différentielle :

(2.3) X aye),

avec, (s,x) € [0,T] x I étant donnés, la condition initiale
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(2.4) X(s) = x.
(2.3), (2.4) admet dans WH%°(]0,T[) une solution unique, notée X(t;x,s) et on a

X(;0,8) € W1,°°(Q). En effet, ® étant prolongée par périodicité a IR (pour Ia
commodité des calculs), posons :

Z
(2.5) Wz) = g a(¢) de.

Grace a (1.7), ¢ est strictement croissante sur IR et donc bijective. Soit X(t)
une solution de (2.3), (2.4); alors

t
WX(Y) = ! ) do + ¥x),

d’on t
X(t) =97 a@ do + $x)

S

et donc

; t

(2.6) X(t;x,) = w“({ a(o) do + H(x)).

Ce qui montre I'existence et l'unicité dans W1°°(]10,T[) de la solution de (2.3),
(2.4). De (2.6) on déduit :

% (t;x,8) = ®(x)/®(X(t;x,s)), et donc
X(s;0,8) € WH(Q).

On définit maintenant w sur Q en posant :

uo(X(0;x,t)) si x>X(t;0,0)
(2.7) w(x,t) =
u, (S(x,t)) sinon,
S(x,t)

ou S(x,t) est donné par : f q(e)do = -¥(x). Il est clair que w € L}Q). Un calcul

facile montre que w vérifié (2.2). L’existence est ainsi démontrée.
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point 2 : Unicité
Soit w € L}Q) tel que :

(2.8) | (@ex) 8.4 + a(t) 8 Hw dxdt = 0 V ¢ € CYL0,1[x[0,T[).
Q

Par le changement de variables y=1(x) et de fonctions \'i/(y,t)=w(¢—1(y),t),
$(v,t) = (¥ '(¥),1), on déduit de (2.8) que :

W1
(2.9) g g (3% + at) 3.9) W dy dt = 0 Ve CHIOMNIX[O.T).
_ y
On va montrer que w= 0. Posons : v(y,t) = fv'v(f,t) de¢.
0
On a :
W1 i
(2.10) J {(at¢+ a(t) 9.4) v dy dt = 0 v § € CAI08(1)[X[0,T[).

En effet, par intégration par parties qui- est loisible puisque ayv €
L*(10,¢(1)[x]0,T[), on a :

Ty(l) TH(1)
2.11) ff 8,4v dy dt = - [] 8.4, w dyat
00 00
ou
. y
$.(y,t) = { s(e.t) de et
T W) Tw()
(2.12) [ Jaw odv ayar = - J §aw éw dy at =
00 00
T y(1)
[ aw 6.4, w dy dt
00 y

;51 étant dans C3([0,¥(1)[x[O0,T[), (2.10) résulte alors de (2.9), (2.11) et (2.12).

Montrons maintenant que v = 0. On va vérifier que

1)
vgdy dt = 0 V g €CHY[0,9(1)[x[0,T[) (espace des fonctions continues

ur [0,%(1)[x[0,T[, continument dérivables par rapport a2 y et a support compact

w2
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inclus dans [0,9(1)[x[O0,T[); ce qui impliquera par densité que I|’égalité a lieu
pour tout g € CY[0,(1)[x[0,T[) et donc v=0. Soit ¢ € D[R), ¢>0 et f ¢(¢) d¢ =
1. On pose : ;‘6(6) = %—g(—g—) pour 6>0, puis, q étant prolongée par]RO hors de
[0,T], qs(t) = q * g“a(t) , t €R. Soit maintenant g € C&2([0,9(1)[x[0,T[). Il
existe une fonction ¢66C1([0,¢(1)[X[O,T[) unique solution de :

- 0,95~ a5(0) 3,65 = 8 dans 10,4(1)[x]0, T,
(2.13)

¢6(x,T) =90 p.p. dans JO,¥(1)[.

On vérifie immédiatement que cette fonction ¢6 est donnée par :

T

$5(y,t) = f g8(X(s;y,t), 5) ds , ou
t

t
Xyty9) = [ago) o+ y ©¥(s,0) € [0,T], y € [0,¥(D].
La fonction g étant a4 support compact, on déduit que :

85 € CHIOHDI x [0,TD).

Donc, grice a (2.10)

T ¥(1)

5 g (at¢8 + q(t) 6y¢6} v dy dt = 0.

On peut donc écrire :

T (1) ¥(1)

T
[T veayac =[] vaw - afe) a4, dy dt,
00 00 Y

~

et par une intégration par parties :

T y(1) ¥(1)

T
2.14) J Jvedya=-[] @vam ¢, wdy at.
00 00

L~

Le second membre de (2.14) tend vers 0 quand 6§ tend vers 0, par
application du théoréme de Lebesgue. Donc v = 0 et par suite W et w sont

nulles; c¢e qui termine la démonstration.

Remarque 2.1 On déduit de (2.7) que, si u, et u; sont dans S, alors w,
solution de (2.2), est dans S.
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Il résulte du lemme 2.1 que I’application F est bien définie. Montrons
qu’elle satisfait les hypothéses du théoréme de Schauder. Gridce a la remarque
2.1, FS cS. On va maintenant établir les deux lemmes suivants.

Lemme 2.2 FS est précompact.

Démonstration : E étant complet, cela revient a4 montre que FS est relativement

compact. Soit (wn) une suite de FS, WL = F(un), u €S, V n
Posons :
q () = G(u (,1),1) p.p. dans ]0,T[,

que ’on prolonge ensuite par périodicité a IR,

t
. xn(s;x,t)=¢"(f q"do+¥(x)) pour s €R, te [0,T], x€T, ¢ étant définie par (2.5),
S

Q,
Q,

() €Q x > X (50,0)),
() €Q x < X (50,0).

La suite Sn est définie sur Q par la relation :
Xn(Sn(X,t); x,t) = 0 Y (x,t) €Q.
Avec ces notations on a (voir (2.7)) :

u(X (0;x,t)  p.p. dans Q,
wn(x,t) =
uy(S, (x,1)) p.p. dans Q},
soit encore, u, (resp. u,) étant prolongée par 0 hors de 0 (resp. de ]0,T[),

wn(x,t) = uo(Xn(O;x,t)) xrll(x,t) + ul(Sn(x,t)) xi"l(x,t) p.p. dans Q,

1 2y 4 . Aricti 1 2
Xy (resp. xn) étant la fonction caractéristique de Qn (resp. Qn)'
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les suites Xn(O;..) et Sn sont bornées dans WH%°(Q), puisque :

aXn
'—a'x_(o;x,t) = q)(x) / Q()(n(o;xat))s

as
n

) = /
B (x,t) = &(x) / q(t),

a8
n

at

(x,t) = 1.

Par le théoréme d’Ascoli, on déduit I’existence de deux sous suites, encore
notées Xn(O;-,-) et Sn’ convergentes dans C°%Q). Notons X et S leur limite
respective.

D’autre part, a, étant bornée dans L®°{R), on a {(par extraction de sous

suite encore notée qn),

(2.15) a, *4a dans L%{R) faible *,

t t
par conséquent fqn da—»f q do, Vs elR Vtel[0T].
S s

Il en résulte :

X = X(0+ ),
X (S(x,t); x,t) = 0 V(1) €Q,

ou X(s;x,t) désigne la fonction définie pour s €R, te [0,T], x €, par :
t
-1
X(s;x,1) = ({ q do + P(x)).
De plus, X et S sont dans W1.99(Q).
Considérons maintenant la fonction w définie sur Q par
(2.16) w(x,t) = up(X(0;x,1)) x'(x,t) + uy(S(x,1)) x*(x,t)

ou x' (resp. x%) désigne la fonction caractéristique de Q! (resp. Q%) lequel est

défini (resp.) par :

Ql
Qz

{(x,t) €Q ; x > X(1;0,0)},
{(x,t) €Q ; x < X(;0,0)}.
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Il est clair que w € S. Montrons que la suite ainsi extraite de w_~converge vers
w dans L!(Q). On écrit :

wn-w=1111+lle , avec
Eo= (X)) - uX) (x-x) + XX - uX) + we(X) (g - XD

o= (0,(5) - w®) () + XS - uilS) + (S & - X

Le premier et le troisieme terme de I, tendent vers 0 car u, est bornée et

T
1 xt - x4 dxdt < | X (0,00 - X(£;0,0) | dt
Q n 0 n

qui tend vers 0 quand n — oo,
Montrons que le deuxiéme terme de I; tend vers 0 dans L°%(0,T;L})). On

introduit une suite de fonctions réguliéres uom convergente vers u, dans L!R).

On écrit ensuite, p.p. dans ]O,T[, pour tous n, m :
2.17) (f] | ugX,) = ue(X) | dx < rf) | ug(X,) - u, (X)) | dx
+ g luy (X )-u, (X)) dx + ‘f] |, (X) - uo(X) | dx.

Dans le premier terme du second membre de (2.16), on effectue le changement
de variable y = Xn(O;x,t) (x = Xn(t;y,O)); il vient :

(2.18) (f) | ue(X,(05%,0) = u (X (Oix,1) | dx =
11{ | uo(y) = ug () Im—fé(zt);—o%— < Cﬂ{ | uo(y) - u () I dy

ou, grice a (1.7), C est une constante indépendante de n et m. On en déduit
que le premier membre de (2.18) tend vers 0 quand n et m tendent vers oo, De
la méme fagon on montre que le troisieme terme du second membre de (2.17)
tend vers 0. Quant au premier, il tend vers 0 grice a la convergence de

xn(O;-,-) vers X(0;s,») dans C%Q). Le lemme est ainsi démontré.
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Lemme 2.3 F est continue.

Démontration : Soit (un) une suite de S convergente vers u dans LY(Q). D’aprés
la démonstration du lemme 2.2, la fonction w, définie par (2.16), est 1'unique
valeur d’adhérence de la suite wn=F(un). On en déduit, FS étant relativement
compact, que (toute) la suite (wn) converge vers w. De plus, pu étant continue,

q, défini par (2.15), vérifie q(t) = q(us,t),t) et par suite w = F(u).
F vérifie les hypothéses du théoréme de Schauder, ce qui nous donne le :

THEOREME 2.2 Sous les hypotheses (1.7), (1.8), le probléme (P) admet une'

solution faible (u,q), avec :

uo(X(0;x,1)) si x > X(t;0,0)
u(x,t) =
u,(S(x,t)) sinon,
X étant donné par (2.6) et S par la relation :

X(S(x,t); x,t) = 0 vV (x,t) € Q.

II.2 - Réqularité

On introduit 1’espace des fonctions a variation bornée. Rappelons la
définition de cet espace. D étant un ouvert de ]Rd, nous notons M(D) I’espace
des mesures de Radon sur D. Muni de la norme, notée f | v|, définie par le

nombre : b

sup < v, ¢ >,
¢D(D)

gl < 1

M(D) est un espace de Banach et LY(D) en est un sous espace fermé. L’espace

des fonctions a variation bornée est alors 1’espace VB(D) défini par :

ov

ax.
i

VB(D) = {v e LYD); € M(D), i=1,...,d} .
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Cet espace a été étudié par de nombreux auteurs, cf. en particulier [8], [13].

d

le nombre Y f | 5%‘-’- | , noté VT(v), est dit variation totale de v. VB(D) est
i=1 D i

de Banach pour la norme naturelle :

I Vilygpy = I ¥liLyp) + VIO

et WL,(D) en est un sous espace fermé.

‘Notons enfin deux propriétés utiles (approximation et compacité) de

VB(D) :
@) A tout v € VB(D), on peut associer une suite Ve € wi,Y{(D) n C%(D)
telle que

v, VY dans L}D) et VT(vm) — VT(v).
*
(ii)° L’espace VB(D) est inclus, avec injection continue, dans Ld (D), d*=d/d—l
si dx2 (d*=+oo sinon), et 1'injection de VB(D) dans Lp(D), lsp<d*, est compacte
(ces résultats sont les mé&mes que pour W!!(D)).

On va établir le résultat de régularité suivant.

THEOREME 2.3 On suppose que u, € VB(?) et u, € VB(0,T). Alors le probleme

(P) admet une solution faible (u,q) avec :

u € WHLoo(0,T;M(02)) N WHoo(;M(0,T)).

Si, de plus, (po-p;) est lipschitzienne alors 'q est lipschitzienne.

Démonstration : Soit (u,q) la solution faible obtenue précédemment :
u = u(X) x*+ u(S) x%

Considérons une suite Uom € wii@) n Q) tel que U, — Uo dans LY(Q) et

VT(uom) bornée. La suite Um définie par :
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N .1
uom(x) si - <x < 1
uom(x) = i
m-uom(l/m)x si 0 < x < =
s .= 1L,10Y) o - 1 - 4
vérifie Uom € w4(Q); U ug, dans L*Q), VT(uom) est bornée, et
u__(0)=0.
om

Considérons aussi une suite (ulm) sur [0,T] vérifiant des propriétés analogues.

On pose alors :

- 1 = 2 o
u, o= uom(X) X'+ ulm(S) x2.

. du du .
Il est clair que u_ € whiQ) n C%Q). De plus, -é-t-m (resp. ——2) est bornée

ax
dans L°(0,T;LY(Q)) (resp. L°(Q; L(0,T))). En effet :

aum _ auom X s . 8u0m X
at ~ “ax at X at  at X
aum _ 8uom X . . SuIm X
ax ~ ax  ax X at  ax X

et le résultat découle des propriétés de ﬁom’ u
LY(Q).
Montrons a4 présent que q est - lipschitzienne. Compte tenu de (1.17), il
suffit de montrer que 1’application t — 7q(t) = fp(u(x,t)) dx est lipschitzienne,
0

Im et X. Enfin, u —u dans

On pose : q_(t) = fu(u (x,t)) dx ; p étant lipschitzienne, on a q_ — q p.p.
m a m m

dans ]0,T[. Soit & présent t,, t, € [0,T]; on écrit :

1T,,(t) - T_(ta) 1 C £ lu (5t - u_(x,ty) | dx

du

S (%) | dx < CC [ ty-t, |

< C |ty-ty | sup J
te]0,T[ 0

avec C, C’ indépendantes de m. On en déduit que

1 =7e \ e )8 Y | oe
I Uity = Mitgy | e ]t

A

ce qui termine la démonstration du théoréme.
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Remarque 2.2 Si up € WH(Q), u, € WH(0,T) et si la condition de compatibilité
uo(0) = u,(0) est vérifiée, alors u € W4 (Q) ((u,q) étant solution faible du
probleme (P)).

II.3 - Un résultat d'unicité

THEOREME 2.3 Sous les hypothéses :

u, € VB(Q), u, € VB(0,T),
le probleme (P) admet une unique solution faible.

Démonstration : Soit (u;,q,) et (u,,q,) deux solutions faible du probleme (P). qli,
i=1,2, étant considéré comme donnée, on sait (voir lemme 2.1) que ui,i=l,2, est
1’unique solution dans L%°(Q) de :

T

[@x) 8,4 + a9 ¢) v, dx dt = [ @) ux) 6(x,0) dx + [ a(t) uy(t) $(0,t) dt
Q a 0

VéeCl ([0,1[x[0,T[).

De plus,

_ 1 2
ui - uo(xi) Xi + ul(sl) Xi,
avec t
X(sxt) = ¢( a o+ Yx), xe€Q, st €[0,T]
S

et Si défini par :
Xi(Si(x,t); x,t) =0 v (x,t) € Q.

En opérant, comme au paragraphe 1.2, a l’aide des suites ﬁom et ﬁlm’ on

2

obtient 1’existence de suites u:n et u vérifiant, pour i=1,2 :

i

d(x) atuin +.q axum =0 dans Q,
i .
(2.19) um(x,O) = uom(x) dans 1,

i -
um(O,t) = ulm(t) dans ]0,T[,
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vt e WhH(Q n C°@,

i i
du
aum m

5t (resp. —53 ) borné dans L°°(0,T;L*(Q)) (resp. L%(0;L*(0,T)), et

1 1
u. —u dans L*(Q).

Posons : u_ = u:n - ufn ; alors u € WHY(Q) et u_ vérifie :
(2.20) ()9 + adu_ = (a-G) I w2 dans Q,
2.21) um(x,O) =0 dans 0,
(2.22) um(O,t) =0 dans ]0,T[.

On multiplie les deux membres de (2.20), formellement (sinon prendre 1la
régularisée sgn) par sg(um) et on intégre sur €x]O0,t[; on obtient, apres
intégration par parties et compte tenu de (2.21), (2.22) :

t
(2.23) Jowo 1 u_(x0) | dx + { ay(r) u (1,7) [ dr <
Q .

t
({ | aa(r) - ay(7) | (f] |8, u |dx dr.

Comme axuf’n est borné dans L%(0,T;L}(N)) et q est un opérateur lipschitzien, le

second membre de (2.23) est majoré par : /

t
C ffl ul(x,7) - u®(x,r) | dxdr,
0N .

o C est une constante strictement positive indépendante de m.

On en déduit, q, étant positif :

[ e T

i | um(x,t) |dx < C

f | ul(x,r) - u®(x,r)] dx dr
o .

et en faisant m — oo, on obtient :
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t
f | u(x,t) | dx < C ff | u(x,r) | dx dr,
0 0q '

d’on, par le lemme de Gronwall, u(x,t) = O.

III - HOMOGENEISATION DU PROBLEME (P)

On suppose maintenant que les coefficients ¢ et K dépendent d’un
parameétre ¢ > O destiné a tendre vers 0. La solution du probléeme (P) dépend
alors de ¢. Les fonctions dépendant de ¢ seront indiciées par e. Les hypothéses

sont les suivants :

(3'1) Up EVB(Q): Uy € VB(]OsT[)’
(3.2) 0 < @ 5<I>e(x) 5tI>+ p.p. dans 2, indépendamment de e,
(3.3) 0 <K < Ke(x) < K p.p. dans Q, indépendamment de e.

+

D’aprés II, le probleme (P) admet, pour tout €0, une unique solution faible
(ue,qe), avec u° € VB(Q). Nous nous intéressons au comportement limite de (ue,qe)
lorsque € — 0. De (3.2), (3.3) on déduit 1’existence de suites extraites de 8¢ et
l/Ke tel que :

(3.4) ¢ - @° dans L°°(f1) faible *,
(3.5) 1/KS = 1/K° dans L°°(Q) faible *.

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 3.1 Sous les hypothéses (3.1), (3.2), (3.3), la solution (ue,qe)

converge p.p. vers (u®q® unique solution faible du probléme :

(3.6) &°(x) atu° + q°%©1) 3xu° =0 dans Q,

|
o
(3.7 @) = (o) - pi) / J HEEGIE awns jorTr,



18

(3.8) u%(x,0) = ug(x) dans 0,

(3.9) u’(0,t)

u,(t) dans ]0,TY[.
Démonstraiion : On a (voir (2.7)) :

ue(X%0:x,t))  si x > X%(t;0,0),
€ °
u(x,t) =

u,(S(x,,t)) sinon,

avec !

z t

W52) = | %) de, X(tixe) = @5 [{ o) do + YOI
(3.10) 0 |

XESEx,t); x,t) = 0 V (x,t) € Q.
Comme dans la démonstration du lemme 2.2, on peut extraire de X¢ et Se, deux
suites convergentes dans C°%Q). Notons X°® et S° leur limite respective. Alors,
pour tout t, x :

XO(t;x)

(3.11) $EXE0;x, 1)) — $OX(t,x)) = { 3°¢) dé.
Pour cela, on écrit :

$EX5) - ¥OX0) = ¥(X5) - PIXO) + ¥XY) - ¥UXD),

(X% — $%X% grice a (3.4),
puis, grace a (3.2),

| (X5 - (X% | < o, | X°- X° | qui tend vers 0 quand ¢—0 d’ou (3.11).

D’autre part, q€ étant borné dans L°(0,T), on a pour une suite extraite :

(3.12) qt = q° dans L%(0,T) faible *,
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t . t

par conséquent J ‘(o) do — [ q°(0) do, pour tout s,t. De (3.10), (3.11), (3.12) on
S S

tire alors :

X° = X°0;+,),
X%(S°x,t); x,t) = 0 v (x,t) €Q,
ou

t
X(s;x,t) = (¥ [sf Q%0) do + $°()1.

On montre ensuite, comme dans la démonstration du lemme 2.2, que uf (suite
extraite) converge p.p. dans Q vers ug, solution faible de (3.6), (3.8), (3.9). La
convergence p.p. de € vers u® et la continuité de p entrainent (3.7). (u° q9%
est ainsi solution faible du probléme (P%, et on a unicité. On en déduit que

toute la suite (ue,qe) converge p.p. vers u®, q%.

Remarque 3.1 : Homogénéisation de la pression

On a (voir (1.10), (1.13), (1.14)) :

X

€
px,0) = polt) - af(n) [ HEGD) g
0 K
d’ou :
pi(x,t) — p°x,t) p.p. dans Q, avec :

X
o
po(x,t) = po(t) - q°(t) f MLQ)_d{ .
0 K%
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