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Résumé :
Les systemes d'addition de vecteurs représentent une classe assez large de modeles
du parallélisme, parmi lesquels on trouve les réseaux de Pétri. Afin de garder la
notion de processus et celle de leur composition, nous introduisons un nouveau
modele, YAMS , basé sur des automates finis communiquant au moyen de
compteurs. Nous montrons la simulation réciproque de ce modéle et des réseaux de

‘ Pétri et I'€galité des langages des transitions reconnus par ces deux modgles.
Y
YAMS: E TA SYST
Abstract :

Vector addition systems represent a rather wide class of model of parallelism;
among them are Petri nets. In order to keep the notions of processes and
composition we introduce a new model , YAMS (for Yet Another Model of
Synchronization), based on finite automata communicating by counters.

We show the mutual simulation of this model and Petri nets and the equality of their .
transition languages.
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Introduction :

Nous représentons un processus au moyen d'un systéme de transitions et d'un
ensemble fini de variables. Le comportement d'un tel processus est décrit par un
automate non déterministe dont les transitions sont divisées en deux classes: des actions
dont le seul effet est de passer d'un état 2 un autre, et des opérations sur des variables
appelées compteurs. Celles-ci sont, elles aussi, divisées en deux sortes : soit un
incrément de 1 d'un seul compteur, soit un décrément de 1 également d'un compteur si
celui-ci est positif.

Les processus sont naturellement faits pour étre composés. Ceci se fait simplement
par juxtaposition de processus liés entre eux par l'intersection de leurs ensembles de
compteurs. Nous appelerons YAMS! un systéme d'automates &8 compteurs formé
d'un ensemble d'automates d'états finis non déterministes et d'un vecteur de
compteurs.

La définition d'un modéle améne toujours la comparaison avec d'autres modeles
existants. Par le choix de processus asynchrones et par la manipulation de variables
enti€res, il s'inscrit dans la classe des systémes d'addition de vecteurs [KARP &
MILLER] et comme pour ceux-ci nous faisons quelques hypoth&ses -ou restrictions-
€lémentaires: une opération sur une variable est effective en cela qu'elle modifie
toujours et une seule fois la valeur de celle-ci ; I'ordre et les origines des opérations sur
une variable ne peuvent étre connus ; le mécanisme de rendez-vous entre processus
n'existe pas et il n'y a pas de temps global ni méme partiel.

Notons tout d'abord qu'un systtme d'automates a compteurs, méme réduit a un seul
automate serait identique a une machine de Minsky s'il possédait la faculté de tester la
nullité¢ d'un compteur et possederait donc, avec deux compteurs au minimum, la
puissance d'une machine de Turing [MINSKYT:

Le modele le plus proche des YAMS est, a notre connaissance, les systtmes d'addition
de vecteurs avec états (VASS) de Hopcroft et Pansiot et on peut décrire le
comportement des processus par un seul automate, produit de mélange de tous les
automates, et ainsi voir les YAMS comme un cas particulier des VASS ou l'on aurait
limité a 1 ou -1 les opérations sur les compteurs [HOPCROFT & PANSIOT].

Nombre de modeles s'averent étre équivalents quant a la puissance d'expression et
nous montrons 1'équivalence par simulation avec le plus cité d'entre eux, les réseaux de
Pétri [PETRI]. Les YAMS sont en fait isomorphes a une sous-classe propre des
réseaux de Pétri. Nous utiliserons de plus ceux-ci pour définir les classes de langages
reconnus par les YAMS et montrons que les deux modeéles reconnaissent les mémes

1 What ? Yet Another Model of Synchronization !

N D PAPIER RECUPERE ET RECYCLE
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langages sur configurations bloquantes ou finales.

Nous pouvons citer enfin les réseaux a files de Finkel qui sont "des réseaux de Pétri ol
au lieu d'envoyer des marques (entiers) dans des places on envoie des mots dans des
files" [FINKEL] et les automates finis communiquant par canaux FIFO [BRAND &
ZAFIROPULO, ROSIER & YEN] . Ces modéles toutefois ont une puissance
supérieure de part leur respect de I'ordre des événements et perdent ainsi en facilité
d'analyse.

Les propriétés classiques des modtles du parallélisme telles que la monotonie, la
vivacité ou la finitude et les moyens de les déterminer ne sont pas décrites dans ce
rapport mais peuvent néanmoins €tre obtenues de fagon similaire aux réseaux de Pétri
grice a la bisimulation.
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1. YAMS, le modele :

1.1 Actions :
On note X l'alphabet des actions d'un syst¢me. Les lettres de cet alphabet ne sont

pas signées.

1.2 Messages :
On note Y l'alphabet ordonné des messages. Il y a autant d'éléments dans Y qu'il

y a de types différents de messages utilisés dans le systeme. Ses lettres peuvent €tre
signées positivement traduisant I'émission d'un message, ou négativement
traduisant la prise en compte d'un message.

1.3 Compteurs :
A chaque type de messages y, on fait correspondre un compteur ¢, égal au nombre

de messages de ce type €mis et non encore pris en compte. .

1.4 Automate a compteurs :
Un automate a compteurs A; est un automate d'états fini dont les arcs sont

étiquetés par des lettres de X, +Y={+y/ye€ Y},ou-Y={-y/ye Y}:

Ai=(Qi,(Xu+Yu-Y),qi0,8i)

ol §:Qx(XU+YU-Y)-PQ)
q;, est 1'état initial.

1.5 Systéme d'automates a compteurs :

Un systeme d'automates & compteurs est constitué d'un ou plusieurs automates a
compteurs, sur les mémes alphabets X et Y, et du vecteur des compteurs de Y:
Un systéme d'automate a compteurs, en "abrégé" YAMS, A est défini par:
A =<X’Y’ { Ai/ie [n]}s(EIvSI)>
ol . n est le nombre d'automates dans le systeme
.Vie[n]
Ai=(Qi,(Xu+Yu-Y_),qi0,8i)

O : Qi x (XU+YU-Y)-PQ)
-E;=( Qyy» - Gy ) est la configuration initiale des états

. Sy eNCard (Y) est la configuration initiale des compteurs.
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La relation de dérivation immédiate du systéme A, notée '—3 , est définie comme suit:

= (1D11Qi)pr. Xe — (InIIQi)XNpoﬁp=Card(Y)eth=Xu{e}
A 1= i=

(1) (s )2 =2 (s o) s (B, )

avec:siae Xethe § (¢, a)
.Vje [n]\ {i} rej=ej ; e'=h ; Vke [p]:fi'=f

sia=eethe § (e ,-y)), 1€ [p]
.Vje [n]\ {i}: ej'=e; . ei'=h ; Vke [p]\ {1}:fi'=f, . fi'=f- 1

sia=eethe (e, +y;),l € [p]
Vje [n] \ {i} :e/=e; ; ei'=h ; Vke [p]\ (1}:f=fi ; fi=f+1

(cp,cu)=(2,l)‘ (cp,cu)=(l,l)

*

Soient 3 la cloture de j par concaténation 2 droite sur X* et = la cloture réflexive et
A

transitive de —.
A
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1.6 Langages reconnus par un YAMS :
La définition des différents types de langages reconnus par un YAMS se fait selon
différents ensembles de configurations atteintes; pour tout YAMS A, de
configuration initiale (Ep, Sp) :

Définition :

Le langage reconnu par le YAMS A est:

LA)={ue X*/I(ES)e (_In{Qi)pr: (ELSD.u— (E,S)).
= A

Définition :
Un langage L est reconnu par le YAMS A sur configuration finale s'il existe un

ensemble de configurations F tel que :

LF(A)={ue X*/3(ES) e (_13 Q) x Np: (ELSI).u 2 (E,S) ; (E,S)eF}

Définition :
Un langage L est reconnu par le YAMS A sur configuration bloquante s'il existe un
ensemble B de configurations tel que : '-

V (ES)e B,Vae Xeg, [(I(E.S)e (If{Qi)x N": (E,S) a 2 (E'.S)

et LEGA) ={ue X*/3ES) e (I1Q)xN* ELSpu SES); ES)eB)
i i=1 A



yams

2 YAMS et réseaux de Pétri :

remarques préliminaires :
Les réseaux de Pétri considérés sont ceux dont la fonction d'étiquetage © est la
plus générale c'est-a-dire ne nécessitant pas d'étiquettes distinctes pour chaque

transition, et autorisant I'étiquetage par le mot vide €.

La présentation des réseaux de Pétri utilisée est celle du [ BRAMS].

2.1 Simulation:

2.1.1 Définitions :
Nous utilisons la notion d'homomorphismes entre systémes de calculs décrite dans
[KASAI, MILLER].

Nous redonnons les majeures définitions utilisées:

2.1.1.1 Systeme de calcul :
Définition :
Un systéme de calcul S consiste en :
- un ensemble D
-un élément x de D

- un ensemble fini Z d'opérations :
- une fonction — de I dans I'ensemble des fonctions partielles de D dans D, -

telle que pour tout a€ X, a soit une fonction partielle de D dans D.
. , * '
La fonction —est étendue a 2 par:

€ = identité

;_[i(y)=&o[§(y)=ﬁ(a(y));a,5€ I*,yeD

Nous écrivons S= (X, D, x) au lieude S= (%, D, x, -)

D est intuitivement vu comme lensemble des états du systéme de calcul, ol un état
inclut de l'information de controle aussi bien que des données pour la
synchronisation. L'élément x est considéré comme I'état initial du systéme.

L'éxécution d'une opération va créer un nouvel état , comme défini par la fonction —,
et une séquence d'éxécutions d'opérations peut étre vue comme une séquence de

calculs du systeme.
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2.1.1.2 Homomorphismes :
Définition :
Soient §;=(Z;,D},x;) et S,=(Z,,D,,x,) des systemes de calcul. Un

homomorphisme h: §; — S, consiste en :
- un homorphisme 7 : Zl* - ZZ*
- une injection p : D; — D, qui satisfait les conditions suivantes:
- p(x) =X
VyzeRg,oe ™ afy)=z =) (pY)) =p)

ol Rg, estI'ensemble des états accessibles de S1 a partir de X7 .

2.1.1.3 Simulation :
Définition :
Soient S, et S, deux systémes de calcul. Supposons qu'il existe un
homomorphisme h de S, dans S,. Nous disons que S; est simulé par S, selon h.

2.1.2 Simulation d'un YAMS par un réseau de Pétri :

A tout YAMS A=(X,Y, {A,/ie [n] }, (E,Sp ) on va associer un réseau de Pétri
R 4 construit de la fagon suivante:

n .
P=PQUPY avecPQ=i=kJ1{Pij/qj€Qi}et PY={Py/yEQi}

.T=TxUT+YUT_YaVBC

Tx=_kJ { t;kx/qke Si (qj, X);Xxe X, (qj,qk) € Qi2 }

1=

—

n . .
T,=U{t_ . /qe€d Q+y);ye Y, (qpq) € Qiz}

/q.€8,(qy) iy Y, (@a) € Q)
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i i
Ve Ty I = {p;} O(ty.,) = Py}

Ve € Tyt 1000 =lpy) 5 O0) =(Py . py)
i . i _ O -
Vi eT_: It )—{pij,py},O(tjky_)—{Pik}

jky- Y jky=
. la fonction d'étiquetage ¢ : T — Xg est:
i i
A tjkx e Ty G(tjkx) =X
i i
A4 Ciy+€ T c(tjky J=E

Vti, eT :o(ti, ) =€
jky- =Y jky-

La construction est illustrée par la figure suivante:

qijo ",Oqik PijO |’.Opik
5 O—e( % i i

€
P
, y
.. -y
OO % B; By
€
P
y
YAM Réseau de Pétri

. le marquage initial pj est défini par:
Vie [n]: (Ep () =q= ((Vje [ Card(Q) ]\ {k}: py (pip) = 0) A
Hi(pw) = 1))
Vre [p]: i (py) = St (0
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Remargue :

Nous noterons 3 (u) = v par:
. u (B >v dans le cas des réseaux de Pétri.

. u -:E — v dans le cas des YAMS, tout en remarquant que

Be (XU+Y U-Y)*etnon pas a X*.

Proposition 1 :
Quel que soit le YAMS A et son réseau de Pétri associé R , il existe un

homomorphisme H; de S 4 dans Sp 2 tel que R 4 simule A selon H;.

preuve :
s, QN

Soit I'homomorphisme H; de Sz = ( \J] 5, 1Qi xN', (E;, S)) dans
1=3 1=

Card(P)

S, =(T,N , ul) construit ainsi :

Ra

Posons Ty! I'homorphisme suivant, pour touti € [n]:
Toi . 6i -»T
@p %, q) = &,
i
@ +y, q) 2 4,
i
@p -y, q) = b

y—

. n i . . . ’ . 3
- Soitt,=U ‘t(; et soit T, I'extension de 7, aux séquences d'exécutions d'opérations

0.0
1= Card(P)

n
" P
Soit I'injection p,: I—IQi xN - N
i=1

(E,S) e 4 (“(P“), srey P-(an)a H(Pyl)a sy H(Pyp) ) ’

ou. Vie[n]: (E() = q, ) = ((Vje [ Card(Q) I\ {q,}: u(p,) =0)

A(up)=1))
. Vre [pl: wpy) =S,
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Les conditions sur linjection p,, nécessaires pour que H; soit un
homomorphisme entre deux systeémes de calcul, sont valides d'apres le lemme
suivant:

Lemme 1.1:
La fonction p, vérifie les 2 propriétés suivantes:

a- p; ((EpSp ) =M
b- V (E1,S1), (E2,S2) tels que Ju,v e (XU +Y U -Y)* et

(EL,S1) ——— (E1,S1)
A

(ELS) — — (E2,82)
A

Vae Xu+YU-Y)*

si (E1,S1) ——:—;-—> (E2,S2) alors p1((E1,S1)) (7t1(a) > p1((E2,S2))

preuve :
a- évident

b- en raisonnant par récurrence sur m = lal
.m=0: évident
Vm > 0: a =a1...am

A A
et mi=pi1((E1,S1)) (71 (a1 ... am-1) > p1((E3,53)) = U3

Rappelons que M ( t > M’ désigne le fait d'obtenir le marquage M' a partir de M
en tirant la transition ou séquence de transitions t. (cf [BRAMS]).

3 cas sont a distinguer:
i-am=(qj,x, q), x€X, (qjqre Qi
.Vh e [n]\ {i} : E2(h) = E3(h)
‘E2() =qx
.S2 =383

. i
On a bien Liex = T,(a)

10
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et Vp € P\ {pij,pik}: Ha(p) = U3(p)
M2(pij) = p3(pij) - 1, soit 0
u2(pik) = u3(pik) + 1, soit 1
d'olr p2 = p1((E2,S2))

ii - am = (qj, +yp qK),  Y1€ Y, (gj,qK)€ Qi?
.Vh e [n]\ {i} : E2(h) = E3(h)
. E2(i) = qk
-Vh e [p]\ {1} S2(h) = S3(h)
CS2() = S3(h) + 1

. i
On a bien tjky L= tl(am)

et Vp € P\ {pij,pik,py, }: H2(p) = U3(p)
H2(pi)) = H3(pij) - 1, soit 0
H2(pik) = W3(pik) + 1, soit 1
r2(py) = 13(py) + 1

d'ou p2 = p1((E2,S2))

iii - am = (gj, -y, k), V1€ Y, (Qj,qr)€ Qi2
-Vh e [n]\ {i} : E2(h) = E3(h)
. E2(i) = qk
-Vh e [p]\ {1} S2(h) = S3(h)
S22 =83() -1
On a bien t}ky_ = ’cl(am)

et Vp € P\ {pij,pik.py,}: H2(p) = H3(p)
H2(pij) = H3(py) - 1, soit 0
p2(pik) = H3(pik) + 1, soit 1
H2(py) = 13(py) - 1

d'ot u2 = p1((E2,52))

Dans les 3 cas on a 42 = p1((E2,52)) c'est-a-dire
p1((E3,S3)) (tr(am) > p1((E2,S2))

et comme 7Ti(al... am-1).T1(am) = T1(a1...am) = T1(a) on a bien
P1((E1,S1)) (T1(a) > p1((E2,S2)) .

(1.1)a
(HQ

11
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L'homomorphisme T1, constituant de Hi, est une bijection. De plus on peut

p Card(P) P P
restreindre pi: (ﬂQi) xN =N api1" (In[Qi) xN = {0,1})"x N sans
=l i
perte de généralité. Nous pouvons donc construire Hil, constitué de 11! et de

p1-L.

De fagon évidente nous obtenons la proposition suivante:

Proposition 2 :
Le YAMS A simule le réseau de Pétri R.a selon Hi L.

Définition :
Un homomorphisme h de S1 dans S2 préserve la longueur si | t(a) | = 1 pour tout
ae Xi.

Proposition 3 :

Les homomorphismes Hi et H1-1 préservent la longueur.

2.1.3 Simulation d'un réseau de Pétri par un YAMS :

A tout réseau de Pétri R=(P,T,1,0) et de marquage initial py, on va associer un
YAMS AR construit de la fagon suivante:

Ar =(X,Y, {Ai/tie T}, (E,S))
avec X={o(t) /te T} \ {e}, et Y={i/pi € P} inclus dans N.

Chaque transition t; de R va étre représentée par un automate Aj du systéme selon
l'idée décrite par le schéma de la page suivante:

12
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sera transcrit en

pk+1

pk+!

+(k+1)

La construction de chaque automate A; se décomnose en trois phases:

1- Construisons un sous-automate Kl de Aj reconnaissant toutes les

combinaisons des letttres (-a) telles que a€ Y et pae I(t;):
Notons T l'ensemble {-a/aeY A pacI(ti)} et k le cardinal de X.
Définissons un ordre <z sur X tel que -a <z -b si a <lexico b.

Soit Q= { qrs/re [k+1],s € [C:l] } ob r représente le fait que l'on ait

reconnu (r-1) lettres de Y depuis l'état initial de K; , en noir sur le schéma,
et s identifie I'une des combinaisons des (r-1) lettres prises parmi k.

Posons Emtel que: V21 Em = { u € Zm/ Vi e [m+1], u@i) <z u@i+1)} ;on a
Card(Em) = C: Em est I'ensemble des mots de m lettres de S dont les lettres

sont en ordre croissant selon <g. Soit fm, la fonction qui donne a chacun de ces

mots un rang suivant un ordre lexicographique <g* , extension de <z a X*.
Celle-ci permet de déterminer 1'état ot I'on se trouve aprés avoir lu m lettres, dans
quelque ordre que ce soit:

fm:Em—)[C:(n]

u = fm(u)= Card( {ve Em /v <z*u})

13
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(4
Nous pouvons définir maintenant la fonction de transition v de ce
sous-automate A, :

VQrSG (—2, V-aeX:
v(Qrs,-a) est non défini si:
(r=n+1) ou 2<r<n et -a ¢ {u(t) / te [ lul ] et u=fr-1-1(s)} )

v(Qrs,-a)= qr+1s' avec s'=fr( g( fr-171(s).-a ) )

ou g est une fonction réordonnant le nouveau mot reconnu au rang r
formé du mot reconnu au rangr-1 concaténé a -a :
g: {ue Zt/Vije[t]: u(id) #u@) sii#j} = E:
u — g(u) tel que { (gu)@) /ie[lg@)!] } = {u@)/ie[ ]}

t .
'z -1 k
Le nombre d'états de ce sous-automate est :12 CL =2,
' i=1

Pour pouvoir construire A, & partir de K; nous devons procéder a une
renumérotation ¢ de tout grs en gj, j€ [2k]. On obtient ainsi les transitions de A;
*suivantes: qj'e 8i(qj,-a) & v(¢-1(g)),-a) = ¢'1(gj).

La —longue— construction de 7\-1 permet de simuler les pré-conditions d'une

transition du réseau de Pétri, c'est-a-dire I(ti).

2- On peut désormais reconnaitre —éventuellement— le label de cette
transition: si o(ti) #€ alors 8i(q;k,0(ti)) = {qok,1} et on pose h=1 sinon on pose
h=0.

3- La derniére partie de la construction de A; permet de reconnaitre les
post-conditions d'une transition d'un réseau c'est-a-dire O(t;). Quel que soit ac Y
tel que pac O(ti), il existe une transition (g, +br, q') telle que br=a, parmi I'un des
ensembles suivants:

(@m+i-1, +b11, Q) sil> 1,

{(gm, +b1, Gm+1), o, (Gm+12

{(@m, +b1, q1)} sil=1,
avec dans les deux cas : 1 = Card( O(ti) ) et m=2%+h .

+hi1.ama1. 1)
~Fi-ayeqin i;

9 ~atay O S

En résumé: Vi, tie T: Qi = {q;/je [2k+(-1)+h]} ou k = Card(I(t1)) et
h=0 si s(t;)=e, h=1 sinon. ‘

14
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Les configurations initiales de I'ensemble des automates A; sont :
E1=(qi, ..., q1) pour les états, et Si={i1 pour le vecteur de compteurs.

Nous pouvons énoncer maintenant la proposition suivante:

Proposition 4 :
Quel que soit le réseau de Pétri R et son YAMS associé AR par la construction

précédente, il existe un homomorphisme Hz de Sr dans S.ag tel que AR simule R
selon Ha.

preuve :
Soit 'homomorphisme Hz de Sg=(T, NCard(®)_ 111) dans

Card(T) Card(T) Card(P)
Sar= (U3, (11Q)xN , (E,S))) construit ainsi:
i=1 i=1

Posons 10 'homomorphisme suivant :

Card(T)
Ty: T ( Ud.)
i=1 !

*

tj 4 (ql, —Il’ qu) . (q115 ’12’ q12) LRI (th-l’-Ih’ qzh) .
(qzh, o(t), q2h+1) : (q2h+1’ +0,, q2h+2) .. (q o +0;, qp) sio(t)=e

t = q,, L, qII) e (qlh.l, I, qzh)
(qzh’ "'01, q2h+1) caes (q2h+1, +Ol, ql) sinon.

ou dans les deux cas: (I, ..., In) est tel que {pyy, ... , 1} =I(t)
(O1, ..., On) est tel que {poy, ... » PO} =0(t)) et
Vke [1,20+1] (ou [1?2h+1-1]), qke Qj.

Soit t2 I'extension de to aux séquences de transitions.

o Cardp) C3d Card(P)
Soit l'injectionp, : N - 11Q,xN
. i=1

H—=(q) -, q) X H

15
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Lemme 4.1:
La fonction p2 vérifie les deux propriétés suivantes:
a- p2(u)=(ELS1)
b- V1,12 tels que 3u,ve T*: pur (u>pietpr(v> ;iz

T.(1)
Vte T*: si 1 ( t > p2 alors p2(p1) -i—; p2(12)

preuve :
a- évident
b- par récurrence sur la longueur de t et d'apres la construction des
automates de AR selon les transitions de T.

(4.0
)3

A toute transition de T, 'hnomomorphisme 12 fait correspondre une séquence de
transitions de AR de longueur supérieure ou égale a 2; Ha rie préserve donc pas la
longueur. On pourrait construire Ha-! qui associe par t2-!, a toute séquence de la
forme 12(t), la transition t. La fonction inverse p2-! ne vérifierait pas la condition
b-. En effet, il n'y aurait pas pour toute séquence de calcul de A, en particulier
tout préfixe de T2(t), quelle que soit t, de séquence associ€e dans R. On ne peut
donc dire que R simule AR selon Ha1.

16
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2.2 Langages reconnus :

2.2.1 Types de langages d'un réseau de Pétri :

Peterson dans 'Petri nets and the modelling of systems' définit quatre
types de langages associés a un réseau de Pétri; nous redonnons ses définitions
[PETERSON]:

Définition :

Le langage LT(R) de type T associ€ a un réseau R de marquage initial yr est:

LT(R)={u/u=0(t) A pr(t>p A AteT, Ap:p(t'>p }.

Définition :
Le langage LL(R) de type L associé a un réseau R de marquage initial i est tel qu'il
existe un ensemble fini F de marquages finaux et:

LLR)=f{u/u=0(t) A ur(t>p A pekF .

Définition :
Le langage Lp(R) de type P associé & un réseau R de marquage initial p est:
Lp(R)={u/u=0c(t) A ur(t>p , pquelconque}.

Définition :
Le langage LG(R) de type G associ€ a un réseau R de marquage initial puy est:
LeR)={u/u=0c(t) A MI(t>H A Eu'ef N TS TR

2.2.2 Equivalence de langages reconnus :
2.2.2.1 Equivalence A — RA :

Proposition 5 :
Quel que soit le YAMS A, le langage reconnu par celui-ci sur configuration

bloquante est égal au langage de type T du réseau de Pétri R.a (associé a A par la
construction du paragraphe 2.1.2).

preuve :
Définition :
Le label 1 d'une séquence de transitions de A est défini par:
1((qjx,qc)) = x
L((qj +y, qr) ) =+y
1((qj, -y, qK) ) =-y
1 (a.b) =1(a).l1 (b)
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Lemme 5.1:

Le langage LB(-A) reconnu par A sur configuration bloquante est inclus dans le
langage LT(R.2) de type T de Ra.

preuve :
R.a simule A selon Hy, et Hi préserve la longueur c'est-a-dire que toute transition

de A est simulée par une transition de RA.
Soit  la projection de (X U +Y U -Y)* sur X*.

Le(A) = { y(l(@)) / E1S) j:’ (ES), (E,S) bloguante}

On a aussi: Vae ( ikr;JISi) y(l(a))=0(11(a)) .
De plus on a le résultat suivant:
Lemme 5.2 :
Yae ( gsi) tel que y(l(a))e LB(A): p1 ( T1(a) > 1 et 4 bloquant.

preuve :

y(l(a))e LB(A) = ( (EI,SI)-:): (E,S) et (E,S) bloquante )

remarque: (E,S) bloquante =
Vie [n): 7 qke Qi : ( Gxe X: qe Si(E(i),x) v(@ye Y: qke Si(E(),+Y)) )

Vie [n],Vke Qi, Vle [p]: ( qke Si(E(i),-y) = S(1)=0).

Soitty,,. = T1(E(), -yLqK):
(I(tjey)= {Pij:Py} et P(py)=0 ) = Tjyy.non tirable.
(5.2)Q
n
Donc on a Vae (\J8) : o(t1(a)) € LT(RA).
i=1

(5.hQ
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Lemme 5.3 :
Le langage LT(R.4) de type T de R.a est inclus dans le langage LB(-A) reconnu par A
sur configuration bloquante . .

preuve :
R.a simule A selon Hi-}, et Hi”! préserve la longueur c'est-a-dire que toute

transition de R.4 est simulée par une transition de A.

LT(RA) = (u/u=0(t) A pI(t>p A AteT, dp: p(t>p }
On a aussi: Vte T*: o(t) = y(t1-1(t)), et de plus le résultat suivant:

Lemme 5.4 :

@)

Vte T* tel que o(t)e LT(RA): (E1,S1) ‘-2 (E.S) et (E,S) bloguante

preuve :
(6(He LT(RQ) = u1 (t> et u bloquant); c'est-a-dire AteT, Ap:p(t'>p'
On remarque l'implication suivante:
( Iptel que AteT,Ap:u(t'>u) =
(Ve TxUT+y: I(t)={p} avec pePqet n(p)=0)
D'ol I'on déduit:
Vie [n], Vje Card(Qj) tels que p(pij)>0 :

Vle [p], Vke Card(Qi) : ( t;kyl_ eT = u(py)=0)
Soit (gj, -y1, qk) = t1-1( t;kyl_ ): (E(1)=gj A S()=0 ) = transition non tirable
(5.4)Q

Donc on a : Vte T* y(11-1(t)) € LB(A) .

(5.3)a
(5HA

Proposition 6 :
Quel que soit le YAMS A, le langage reconnu par celui-ci sur configurations finales

est égal au langage de type L du réseau de Pétri R.a (associé 4 A par la construction
du paragraphe 2.1.2).
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preuve :
n
p .
Soit F,a <:1"[Qi x N', I'ensemble fini des configurations finales de A, Fr 5
i=1

'ensemble des marquages finaux de R.4 sera donné par:
Fr,={ p1((ES))/(ES)e Fa

Puisque R.4 simule A selon Hi et que A simule R.a selon Hi-L, les deux préservant
la longueur et d'apres la construction de Fr 4 :

n
Vae ( USi) y(l(a)) = o(t1(a)) implique 1'égalité des deux langages.
i=1

(6)Q

Tout aussi évidemment nous obtenons, sans en fournir la preuve, la proposition
suivante:

Proposition 7 :
Quel que soit le YAMS A, le langage reconnu par celui-ci est égal au langage de

type P duréseau de Pétri R.a (associé a A par la construction dit naragraphe 2.1.2).
0

2.2.2.2 Equivalence R — AR :

Proposition 8 :
Quel que soit le réseau de Pétri R, le langage de type L reconnu par celui-ci

est égal au langage reconnu sur conﬁguratiohs finales par le YAMS AR (associ€ 2 R
par la construction du paragraphe 2.1.3).

preuve :
AR simule R selon Hz. A toute transition t de R, 62 associe une séquence de
transitions de AR, simulant les pré-conditions, 1'étiquette et les post-conditions de t.

On adonc VieT* : o(t) = y( 12(t)) .
Soit Fr 'ensemble des marquages finaux de R, F.ag I'ensemble des configurations

finales de AR sera donné par:
Fag = {p2(0) /peFr }
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lemme 8.1 :
Le langage LL(R) est inclus dans le langage LF(-AR).

preuve :
De fagon évidente d'apres la construction de Fay et d'aprés le fait que AR simule R

selon Ho.
(8.1)3Q

lemme 8.2 :
Le langage LE(AR) est inclus dans le langage LL(R).

preuve :
En régle générale, l'inverse de Hz n'est pas un homomorphisme entre R et AR; en

cela qu'il ne peut simuler les séquences de transitions de AR qui ne soient pas, & un
réordonnancement pres, une suite de suites de transitions de la forme T2(t), ol test
une transition de R.
Dans ce cas de reconnaissance sur configurations finales et d'aprés la construction de
F.,ag, nous sommes dans la situation ot toute séquence S de AR reconnaissant un
mot 1(S) et atteignant une configuration finale est un mélange de séquences Si
d'une des formes suivantes:

Si =((q1, -Bi1, q2), - » (@» -Bix> GQk)s (Qak, Ci, Qoky1)s

(Q2ks1s +Yi1Aaks2)s - 5 (Goksrs +¥its q1)

ou

Si =((q1, -Bip> 92, - » (@ -Bi> G2K),

(Q2k, +Yi1,Q2k+1), oo s (Q2k+1.1, +’Yil7 ql)
Notons Z I'ensemble de ses séquences Si.

Lemme 8.3 :

Pour toute séquence S, mélange de n séquences Si, il existe une séquence Sconc,
concaténation des n séquences Si composant S reconnaissant le méme mot et
atteignant la méme configuration.

preuve : ,
Soit t la transition (qj, X, qx), (qj, qk)€ Qi2 et (x=ai, i X ou x=+%i;,¥i;€ +Y)
telle que :

siS=U1tV, UetV étant deux séquences de transitions

alors Vt'e U: t' est de la forme (qr,-B, gs), (qr.qs)€ Qn?, he Card(T), Be Y

Soit alors Sc = Si . yi(U) .yi(V) = Si. yi(S) , ou Sj est la séquence contenant t
-(Sie Z)— et i la projection de l'ensemble des transitions de Z sur 'ensemble des
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transitions de (Z\ {Si}).
Plusieurs remarques sont a faire:

- yi(S) est donc le mélange de (n-1) séquences.

- U est une séquence de transitions du type (qr, -B, qs). Si, & partir d'une
configuration, toute transition de U est franchissable, alors si U' est une
séquence des transitions de U dans un ordre quelconque, toute transition de U'

est franchissable, a partir de la méme configuration.

- Si une transition est franchissable pour un vecteur de compteurs donné, elle le
sera aussi pour un vecteur supérieur ou égal. Autrement dit, une transition de
type (qr,+Y, qs) ou du type (qr, O, gs) n'infirme aucunement la franchissabilité
d'une transition quelconque.

De ces remarques nous voyons qu'une séquence S, mélange de n séquences de Z
peut étre ramenée 2 une séquence Sc, concaténation d'une séquence de Z et d'une
séquence mélange de (n-1) séquences de Z. D'o, par récurrence sur n, on construit

la séquence Sconc et déduit le lemme.
(8.3)0

A partir de la séquence Sconc, on peut construire une séquence S' de transitions du
réseau de Pétri R de la fagon suivante: a chaque séquence de transitions Side Z on
peut associer la transition t; de T d'aprés la construction de AAR. On voit aisément que
quelle que soit Sconc, la séquence S' correspondant reconnait le méme mot et
atteint un marquage équivalent a la configuration atteinte par Sconc —cas ou
l'inverse de Hz peut étre appliqué— donc appartenant a Fr puisque la configuration
atteinte par S appartient a F,ag.

(8.2)Q
(8)Q

2.2.2.3 Equivalence R - Br:

De la méme fagon que dans le paragraphe 2.2.2.1 — équivalence A - R,a —, nous
aimerions pouvoir utiliser la méme construction, donc le méme YAMS AR, pour
établir qu'il reconnait sur configuration bloquante le langage de type T associ€ a R.
Mais on voit aisément que AR peut reconnaitre par configuration bloquante des
préfixes du langage de type T associé a R. Informellement on peut dire que deux
automates Aj et Aj de AR peuvent "s'interbloquer” dans leurs séquences de

transitions de Kl et de KJ

Pour pallier A ces problémes d'interblocage entre automates d'un méme YAMS on va
associer 2 tout réseau de Pétri R, un YAMS BRr composé d'un unique —gros—
automate en s'inspirant de la construction de AR:
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De fagon similaire au sous-automate A, de chacun des Ai de AR, qui reconnait
toutes les combinaisons correspondant aux pré-conditions d'une transition t; de R,

nous construisons un seul sous-automate B reconnaissant toutes les combinaisons
correspondant aux pré-conditions de I'ensemble des transitions de R.

A chaque sommet de B sont associées les séquences de transitions, semblables 2 la

fin des séquences Si du YAMS AR c'est-a-dire ( (qak, ®i, Qok+1), (Q2k+1> +Yils
q2k+2)s---» (Q2k+1, +Yi1, q1) ), qui sont tirables pour ce sommet.

Définition :

Une séquence S est dite tirable pour un sommet gr si et sculement si, si t est la
transition de R correspondant & S, quelle que soit pa de I(t), -a appartient 2
I'ensemble des lettres de 1'étiquette du chemin allant de q; a qr.

Les séquences associées a un sommet sont ideniiques a la fin de séquence S; décrite
ci-dessus hormis la demniére transition; celle-ci est de la forme (gs, +7i1, Qv) avec
Ev=Es\{-a/pael(t)} ot Ex est I'ensemble des lettres de I'étiquette d'un chemin
allantde q; a q.

‘La configuration initiale (E1,S1) de BRr est: E1 =(q;) pour l'état initial, St = p1 pour le
vecteur de compteurs.

Lemme 9.1:

Pour toute séquence S de transitions de R reconnaissant un mot o(S) et atteignant un
marquage L, il existe une séquence S' de transitions de B R reconnaissant 1(S)=0(S),
et atteignant une configuration (E,S) telle que : E=(q1) et S=L.

preuve :
Par récurrence sur m=ISI|

.m=0: évident

Vm>0  S=Sm1.tm  avec I(Sm-1)=0(S'm-1)
D'apres la construction de Br, il existe un chemin partant de q1 dont I'étiquette est
une combinaison des pré-conditions de tm. Soit qr le sommet atteint a l'issue de ce
chemin; tm est tirable pour g, et la séquence associée a qr , et tm st composée d'une
action a=0(tm) et d'actions (+7;, Yi€ Y tel que py;e O(tm)) et telle que la derniére
transition est de la forme (qv, +1, q1).
On a donc I(S') =1(S'm-1).& = 6(Sm-1).0(tm) = 6(S) et de plus E=(q1) et S=p.
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De plus si S atteint un marquage [ bloquant, S' atteint une configuration (E.S) telle

qu'il n'existe pas de chemin de q1 vers un état quelconque gk de B tel qu'une

séquence soit tirable en gk — puisque Vte T, 3peI(t): p(p)=0, surR —.

Donc tous les comportements & partir de (E,S) ménent en une configuration

bloquante sans avoir modifié le mot reconnu par Br.
©.Ha

On déduit donc le lemme suivant.

Lemme 9.2:
Le langage LT(R) de type T estinclus dans le langage LB(BR) reconnu par BR sur
configuration bloquante.

La réciproque est établie grace au lemme suivant.

Lemme 9.3 :
Pour toute séquence S de transitions de Br reconnaissant un mot 1(S), il existe une

séquence S' de transitions de R reconnaissant 6(S")=1(S).

preuve : .
S peut étre vu comme le facteur gauche d'une séquence, concaténation de séquences

Si ayant la forme suivante : une suite de transitions -B, Be Y, mélange de
pré-conditions de différentes transitions de R, suivie -éventuellement- d'une

transition o, (ae X, a=0(t), te T), puis d'une suite de transitions +y, Ye Y,
post-conditions de la transition ten question.

S' sera la séquence des transitions t des séquences Si de S et reconnait donc le méme
mot que S en atteignant un marquage W tel que : ( (E,SP) est la configuration atteinte
par BRr a I'issue de S) '
siE=(qp et
-siqre B :soit Vl'ensemble des -B du chemin entre q1 et gr
VieY : -ieV = u(pi)=SP(@)
- siqr ¢ B et qrappartient 2 un chemin entre un état de Betqn:

soit U l'ensemble des +y du chemin entre qr €t q1
VieY : +ie U = pu(pi)>SP(@)
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De plus si Br est dans une configuration bloquante, c'est-a-dire que I'état courant est

un état de B d'od aucune transition -B, Be Y, n'est éxécutable et d'oti aucune

séquence n'est tirable; alors cela revient a dire que le marquage [ correspondant est

bloquant.
(9-3)a

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 9.4 :
Le langage reconnu par Br sur configuration bloquante est inclus dans le langage de
type T associé a R.

Des lemmes précédents on obtient la proposition suivante.

Proposition 9 :

Quel que soit le réseau de Pétri R, le langage de type T reconnu par celui-ci est égal
au langage reconnu sur configuration bloquante par le YAMS Br.

2.2.3 Conclusion sur les langages reconnus :

Les YAMS et les réseaux de Pétri reconnaissent les mémes classes de langages que
ce soit sur configurations finales (respectivement marquages finaux pour les réseaux
de Pétri) ou sur configuration bloquante (respectivement marquage bloquant).

Les langages reconnus par les YAMS, c'est-a-dire sans considération de
configuration bloquante ou finale, sont identiques aux langages de type P des
réseaux de Pétri.Pour I'établir, il suffit de faire les équivalences R - Bret Br - R.
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