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1 Introduction

Les processus markoviens sont a la base des modéles analytiques dans le domaine
de I’évaluation quantitative des systémes. En particulier, dans le cadre des systémes
informatiques, ils sont largement utilisés pour résoudre des problémes de perfor-
mance ou de fiabilité.

Dans de nombreuses situations, I’utilisateur n’a pas besoin d’informations sur
chacun des états de son modele mais sur des agrégats ou classes d’états. Cela peut
se produire, par exemple, lorsque les paramatres intéressants sont directement as-
sociés & des sous-ensembles de ’espace d’état (eelui-ci étant parfois trop important
pour que des informations sur les états eux-mémes soient significatives). On peut
rencontrer aussi ce genre de situations lorsque I’on augmente Pespace d’état d’un
modele, en ajoutant des états fictifs, pour obtenir un modale markovien. En outre,
de maniére générale, plus une modélisation est fine, plus le nombre d’états générés
est important (réseaux de Petri stochastiques, réseaux de files d’attente, ...). Enfin,
une situation analogue se produit lorsque le systéme étudié n’est observable que
sur une partition de ’espace d’état. Ces considérations peuvent nous amener a
construire un nouveau processus, dit agrégé, dont les états sont des classes d’états
du processus originel. '

Dans ce contexte, une question importante qui se pose est de savoir si le pro-
cessus agrégé est aussi un processus de Markov homogene. Dans ’affirmative on
conserve toute la puissance des outils d’analyse des processus de Markov mais mal-
heureusement ce n’est pas généralement le cas. Le but de ce rapport est d’analyser
les conditions que doit satisfaire le processus originel pour que ’agrégé soit mar-
kovien homogene. {

11 est bien connu que si une certaine propriété (voir Théoréme 3.15 de ce rap-
port) est vérifiée par la matrice des probabilités de transition d’une chaine de
Markov homogeéne & temps discret alors le processus agrégé est une chaine de
Markov homogene. On a le méme résultat dans le cas continu en ce qui con-
cerne la matrice des taux de transition (voir Théoréme 4.20 de ce rapport). Il est
moins bien connu que cette condition n’est Pas nécéssaire: il existe des processus
de Markov homogenes tels que le processus agrégé par rapport i une certaine
partition de I’espace d’état est aussi markovien homogeéne sans que la propriété
en question soit vérifiée. Dans (3], Kemeny et Snell ont étudié cette situation
qu’ils ont appelé agrégation fasble. C'est essentiellement ’existence de ces processus
qu'’ils ont montré; les auteurs donnent aussi une condition suffisante pour obtenir
Iagrégation faible. Ce travail a été repris et développé dans [1] puis dans [6]. Dans
(1], une méthode est proposée pour aborder le probleme de la caractérisation de
ces processus; cette méthode est reprise et étendue dans [6] pour obtenir des nou-
velles propriétés ainsi qu’une premitre caractérisation de P’agrégation faible. Ces
résultats concernent seulement le cas des processus de Markov 3 temps discret.
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Dans ce rapport, on donne une caractérisation des processus de Markov faible-
ment agrégeables sous la forme d’un algorithme ayant un nombre borné de pas
ou itérations. Ceci constitue un raffinement des résultats présentés dans [6]. De
plus, le cas continu est aussi étudié et on montre que I’on peut se ramener au
cas discret par uniformisation du processus originel. Dans le but de présenter des
résultats qui puissent &tre exploitables dans des applications, c’est A dire qui per-
mettent raisonnablement d’aboutir dans les calculs concernés, et pour limiter la
place occupée par les développements, nous traitons seulement le cas des processus
a espace d’état fini.

L’organisation de ce rapport est la suivante. Aprés quelques généralités et nota-
tions qui font I’objet de la Section 2, la Section 3 traite le cas discret (on parlera de
chaines de Markov) en passant d’abord en revue les résultats précédemment con-
nus et en les complétant. Dans la Section 4, on étudie le cas continu (on parlera de
processus markoviens) en montrant que le probléme peut toujours étre ramené au
cas discret par uniformisation. Des conclusions font I'objet de la derniére section.

2 Généralités et notations

On considére un processus markovien homogene X, que I’on suppose irréductible,
a temps discret ou continu. La distribution stationnaire de ce processus X sera
notée m. L’espace d’état est fini et on le note E = {1,2,...,N}. On note 8 =
{B(1), B(2),..., B(M)} une partition de I’espace d’état E et n(s) le cardinal de la
classe B(i). Pour plus de clarté, on suppose les états de E ordonnés de la facon -
suivante:

B(1) = {1,..., n(1)}
B(2) = {n(1)+1, ..., n(1)+n(2)}

B(m)

{r(1)+ ..+n(m—-1)+1, ..., n(1) + ... + n(m)}

B(M) = {n(1)+ .. +n(M-1)+1,..., N}

Au processus X, on associe le processus stochastique agrégé Y sur Pespace
d’état F = {1,2,..., M}, defini par:

!

Y:=m <= X, € B(m) pour tout ¢.

On déduit aisément de cette définition et de Iirréductibilité de X que le pro-
cessus Y obtenu est aussi irréductible en ce sens que Vm € F, VI € F tel que
P(Yo=1)> 0,3t > 0 tel que P(Y; = m/Y, = l)>o.

On notera A I’ensemble des vecteurs de probabilités de tajlle N. Par convention,
tous les vecteurs utilisés sont des vecteurs lignes. Les vecteurs colonnes seront
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représentés par 'opérateur (.)7. Un vecteur dont toutes les composantes sont égales
3 1 sera noté simplement 1, sa dimension étant définie par le contexte.
Pour a € A et B € B, on notera af le vecteur de A défini par:

o) _ GieB

aB(") =1 Ljen a(j)
0 sinon

D’autre part, pour tout I € F, on note ap() la restriction de « & la classe B(l):
ce vecteur ligne a pour dimension n(l) et sa k**™ composante est la (n(1) +...+
n(l—1)+k)®™ composante de a. La fonction a — ap() sera notée T}, c’est 2 dire,
Ti.a = ap(). Réciproquement, pour tout vecteur de probabilité § de dimension
n(l), T7'.8 = v € A avec 7(i) = 0si¢ ¢ B(l) et 4(s) = B(s) si s € B(l). On
remarquera en particulier que si ap() # 0; on a:

T '.a
B(l) _ 2t B(l)
* ap@yl? (1)

On peut alors énoncer les deux lemmes suivants:

Lemme 2.1 Tout élément a € A s’écrit de mansére unique comme combsnaison
conveze des aP ) lorsqu’ils sont définis. C’est a dire:

a= Z ag(g)lTaB(‘)
le F,
app # 0

Démonstration. Soit a € 4, on a:

a = ETI_I.QB(;) ;

leF
= P> aB(,)lTaB(') par la relation (1)
leF,
ap() # 0
Pour ’unicité, si
a= Z MeB® avec z/\; =1,0< <1
lEF, : leF
apgn #0
alors pour tout ! € F tel que apg) # 0 on a: appl® = LaPW1T = ), O



Voici quelques exemples. Prenons N = 5 et B8 = {B(1),B(2)} avec B(1) =
{1,2,3} et B(2) = {4,5}. Si a = (1/10,1/10,1/5,2/5,1/5) on a:

oB0) = (1/4,1/4,1/2,0,0) aBC) = (0,0,0,2/3,1/3)
apg) = (1/10,1/10,1/5) ap() = (2/5,1/5)

Ty.aBM) = (1/4,1/4,1/2)
T;'.(1/4,3/4) = (0,0,0,1/4,3/4)
pour a = (1/2,1/2,0,0,0)
B = (1/2,1/2,0,0,0) oP@n’est pas défini
(O‘B(2) = (0,0))

Lemme 2.2 Soitl € F, z,, ..., T, n vecteurs de A, Ay, ..., A, n réels > 0 tels
que 2.0, A = 1 et K une constante positive quelconque, alors:

n B(l) n B(1) A'(.’D')B lT
L. = cTe = N (l) 3 B(l)
(cre) = () 5 g
i=1 =1 i/1<i<n,

(z:)Bgy # 0

n B(1)
lorsque (E z\.-::.-) est défini, c’est & dire,
1=1

lorsque (E A;z,-) #0
=1

B())

Démonstration. La premiere égalité est évidente par I’effet de la normalisa-
tion. Quant a la deuxiéme, en développant, on obtient:

(Yn‘ A.-:c") " _ T )
P (E dizi) B(l) 17
T 2%, A=) By

21 Ai(zi) spy1”
2 AT () By
PILEPHEAPII G
Ai(z:) Byl

(z:)Bay) #0

par (1)

(z:)®Y  par (1)




Une notation qui sera constamment utilisée dans la suite est la suivante: dans
des égalités de la forme P,(f(X)) = P,(g(X)), X est une famille de processus de
Markov de probabilités de transition fixées (ou de taux de transition fixés dans
le cas continu). La partie gauche est la probabilité de I’événement f(X) pour le
processus de Markov de la famille dont la distribution initiale est u; la partie droite
fait référence au processus X muni de la distribution initiale v (u,v € 4 )-

3 Le cas discret

Soit X = (X,)nyo une chaine de Markov homogéne sur Pespace d’état E. On
suppose que la partition B est fixée. X est donnée par sa matrice des probabilités
de transition P et par sa distribution de probabilité initiale . On notera (a, P)
cette chaine de Markov lorsque ce sera nécessaire. On suppose X irréductible et
les éléments de P seront notés P(1,7). On notera agg(e, P, B) la chaine agrégée
construite & partir de (a, P) par rapport  la partition 3.

On considérera souvent la famille de toutes les chaines de Markov sur le méme
" espace d’état E ayant la méme matrice des probabilités de transition P. Cette
famille sera notée (., P). Rappelons qu’en général, la distribution de probabilité
initiale figurera en indice de la mesure de probabilité. Par exemple, Py(X, € B)
représente la probabilité qu’aprés n transitions, la chaine de Markov (B, P) se
trouve dans un des états du sous-ensemble B de E (la matrice des probabilités de
transition P étant bien évidemment fixée).

On notera aussi P(%, B) la probabilité de passer en une transition de I'état 5 &
I'un des états du sous-ensemble B de E, c’est 2 dire, P(3,B) = Y, P(t, 7). Si 'on
considére la décomposition de la matrice P en blocs relativement 3 la partition B,
alors on notera Pp;)p(;) le bloc n(s) x n( J) correspondant aux transitions de B(s)
vers B(j). 0

Tout d’abord, nous présentons quelques lemmes que nous référencerons fré-
quemment par la suite. '

3.1 Préliminaires

Lemme 3.1 Soit B, D € B,

(z) P,,(X,. € B) = P.pn (Xo € B)
(#3) Po(Xn € B/Xo € D) = P,o(X, € B)
(1%1) Py(Xn.11 € B/X, € D) Popn (X, € B/X, € D)

I

Démonstration.



Remarquons tout d’abord que Ps(Xo € B) = Y.cpf(i). Maintenant:

(}) Pa(Xn€B) = Y _mn(f) oum, = aP" représente la dis-
€B tribution de X,
= P, (Xo € B)

X4ep a(d) P"(d, B)
Laep a(d)

- G
- ?e:o(:wep a(d'))” (“.B)
= P,o(Xn, € B)

(#) Pa(Xn€ B/Xo€ D) =

(##5) Pa(Xn1 € B/Xn€D) = ZdeD %ﬂ(g;; %f(d, B)

= PaP" (Xo = d) ,
= (Papv- (Xo€ D)) P(d,B) par (i)

= Y Plapnyp(Xo=d)P(d, B)
deD

= P(,,p..)o(Xl € B)
= Papa(X; € B/Xo € D) par (ii)

Dans toute la suite, nous utiliserons fréquémment la définition suivante:

Définition 3.2 Une suite (Co,Cy,...,C;) de sous-ensembles de E sera dite pos-
sible pour la distribution initiale o 87 Po(X, € Co, X; € Cy,...,X; € C;) > 0. En
particulier, ss B € B, (B) est une suite possible pour a s ap # 0.

Définition 3.3 Soit a € A et (Co, Cy,...,C;) une suite d’éléments de B possible
pour a, on définit le vecteur f(a,Co,C),...,C;) € A récursivement par:

. J(e,C)
f(a’CO’ Cl, e ’Ck)

aC’
(f(a,Co,C1,...,Ci1)P)Ct

Par exemple, f(a,B,C, D) = ((aBP)°P)P.



Lemme 3.4 La restriction de § = f (e, C'd, Ci,...,C;) au sous-ensemble Cj est
donnée par:
ﬂ(fi = K_laCoPCoC’IPC;Cg L] PC,L;C,‘

ou K= acoPcocchlc, cae Pc’._lc,.lr
Démonstration. La propriété est claire pour 7 = 0. Supposons qu’elle soit
vraie pour toute suite ayant n sous-ensembles et notons 7= f(a,Co,Cy,...,Chp-y).

On a alors:
-1
VCoy =L aCoPCoCxPC'xcz se Pcu—acn—x

Oh L = aCoP0001P0103 cee Pcn—zcn—llr'
Si ﬁ - f(a’ CO, Ch crey Cn) alors ﬂ = ('yP)c" par définition. DOIIC,
Bo, = H™}(vP)c, ol H = (vP)g,17

Mais, (vP)c, = vc,_, Pc,_,c, puisque 4(¥) =0 si i & Cp-y. D’on,

ﬂcn = H—l'ycn-—lpcu—lcn
H-lL—laCoPCoCxpcxcz e Pcn—zcn-lPCn—lcn

Ce qui donne le résultat attendu puisque K~! est simplement une constante
de normalisation. O

Lemme 8.5 Soit (Cy, ...,C;) une suite d’éléments de B.
Soit A(Co, ...,C;) « {v€ 4/ la suite (C,, ..., C;) est possible pour ~}.
A(Co, ...,C;) est conveze et 8%l est non vide, on a la propriété susvante:

Va,B € A(Co, ...,C;), YA, >0 tels que A+ pu =1,

K, K
f(Aa—l‘[tﬂ,Co, ...,Oj) = A—R,—f(a,oo, ...,Cj) +M?ﬁf(ﬂ,00, ...,Cj)
ot Ka = acol')cocl oo ch_l(;}.lT,

Kp = ﬂCoPCoCx . .Pc’.__lcjlr
et K = AK, + pKp.



Démonstration. Soit B un sous-ensemble de E; pour tout a, § € A et pour
tout A\, u€ R, on a:

(Aa+ uB)p = Aap + upfp

Soit , 8 € A(Co, ...,Cj) et A, u > 0 avec A+ p = 1; soit K,, K5 et K comme dans
’énoncé. Par le Lemme 3.4, a € A(Cy, ...,C;) <= K, > 0. On a donc K, > O et
Kg > 0. Ensuite,

(Aa + ﬂﬂ)coPcoclpclc, - Pc,._lc,.lr = AK, + uKg >0

donc, A(Co, ...,C;) est convexe.
Enfin,

f(Aa+ uB,Cy, ..., C,') = TJ:_I.K-I(AC! + Ilfﬂ)coPcocchlc, cee PC,-.;C,-
I{—lAT,-—I.(!COPC'O(}l Peg, ... PC’,-_,C,-
K~ uT; e, Peye, Poyc, - - - Po;_sc;

K, K
,\? f(a,Co, ...,C;) + u}ﬁf(ﬂ,co, .., C))

+

Dans le lemme fondamental suivant, nous généralisons le Lemme 3.1 (iii).
Lemme 3.8 Pour tout k > 0 on a:
Po(Xn41 € B/X, €Cy, ..., Xpt € Cp_y) = Py(Xy € B) pour tout n > k
ot B = f(aP"*,Cyhy, ...,Cp)

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur le nombre de
sous-ensembles C;. §’il n’y a qu’un sous-ensemble, la démonstration est identique
a celle du Lemme 3.1 (iii). Supposons que le résultat soit vrai pour ! sous-ensembles
C;, | < k, alors:

Po(Xps1 €EB/X,€Chpy ...y Xp i € Cpy)
Py(Xnt1 €EB, X, €Chy ..., Xpk € Cpnp)
Po(Xn€Chy ..., Xk € Cn_y)
Yeec, Pa(Xnt1 € B/ Xy = €)Pa(Xn = ¢/Xp-1 € Cei, -y Xn-t € Cu_y)
Ecec,. Pa(Xn = C/X -1€ Cn-—la rey Xn-l: € C, —k) ‘

P (X, =
= Z P(C,B) (—PJ((){,—IE'C—::)—)) ouny= f(aPn—k’ Crkseens Cn—l)
¢€Can Nt " (par 'hypothése de récurrence)
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= Y P(c,B) (%;%27) (par le Lemme 3.1 (i))

e€Cp

= Xc; (vP)%(c)P(e, B)

Ps(X1 € B) puisque (yP)°" =8

Le résultat suivant donne une interprétation probabiliste de la fonction f.

Lemme 3.7 Le vecteur § = (e, Co,Cy, ..., C;) est la distribution de X; sachant
{Xo€C, ..., X; €C;}. Clest & dire:

B(2) = Po(X; =i/ Xo € Co, ..., X; €C;)
Démonstration. Sii ¢ C; le résultat est trivial. Soit ¢ € Cc;,

PQ(X,' = 1/Xo €Cy, ..., Xj € C,‘)

P,,,(Xj=2', Xo € Co, ceny X,‘ € Cj)

Pa(X0€Co, ..., X, € C))
Pa(X,' =1,X5 € Coy +vvy X,'_l € Cj—l)
P,,(Xo €Cy ..., X; € CJ’)

Pa(Xj = 1/Xo €Cop ..., Xj_l € Cj_l)Pa(Xo €Cy, ..., X,’-l € Cj—l)
Pa(Xj € Cj/Xo €Cy, ..., Xj_l S Cj_‘l)Pa(Xo €Cy, ..., Xj_l € Cj_l)
Pa(Xj = t'/'X—o €Co, ... , .X-j..l (S (7,'-1)

Pa(Xj € Cj/Xo € Ch, .. . Xj_l € Cj_l)
= If:;gfxlﬁl;é?). ou § = f(e,Cy,...,C;_,), grice au Lemme 3.6

= (6P)%(s) = B(3)

d’ou le résultat énoncé. O

Enfin le dernier résultat de cette section est un lemme technique.

Lemme 3.8 La fonction v — P,(X; € B/X;_, € C;j_,, <oy Xjk € Cj_}) pour
3k, Cioy, <oy Ci ., B fizés, est continue sur A.

Démonstration. Posons g(v) = P(X;€ B/X;_, Ci-1, .., Xj_x € Cjy).

Alors:

10



g(v) = z: v(i)Pu(X,' € B/X'..l € Cj...l, .. .,Xj...k € Cj—-k, Xo= t)
$€E, u(i)>0

Mais P.,(Xj € B/X,'_l € Cij-1y ..., Xj-r € .C,'_k, Xo = 1) a la méme valeur
pour tout v € A tel que v(¢) > 0. On peut donc écrire: :

lg(v") —9(v)]

= | > (v'(¢) —v(9)) P(X; € B/Xj-1 € Cjyq, ---, Xk € Cj_py Xo =1}
t€FE,
v(f) >0, v'(5) >0
< > [v'(§) — v(9)|P(X; € B/Xj-1 € Cj_1, ..., Xt € Cjs, Xo = 1)
icE,

v(f) >0,v'(5) >0

< 2 IWGE) - v()

i€E
= |lv' -]
ce qui implique la continuité de g sur A. _ . a

3.2 Agrégation forte et agrégation faible

Nous analysons maintenant la chaine Y = agg(a, P,B). Pour tout B € B, on
notera A(a, B) le sous-ensemble de A des distributions de probabilité de la forme
f(a,Cy, ...,B), c’est & dire:

A(a, B) ql__é_f{ B € A /35 >0 et une suite (Cy, ...,Cj, B) possible pour «,
réduite a (B) si j = 0, tels que 8 = f(a, Cy, ...,Cj, B) }

Il est facile de vérifier que pour tout a € A et pour tout B € B, I’ensemble
A(c, B) n’est pas vide; c’est une conséquence de lirréductibilité de Y. Notons
aussi que si B est réduit & un seul état 4, alors le cardinal de A(a, B) est égal &
1 puisque A(a, {¢}) = {e;} ol ¢; est la distribution initiale ayant un 1 & la {#me
position. Avec cette notation, une premidre caractérisation du fait que ¥ est 1ne
chaine de Markov homogene est donnée par le théoréme suivant:

Théoréme 3.9 ([3]) La chaine Y = agg(e, P, B) est une chaine de Markov ho-
mogéne si et seulement si Vi,m € F, la probabilité Ps(X, € B(m)) a la méme
valeur pour tout § € A(a,B(l)). Cette valeur commune est la probabilité de tran-
sitson de l’état | vers I’état m pour la chaine Y.

11



Démonstration. La démonstration est essentiellement basée sur le Lemme
3.6. Ce lemme nous permet d’écrire:
Vi,me F,Vn > 0 et V(Cy,Cy, ..., Cn-1, B(l)) possible pour a,

Pa(Xn+l € B(m)/X,. € B(l), Xn-l €C —1y s ,Xo c Co) = Pp(Xl € B(m))
Oﬁﬂ = f(as CO; Cl; ---;Cn-h B(l))

Si la condition du théordme est satisfaite, la quantité ci-dessus ne dépend que de
l et m, et ceci est équivalent au fait que Y est une chaine de Markov homogene.

Réciproquement, supposons que Y est une chaine de Markov homogene. Soit
B un vecteur quelconque de A(e, B(1)). Le vecteur 8 peut donc s’écrire:
B=fla, Co C1,...,Cp_y, B(!)). En réutilisant le Lemme 3.6, on écrit:
Pp(Xl € B(m)) = Pa(XrH-l € B(m)/X,. € B(l), Xn—l € C —1y oo .,Xo (S CQ)
= Po(Xn41 € B(m)/X, € B(1))

" qui ne dépend pas de n par homogénéité de Y, donc, Ps(X; € B(m)) a la méme
valeur pour tout § € A(e, B(1)). O

Un cas particulier est donné par le corollaire suivant:

Corollaire 3.10 Si pour tout B,D € 8 (7BP)P = 7D qglors Y = agg(w, P, B) est
une chaine de Markov homogéne.

Démonstration. Si cette condition est satisfaite, I’ensemble A(m, D) est réduit
au seul élément 72, ce qui entraine immédiatemment le résultat via le théoréme
précédent. 0

Plus généralement, de la méme maniére, on a: si pour tout B, D € B tels que
aP, aP et (aPP)P sont définis, (aBP)? = aP alors Y = agg(a, P, B) est une
chaine de Markov homogene.

Nous allons étudier de facon générale ’ensemble des distributions initiales
« conduisant & une chaine de Markov homogeéne pour ¥ = agg(e, P,B). Nous
noterons cet ensemble A, c’est 3 dire:

Ay ¥ {a€ 4/Y = agg(a, P,B) est une chaine de Markov homogéne}

Lecaz Ay A Bt 4, # A existe comme nous le montre Pexemple suivant [3].
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Soit la famille de chaines de Markov (., P) ou

1/4|1/4 1/2 )
P=| 0 [1/6 5/6
( 7/8 ' 1/8 0

et soit B = {B(1),B(2)}, B(1) = {1} et B(2) = {2, 3}. Considérons les vecteurs
de la forme a, = (1 — 3a, ¢, 2a) lorsque a décrit 'intervalle [0,1/3]. On peut alors
remarquer que: '

o a,P = a; avec b = (3 — 4a)/12
] (a,,)B(l) = Qy
® (aa)B(z) = al/s

On obtient donc:
A(aa; B(1)) = {eo} = {(1,0,0)} et A(w, B(2)) = {ay/s} = {(0,1/3,2/3)}

La condition du Théoréme 3.9 est donc trivialement satisfaite pour toute dis-
tribution initiale de la forme a,. En d’autres termes, {a,, a € [0,1/3]} C Ay.

Prenons maintenant comme distribution initiale le vecteur a = (0,0,1). Posons
B = f(a,B(2),B(2)) et v = f(B,B(2), B(2)). Les vecteurs ( et v appartiennent
A(a, B(2)). Un calcul simple nous donne:
B =(0,1,0) et v = (0,1/6,5/6)
Or,

Donc, la distribution initiale a ne conduit pas & une chaine de Markov homogene
pour Y, i.e. (0,0,1) ¢ Ay.

On peut aussi vérifier que la condition du Corollaire 3.10 est satisfaite (la
distribution stationnaire est = = (7/16, 3/16,6/16)).

Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés de I’ensemble A .

Théordme 3.11 Si a € Ay alors:

o aP’ e Ay pourtout y € IN
o aP(®) € Ay pour tout k € F tel que la suite (B(k)) soit possible pour o

13



Démonstration. Soit j € IN. Par un argument similaire a celui utilisé pour
la démonstration du Lemme 3.6, il est simple de vérifier que:

Pa(Xn+j+1 € B/X,H.j €D, Xn+j—1 €Cp-iy .- .,X,‘ € Co)

= aPJ'(Xn+l EB/X,,ED, Xn-1€ECn-1y ..., Xo € Co)

Par hypothese, la partie gauche de cette égalité est indépendante de n et de la suite
(Co, Ci, - .., Cn-1) considérée (les classes B et D étant fixées). Donc, aP? € Ay
pour tout 5 € IN.

Pour prouver le deuxiéme point, prenons a € Ay et k € F avec apy) # 0. On
a alors:

Paa(t)(X,.+1 € B(m)/X,. € B(l), Xn-1€Cpqy ..., X0 € B(k)) = Pg(X1 € B(m))
ou & = f(a®®, B(k), ...,Chn-1, B())) = f(a, B(k), ...,Cn-1, B(l))

- Donc,

P;(X; € B(m)) = Pa(Xpn41 € B(m)/ X, € B(l), Xp-1 € Cp-1, ..., Xo € B(k))
qui a la méme valeur pour tout § € 4 (aB("), B(l)), ce qui prouve que aB®) € 4,,.
a

Cette propriété nous permet de prouver le lemme technique suivant.
Lemme 3.12 Si a € Ay alors 1 T aP* € Ay
Démonstration. Posons
1& x
o= — Z aP
n k=1
On a par le Lemme 3.6:
P,,n(X,H_l € B(m)/X,. c B(l), Xn—l €C -1y o .,Xo € Co) = P.,:‘(Xl € B(M))
ol '7:. = f('Ym Cos -+ Cn-1, B(l))

Si o) = f(aP*, Cy, ..., Ca-1, B(l)),on a par_le Lemme 3.5:

1 & K,
' _ T '
’7". nkglKa"

14



; . 1 \—‘" -
ol K},, = (Oth)c;o.Pc,'oc1 .o .Pcn_ig(i)ir ¢t K = ; ) R
¢ k=1

On obtient alors

Foy(X: € B(m)) = Xz & B(m))

L

NIN

;>|r=-l

Poy (X1 € B(m)) = Popr(Xni1 € B(m)/X, € B(I), ..., Xo € Co)
= Po(Xntis1 € B(m)/Xnix € B(l}, ..., X € Cq)
= Pa(Xjs1 € B(m)/X; € B(1)
Vs tel que P,(X; € B(l)) > 0, puisque a: € A

Finalement, pour tout 7 tel que P,(X; € B(l)) > 0 on a:

Py(XieB(m) = 1 g Bk P (X1 € B(m)/X; € B(1))

= Pa(Xj1 € B(m)/X; € B()

qui est donc constant sur A(y., B(l)), ce qui signifie: 4, € Ay Vn > 1.

O

Le théoréme suivant prouve I’unicité de la matrice des probabilités de transition

de la chaine de Markov homogéne agrégée.

Théordme 3.13 Si Ay # 0 et s5 P désigne la matrice des probabslités de transs-
tion de la chaine de Markov homogéne agrégée Y = agg(a, P,B) alors la matrice
P est la méme pour tout a donnant une chaine de Markov homogéne agrégée et

de plus m € Ay

Démonstration. Soit a € A tel que Y = agg(a, P, B) est une chaine de

Markov homogene (i.e. a € Ay).
On a par le Lemme 3.12 que

12 .
a€ Ay = ;ZQ.P’ € Am pour toutn > 1
j=1

Désignons par 13(1, m) la probabilité de transition de / vers m pour ¥'. On a alors:

Vk tel que Po (X, € B(l)) >0, P(I,m) = Pu(X.y, € B(m)/X; € B(l))

= P.pt(X, € B(m)/X, € B(l))

15



Soit n suffisament grand pour que X}, (aP?)py)1T > O (un tel n existe car X est
irréductible). Pour simplifier I’écriture, posons pour k=1, ..., n:
o = (ePel”
* Yi1(aPi) ppyl”

f’(l, m) peut alors s’écrire de la facon suivante:

n n
P([,m) = 7k13(£,m) car Zﬁi =1
k=1 i=1
— Z q,,Papg (Xl € B(m)/XD € B(l))
k/1<k<n,

- Pu(Xe€B(l)) >0
que I'on peut encore écrire par le Lemme 3.1 (ii)

P(l, m) = z: Ve Paprysm (X1 € B(m))
k/1 <k <n,
P.(X: € B(l)) > 0)

= Pp(Xl € B(m))

oul = > e (aP¥) B0
k/1 <k <n,
P.(X: € B(l)) > 0)

En utilisant le Lemme 2.2, T peut s’écrire:

n B(’) 1 n B(l)
r= (z; aP") - (_ 3 aP")
k=1 n

¥ e=1
On obtient finalement:
P(tym) = Payn .pyso(Xi € B(m))
= Piyw_.pe(X1 € B(m)/Xo € B(}))
En faisant tendre n vers +oco et grice au Lemme 3.8, on obtient:
P(l,m) = P.(X, € B(m)/Xo € B()
qui ne dépend pas de a. O
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Définition 8.14 On dira que la famille de chaines de Markov (., P) est faiblement
agrégeable par rapport a la partition B si et seulement si I’ensemble Ay # 0. Pour
tout a € Au, la chaine agrégée Y = agg(a, P, B) sera alors une chaine de Markov
homogéne et on notera P sa matrice des probabilités de transition qus est la méme
pour tout a € Ay par la Théoréme $.18.

Un cas particulier important est le suivant. Si pour toute paire de classes
D, B de la partition 8, P(d,B) a la méme valeur pour tout d € D, alors la
condition du Théoréme 3.9 est vérifiée. En effet, soit # un vecteur de A (e, D):
B = f(a, Co, C1, ...,Cp-1, D). On a:

Pp(X1 € B) = Po(Xp41 € B/Xn € D, Xpy € Cp-1, ..., Xo € Cy)

Yaep P(d, B) Pa(Xpn =d/Xp1 € Cp_y, ..., Xo € Cp)
EdeDP,(X., = d/X -1€Ch1, ..., Xp € Co)

(Lemme 3.6)

= P(d,B) puisque P(d,B) a la méme valeur pour tout d € D

Dans ce cas, pour tout a € 4, Y = agg(a, P, B) est une chaine de Markov ho-
mogeéne. On dira alors que la famille (-» P) est agrégeable ou fortement agrégeable
par rapport a la partition B. La réciproque est aussi vraie comme I'établit le
théoréme suivant:

Théordme 3.15 ([3]) (., P) est fortement agrégeable par rapport & la partition B
8i et seulement s pour toute paire de sous-ensembles D,B € B, P(d, B) a la méme
valeur pour tout d € D. Cette valeur commune est la probabilité de transition de
D vers B pour la chaine Y.

Démonstration. Nous venons de voir que la condition est suffisante.

Réciproquement, si pour toute distribution @ € 4, Y = agg(a, P, B) est une
chaine de Markov homogene alors c’est en particulier vrai pour la distribution ini-
tiale a4 dont la composante d de D vaut 1. En appliquant maintenant le Théorame
3.9, on voit que Ps(X; € B) a la méme valeur pour tout 8 € A(ag, D) et vaut
Pa,(X1 € B/Xo € D) De plus, le Théordme 3.13 nous dit que cette valeur est
indépendante de la distribution initiale, donc de d; or cette valeur est exactement
égale 3 P(d, B). ; 0

Une autre propriété importante de ’ensemble A, est donnée par le théoréme
suivant:

Théoréme 38.16 L’ensemble Ay est un conveze fermé.
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Démonstration. Par le Lemme 3.8, il est immédiat de voir que I’ensemble
A est un fermé. Pour prouver la convexité dle cet ensemble, supposons que a et
B€E Ay etposonsy=Aa+ufoul, pu>0avec+u=1.

Par le Lemme 3.6, on a:

P,(Xpn41 € B(m)/Xn € B(l), Xp-1 € Cn-1, ..., Xo € Co) = Py(X; € B(m))

ol 7' = f('Y) Co, ... sCn-1, B(l))
Si I'on note o' = f(a, Co, ...,Cn-1, B(l)) et ' = f(B, Co, ...,Cn-1, B(l)), le
Lemme 3.5 nous permet d’écrire:
_ Kq ] Kﬂ '
'7' = A—I?-a +u K B
ou Ka = ag_'}oPc'ocl . .Pc’._lc,.lT, Kp = ﬂCoPCoC'I see Pc’._lc’.lT
et K = AK,+ uKp

On obtient alors: f

Py(X, € B(m)) = Pok.at+ukse)/x(X1 € B(m))
= AZ2Pu(X, € B(m)) + w72 Py(X, € B(m))
= A%i’(l,m) + u—II"{—pP(l, m) par le Théoréme 3.13
= P(l,m)

ce qui prouve que ¥ € Ay et donc que I’ensemble Ay est convexe. O

Introduisons une nouvelle notation pour désigner I’enveloppe convexe formée
A partir des points 7B() { ¢ F.

Ag = {Z Aiﬂ'B(‘), A.‘ Z Qfet Z A,- = 1}

i€F i€F
Corollaire 3.17 Si l’ensemble Ay est non vide alors A, C Ax.

Démonstration. La démonstration est une conséquence immédiate des Thé-

orémes 3.11, 3.13, 3.16. . O
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3.3 Caractérisation de 1’agrégation faible

De maniére & caractériser ’ensemble Ay des distributions inititiales de X con-
duisant 3 une chaine de Markov homogéne pour Pagrégée Y, on va introduire
quelques définitions et notations.

e Pour i € F, on notera P; la matrice (n(), M) dont I’élément (7, k) est défini
par: P;(j,k) = P(n(1l)+---+n(i— 1)+ j,B(k)), 1< j<n(i), k€ F

Du Théoréme 3.13, on déduit aisément la relation: P; = (T;.7B@) P}, oit B;
désigne la 5™ ligne de P. Dans la suite, on définira toujours P de cette facon
méme si la chaine agrégée n’est pas une chaine de Markov homogene. C’est & dire
que si Y est une chaine de Markov homogéne alors P est sa matrice des probabilités
de transition et sinon, P; ¥ (T;.x80) B;, vj e F

e Pour 5 € F, on notera o; le systéme linéaire :c,-f’j = 13,-. Ce systéme a M
équations et n(j) inconnues. On vérifie que si z; est une solution de o; alors
z;17 = 1. Par construction, pour tout j ¢ F, 0; a au moins une solution qui
est: T;.wB0) '

e On regroupe les solutions de ces M systémes dans I’ensemble suivant:

A {a € A/T.aPW est solution de o; pour tout ! € F tel que apy #0} .
¢ On note aussi A] ’ensemble des solutions positives du systéme o;.
Remarquons que A* # @ car par construction, r € 4°*.

e On dira qu’un sous-ensemble U de A est stable par P si et seulement si Vz € U
le vecteur zP € U.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés de 4°.

On rappelle qu'un polyédre convexe de IRN est un sous-ensemble de IRN de la
forme {z € RN/3A, matrice H x N, et b € RN tel que AxT < bT}. Un polytope
de IRN est un polyédre convexe borné de IRN (voir [4] par exemple).

L’ensemble A; des solutions positives du ystéme o; est alors un polytope. 11
s’en suit facilement le lemme suivant. Posons 7} *. 4} = {T;'.z/z € A}}. Observons
que I’ensemble T;71. 4} est aussi un polytope.

Lemme 3.18 L’ensemble A* est I’enveloppe conveze Jormée a partir des ensembles
T LA}, l€F. Cest & dire,

A=Y NTTLA;
leF
ou N >0 et D A=1
leF

En particulier, A* est aussi un polytope.
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Démonstration. Soit z; (resp. 73, ..., Za) un élément de A7 (resp. de
A3y ooey Adg). Soit Ay, ..., Aps M réels positifs avec 3k Ax = 1. Par définition de
A* il est clair que z = Yy p T2y € A* car VI € F, zB0) = T .z

Réciproquement, soit £ € A*. Le vecteur z s’écrit (de maniere unique) par le

Lemme 2.1:
= E Ang(l) ou /\g = 23(1)11‘
leF
que I’on peut réécrire
z= ) NI 'T.z80
leF
Le résultat est alors immédiat puisque les ensembles A} sont des polytopes. 0

Un premier résultat important concernant P’agrégation faible est alors donné
par la théoréme suivant:

Théordme 3.19 A* est stable par P += Axn =..4".

Démonstration. A, étant stable par P, 'implication de gauche & droite est
évidente. Pour prouver la réciproque, remarquons tout d’abord que le Théoréme
3.9 peut s’écrire de la facon suivante:

Y = agg(a, P,B) est une chaine de Markov homogeéne <= VI € F, T,.8 est
solution de oy pour tout 5 € A(a, B(l)).

Il s’en suit clairement que Ay C A*.

Soit maintenant o € 4*. Considérons une suite (B(5), B(j),...) possible pour
a. On a:

aB) € 4* puisque (aBW))BE) = oB()

aBO)P € 4* par hypothese

(aB6) P)BG) € 4* pour tout t,J € F par définition de A*
(aBOIP)BGIP ¢ 4+ pour tout ¢, 7 € F par hypothése

En poursuivant par récurrence cet argument, on obtient:
A(e, B(l)) C A* pour tout ! € F, ce qui est équivalent 4 Y = agg(a, P, B) est
une chaine de Markov homogéne (Théoréme 3.9). Donc a € Ay. ]

Remarque Dans [1], les auteurs pensent avoir caractérisé Pensemble Ay par
la condition “A4* stable par P” ce qui est erroné comme nous I’avons montré ex-
rlicitement dans [6]. Néanmoins, nous avons repris leur démarche, qui permet de
{'éisonner a l’aide de systémes linéaires, pour aboutir au théoréme précédent.
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En reprenant I’exemple de la page 12, on a:

x = (7/16,3/16,6/16)

B=(1/4 3/4) P’;(;/)s 1;8)
Pi=(1/4 3/4) P=(712 5/12)
On obtient alors: '
Ty 47 = {(1,0,0)} et T;".4; = {(0,1/3,2/3)}

D’ol, A* = {(1—3a,a,2a), a € [0,1/3]}. On a vu précédemment que a,P = a
avec b = (3 — 4a)/12. Donc, A* est stable par P et on en déduit que Ay = A°*.

Pour donner une caractérisation de I’ensemble Ay, on introduit la notation
* suivante pour tout j > 1:

o 41 ¥ {ae 4* /VB=f(a, B(ir), ..., B(5:)) avec k < j, B € A*}
On peut remarquer que cet ensemble s’écrit aussi:
A {ae A /Y8 = f(a, B(s), ..., B(5s)) avec k < j, B € A}
Avec cette notation, on a:
A' = {a € 4* [ Vm € F tel que ap(m) # 0, o™ e g0} = 4

1l est simple de voir que:
Vi>1, A C A
. Le théoréme suivant donne une expression de ’ensemble A, en fonction des

A

Théoréme 3.20 |

A= 4

21

Démonstration. De méme que pour celle du Théoréme 3.19, elle s’appuit
sur I’équivalence suivante: Y = agg(a, P, B) est une chaine de Markov homogtne
<> VI € F, VB € A(a,B(l)), T1.B est solution de a;.
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En d’autres termes:
Av={a€ A* /VIEF, A(a, B(l)) C A*}

On adonc: V5 > 1, Ay C 47,
Réciproquement, sia € A7 V5 > 1, alorsVl € F A (e, B(1)) C A*; ce qui signifie
que a € Ay 0

Une condition nécéssaire évidente pour avoir agrégation faible (i.e. pour que
An # 0) est donc que V5 > 1, 47 # 0.

On va maintenant donner quelques propriétés des ensembles A7. On a déja vu
que A' = A* et que A7 C 49, pour tout j > 1.
Le iemme suivant nous donne A’*! en fonction de A7.

Lemme 3.21 Pour tout j > 1:
At = {a € A7/aPOP € 47 pour tout | € F tel que ap(y # 0}

Démonstration. Soit a € A7+l Soit | € F tel que apy # 0 et posons
B = PP, Soit (B(1), ..., B(s;)) une suite possible pour 3 avec k < j.

f(ﬁa B(il)’ sy B(ik)) =f(a’ B(l)’ B(il)a cecy B(ik)) € A

cara € Al et k < 5.
Réciproquement, soit a € A7 tel que aBOP € 47 VI tel que ap() # 0. Soit
(B(h), ..., B(l)) une suite possible pour a avec k <Jj+1

f(a, B(h), ..., B(l)) = f(aP@P, B(L,), ..., B(l)) € 4

car par hypothese aPM)P € 4i et k < 5 + 1. O

Comme corollaire de ce résultat, nous avons:
Lemme 3.22 Pour tout j > 1, I’ensemble est A7 est conveze.

Démonstration. Nous montrons la propriété par récurrence sur j. Dans le
Lemme 3.18 on a prouvé la convexité de A!. Supposons donc la convexité de 47.
Soit o et § deux éléments de A*! et soit A et u deux réels de [0,1] tels que
A+ u = 1. Posons v = Aa + uf3; par hypothase, 4 € A’. Alors, pour tout | € F tel
que Yp) # 0 il est clair que ¥?() P € 47 en appliquant le Lemme 2.2 ce qui donne
~NE AI1
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Notons que si aB¢) = 0 (resp. 8! = 0) alors ¥2#) = gB() (resp. vB() = oB(%)
et le résultat suit immédiatement. a

Une autre propriété des ensembles A7 est donnée par le lemme suivant.
Lemme 3.28 Pour tout j > 1, on a:
a € A7 <> oPY € 47 pour tout 1 € F tel que apyy # 0

Démonstration. Soit a € 47 et | € F tel que apg) # 0. Pour tout k < j et
pour toute suite (B(l), B(iz), ..., B(i:)) possible pour a, on a:

(a9, B(l), B(is), ..., B(ix)) = f(a, B(l), B(iz), ..., B(i)) € A*

car k < j et a € A7. Donc af() € 47,
La réciproque est évidente étant donné que tout élément a € A s’écrit de
maniere unique (Lemme 2.1)

a=3 apyla®®
leF

et que A7 est convexe. ]

Une condition suffisante pour avoir agrégation faible (i.e. pour que Ay # 0)
est donnée par le corollaire (du Théoréme 3.20) suivant.

Corollaire 3.24 Si 35 > 1 tel que A7t = 47 alors Ay = A%, Yk > 0.

Démonstration. Si 47 = 0, le résultat est trivial.
Soit U = A7 = A*! et a € U. Par définition, pour tout 1, ...,i;4; € F,
f(a, B(%1), ..., B(ij+1)) € 4.

On a alors:
acl= aPlpe U, VI€ F tel que apyy #0 par le Lemme 3.23

Cela signifie que si @ € U alors VI € F, A(e, B(l)) C U, ce qui implique que
a € An. Enfin, grice au Théoréme 3.20, on obtient le résultat. O

On peut maintenant donner une généralisation du Théoréme 3.20.

Théoréme 3.25 A7 est stable par P <=> Ay = A7
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Démonstration. La démonstration est identique A celle du Théoréme 3.20.

Introduisons les notations suivantes: pour tout 5 > 1 et pour tout ! € F,
o Al = {T1.aP®/a € AP et apg) # 0}
o T/ LA = {T7 z/z € 4]}
On en déduit que: Vi > 1,Vl€ F,
o A=Al
o it C 4
o Ty 4l = {cPW/a e #7 et apqp) # 0} C A7
Avec ces notations, on a:
Lemme 3.26 Sil€ F et j > 1, alors:
AT ={z € A} /(T .2)P € 4%}

Démonstration. Soit z € A{+l. Par définition, il existe un a € 47+1, apy) # 0
tel que z = 71.0®(). On a donc z € 4 et (T 1.2)P = (T7(T1.aPBM)|P = B0 p,
Soit k < j et (B(11), ..., B(i:)) une suite possible pour aBOP, on a:

|

flaBOP B . Bl = fla. B
AN ’ \"4J3 3y ~\*KkJJ J A\ Loy

car k< j et & € A7, Donc, oBOP e 44,

Réciproquement, soit z € 47 tel que (T '.2)P € 4’. Le vecteur z € A donc il
existe @ € A7, ag() # 0 tel que z = T}.aB®. Par le lemme 3.23, on peut prendre
a = Ty '.z. On obtient alors (T71.z)P = aP = oPOP € 47 ce qui signifie que
o € A1 par le Lemme 3.21 et donc que z € At O

Lemme 3.27 Pour tout J 2 1, Uensemble A7 est ’enveloppe conveze formée a
partir des ensembles T, 4, L € F. C’est a dire,

A = S AT

ler

ouN>0 et Y N=1
leF
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_ Démonstration. Soit z; (resp. zz, ..., za) un élément de A] (resp. de

2 +-+y Ad)- Soit Ay, ..., Ay M réels positifs avec YA = 1. On a vu que
T, . A] C A’ pour tout ! € F et que I’ensemble A7 est un convese (Lemme 3.22)
donc ;

r= ZALT,—I--TI € A
leF

Réciproquement, soit z € 47. Le vecteur z s'écrit (de maniére unique) par le

Lemme 2.1:
= E AIZB(,) ou /\g = .'BB(l)lT
leF

Le Lemme 3.23 permet alors de conclure. 0

Lemme 3.28 Pour tout j > 1, pour tout | € F, .4{ et A’ sont des polytopes.

Démonstration. On démontre ce lemme par récurrence. On a vu précédem-
ment (Lemme 3.18) que pour 7 = 1, le lemme est vrai. On a vu aussi (Lemme 3.26)
que At = {z € .4{ /(T *.z) P € A%}. Supposons le lemme vrai jusqua Pordre j.
Le Lemme 3.27 nous permet alors d’affirmer que A7 est un polytope. Soit l € F et
®, ’application suivante:

¢ : R — RN
z +— (I7'.z)P

L’application ®; est une application linéaire et donc I’ensemble &Y (A) = {z e
R")/(T;1.z)P € A7} est un polytope (voir [4], pages 18 et 174). Finalement,
Af“ = A{ N ®;7'(A7) est aussi un polytope par 'hypothése de récurrence.

On en déduit de facon immédiate (Lemme 3.27) que pour tout J 2 1, ’ensemble
A7 est un polytope. ‘ O

Nous donnons maintenant la caractérisation finale de I’ensemble A,. Cette
caractérisation a la forme d’un algorithme qui permet d’obtenir Ay au bout d’un
nombre fini de pas. Plus précisement, on montrera que Ap = AN od, rappelons-le,
N est le nombre d’états de la chaine X. Pour cela nous aurons besoin des lemmes
suivants.

Lemme 3.29 Soit a un point de A'*! et B un point de A’ n'appartenant pas &
A+, alors aucun point du segment de droste Jo, B] n’appartient & A3+1,
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Démonstration. On démontre ce lemme, par I’absurde. Soit 4 un point du
segment |a , B, c’est & dire, il existe A € [0,1] tel que:

y=Xa+(1-A)8

Supposons que 4 € A7+, On va montrer alors que 8 € A’ ce qui est contraire
a P'hypothése. Pour montrer que # € 471, il suffit de montrer (Lemme 3.21) que
Vi € F tel que Bp() # 0, BPOIP € 47; c’est & dire VI € F tel que fg() # 0, Vo suite
possible pour (!) P de longueur inférieure ou égale & 7, f(BBOP,0) € A1,

Soit donc ! € F tel que Bb@) # 0. Cela implique en particulier que 7p() # 0.
Soit o une suite possible pour B2!) P de longueur inférieure ou égale a ;.

Si ep() = 0 alors y8() = gB(); donc f(BBOP,0) = f(4BO P, o) € AL

Si apy) # 0 et si o n’est pas possible pour aBOP alors par le Lemme 3.4, on
~a: f(B5DP,0) = f(vBWP,0) € 4. ;

Enfin si apg) # 0 et si o est possible pour o®® P alors o est aussi possible pour
¥BOP et donc f(yBOP, o) € A'. En appliquant maintenant le Lemme 3.5 on a:

F(v®YP,0) = f(v, B(i), o)
- A%f(a, B(l), o) + (1)) %f(ﬁ, B(l), o)
K, K
= A3/ (ePOP0) + (1 - ,\)-I?” f(BPYP, o)

ot K, et Ks sont donnés dans le Lemme 3.5 et K = AK, + (1 — M) K. Mais,
f(v®®P,0) € A et f(a, B(l), o) € AL. Si 'on note B(m) le dernier &lément de
la suite o, alors on a:

K . . .
(1-2) —I?ﬁT,,,. f(B2OP,0)Pp = Tm.f(vBOP,0)B, - ,\LI{{ET,,,. f(e®Vp,0) B,
= P,- AP,
= (1-A)P,

A étant # 1, on obtient T,,,.f (32" P, 0)P,, = P, ce qui signifie que f(B80P,q) €
AL, O

Remarque Il est simple de voir que ce lemme reste vrai pour 5 = O si ’on
pose A° % 4,
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Lemme 3.30 St et B sont deuz points distincts de A7 alors
[D(e, p) n 47] € 47+
ot D(a, B) est la droite passant par les points o et f.

Démonstration. On sait déja que A7*! est convexe, donc [a, 8] C A7*1. Sup-
posons qu’il existe un point v ¢ [a,] tel que ¥ € D(a,B) N A7 et 4 ¢ AT,
Supposons que le point 8 se trouve entre les points a et 4. On a alors par le
lemme précédent: aucun point du segment de droite ], 4] n’appartient & A7*1. Or,
par hypothese, § appartient & A7+1, . ]

On appelle intrel (C) Pintérieur de C relativement au plus petit sous-epace affine
S le contenant et de la méme maniére frontrel(C) est la frontiere de C relativement
a S. On a alors:

Lemme 3.31 Pour tout 7 > 1, st A’ n'est pas rédust a un seul élément alors
frontrel(A7*1) C frontrel(A7).

Démonstration. La proposition est triviale si A7t! = 47 ou si A7t = 0. Soit
donc @ # A7 C A’. Soit & € frontrel(A7*!) et supposons que a ¢ frontrel(A7).
Par hypothese, il existe un point § € intrel(A’*'). En appliquant le lemme
précédent, on en déduit que D(a, 8)N A7 C A7+}; donc D(a, )N A7 est un segment
de droite [a,b] avec a,b € (frontrel(ﬂ’) N frqntrel(ﬂ-’“)) d’ol a €]a, b, ce qui
contredit ’hypothése. ) O

Lemme 3.32 Soit a un point de A7+ et B un point de A’ n’appartenant pas &
A+ glors aucun point de la droite D(a, ) autre que o n’appartient @ A7+1,

Démonstration. Si un point 4 de la droite D(«, ) autre que a était dans
A7+1 alors par le Lemme 3.30 on aurait § € A7! ce qui contredit I’hypothése. O

La dimension d’un convexe C de IRN est la dimension du plus petit sous-espace
affine le contenant; on la notera dim(C). Nous avons alors le lemme suivant qui
nous assurera que le processus de détermination de Ay est fini.

Lemme 3.33 Sost j > 1 tel que A7+ £ (0 et A7 # A9; alors

dim (A7) < dim(A%)
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Démonstration.
dim(47*") < dim(A7)  car AT C A7

Supposons que l'on ait égalité entre ces deux dimensions. Cette dimension com-
mune ne peut pas étre nulle par hypothese et par les propriétés des ensembles A7.
I existe donc un point z € intrel(A+?). Soit y un point de A7 — 47+!, Etant donné
que dim(A7+!) = dim(A?), il existe z € intrel(A7+?) tel que z # z et z € D(z,y).
Par le Lemme 3.30,

[D(z,2) n 4] € 47+

et ceci contredit le fait que y ¢ A7+1. 0

Remarque Les résultats précédents sont aussi valables si ’on considere les
sous-ensembles A] plutét que A’. Les énoncés correspondants sont (sans les dé-
monstrations):

e Soit z un point de A/*! et y un point de A n’appartenant pas & ATt alors
aucun point de la droite D(z,y) autre que z n’appartient & A7 *!,

e Si z et y sont deux points distincts de 47! alors

[D(z,9) n 4f] < 4%

o Si A]*! n’est pas réduit & un seul point alors frontrel(4i*!) C frontrel(4]).
o Si A" £ 0 et AT # Af alors dim(AitY) < dim(4]).
Nous pouvons maintenant prouver le théoréme annoncé.

Théoréme 3.34
Ay = AN

Démonstration. Si 4! = A le résultat est immédiat: Ay = A’ pour tout j.
Sinon, observons la suite A%, ..., AV. Si deux de ses éléments sont égaux, alors
Am = AN par le Corollaire 3.24. Si tous ses éléments sont distincts, alors, par le
résultat précédent, les dimensions décroissent strictement. Par la remarque suivant
le Lemme 3.29, on peut aisément vérifier que dim(A') < dim(A) = N -1.Ona
donc: dim(A’) < N — j pour j =1,2,...,N — 1, d’ot AN = 0. Le Théoréme 3.20
permet alors de conclure. ' O

Algorithme de calcul de Ay.
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Pour déterminer l’ensemble Ay, on procéde comme suit. Supposons que la
chaine X ne soit pas fortement agrégeable par rapport & la partition 8. La premiére
étape consiste & calculer 'ensemble A! et & déterminer s’il est stable par P. Dans
I’affirmative, le Théoréme 3.19 entraine Ay = A!. Si A! n’est pas stable par P,
on vérifie d’abord si VI € F le vecteur 7PV P est dans A'. Si 31 € F tel que
7BOP ¢ A1, alors m ¢ A% et Ay = 0 (conséquence des Théorémes 3.13 et 3.20). Si
7 € A? alors on calcule cet ensemble et on répete les opérations précédentes. On
peut exprimer ceci sous forme “algorithmique” de la facon suivante. Notons ¥ la
procédure définie par:

¥: P(A) — P(A)
UCA — {aGU/VlGFtelqueaB(l)¢Oonaa8(’)P€U}

Avec cette notation, A7+! = ¥(47) (Lemme 3.21). L’algorithme peut alors s’écrire:

si X est fortement agrégeable alors Ay = A; arrét
~ sinon Y := AY
boucle ’
si U est stable par P alors sortirpar nonvide finsi ;
si Al e F: nB)P ¢ U alors sortirpar vide finsi ;
U :=v(U)
finboucle
sorties
sortie nonvide : Ay := U
sortie vide : Ay =0
finsorties
finsi " ’
@J-"

Le Théoréme 3.34 nous assure que le nombre d’itérations est borné par N.

Illustrons ceci par un exemple. Soit la famille de chaines de Markov homogénes
(.,P) avec:
3/14 3/14 3/14'3/14 1/7
1/6 1/6 1/6 1/3 1/6
P=| 1/8 3/8 1/4 1/6 1/12
3/8 1/8 1/4 1/6 1/12
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1
™ = 15=(42, 42,42, 42,25)
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Considérons la partition 8 = {B(1), B(2)}, oi B(1) = {1,2,3,4} et B(2) =
{5}.

On a alors:
6/7 1/7
he| e, 8| B (s )
11/12 1/12

w80 = (1/4,1/4,1/4,1/4,0) 7B =(0,0,0,0,1)

On en déduit: . .
Po=(37/42 5/42) P=(4/5 1/5)
On vérifie d’abord que A, stable par P, d’ou A, C Ay, Cc’est & dire A, C
A, ¥5>1

On calcule ensuite A'. Les sommets de A! sont les points suivants:

e oy =(0,3/7,0,4/7,0)

ap = (3/5,0,0,2/5,0)

as = (3/5,0,2/5,0,0)

a, = (0,3/7,4/7,0,0)
e a5 =(0,0,0,0,1)

On vérifie alors que: az, a5 € A? et a;,a3,04 ¢ A2 On sait de plus que le
point 7%(1) € 42 et que 7%() ne se trouve pas sur la droite D(a;,as); donc
nécéssairement dim(A?) = 2. Le troisitme sommet ag de A? se trouve donc sur la
droite D(cz, 7B(1), On peut vérifier que ag = (0,3/7,3/7,1/17,0).

Les sommets de A? sont donc a3, a5, . On peut vérifier alors que les points
a3 et ag n’appartiennent pas & A° et que a5 appartient & A3. Donc, A3 = A, = Ay
qui est le segment [7B(1), 7B(2)),

4 Le cas continu

X = (Xi)>0 désigne un processus markovien homogene sur I'espace d’état E.
Le processus X est maintenant donné par sa matrice des taux de transitions (ou
générateur infinitésimal) A. On pose A(3,1) ¥ — ;2 A(5,7). De la méme manidre
que dans le cas discret, on notera (a, A) ce processus markovien homogene lorsque
ce sera nécéssaire, o désignant la distribution de probabilité initiale de X. Par
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exemple, P,(X; € B) désigne la probabilité que le processus markovien (a, A)
soit dans le sous-ensemble B de E 2 l'instant ¢. La quantité A(¢, B) représente le
taux de transition de I’4tat ¢ vers le sous-ensemble B de E, c’est 3 dire: A(¢, B) =
Y;ep A(4, 7). La quantité e’ (i, B) représente la probabilité que le processus soit
dans le sous-ensemble B de E a l'instant ¢ sachant qu’il démarre dans I’état ¢, c’est
a dire: e#(i, B) = T;ep e#(3, 5)-

4.1 Préliminaires

Les lemmes préliminaires de la section précédente se traduisent de la facon suiv-
ante.

Lemme 4.1
P,(X: € B) = P, (Xo € B)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que Pp(Xo € B) = Yep B(3).
. Ainsi: i

P,(Xi€B) = Y_m(i) oum = ae’ représente

$€B la distribution de X
= P,.-,(Xo € B) '
O
Lemme 4.2
Pa(Xg € B/Xo € D) = aD(X‘ € B)
Démonstration.
Y iep a(d)e(d, B)
P (X, € B/Xoe D) =
(X¢ [%o ) Yaep a(d)
a(d) ) At
= —_—F ] e**(d,B
.g, (Ed'eD a(d') (. B)
= PaD (X‘ € B)
O

Une généralisation de ces relations est donnée par le lemme suivant.
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Lemme 4.3

Po,(XH.. € B/Xg € D) = P, (X. € B/Xo € D)

Démonstration.
EdED Pa(Xg = d)e'“ (d, B)
P.(X: € D)
5 (P,,,A.(Xo = d)
deD Pae‘“(XO € D)
= ) Paearyp (Xo = d)e**(d, B)
deD

= P(a,.«)D(X, € B)
= P,u(X, € B/X, € D) par le Lemme 4.2

Py(Xs € B/ X, € D) =

) e**(d, B) par le Lemme 4.1

Définition 4.4 Une suite (Co, Ch,...,C;) de sous-ensembles de E sera dite pos-
sible pour la distribution instiale o sf pour tout 0 =ty < t; < -+ < t;, Pa(Xy, €
Co, Xy, € C1,...,X,; € C;) > 0. En particulier, si B € B, (B) est une suite
posssble pour a st ag # 0.

Définition 4.5 Soit a € 4 et (Cy, Cy,...,C;) une suite d’éléments de B possible
pour o, on définit, pour tout 0 = 1y < & < --+ < i, le vecteur de probabilsté
9(, Co, (C1, t1),...,(C},t;)) récursivement par:
9(a,C) = af
— Aty G
g(aa CO;(Clatl)) - (g(a, CO)e )
et pour k> 2:
c

9(2,Co, (Csta), .., (Chta)) = (9(e,Coy (Crota), .oy (Cisy timg))eAls=8-2))

Par exemple, g(a, B, (C,t,), (D, t;)) = ((aBeAh)CeA(fa—h))D.
Lemme 4.6 La restriction de § = g(a, Co, (C1,t1),...,(Cj,t;)) & C; est donnée

par l’ezpression susvante:

Aby Alla=41) Altj=t;_:)

— -i
ﬂc’ —_ K acoecocl ecrlc2 ‘e ec’,_lc’.

N Aty _A(ta~t)) Atj~tj-1) T
ot K = ac,eg,c.€c,c,  1--€c o 1
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Démonstration. Pour j = 0, aucune difficulté. Supposons que la relation soit
vraie pour toute suite formée de n sous-ensembles et notons:

a= g(a’ CO, (Cl’ tl)’ soey (C ~19 tn—l))

On a alors: ( ) ( :
I e | Aty _A(ta-t; Altn-1—th-2
VCnr = L QCo€CyC16C,C; ¢+ €Cpa3Cn

3 — At _A(ta—-t1) A(tp—1-ta-3)4 T
ou L = QCo€C,C1€CiCs  ++ €ChoaCas 17

Si B = g(e,Co,(C15t1)y...,(Cnyty)) = ('ye"("'“"-‘))c", on a:

Be, = H'(yel="=)g avec H = (yerln~t-1))g 17

Mais (yeAltn—ta-1))o = '10"_,e2'(":‘:c':") puisque y(¢) = 0si ¢ € Cp_1. Donc,
Be, = Hlnc, ,eqimgn)

— -17-1 Aty A(ta-t1) - _A(tn—1—ta—3) A(tn—tn-1)
= H'L QCo€Cy01€C1C3 ***€Cn_2Cn-i  €Cn-1Cn

D’oi1 le résultat puisque K~! est simplement une constante de normalisation.
O

Comme dans le cas discret, on a la propriété de convexité suivante.

Lemme 4.7 Soit (Cy, ...,C;) une suite d’éléments de B. Soit A(Co, ...,C;) ¥
{~ € 4/ la suite (Cy, ...,C;) est possible pour v}.

A(Co, ..., Cj) est conveze et sl est non vide, on a la propriété suivante: pour
tout 0 < ty <... < tj, pour tout a, B € A(Co, ...,C;) et pour tout X, u > 0 tels
que A+ pu=1,

K, K
g(Aa-Htﬂ, Coyeeey (C,', tj)) = /\-I—{-g(a, Coyevey (Cj,tj)) +l£-}'(£'g(ﬂ, Coyeees (Cj, tj))

) _ Aty A(ta—t1) Altj—1—tj-3) A(tj—t;j1) T
ot K, = ac,ec,c,€c,0, -+ - a1 €c;lier 1

_ Aty _A(ta-t1) Altj1—tj-2) A(tj—tj_1),T
Kp = ﬂcoecocl eclcz tee ecr,__zc’__l eC,'_]Cj 1

et K = AK, + pKj.

Démonstration. La démonstration est identique A celle du Lemme 3.5. [

On va donner maintenant une généralisation du Lemme 4.3.
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Lemme 4.8 Pour tout k> 0, on a:
Pa(Xtny, € B/ Xy, €EChpy ..., Xy, _, € Cni) = Pp(Xi, 11, € B) pour tout n >k
ot B = g(aet** Cp_p, ...,(Cn,tn))

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur le nombre de
sous-ensembles C;. S’il n’y a qu’un sous-ensemble en présence, la propriété est
démontrée dans le Lemme 4.3. Supposons que la relation soit vraie pour ! sous-
ensembles Cj, | < k.

P.(Xt,,, €B/X,, €Cp, ..., Xy,_, € Cpn_s)
Po(Xt,,, €EB, X4, €Ch, ..., X,,_, € Cny)
P (X, €C,, ..., X;._, €ECn_s)
X eecp Fa(Xtnys € B/ Xi, = €)Pa(Xsn = ¢/ Xtny € Cn-ty --+» Xi,_, € Cns)
Yeccn Pa(Xe, = ¢/ Xy, €Cpoty -y Xi,, € Croi)

- Py(Xi,-t,_, =€)
= eAltnt1=tn)(c B ( N tnbnot ) ar hypothese de récurrence
cezc':,. ( ) P‘v(Xtu—t..-x S Cn) P : P
Oil T1= g(aeA‘"—k, Cﬂ—h sesy (C —htn—l))
P atn-ta_n(Xo = c)
— eAltnt1-tn) ¢, B ( e n—1 le L 4.1
cgc:',. (e, B) P s (X0 € Cn) par le Lemme
= T (et} )=l g, B)
¢ECn

= Pp(X4,,,~t, € B) puisque ('ye“("'"‘"-l))c'- =p

‘ a

Lemme 4.9 Le vecteur f = g(a, Co,(C1,t1),...,(Cj,t;)) est la distribution de
X., sachant {X, € Cy, ..., X}, € C;}. C’est d dire:

B(2) = Pu(X,, =i/ X0 € C,, ..., Xi, € Cy)
Démonstration. Si: ¢ C;, la relation est triviale. Supposons donc que ¢ € C;.

Pa(Xg,- = t/Xo €Coy ..., Xg,- € C,)
Pa(X, =1, Xo € Co, ..., X,, € C)
P‘,(Xo €Co ovny Xg,. € Cj)
Pa(ng =4,X0€Cy ..., ng_l € Cj_l)
Pa(Xo € Co, oy X, €C;)
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Po(Xi; = i/Xo € Co, - ..y Xi, , € Cjm1)Pa(Xo € Co, ..., Xy;_, € Cj_)

Py(X,, € C;/Xo € Co, ..., Xi;_, € Cj-1)Pa(Xo € Co, ..., Xy;_, € Cj-1)

Py(X:,;=i/Xo € Co, ..., Xi;_, € Cjy)

P,(X:; € Ci/Xo € Co, ..., Xy,_, € Cjuy)

Ps(Xy;—s;_, = 1)

P5(X¢,'—l,'-1 €C;)
= (6eAt-0)%() = B(3)

ou § = g(e, Co,-..,(Cj-1,ti-1)), par le Lemme 4.8

Lemme 4.10 La fonction v — Py(X;; € B/X;;, , € Cj_y, ..., Xy, , € Cj_y) pour
Jr ky Cj-1y oo, Cjepy, B, 0 < tj_p < -+ < t; fizés, est continue sur A.

Démonstration. La démonstration est identique a celle du Lemme 3.8. O

4.2 Relation avec le cas discret. Uniformisation

Comme nous ’avons fait dans le cas discret, nous allons étudier maintenant le
processus Y = agg(a, A, B). On conserve les m&mes définitions pour les notions
“fortement agrégeable” (ou “agrégeable”) et “fatblement agrégeable”.
La notion d’agrégation forte étant un cas particulier de celle d’agrégation faible,
on ne parlera dans cette section que du cas général.
On notera par C(a, B) I'ensemble suivant:
Cla,B)¥{ B € A/ 35 > 0 et une suite (¢, ...,C;,B)
possible pour «, réduite & (B) si § = 0, tels que
B = gla, C,(Cat1), ...,(Cjtj—1),(B,t;)), pour tout
O=t <ty <---<t;}

Cet ensemble est ’équivalent de ’ensemble A(«, B) dans le cas discret.
On peut maintenant énoncer le théoréme suivant qui est la version pour les
processus a temps continu du Théoréme 3.9.

Théoréme 4.11 Le processus Y = agg(a, A, B) est un processus markovien ho-
mogéne si et seulement si Vl,m € F et Vt > 0, la probabilité Ps(X,; € B(m)) a
la méme valeur pour tout B € C(a, B(l)). Cette valeur commune est la probabilité
que le processus Y soit dans l’état m & l'instant t sachant qu’il est dans ’état | &
I’instant 0.
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Démonstration. La démonstration est basée sur le Lemme 4.8. Ce lemme

nous permet d’écrire:
Vl,m € F, Vn > 0, Y(C,,Cy, ..., Cn-1,B(l)) possible pour a et V0 < ¢; <
ce < tpy

Po(Xi.+¢ € B(m)/X,, € B(l), Xi,_, € Cn-1, ..., Xo € Co) = Py(X, € B(m))
ol ﬂ =g (a’ CO’ (Cl’tl), very (Cn-ly tn—l)’ (B(l)a tn))

Si la condition du théoréme est satisfaite, la quantité ci-dessus ne dépend que de [,
m et ¢, et ceci est équivalent au fait que Y est un processus markovien homogéne.

Réciproquement, supposons que Y est un processus markovien homogéne. Soit
B un vecteur quelconque de C(a, B(l)). Le vecteur 8 peut donc s’écrire:

ﬂ = g(aa CO) (Clstl)’ veey (Cnfl’ tn—l)a (B(l),tn))
~ D’ol, en réutilisant le Lemme 4.8,

Pp(Xg € B(m)) = Pa(Xt,.+t € B(M)/Xgn € B(l), th—l € Cn—h ces ,Xto € Co)
= Pa(Xi,+t € B(m)/X,, € B(l))

qui ne dépend pas de t, par homogénéité de Y, donc, Ps(X; € B(m)) a la méme
valeur pour tout g € C(a, B(l)). a

Ce théoréme est important pour la preuve du suivant qui est i la base de toute
cette section.

Théoréme 4.12 Le processus Y = agg(a, A, B) est un processus markovien ho-
mogéne si et seulement s Vi,m € F, la quantité Y.cpy) B(5) A(i, B(m)) est la
. méme pour tout § € C(a, B(l)). Cette valeur commune est le tauz de transition de
I’état | vers I’état m pour Y lorsque | # m.

Démonstration. Pour prouver ce théoréme, il est suffisant de prouver que
la condition citée est équivalente A celle citée dans ie Théoréme 4.11. On donne
d’abord deux résultats simples:

Vime F
Ex_{rgt Y B()e* (i, B(m)) = ). B(5)A(5,B(m)) sil#m
i€B(l) i€B(l)

lim (Z: B(i)e* (i, B(D) —1) > Bl)AG, BQ))

i€B(l) i€B(l)
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Supposons que la condition du Théoréme 4.11 soit vraie. Alors, grice & ces deux
résultats, la condition du Théoréme 4.12 est aussi vraie.

Pour prouver la réciproque, il suffit de prouver que la condition du Théoréme
4.12 implique la condition suivante:

Viim € F et Vk > 0, Ticpy B(5)A*(i, B(m)) 2 la méme valeur pour tout
B € C(a, B(l)), puisque:

Po(X, € B(m) = 2 S()et(i, Blm) = > & 3 664 Bm)

Pour k = 0 et pour k = 1 c’est trivial.

Supposons que 'implication soit vraie jusqu’a I’ordre k — 1. On a donc: VI,m €
F, Tiepu B(3)A*1(4, B(m)) a la méme valeur pour tout 8 € C(a, B(l)). Soit
ﬂ € C(a’B(l)): ﬂ = g(a’ CO’ (Chtl)’ ceey (Cn—l,tn—l)’ (B(l)’tn))-

Z ﬂ(i)A"(z', B(m)) = L; + X, avec:

seB(l)
D=3 Y A¥(4,B(m) Y B()A()
h/h#l jEB(h) i€ B(l)
et T = .28;“) A*¥"1(j,B(m)) -%nﬁ(i)A(i’j)

Soit 7 > t, et h € F tel que (B(h)) est possible pour . On définit:

L ¥ g (8, (B(R),)) = (Bertrn) P

On a alors:

2ieaq B(5)eATr=tn1(3,B(h))
0

Yien@ BE)eAU ) (i) ..
s - sij € B(h
’7};(1) = [ I . ( )
sinon

> ienq Bl)eAC ) (45)

. o limr—ot,. -1,
rgﬂ 7"(1) - Lien BE)eAC ) (i, B(h))
r—in
Tien) B(D)AG,I)
AN sih#1
Yienq) B(3) A(S, B(R))

Donc, pour h # 1, on a:

> B()AG.H) = ( ) ﬂ(i)A(i,B(h))) lim +4(7)

seB(l) ieB(l)
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En remplacant maintenant cette valeur dans I,, on obtient:

DD ( 2 A)AG, B(h))) lim 3 ()4, B(m)
h/h#t \ieB(l) j€B(h)

ien(t) B(¥) A(s, B(h)) a la m&me valeur pour tout § € C(a, B(l)) par hypothese. La

quantité 3 ;cpn) V5 (7)A*1(s, B(m)) a la méme valeur pour tout ~} € C(a, B(h))

par hypothése de récurrence et donc elle a aussi la méme valeur pour tout g €

C(a, B(l)) par définition de ;. On en conclut que I, a la méme valeur pour tout

B € C(a, B(1)).
Soit maintenant y € B(l), on a par définition:
() = Tien B(3)eA*)(s, 5)
¥ Yienp) B(5)eAlr—t)(3, B(1))

qui peut s’écrire de la facon suivante:

() = B(5) + Zieny B(5) (eAl=*) — I)(3, 5)
0) = T S pty B (A=) = G, BQ)

Il s’en suit immédiatement:

tim X =P s~ gy iy — S B3y aG, BU))

= T, i€ B(1) i€B(l)
En tirant de cette expression la quantité ;g B(s) A(4,5) puis en la reportant
dans X,, on obtient:
T,= Y A*1(j, B(m)) [ﬂ(j) > AG)AG,B() + lim () — BG)

JEB(I) s€B(l) T—1,

qui peut encore s’écrire

B, = ( ¥ ﬁ(i)A(i,B(l))\ ( Z. ﬂ(j)A""(j,B(m))\

et

i€B(l) 13:10) Ji
. 1 e 1, . w ak_1s .
b lim L Lz: A GAGBm) - 3 B34S, B(m)
" LieB(l) , JjEB()

!
Chacune des quatre sommes en présence a la méme valeur pour tout 8 € C(e, B(l))
par hypothese, hypothese de récurrence et par définition de v;. La quantité X; a
donc aussi la méme valeur pour tout 8 € C(a, B(l)), ce qui termine la démonstra-
tion. O
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On notera C y I’ensemble des distributions initiales a conduisant & un processus
markovien homogeéne, c’est a dire:

Cu ¥ {a € A]Y = agg(a, A,B) est un processus markovien homogéne}

En conservant la méme démarche que pour le cas discret, on obtient les résultats
suivants.

Théordme 4.13 St a € Cy alors ae?* € Cy pour tout s > 0

Démonstration. Soit @ € Cy. En utilisant le Lemme 4.8, il est simple de
vérifier que:

PG(X‘,.+1+O 6 B/Xt”+a G D, Xt";1+6 G C —1y e sy Xg G Co)

= Pyoae(X,,,, € B/X,, € D, Xy,_, € Cn_1, ..., Xo € Co)

Par hypothese, la partie gauche cette égalité est indépendante de n, de s et
" de la suite (Co, Ci, ..., Cn-1) considérée (les classes B et D étant fixées). Donc,
ae?* € Cy pour tout s > 0. 0

Corollaire 4.14 Si Cy # 0 et s A désigne la matrice des tauz de transition du
processus markovien homogéne agrégé Y = agg(a, A, B) alors A est la méme pour
tout o condutsant @ un processus markovien homogéne agrégé et de plus # € Cy

Démonstration. Soit @ € A tel que Y = agg(a, A, B) soit un processus
markovien homogéne de matrice des taux de transition A. On a alors:

er(l,m) = Py(Xi4, € B(m)/X, € B(l)) pour tout t > 0
= Py (X, € B(m)/X, € B(l)) pour tout t > 0

En faisant tendre ¢ vers +00, on obtient gtjé.ce au Lemme 4.10:
e?*(I,m) = P,(X, € B(m)/X, € B(l))

Ce qui donne:

At,m) = lim %P,(X, € B(m)/Xo € B(l)) pour | £ m

A(LD) =lim = (P(X, € B(m)/Xo € BY) — 1)
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On rappelle que (., A) est fatblement agrégeable par rapport a la partition B si
et seulement si Cy # 0. Dans ce cas, on notera A la matrice des taux de transition
de agg(a, A, B) pour tout a € C .

De méme que dans le cas discret, on introduit les notations suivantes.

o pouri € F,on notera 4; la matrice (n(), M) définie par: A7, k) € A(n(1)+
+n(i=1)+5,B(k), 1<j<n(s), ke F

On en déduit: A; = = (T;.7BU))A; ou A; désigne la 7™ ligne de A. Dans la
suite, comme dans le cas discret, on deﬁmra toujours A par la relation précédente
méme lorsque Y n’est pas markovien homogéne.

S

e pour j € F, on notera §; le systéme linéaire z,A = A, a M équations et
n(J) inconnues.

. {a € A/T1.aBW est solution de 6 pour tout ! € F tel que agy #0}.

Comme dans le cas discret, on donne une caractérisation de I’ensemble Cy en
définissant pour tout 5 > 1:

¢’ E{aeC /V8=g(a Bliy), ...,(B(),t,)), k <4, Be C'}
Avec cette notation, on a:
C'!={a€C"/VmeF aP™ e c*} ="
et on obtient facilement:
Vi>1, ¢t c el
ainsi que I’équivalent suivant du Theoreme 3.20.

Théoréme 4.15

Cx=[)C

721
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Démonstration. En utilisant le Théoréme 4.12, la démonstration est quasi-
ment identique & celle du Théoréme 3.20. !

Les mémes démonstrations que dans le cas discret servent pour prouver que:

Vi>1, (' ={aecC’/Vt>0, aPVet € C?VI € F tel que apy) # 0}

Pour terminer ’étude du cas continu, on va montrer que ’on peut se ramener
au cas discret par uniformisation du processus X. _

La technique d’uniformisation [5] consiste & construire une chaine de Markov
Z = {Z,,n € IN} sur l'espace d’états E, de matrice des probabilités de transition
P, et un processus de Poisson {N(t),t > 0} indépendant de Z et de taux A tels
que X; = Zn(), de la fagon suivante:

e on choisit X € IR tel que: A > maz(A(s),+ =‘1,...,N)

T 1-M gii=j
e on pose P;;(Z,..H =3/Z, =1) = P(i,j) =

Alid)

pY stnon

On obtient alors la relation suivante liant les matriceé Aet P.
" P=1I+A/X (2)
ou I est la mat'rice'uhité de dimension N. |
On notera W la chaine agrégée de Z par rapport & la partition B. On introduit
maintenant les notations suivantes. Soit une distribution de probabilité initiale
a € A, une suite (Co, Cy,...,C;) de sous-ensembles de E et des entiers naturels
0 = ng < ny < ... < n; tels que Py(Xpn, € Co, Xy, € Cy,...,Xpn; € C;) >0, 0n
définit alors le vecteur h(a, Co, (C1,n1),...,(Cj,n;)) récursivement par:

h(a,C) = af
h(a’.CO’ (Cl’ nl)) = (h(a, C).P”’)Cl
et pour k > 2:

Ci

h(a’ CO’ (Cl’ nl)? 't M (Ck’ nk)) = (h(a’ CO’ (Cl’ nl)) ey (Ck—l, nk_l))Pﬂh"ﬂk—x)

1l est immédiat de vérifier que cette fonction satisfait des propriétés analogues
a celles des fonctions f et g. Signalons simplement les deux suivantes:

o (i) La restriction de § = h(a, Co, (C1,71),.-., (Cr 7)) 3 Cy est:

i -1 7”) na—n; Ng—Ng—1
ﬂck - K aCOPCoCLPCICQ‘ e an_lc,.k
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ol K est la constante de normalisation:

K = ac,P§c, ngg;'{ Y i 17
e (ii) Si la suite (Co,Cy,...,Cj) est possible pour ay, ..., ag alors pour tous
A1y ..., AR tels que A, > 0 et 21c,<p Ar = 1, elle est aussi possible pour le
vecteur Y 1<,<r Ar@, €t 'on a:
K,
h ( Z A,a,., Co, ey (Ck, ng)) = Z /\,?h(a,, Co, ey (Ck, n;,))

1<r<R 1<r<R
N —_ n1 na—ny ng—Ng—1 +T
ou Kr = (a')COP0001P0103 cee PC C, 1

Nk—1Vnk
et K= Y MK,

1<r<R
Les preuves sont identiques A celles données pour les fonctions f et g.

On notera aussi D(a, B) ’ensemble suivant:

D(e,B) ¥ { B € A/ 35 > 0 et une suite (Ch, ...,Cj, B), réduite & (B) si
7 =0, tels que 8 = h(a, C1,(Cs, t1), ..., (Cj,nj-1), (B,n;)), pour
tout0=no<ny <:--<mj}

Une autre version du Théoréme 3.9 est alors:

Théordme 4.18 La chaine W = agg(a, P, B) est une chaine de Markov homogéne
st et seulement st Vl,m € F, la probabilité Ps(X, € B(m)) a la méme valeur pour
tout § € D(a, B(l)). Cette valeur commune est la probabilité de transition de l’état
{ vers I’état m pour la chatne W,

Démonstration. La démonstration est identique & celles des Théorémes 3.9
et 4.11 [

Remarque On. considere ici la fonction h plutdt que la fonction f utilisée
dans le cas discret, pour que le raisonnement soit plus simple. Rappelons que
dans cette section, on cherche un lien entre les cas discret et continu. A partir de
cette fonction h, on va caractériser ’ensemble Ay des distributions initiales de la
chaine de Markov homogéne Z conduisant & une chaine de Markov homogéne pour
I’agrégé W, d’une manitre analogue 2 celle utilisée dans le cas discret et qui est la
suivante.

Rappelons tout d’abord que:

An = {a € A/W = agg(a, P,B) est une chaine de Markov homogéne}

On note pour 5 > 1:
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o Di¥(ae A" /VB =h(a, B(s)),...,(B(),n:)), k< J, B € A*}. On peut
alors remarquer que: :

-Dl=g"=4
— par contre, pour j > 1, on n’a pas en général D/ = A’

De méme que dans les cas discret et continu, on a les résultats suivants que
I’on donne sans démonstration car elles sont analogues & celles du Lemme 3.21 et
du Théoréme 3.34:

e V521,
Di*! = {a € Di /| Vne N, aPYP" € D pour tout I € F tel que apy) # 0}

e A= n,'zl Di = Nj>1 A

Pour plus de clarté, on introduit les notations suivantes:

e pour tout i € F, la matrice I; de taille (n(l), M) définie par:

6 -{} 817"

0 sinon

o ¢ le vecteur ligne de taille M dont la I**™ composante vaut 1 et toutes les
autres 0.

e la matrice identité (M, M) que I’on note 1.

On peut maintenant énoncer les lemmes suivants:
Lemme 4.17

P=1+A4/
Démonstration. Soit l € F,

;11 = T[.ﬂ'BU)Az
.= Tu.xPOX(P, - 1)) par la relation (2).

Ce qui nous donne en développant:
Al=XB-e)

c’est a dire:
: A=-\I-P)

d’ou le résultat. O
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Lemme 4.18 D! = (!

Démonstration. Soit a € 4,

a€DP! < ac A
< T.aPOB=P5 vieF :
<> T.a®0(T, + 4;/)) = ¢, + Aj/A VI € F par le lemme précédent
< T.aPW4 =4 VlieF
<~ a€(
<> ac(!

d’ol, D! = (L. O

On peut maintenant énoncer le théoréme principal du cas continu.

Théoréme 4.19
Au=Cxn

Démonstration. Il nous suffit de prouver que pour tout 5 > 1, D7 = (7,
On vient de prouver que D! = C!. Supposons maintenant que D7 = ¢/ pour un
entier 5 > 1 fixé. Rappelons que:

C*l={aeCi/Vt>0, a®We* € ¢, pour tout I € F tel que ap() # 0}

D' ={a€ D! /[VneN, aBWP" € DI pour tout | € F tel que ap() # 0}
L’hypothése de récurrence nous permet d’écrire:

Citl = {a € DI/ ¥t >0, aPleAt € DI, pour tout « tel que apg() # 0}
Remarquons tout d’abord que I’on a la propriété suivante:

\ W)
Vi >0, e =

v

n=0 n!
D’ou: !
Vt 20, Vi€ F tel que apy) #0, aPlet =" e‘”('\%’)aﬂ(’)P"
n=0 °

Soit & € C/*1, c’est & dire soit a € D7 tel que Vt > 0, aBMeAt € DI pour tout
a tel que ap() # 0.
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aPWeAt € DI = h(aB(l)CMs B(*‘l)’ tee (B(ik)ank)) € A" Vk S J

Or, ;
h (aB(‘)CA‘ B(il)s ) (B(ik)’ nk))

— & (z —at (At) B0 pn B(t1),...,(B(%), n;,))

n=0

= Z (A" II{{ ( B(')P",B(il),..-,(3(’1),"*))

n=0 n!

ot Kn = (a®P") 5 P5li) biin) Poliabtio) -+ Pl syt
et K= C—M(—%%Kn
n=0 n
‘Cette dernidre égalité résulte des propriétés (i) et (ii) de la fonction h (page 41),

en vérifiant que (ii) reste valable pour une somme infinie.
Finalement, on obtient:

a®Vet € DY <= Z > (A,:) II{( =T, k(PO P, B(i)), .., (B(ix),m)) P, = Py,

- Z -2t (At) I}'{{ (Tu h(aB(‘)P" B(t),-. ’(B(ik),nk))j,l'h - P‘*) =0

Cette demlére ega.lité devant avoir lieu pout tout ¢ > 0, on en déduit simple-
ment:

aPWeA € DI &= T, .h(aPDP", B(iy),...,(B(ir),ms)) P, = P,
< h(cBWP", B(iy),...,(B(i), n)) € A

&= B pn e DI

<> a€ Dit?
Par cette suite d’équivalences, on a prouvé que (/! = D+1, La récurrence
permet donc de conclure que Vj > 1,7 = D7 ét donc Ay = Cu- O

Remarque Dans [2], on peut trouver une preuve de ’équivalence entre I’agré-
gation forte et la condition sur A correspondante a celle du Théoréme 3.15, bien que
le fait que la propriété markovienne soit vérifiée par tous les processus partageant
le méme générateur infinitesimal ne soit pas clairement signalée. Ce résultat n’est
en fait qu’un corollaire immédiat du théoréme précédent et du Théoréme 3.15:
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Corollaire 4.20 (., A) est fortement agrégeable par rapport & la partition B s
et seulement si pour toute pasre de sous-ensembles D, B € B, A(d, B) a la méme
valeur pour tout d € D. Cette valeur commune est le tauz de transition de D vers
B pour le processus Y s D # B.

5 Conclusions

Le but de ce travail est la caractérisation des chaines ou des processus de Markov
faiblement agrégeables par rapport & une partition fixée de ’espace d’état.

Dans le cas discret, le résultat essentiel est donné dans I’algorithme de la fin
de la Section 3 ou dans le Théoréme 3.34. La caractérisation, donnée dans [6], de
Pensemble des distributions initiales conduisant & un processus agrégé markovien
homogene sous la forme d’une intersection infinie d’ensembles est ramenée & une
intersection finie d’au plus N ensembles ot N est la taille de la chaine d’origine.

Dans le cas continu, on a montré qu’un processus markovien homogéne X est
faiblement agrégeable par rapport & une partition fixée de P’espace d’état si et
seulement si la chaine de Markov uniformisée associée I’est. De plus, ’ensemble
des distributions initiales de X conduisant & un processus agrégé markovien ho-
mogéne est identique & 'ensemble des distributions initiales de la chaine de Markov
uniformisée conduisant & une chaine agrégée de Markov homogene. Ceci signifie
que dans la pratique, pour déterminer cet ensemble, on pourra construire d’abord
la chaine de Markov uniformisée du processus, puis déterminer ’ensemble corres-
pondant a cette chaine & partir de I’étude faite dans le cas discret.

En ce qui concerne les perspectives de continuation de cette étude, il semble

Avidant ~ma 1a hawraha A’arnlisag

.
evident que la rechercne d’applications pour lesquelles les processus de Markov

uelles les processus de Markov
concernés soient faiblement agrégeables est I’'une des premitres tiches possibles.
D’autre part, le cas ou I'espace d’état est infini mérite une attention particuliere,
en distinguant éventuellement des partitions finies ou infinies composées de classes
elles-mémes finies ou infinies.
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