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Sur deux problémes de reconstruction

Michel DEMAZURE

Résumsé

Dans cet article, on s’intéresse a deux avatars de la question suiv-
ante : reconstruire une scéne tridimensionnelle & partir de plusieurs
vues. Les deux cas étudiés sont celui de deux vues d’une ensemble de
points et de trois vues d’un ensemble de droites. Dans chaque cas, il
s'introduit une variété algébrique dont la codimension est le nombre
minimal nécessaire de composants de la scéne, et le degré le nombre
de reconstructions dans ce cas minimal. L’étude est complete dans le
cas des points (le degré obtenu est 10, ce qui correspond en fait &
20 solutions). Dans le cas des droites, le degré de la variété reste a

déterminer.

On two reconstruction problems

Abstract

The question addressed in this paper is the reconstruction of a
three-dimensional scene from two-dimensional views. Two cases are
studied : two views of a set of points, three views of a set of lines. In
each case, an auxiliary algebraic variety is introduced. Its codimension
is the minimal number of components of the scene. Its degree is the
number of possible reconstructions in this minimal case. In the case
of points, this degree is 10 (actually corresponding to 20 reconstruc-

tions). In the case of lines, this degree is still to be computed.
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1 Introduction

1.1 Le probléme

Dans ce qui suit, on s’intéresse & deux problémes de vision artificielle. Une caméra regarde
une scene fixe de plusieurs points de vue et on cherche a identifier les positions relatives de
ces divers points de vue en comparant les vues obtenues. De fagon plus précise, on attache
a la caméra mobile un repére, ce qui donne un repére R; pour chacune des n positions
: =1, 2,... de la caméra. A chaque partie A de la scéne observée correspondent ainsi n
images A;. On suppose connaitre un ensemble de telles familles (A;, ..., A,) et on cherche
4 déterminer les déplacements d;; qui transforment entre eux les repéres R;. Les deux cas
particuliers étudiés sont les suivants :
1) les parties considérées sont des points et on dispose de deux vues,

2) les parties considérées sont des droites et on dispose de trois vues.

1.2 Le cas des points

Prenons d’abord le premier cas. Notons O l'origine du premier repére, O' l'origine du
second, t la translation OO’ et R la rotation qui applique le premier repére sur le second.
Pour fixer les idées, considérons le premier repére comme une application f de R3 dans
’espace E et de méme le second repére comme une application f' de R® dans E. On a
donc f(0) = O, f'(0) = O' et, pour tout z € R3, f'(z) = f(t + Rz), ot l'on représente ¢ et
R respectivement par un vecteur ¢ € R? et une matrice réelle 3 x 3.

A chaque point p de la scéne correspondent des images £ € R® et ' € R?, telles que
les trois points O = f(0), p et f(z) soient alignés, ainsi que les trois points O' = f(¢), p et
f'(') = f(t + Rz'"). Ainsi les trois vecteurs z, ¢t et ¢t + Rz’ de R3 sont coplanaires, ce qu’on
peut écrire en introduisant le déterminant det(z,¢, Rz') = 0.

On voit ainsi que le premier probléeme se rameéne A la question suivante : étant donné
un systéme ¥ de m couples de points (z;, z}) de R3, déterminer les couples (¢, R) ol ¢ est
un vecteur de R® et R une matrice de rotation dans M3(R) tels que det(z;,t, Rz!) =0
pour tout z.

Bien évidemment, ces relations sont homogénes en ¢, et I’on ne peut déterminer ¢ qu’a

un facteur d’échelle prés.



1.3 La méthode

Notons (z|y) et = Ay les produits scalaire et vectoriel dans R®. Si 'on associe au couple
(R,t) l'application linéaire pg; : y — R(y) At, on voit qu’il s’agit de trouver celles de
ces applications qui se trouvent dans la sous-variété linéaire Ls de M3(R) d’équations
(zifu(z})) = 0.

Mais on peut démontrer que :

(i) L’ensemble des pg; est une sous-variété conique irréductible, de dimension 6 et de
degré 10 dans I’espace des matrices 3 x 3. En particulier, une sous-variété linéaire L assez
générale de codimension 5 la coupe suivant 10 droites passant par l’origine.

(ii) Un point de cette sous-variété provient de deux couples (R,t) et les 10 droites
précédentes donnent vingt solutions en (R,t) (& 'homogénéité prés en t) de I’équation
©rt € L.

(iii) Toute sous-variété linéaire de codimension 5 assez générale est de la forme Lsy.
En fait, son orthogonal contient six éléments de la forme (z|u(z')), dont cinq quelconques

"’engendrent.

En fait, on démontre d’abord ces propriétés aprés complexification et on revient ensuite
a la situation réelle d’origine.

On déduit alors de ce qui précede les assertions suivantes :

(i) Si cing couples d’images (z;, z}) sont donnés en position générale, il y a dix couples
de solutions au systéeme d’équations considéré.

(ii) Il existe alors de plus un sixiéme couple d’images, uniquement déterminé, qui con-
vient pour toutes ces solutions.

(iii) Si on choisit 'un des coﬁples de solutions, on peut éliminer les neufs autres par le

choix d’un sixiéme couple d’images convenable.

1.4 Le cas des droites

Venons-en au second cas, celui ol la scéne est composée de droites et ou l'on dispose de
trois vues. Notons O, O' et O" les origines des trois reperes, ¢t la translation OO', u la
translation OO", R la rotation qui applique le premier repere sur le second et S celle qui
amene le premier sur le troisieme. Comme plus haut, considérons les repéres comme des
applications f : R®* — E, f': R®> — E et f':R® —» E. On a donc f(0) = O, f'(0) = O',
£"(0) = O" et, pour tout z € R?, f'(z) = f(R(t + 2)) et f"(z) = f(S(u + 2)), o cette
fois-ci, on exprime ¢ dans le deuxiéme repere et u dans le troisieme.

Soit alors D une droite de E, et soient d, d' et d" ses images dans les trois repéres,

supposeés ne pas passer par les origines respectives de ces repéres. Notons P le plan
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vectoriel de R® engendré par d et définissons de méme P’ et P". Alors les trois plans
f(P), f'(P') et f"(P") passent par D. Les trois plans P, R(t + P') et S(u + P") ont donc
en commun une droite. Repérons chacun des plans P, P' et P" par un vecteur normal,
soient n, n' et n". Alors la condition signifie que I’ensemble des solutions du systeme
d’équations (n|z) = 0, (R(n')|z2 —t) =0, (S(n")|z — u) = 0 n’est pas réduit & un point,
ce qui implique en tout cas det(n, R(n'), S(n")) = 0, c’est-a-dire (n|R(n') A S(n")) = 0.
Raisonnant comme ci-dessus, on est donc amené a introduire, dans I’espace (de dimension
27) des applications bilinéaires de R® x R® dans R3, la sous-variété formée des applications
de la forme (n',n") — AR(n')AS(n"). Modulo quelques vérifications de routine, le probleme
est ainsi ramené a la détermination du degré d de cette sous-variété. Cette détermination
reste a faire. Je n’ai pu qu’accumuler un certain nombre de renseignements sur cette sous-

variété.

2 Préliminaires

2.1 Notations

On travaille dans l'espace vectoriel complexe M = M;3(C) de dimension 9 formé des
matrices carrées complexes d’ordre 3, complexifié de I'espace vectoriel réel Mg = M3(R).
On note A — A Popération de transposition. On identifie E = C3 & I’espace des matrices
colonnes complexes et Eg = R® A I’espace des matrices colonnes réelles, et leurs duals
respectifs aux espaces correspondant de matrices lignes. On munit E du produit scalaire
usuel (tju) = tu = ¥(t;u;) qui fait de Er un espace vectoriel euclidien, et de |’orientation
usuelle, ce qui permet de définir le produit vectoriel (t,u) — t A u sur Eg et E. On
a par définition det(u,v,w) = (u A vlw). On notera qu'’il existe des éléments non nuls
t € E avec (t|t) = 0, mais qu'on ne peut pas trouver dans E deux vecteurs v et w non
colinéaires, tels que (v|v) = (v|w) = (w/w) = 0. On note 1 € Mg la matrice unité. Pour
tout espace vectoriel V', on note PV [’espace projectif correspondant (c’est ’espace des
droites vectorielles de V).

2.2 Matrices symétriques de rang 1

Pour t € E, on a tt = (t|t) = L t? et tt est la matrice symétrique de rang un (tt;).
Si t € ER, alors la matrice symétrique réelle tt est positive. Inversement, si A € M est
symétrique et de rang 1, il existe t € E (défini au signe pres) tel que A = tt. Si A est de

plus réelle et positive, alors t € Eg.



2.3 Matrices antisymétriques

Pour t € E, on note T, la matrice de 'application linéaire y — y A¢. On a

0 ts —t
Tt - —t3 0 tl
t,, —t; O

L’application t — T} est une bijection de E sur l’espace des matrices antisymétriques; elle
induit une bijection de Eg sur I’espace des matrices antisymétriques réelles. On obtient

sans difficultés :

Lemme 2.1 —a) OnaT,y=-T,z, Tit =0 et tT, = 0.

b) Si t #0, alors T, est de rang 2, son noyau est le sous-espace engendré par t et son
image est le plan t* orthogonal da t, noyau de la forme linéaire t.

¢) On a T,Ty = 't — (tt1.

d) OnaT? = ti—(t|t)1, Tr(T?) = —2(t|t) et tt = T} — YTr(TE)1. S (t|t) # 0, —T2/(t]t)
est ’orthoprojecteur sur t+.

e) La donnée de T} permet de reconstituer t au signe prés. Pour que t appartienne d
ER, il faut et il suffit que la matrice symétrique —T? soit réelle et positive.

f) OnaTE = —(t|t)T, = ; Te(T}HT..

g) St (t|t) # 0, alors T} est de rang 2, son noyau et son image sont les mémes que ceuz
de T,. Si (t|t) = 0, alors T} = tt est de ra;zg 1.

2.4 Matrices orthogonales

On note R le groupe des rotations de E formé des matrices A € M telles que AA =1et
det(A) = 1, et Rg = R N Mg le sous-groupe formé des rotations de E. Soient R € M.
Désignons par ry, r; et r3 les trois colonnes de R. Pour que R appartienne a R, il faut et
il suffit que (r,,7,,73) soit une base orthonormée directe de E, c’est-a-dire que I’on ait les
formules usuelles (r1|r1) = 1, (r1]r2) =0, ry A rz =13, etc.

Poﬁr tout t € E, on note R; le sous-groupe de R formé des éléments R tels que Rt soit

proportionnel a ¢.

2.5 Demi-tours

Soit t € E avec (t|t) # O, et soit R € R,. Puisque (Rt|Rt) = (t|t), on a Rt = £t. On note
R; le sous-groupe (d’indice 2) de R, formé des R € R tels que Rt = t. Il s’identifie au
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groupe des rotations du plan orthogonal de ¢. Si Pon choisit une base orthonormée directe

(e1, €2, €3) avec t proportionnel & e;, un élément R de R/ se représente par une matrice

1 0 O
R=]10 a -8
0 8 «a

ou &* + % = 1. On a d’ailleurs a = 1 (Tr(R) - 1).
Notons o; € R I'unique élément d'ordre 2 de R}. C’est la rotation qui respecte t et

vaut —1 sur le plan orthogonal. On a 0,z = —z + ﬁt—)(ﬂx)t, donc

2 .
o= —1+ —tt, o,0,=1.
(¢l¢)
Si u est tel que (tju) = 0 et (u]u) # O, alors o, appartient & R, mais pas & R;. Ainsi, R,

est réunion dispointe de R, et R;". Pour R € R}, on a o,Ro, = R™'.

Lemme 2.2 — a) Soient t et w dans E et a € C. Posons R = al +wt. Si R € R, alors
ou bien R = 1, ou bien (t|t) #0 et R = o;.

b) Soient t, t' et v trois vecteurs de E, soit ¢ = *1 et soit « € C. Posons R =
el + att + vi'. Si R appartient a R, alors, on est dans l’un des quatre cas sutvants

1)R=1,

2) (t|lt) #0 et R = o, .

3) (t'|t") #0 et R = o,

4) (tlt) #0, (¢'It') #0 et R = o,00.

Démontrons a). Sit = 0, on a R = al, donc R = 1. Supposons ¢t # 0 et écrivons RR = 1. On
obtient
atih + awt + (tt)wid = (1 - a?)1.

Comparant les rangs des deux membres, on voit qu’ils doivent étre tous deux nuls, ce qui impose
que @ = *1 et que w et t soient proportionnels. Posant w = ut, on obtient alors a = +1 et
#(2a + p(tt)) = 0. On a donc, ou bien u = 0, donc R = a1, ou bien (t[t) # 0 et u = -2a/(tit),
soit B = —ag¢. On conclut en écrivant det(R) = 1.

Démontrons b). Si ¢ et ¢’ sont proportionnels, alors R s’écrit €1+ ut et on applique a). Supposons
que ¢ et t' ne soient pas proportionnels. Il existe alors a € E avec (t'la) = O et (tja) = 1. On a
Ra = ea + at. Ecrivant (Ra|Ra) = (a|a), on obtient a(2 + ea(t|t)) = 0. Si a = 0, alors R = €l + vi'
et on conclut d’aprés a). Sinon, on a (t|t) # 0 et a = 2¢/(t|t), soit R = —eoy + vt', ou encore

otR = —€l + (oyv)t'. On applique alors a).



’

2.6 Vecteurs isotropes
On appelle vecteurs isotropes les éléments u de E tels que (ulu) = 0.

Lemme 2.3 — Soient u et v deuz vecteurs isotropes de E tels que (ulv) = 2.

a) Il existe une unique base orthonormée directe (e1,€z2,€3) avec u = €1 + 1ey et v =

ey — ie;. Posons e = lunv. On a e = ie3, (efv) = (elu) = 0, (ele) = -1, eAv = v,
eANu=—uetuAv=2e.

b)) I existe une suite de scalaires Ay, Az, ... et une sutte de rotations Ry, Ra,. .. tels que
la suite A\ Ry, A2 Rs,... ait pour limite uv.

Pour a), il suffit de prendre ¢; = %(u +v), e2 = %(u — v) et e3 = €1 A e2. Démontrons b). On a
(ub)u = 2u, (ub)v = O et (ud)e = 0. Soit A € C. Notons R(}) I'élément de M tel que Rv = Av,
Ru= }u et Re=e. Il est clair que R appartient & R. Alors P’application 2AR()) envoie u sur 2u,

e sur Ae et v sur A2v. Lorsque A tend vers O, elle tend vers uv.

Lemme 2.4 — a) Soit v € E un vecteur isotrope non nul. Il eziste un vecteur u € E avec
(ulu) =0, (ulv) =2.

b) Soient v et w deuz vecteurs non proportionnels avec (vlv) = 0. Il existe un vecteur
u € E avee (ulu) =0, (u|v) =2 et (ujw) =0.

¢) Sotent v et w deuz vecteurs avec (v|v) =0, v #0, (v,w) =0 et (wlw) = 1. Il existe

une base orthonormée directe (e,e2,€3) avec v = e; — ez et w = Tes.

La partie a) est un cas particulier de b). Prouvons b). Puisque v et w ne sont pas proportionnels, il
existe up € E avec (ug|lw) = 0 et (uolv) = 2. Soit u; € E engendrant la droite orthogonale a v et w.
Distinguons deux cas. Si {v|w) = 0, alors u; est proportionnel & v, donc (uo{u1) # 0 ; si (vlw) # 0,
alors u; n’est pas proportionnel & v, donc (uiju;) # O (noter qu'on a (v|v) = 0 et (vjuy) = 0).
Dans les deux cas, le polynome (ug + Xu;|ug + Xuq) n’est pas constant. Si a est une racine de ce
polynome, alors u = ug + au; répond a la question.

Prouvons c). Appliquant b), puis le lemme précédent, on obtient une base orthonormée directe
(e1,€2,€3) avec u = ey + 1€y et v = ey — tez. Puisque w est orthogonal & u et v, il est colinéaire &

e3 donc égal a tes.

2.7 Le stabilisateur d’une droite isotrope

Soit t € E un vecteur isotrope non nul. Nous allons déterminer le groupe R;. Choisissons un
vecteur isotrope u avec (tju) = 2 (lemme 2.4, et posons e = fuAt. On a (eft) = (efu) =0,
(ele) = -1, ent =t (lemme 2.3). Soit R € R;. On a Rt = ut, avec p € C, pu # 0. Ainsi
(Relt) = (e|R7*) = u~'(e[t) = 0, donc Re = ae + vt, avec « et v convenables. Mais la
relation Re A Rt = R(e A t) = Rt implique alors @ = 1, donc Re = e + vt. Enfin, puisque
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(Ru|Rt) = (ult) = 2, (Ru|Re) = (ule) = 0 et (Ru|Ru) = (ulu) = 0, on obtient en définitive
R=R,, avec
20 VE

1
R,,t=ut, R,,e=e+uvt, R, ,u= ;u + 76 + —u—t.

Le groupe R, est de dimension 2, il est formé des transformations R, avec pue C,veC
et u#0.0na R, Ryt Rup yrvi.

2.8 Limites de similitudes

Si t et t' sont deux éléments de E avec t # 0, t' # 0 et (t]t) = (t't') # 0, il existe R € R
avec Rt = t' : choisissant o € C avec a? = (t|t) = (#'|t'), on peut en effet trouver deux
bases orthonormées directes (e1,e2,€3) et (e}, e, ¢€h) telles que ¢t = ae; et t' = ae}. Deux
matrices orthogonales R telles que Rt = ¢’ se déduisent 'une de 'autre par multiplication
a droite par un élément convenable de R

Si ¢ et t' sont deux éléments de E avec (tjt) = (#'|t') = 0, il existe R € R avec Rt — ¢' -
on peut en effet trouver d’aprés 2.3 et 2.4 deux bases orthonormées directes (e1,€2,€3) et
(€}, €y, €5) telles que t = e, + de, et ' = e} + 1€y, Deux matrices orthogonales R telles que
Rt = t' se déduisent I'une de I’autre par multiplication & droite par un élément convenable

de Rt.

Lemme 2.5 — L’adhérence dans M de l’ensemble CR formé des matrices AR avec A € C
et R € R est la réunion disjointe de CR et de Pensemble des wi ou v et w sont deur

vecteurs isotropes non nuls.

Soit u un élément de M limite d’une suite (MiR;) avec \; € C et B, € R. Soit z € E. On a
(uz|uz) = limA?(R;z|R;z) = limA¥(z|z). Prenant z tel que (z]z) # 0, on en déduit que la suite (A%)
tend vers une limite. Passant & une suite extraite, on peut supposer que J\; tend vers une limite A.
Si A #0, alors R; tend vers A~ !lu, qui appartient nécessairement & R, et on a u € CR. Si A = 0,
alors (uzjuz) = 0 pour tout z, ce qui impose que u s’écrive w# avec (w|w) = 0. Le méme argument
appliqué & & montre que (v|v) = 0.

Inversement, soient v et w dans E avec v # 0, w # 0 et (v|v) = (wjw) = 0. D’aprés 2.4, il
existe u avec (ulu) =0 et (ulv) = 2. D’aprés 2.3, il existe des suites (A:) et R;, avec limz\,-Ri = uv.
Si R € R est tel que w = Ru, on a wi = limA; RR;.



3 La variété V

3.1 Les équations

On considére I’application de R x E dans M qui au couple (R, t) associe la matrice p(R,t) =
T:R de 'application y — R(y) A t. Si B = p(R,t), on a

BB = -T,RRT, = -T?, tB =1{T,R, det(B)=0.

On tire de 13 et de 2.1

1 . ...
ETr(BB)l - BB=tt, tB=0, det(B)=0. (1)
et donc )
ETr(Bia)B -~ BBB =0, det(B)=0, (2)
Pour B € M, définissons F(B) € M par
1 ~ ~ .
F(B) = §Tr(BB)B — BBB (3)

et notons F; ;(B) les neuf coefficients de la matrice F(B). Les relations (2) donnent donc
les dix équations Fy;(B) = O,..., F33(B) = 0, det(B) = 0 qui sont toutes homogénes
du troisiéme degré par rapport aux coefficients de B. Ces dix équations sont linéairement
indépendantes ; on peut le vérifier par force brute ; nous le constaterons plus loin. Soit V
la sous-variété algébrique (conique) de M définie par ces équations.

Notons que V est stable par I’application B — B, ainsi que par les applications B — BS

et B— SB, pour S € R. Cela résulte en effet des relations
F(B) = F(B)", det(B) = det(B),

F(BS) = F(B)S, F(SB)=SF(B), det(BS) = det(SB) = det(B).

Si B = o(R,t), on a d’ailleurs B = RT, = R™'T_, = R"'T_.RR™' = p(R™},-R™!t),
BS = T\RS = p(RS,t) et SB = ST,S'"SR = p(SR, St).

 Notons G le groupe algébrique C*x R x R. Il opére sur M de la fagon suivante. L’élément
(X, S,8') de G transforme l’application B en I’application ASBS'"!. Alors V est stable par
cette action. On a (A, S, S")p(R,t) = p(SRS'™1,St). L'image de ¢ est donc la réunion
de deux orbites U,; et U; de G, images respectives de I’ensemble des couples (R,t) avec ¢

non-isotrope ou isotrope.



3.2 Le morphisme ¢

Pour tout couple (R,t) € R X E, on a p(R,t) € V et on obtient ainsi une application (un
morphisme de variétés algébriques) o de R x E dans V. Notons quelques propriétés de

cette application:

a) On a o(R,0) = 0 ; plus généralement, ©(R, At) = Mp(R,t). Sit #0, alors ©(R,t) #
0. Ainsi, p définit un morphisme de la variété R x PE dans la sous-variété projective PV
de I'espace projectif P M.

b) Si t # 0, alors p(R,t) est de rang 2.

¢) Si B = p(R,t), on a Tr(BB) = 2(t|t).

d) Si R et t sont réels, alors ©(R,t) est réel. Inversement, on verra ci-dessous que si
B = p(R,t) est réel, alors t et R sont réels.

e) Soit t € E avec (t|t) # 0. On a T,0;, = —T, = T_;, donc p(o:R, —t) = p(R,t) pour

tout B € R. Inversement :

PROPOSITION 3.1 — Soient R € R ett € E avec t # 0. Sotent R' € R,t € FE et
a € C avec a # 0 et p(R',t') = ap(R,t). On a, soit R' = R et t' = ot, soit (t|t) # 0,
t'=—at et R' = o,R.

La relation donnée s’écrit aussi zAt' = aRR'z At pour tout z. On a par conséquent (t{z A t') =0
pour tout z, donc (z{tAt') = 0 pour tout z, et les deux vecteurs ¢ et ¢’ sont proportionnels. Posons
t' = Bat, de sorte qu’on a RR'z — Bz) At =0 pour tout z. On peut écrire RR' = B1 + tw pour un

w convenable et on conclut en appliquant 3 R'R le lemme 2.2 a).

PROPOSITION 3.2 — L’application o est étale en tout point (R,t) avec t #0 : son

application tangente en un tel point est tnjective.

Soit € une variable de carré nul. Un point infiniment voisin du point (R,t) sur M s’écrit ((1 +

€T,)R,t + ew) avec v et w dans E. Son image par ¢ est
(Tt + €Tw)(1 + €T,)R = (R, t) + ¢(T\T, + Tw)-

Le noyau de ’application tangente 3 ¢ au point (R,t) s’identifie donc i l’ensemble des couples
(v, w) d’éléments de E tels que T:T, + T, = 0. Dire qu’il est réduit a zéro signifie que T,T, ne
peut étre antisymétrique que si v = 0. Or, d’aprés 2.1 c),ona T}T, + T,T: = v + ti + 2(vt)1. La
condition cherchée s’écrit donc vt + t§ = —2(tlv)1. Considérant les rangs des deux membres, on
obtient v + ¥ = 0, d’ou aussitét v = 0.

THEOREME 3.3 — a) Tout élément B de V est de rang < 2. Pour que B €V soit de
la forme ©(R,t) avec t # 0, il faut et il suffit que B soit de rang 2. Si B est réel, alors R

et t sont réels.
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b) Soit B € M. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1)onarg(B)<let Be,

2)onarg(B) <1let Tr(BB) =0,
3)onaaBl§=OouBB=0,

4) il eziste v et w dans E avec (v|v)(w|w) =0 et B = wv.

a) Supposons B € V de rang 2. Puisque (%Tr(BB)l - BB) B = 0, la matrice %’I‘r(BB)l - BB
est nulle ou de rang 1. Le premier cas est exclus : il donnerait en effet BB = A1, avec A =
%Tr(BB)B = 2, donc BB = 0, ce qui est impossible, puisque B et B sont de rang 2. Ainsi, la
matrice symétrique %Tr(BB)l — BB est de rang 1, donc s’écrit tt pour un élément convenable ¢
non nul de E. Puisque t{B = 0, on a tB = 0. Prenant par ailleurs les traces des deux membres
de la relation %Tr(Bf?)l ~ BB = ti, on trouve Tr(BB) = 2(t|t), et en définitive d’aprés 2.1 d),
BB = —T? avec tB = 0. Si B est réelle, alors la matrice symétrique -T} = BB est réelle et
positive, donc t est réel (2.1 e). Prouvons maintenant qu'il existe R € R avec B =T R.
Supposons d’abord (t|t) # 0. Remplagant B par un multiple convenable, on se ramene au cas
ot (t|t) = 1. On peut alors trouver une base orthonormée directe (e1,€2,¢e3) de E telle que t = e;.

Si t est réel, on peut prendre les e; réels. On a Bel =Bt= 0, posons Bez =, Beg =w.On a
(v|v) = é9BBe; = —éthTtez = (eg /\t|eg A t) = (—e3i - 63) =1,

et on voit de méme que (w|w) = 1, (w|v) = 0. [ existe donc une base orthonormée directe (f1, f2, f3)
avec fo = w,’fg = v, qui est réelle si B est réel. Soit alors R € R la rotation telle que Rf; = ¢;, qui

est réelle si ¢ est réel. On a —RTie; =0 = Bel,
—RTteg = —R(eg A t) = R€3 =fy=v= Beg.

On vérifie de méme Que —kTg€3 = Beg. Cela prouve que —th = B donc T:R = B.

Ceci régle le cas ou (t|t) # 0. Supposons maintenant (tjt} = 0. On a donc BB = —ti (en
particulier, ni B ni t ne sont réels). D’aprés les lemmes 2.4 et 2.3, il existe une base orthonormée
directe (ey,ez2,e3) de E telle que t = e; — te2. Posons l~5’e1 = u, E}ez = v, Beg = w. Puisque Bt = 0,

on a u = tv. Par ailleurs
(v]v) = €3 BBe; = —éxttes = —(t|e2)? = 1,

et de méme (w|w) = 0, (w|v) = 0. D’aprés le lemme 2.4, il existe une base orthonormée directe
(f1, f2. f3) avec w =1 fy — fa et v = £ f3. Si on change ¢t en —t, ce qui est loisible, on peut changer
e1 et ey de signe, donc aussi v, sans changer e3, donc sans changer w. On peut donc conserver la
base (f;), tout en changeant v de signe. Cela permet d’imposer v = f3. Soit alors R € R la rotation

telle que Rf; = ¢,. On a

—RTie; = —k(el A (er — teg)) = iRes=ifs=tv=u= Be,.
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On vérifie de méme que —RTse; = Bey et —RTyes = Bes. Cela prouve que —RT, = B donc
TtR = B, ce qui achéve de démontrer a).

b) Chacune des quatre conditions proposées implique que rg(B) < 1, c’est-a-dire qu'il existe v
et w dans E avec B = w¥. On a alors BB = (w|w)vd, BB = (v|v)wiv, Tr(BB) = (v|v)(w|w) et

F(B) = - }(v|v)(w|w)w¥. Chacune des quatre conditions est donc équivalente & (v|v)(w|w) = 0.

Remarque 3.4 Pour tout B € V, on a rg(%Tr(Bf?)l — BB) < 1 et, sit est tel que
1Tr(BB)1 ~ BB =tt, on a« BB = —T? et Bt =0.

C’est en effet ce que 'on a vu au cours de la démonstration de a) lorsque rg(B) = 2,

et cela se vérifie par un calcul immédiat lorsque rg(B) < 1.

De 3.2 c) et des énoncés précédents, on tire :

COROLLAIRE 3.5 — La variété V est réunion disjointe de cing orbites de G. L’orbite
U,: est ouverte dans V. Elle est formé des B € V tels que Tr(Bf?) # 0 et p induit au
dessus de cette orbite un revétement de degré 2 formé des couples (R,t) avec (t|t) # 0.

PROPOSITION 3.6 — La variété conique V est irréductible et de dimension 6. De

maniére équivalente, la vari€té projective PV est irréductible et de dimension 5.

Puisque Up,; est irréductible et de dimension 6, il suffit de prouver que tout élément de V est
adhérent a Up;, c’est-a-dire d’aprés le théoréme 3.3, que si v et w sont deux vecteurs non nuls de £
tels que (v|v)(w|w) = 0, la matrice B = wi est limite d’une suite de matrices de la forme p(R;, ¢;).
Quitte a remplacer B par B, on peut supposer que (v|v) = O et, par un deuxiéme passage & la limite
que (wiw) # 0. D’aprés le lemme 2.4, il existe u € E tel que (ulu) = 0, (ulw) =0 et (ulv) = 2, et
d’apres le lemme 2.3, il existe une suite de scalaires (A;) et une suite de rotations (R;) telles que

lim A\;R; = ud. Puisque (u|w) =0, il existe t € E tel que w = T;u. On a donc

lim (p(A]'t, R]) = lim TA]'C RJ' = lim Tg/\jRj = Tguf} = wv = B.

‘4 La situation réelle

Notons Vr = ¥V N MR I’ensemble des points réels de V et PVg son image dans PMg. Du

paragraphe précédent, on tire :

PROPOSITION 4.1 — L’application Rgr x Er — Vg déduite de ¢ est surjective.
L’application Rg x PER — PVR déduite de p est un revétement de degré 2.
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Lemme 4.2 — Soit B € M. Posons comme ci-dessus F(B) = %Tr(BB)B — BBB. Ona
Te(F(B)F(B)) = —%Tr(BfB)Tr(F(B)B) + 3det(B)2. (4)

Notons X la matrice BB et posons
n = Tr(X), rz = Tr(X?), r3 = Tr(X?).
Par les formules de Newton, on a

1 3
T3 = —iff + §T1T2 + 3det(X) (5)

et évidemment det(X) = det(B)?. Par ailleurs, on a F(B)B = ;Tr(X)X - X?, donc

T(F(B)B) = 57t~ 1. ©)

Enfin, on a F(B) = (1Tx(X)1 - X)B, donc F(B) = B(}Tr(X)1 - X) et

F(B)F(B) = (%mxn - X)X(-;—'I‘r(X)l ~ X) = X3 - Te(X)X? + i’l‘r(X)ZX.

Prenant les traces, cela donne
~ 1
Tr(F(B)F(B)) =3 - nr2 + er. | (7)
On déduit alors aussitot (4) de (5), (6) et (7).

Il résulte notamment de la formule ci-dessus que I’idéal engendré par les neuf premiéres

équations F; ; de V contient la fonction B — det(B)?.
Pour B € M, posons
- 1 . -
f(B) =Tr(F(B)B) = ETr(BB):' — Tr((BB)?).

C’est un polynéme du quatriéme'degré en les coefficients de B. D’apreés la proposition

ci-dessus, on a
S F,,(B)? = Te(F(B)F(B)) = —-;-Tr(BB)f(B) + 3det(B)".

Si B appartient & V, on a F(B) = 0, donc f(B) = 0. Inversement, si f(B) = 0 et
det(B) = 0,0on a ¥ F, ;(B)? = 0. Si B est réel, alors les F; j(B) sont réels et cette derniére
condition implique F(B) =0, donc B € Vg. Compte-tenu de 4.1, on obtient :

PROPOSITION 4.3 (O.Faugeras) — Pour que B € Mg appartz'énne a VR, c’est-a-dire
soit de la forme o(R,t) avec R € RR et t € ER, il faut et il suffit qu’on ait det(B) =0 et
7(B) = 0. = -
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5 Sous-variétés linéaires de V

Nous nous proposons de déterminer les sous-variétes’ linéaires de PE contenues dans PV
ou, ce qui revient au méme, les sous-espaces vectoriels de E contenus dans V. Si L est un
tel sous-espace, il en est de méme des sous-espaces L™, RL et LR, avec R € R, ou l'on

pose évidemment
"={B|Be L}, RL={RB|BeL},LR={BR|Be€ L}. (8)

Remarquons par ailleurs que, puisque la sous-variété V est définie par des équations

cubiques, toute droite qui la coupe en plus de trois points y est contenue toute entiere.

5.1 Exemples

L’ensemble Tr des T; ou t parcourt E est un sous-espace vectoriel de dimension 3 de M
contenu dans V. On a Ty~ = Tg et TgR = RTg. Il résulte de 3.1 que les sous espaces T R
sont tous distincts.

Soit u € E avec u # 0 et (u|u) = 0. L’ensemble Eu des v, ol v parcourt E est un sous-
espace vectoriel de dimension 3 de M contenu dans V. Il en est de méme de ’ensemble uE

formé des uv. Deux vecteurs u proportionnels donnent les mémes sous-espaces E# (resp.
wE). On a (Ei)” = wE, RE# = Ei, EiR = ERu, etc.

5.2 Les sous-espaces M;

Les deux lemmes suivants donnent d’autres exemples de sous-espaces vectoriels de M

contenu dans V.

Lemme 5.1 — Soitt € E un vecteur non-isotrope. Notons M, le sous-espace vectoriel de
dimension 2 de M dont T; et T} forment une base. Alors M, est contenu dans V : c¢’est
’adhérence de l’ensemble CT,R; formé des AT R, ot A parcourt C et ou R parcourt le
sous-groupe R de R. Pour tout B € M, on a Bt =0 et B(E) C t*.

On peut supposer que (t|t) = 1. Choisissons alors une base orthonormée directe (e1, ez, e3) avec
t = e;. Alors 'ensemble CT;R; est formé des matrices

0 0 O\/1 0 O 0 0 ©
Ao 0 1|0 a -8l=[0 A8 Aa| =raTi- IBTE,
0 -1 0/\0 -8 a )  \0 =-xa A3

ol «, 3 et A sont trois scalaires tels que a? + 3% = 1. On conclut aussitét.
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Lemme 5.2 — Soit t € E un vecteur isotrope non-nul et soit M, le sous-espace vectoriel
de M formé des B € M tels que Bt = 0, B(t*) C Ct et B(E) C th. Alors M, est de
dimension 3 et est contenu dans V : c’est Uadhérence de Uensemble CT:R: formé des

AT.R, ot A parcourt C et ot R parcourt le sous-groupe R:.

Choisissons des vecteurs u et ¢ avec les propriétés du lemme 2.3 : on a (u|u) = (e|t) = (elu) =0,
(ele) = —1, (tlu) = 2. Le sous-espace M; est formé des applications linéaires de la forme (t —

0, e— at, u+ Pe+7t). On a vuen 2.7 que les éléments de R; sont les R, , avec

12 vt
R, t=ut, Ryye=e+vt, By u=—u+ e + —t.
T TR

Cela donne TtR,,t =0, TyR, e = vt, TeRyyu = %e-i— %"t. Ainsi, ’ensemble CT; R, est bien dense
dans M;. Comme il est contenu dans V, il en est de méme de M;.

THEOREME 5.3 — Les sous-espaces TgR (avec R € R), E@ (avecu # 0 et (ulu) =0),
uE (avecu # 0 et (ulu) =0) et MR (avect #0 et R € R ) sont les sous-espaces vectortels

mazimauz contenus dans V.
La démonstration utilisera plusieurs lemmes.

Lemme 5.4 — Soient A et B deuz éléments de M tels que A+ AB soit de rang < 1 pour
tout scalaire X. Il existe alors z, y et z dans E avec, soit A =zy et B = Tz, soit A = z2

et B = yz.

Prenant A = O et A = 0o, on trouve que A et B sont de rang < 1, et on peut écrire A = zy et
B = u#. Il ’agit de prouver que, soit y et v sont proportionnels, soit z et y sont proportionnels. Or,
si y et v ne sont pas proportionnels, on peut trouver des vecteurs a et b avec (y|a) = 1, (y|b) =0,
(via) = 0 et (v[b) = 1. On a alors (A + AB)a = z et (A + AB)b = Ay, ce qui impose, en prenant

A # 0, que z et y soient proportionnels.

Lemme 5.5 — Soient A, B et C trois éléments de M tels que A+AB+AXC soit symétrique
et de rang < 1 pour tout scalaire X. Alors, ou bien il eziste = et y dans E avec A = zz,
B =z + yZ et C = yy, c’est-d-dire A+ AB + AC = (z + Ay)(z + Ay)", ou bien il existe

z € E tels que A, B et C soient proportionnels d zZ.

La condition donnée impose d’abord que A et C sont symétriques et de rang < 1, donc qu’il existe
z et y avec A =zZ et C = yy. ‘

Supposons d’abord que z et y ne soient pas proportionnels. Il existe alors des vecteurs a et b
avec (z|a) = 1, (z{b) =0, (yia) = 0 et (y}b) = 1. Posant U(XA) = A+ AB + A%C, on en déduit

U(M)a =z +ABa, U(A)b=A(Bb+ Ay).
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Ainsi, les deux vecteurs z+ ABa et A(Bb+ Ay) doivent étre proportionnels pour tout A. Cela impose
que Ba s’écrive ay et Bb s’écrive Bz, avec aff = 1. Mais, puisque (b|U(A)a) = A(b|Ba) = Aax et
de méme (a|U(A)b) = A(a|Bb) = AB, on doit avoir & = # = £1. Changeant z en —z si nécessaire,
on obtient Ba = y et Bb = z, c’est-a-dire B = z§ + yZ + B', avec B'a = B'b = 0. Comme cette
derniére condition est vraie pour tous les choix possibles de a et b, elle impose B' = 0.

Il reste a traiter le cas ol z et y sont proportionnels. On notera que si A ou C est nul, alors la
conclusion résulte du lemme précédent. On peut donc supposer que = et y sont non nuls, de sorte

que y = vz avec 7 € C et v # 0. Pour tout vecteur a, on a alors U(A)a = (1 + A%y?)(z|a)z + A Ba.
142242
x

Par conséquent, 'application B+ zz doit étre symétrique et de rang < 1 pour tout A, ce qui

impose que B soit proportionnel a zZ.

Lemme 5.6 — Sotent t et t' deuz vecteurs non nuls de E, et soient R et R' dans R.
Supposons que Ap(R,t) + Np(R',t') appartienne @ V pour tout couple de scalaires (A, \').
On est alors dans l’un des cas sutvants:

a) on a R = R', auquel cas \p(R,t) + Np(R',t') = o(R, At + A't') ;

b) on a (t|t) # 0 et o, R = R', auquel cas A\p(R,t) + Np(R',t') = p(o:R, —At + A't') ;

¢c) ona (t't') # 0 et R =o0pR', auquel cas \p(R,t) + Np(R',t') = o(R, At = \'t) ;

d) on a (t|t) # 0, ('it') # O et o:R = ovR', auquel cas A\p(R,t) + Np(R',t') =
o(o R, —At — A't") ;

e) t ett' sont proportionnels et (t|t) # 0, auquel cas RR'™! appartient ¢ R}, et les deur
matrices p(R,t et p(R',t') appartiennent au sous-espace M;R = My R' de dimension 2 ;

f) t et t' sont proportionnels et (t|t) = 0, auquel cas RR'™! appartient @ R; et les deuz
matrices ¢(R,t) et o(R',t') appartiennent au sous-espace MR = My R' de dimension 3.

On a Ap(R,t)+ Np(R',t') = (T5tRR'""1+ A'Tu)R', ce qui, en changeant de notations, nous raméne
a traiter le probléme suivant : déterminer les triplets (R,t,t') tels que TR + ATy appartienne a V
pour tout A € C.

Posons B(A) = TR+ ATy. On a — B(\)B(A) = T? + A(T:RTw + Ty RT;) + A\*T%, d’ou

. 1 ~ . - -
—-B()\)B(}) + 5 Tr(B()B()1 = tt + \(T,RTw + T RT, — Tx(T, RTy)1) + A

D’aprés 3.4, 'expression précédente est de rang < 1 pour toute valeur de A, et si on choisit p(A) € E
tel que
©(MN)@(A) = tt + A(T: RTy + Tu RT: — Tr(T: RTy)1) + A%t (9)

on a

B(A)B(A) = -T%y, BWe(d) =o0. (10)

Supposons d’abord que ¢ et ¢' ne soient pas proportionnels. D’aprés le lemme précédent, on

peut trouver € = %1 tel que p(A) = t + eAt’ satisfasse a (9) et on a alors
T:RTy + Ty RT, — Tx(T:RTy)1 = €(ti' + '7).
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Calculant les traces des deux membres de cette derniére relation et éliminant, on obtient alors

TtRTt' + TthTt = G(tzl + t'f + ((tit,) + (t,it))l) = G(Tng' + Ttng),

~

En définitive, on a T:(R — €1)Ty + Ty (R — €1)T¢ = 0, ou encore T¢(R — €1)Ty =T, pourun v € £
convenable.

Par ailleurs, larelation B(A\)p()) = 0 s%écrit aussi (RT;+ ATy )(t+€rt') = 0, soit RTt'+eTyt = 0,
ou encore R(tAt') = et At'. Il en résulte que t Av =Tyt = T}(R — €1)Tut = T(R — el)(t At') =0,
et de méme t' Av = 0. Donc v = 0 et T; RTy = eT;Ty. 1l existe donc u avec RTy = €Ty + ti. Mais,
puisque RTyt = R(t At') = et At' = €Tyt et que RTpt' = 0 = Tpt', on a (uft') = (u|t) =0, donc
u=—Bt At = —BTut. Cela donne RTy = €Ty + BttTy, soit R = el + Btt + vt'. On applique alors
le lemme 2.2 et on obtient les cas a) & d).

Supposons maintenant que ¢ et ¢’ solent proportionnels et revenons aux relations (9) et (10).
Le lemme précédent impose alors que T;RTy + Ty RT: - Tr(T; RTy)1 soit proportionnel a tt, ce
qu’on peut écrire aussi T; RT; + TJ-ZTt — Te(T:RT:)1 = 2att avec a € C convenable, ou encore
T.(R+ R — al)T, = 0, ce qui signifie que la matrice A = R+ R - 2al applique le plan orthogonal
a t dans la droite engendrée par t, ou encore que (z|Ay) = O pour tous vecteurs z et y orthogonaux
a t. Distinguons alors deux cas suivant que (t|t) est nul ou non.

Supposons dans un premier temps (t|t) # 0. Il existe une base orthonormée directe (e, €3, €3)

avec t proportionnel a e;. Les conditions données sur A s’écrivent donc
(e2]Aez) =0, (ez]|Aez) =0, (e3|Aez) =0, (e3|Ae3) =0,

soit encore, par un calcul immédiat (e|Rez) = (e3[Res) = a, (e2|Rez) = —(e3|Rez). Ainsi, on peut
écrire Rey = re;+ae;+fes et Res = yey —Pes+ae3. Mais cela impose zy = (Releeg)‘ = (ez]es) =0
et 2 = (Rez|Res)—a? ~ % = 1-a® - 8% = (Res| Res)—a®—B% = y*. Par conséquent, r et y sont nuls
et onaa’+p4? = 1. Mais (R 'e1|e2) = (e1|Rez) = z = O et de méme (R™!e;]e3) = (e1|Re3) = y = 0.
Par conséquent, R~ le; est proportionnel  e;, donc égal a ee;, ce qui implique Rt = ¢t. Dans la

base choisie, on a

e 0 O
R=]|]0 a -7
0 8 a

donc ¢ = det(R) = 1. En définitive, on a R € R, et on peut appliquer le lemme 5.2. On en déduit
le cas e). '

Supposons enfin que (t{t) = 0. Choisissons des vecteurs u et e avec les propriétés du lemme 2.3 :
on a (uju) = (elt) = (elu) =0, (ele) = —1, (tlu) = 2. L’orthogonal de ¢ est engendré par ¢ et e. La
condition donnée sur A donne (t|At) = 0, c’est-a-dire (¢|Rt) + (t| Rt) = O donc (¢|Rt) = 0. Ainsi Rt
est combinaison linéaire de t et e ; mais (Rt|Rt) = (t|t) = O, donc Rt = ut et R appartient a R,.

Cela donne le cas f) et achéve la démonstration.

Passons a la démonstration du théoreme. Comme il est immédiat qu’il n'y a pas de relation

d’inclusion stricte entre les sous-espaces de la liste donnée, il suffit de prouver que tout sous-espace
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vectoriel L de M contenu dans V est contenu dans I’'un des sous-espaces de cette liste. Comme cela
est clair (théoréme 3.3) si dim(L) < 1, on peut supposer que dim(L) > 2.

a) Supposons d’abord que l'on ait rg(B) < 1 pour tout élément B de L. Soit B € L non
nul. Alors B peut s’écrire ud avec (u|u)(v|v) = O (théoréme 3.3). Soit B' un élément de L non
proportionnel & B. Il existe w € E avec, soit B' = w? soit B' = ui (lemme 5.4). Supposons pour
fixer les idées que I’on soit dans le premier cas. Alors, pour tout A € C,ona (u+Aw)d = B+AB' €
L ¢V, donc (u + Aw|u + Aw)(v|v) = 0 (théoréme 3.3). Comme w n’est pas proportionnel 3 u,
on ne peut pas avoir (u + Awju + Aw) = 0 pour tout A. Cela impose donc (v|v) =0, et B et B'
appartiennent tous deux & E?. De méme, dans le cas ot B' = u®, on a (u|u) = 0, et B et B'
appartiennent tous deux a uE. En conclusion, on est dans I’'un des trois cas suivants :

1) (ulu) # 0 ; alors (vlv) =0et L C E%.

2) (v|v) # 0 ; alors (uju) =0 et L C uk. ,

3) (uju) = (v|v) = 0 ; alors L € E¥U uk. Mais un espace vectoriel qui est contenu dans une
réunion de deux sous-espaces est contenu dans l'un d’eux.

b) Supposons qu’il existe B € L avec rg(B) = 2. Ecrivons B = ©(R,t) (théoréme 3.3). Si
(t|t) # 0, on a aussi B = p(0:R, —t). 1l suffit de prouver que 'on a B' € TR U MR si (t|t) =0,
et B' € TeRUTgo:RU MR si (t|t) # 0. Mais les éléments B’ de L tels que rg(B') = 2 forment un
ouvert dense de L et il suffit de vérifier les appartenances précédentes lorsque rg(B') = 2. Ecrivons
alors B' = p(R',t') (théoréme 3.3). Pour tout couple de scalaires (A, X'), on a Ap(R,t)+ N (R, t') €

L C V et la conclusion cherchée résulte du lemme 5.6.

COROLLAIRE 5.7 — A chaque élément R de Ry est associé un plan de PER, contenu
dans PVR, formé des images des points T, R pour t € ER. On obtient ainst tous les plans
contenus dans PVgr. Outre les droites des plans précédents, les droites contenues dans
PVg sont associées auz points de PER : d t € ER, on associe la droite qui joint les points

images de T; et T}.

6 Le degré de V

Soit t € E avec (t|t) # 0. Notons N, C M le sous-espace vectoriel de dimension 4 de M
formé des B € M satisfaisant aux deux conditions Bt € t! et B(t+) C Ct. Le sous-espace
N ne dépend que de la droite engendrée par t, et on peut supposer que 'on a (t|t) = 1,
ce que nous faisons désormais. Puisque les sous-espaces Ct et t* sont supplémentaires,
la donnée d’un élément B de N, équivaut a celle des deux vecteurs u = Bt € tt et
v=Btet!. On aen effet |

Bz = (z|t)u + (z|v)t, T € E.
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Soit Q; C V la sous-variété conique

Q. =N,nV={BeV|Btet", B(t')c Ct}.

~

Lemme 6.1 — Q, est un cone quadratique de dimension 3. Ses points sont les trans-
formations de la forme z — (z|t)u + (z|v)t ot u et v sont deuz vecteurs de t* tels que
(u|u) = (v|v). Ce sont aussi les éléments de l'une des trois formes suivantes :

a) les p(R,w) avec w € t* et RE€ R ;

b) les ut avec u € t* et (ulu) =0 (ces éléments forment deuz droites) ;

¢) les t avec v € t* et (v|v) = 0 (ces éléments forment deuz droites).

Représentons les éléments B de M par leurs matrices dans la décomposition de £ en somme directe

de la droite Ct et du plan t1. Ce sont des matrices d’ordre 2, de la forme

a v
2= (3 1)
: u A

ol a est un scalaire, u et v sont deux vecteurs de t* et A une application linéaire de t* dans
lui-méme. Si B est dans Ny, on a @ =0 et A =0, donc

. 0 2\(0 @ (vlv) O
BB = . -
u 0 v O 0 uu
et Tr(BB) = (u|u) + (v|v). Un calcul facile donne

i 0 (- (e
=5 (o e ")

ce qui entraine la premiére assertion de I’énoncé.

Lorsque u ou v est nul, on trouve les éléments des formes b) et c). Supposons que u et v soient

non nuls.
Dire que (u|u) = (v|v) signifie aussi qu’il existe S € R; tel que Sv = —u (attention : si (ulu) =
(v|v) = 0, on ne peut pas forcément trouver S dans R;).Si St =t, prenons R = S ;si St = —¢,

prenons R = 0;S. Dans les deux cas, on a Rt = €t et Rv = —€u, et donc Br = (z{v)t — (z|Rt)Rv.
Les éléments de Q, sont donc les transformations de la forme Bz = (z|v)t — (z|Rt) Rv, avec v € t+
et Re€ R;.

D’un autre coté, pour w € t+ et R € R, on a ¢(R,w)z = Rz A w. Mais, R étant donné, la
donnée d’un élément w € t+ équivaut a celle d’un élément v € t* tel que w = t A Rv. Pour achever

la démonstration, il suffit donc de prouver que l'on a
(z]v)t — (z| Rt)Rv = Rz A (t A Rv)

pour tout = € E, tout v € t*, et tout R € R;. Notons Bz et B'r les deux membres de ’identité

4 démontrer. Puisque B et B' appartiennent a Ny, il suffit de prouver que l'on a Bt = B't et
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(Bz|t) = (B'z|t) pour tout z € t*. Or, la premiére relation s’écrit —(t|Rt)Rv = Rt A (¢t A Rv),
ce qui est clair, et la seconde s’écrit (z|v) = (Rz A (t A Rv)|t). Mais on a (Rz A (t A Rv)|t) =
((t A Rv) A t|Rz) = (Rv|Rz) = (v|z), et cela achéve la démonstration.

Lemme 6.2 — Supposons t € ER, et soient a et b deuz vecteurs de Er, non-orthogonaur
a t et tels que (t|a)?(b]b) # (t|b)*(ala). Notons L le sous-espace de codimension 2 de M
formé des B tels que (Balb) = (Bbla) = 0. Alors l'intersection de PL avec la quadrique

PQ, est formée de deuz points réels distincts.

Si on introduit les vecteurs c et d de ¢t par

a = (t|a)(t/(t]t) + c), b= (¢[p)(t/(¢]t) + d),

on a (c|¢) # (d|d). Ecrivant comme ci-dessus les éléments de Q; sous la forme Bz = (z[t)u + (z|v)t,
oll u et v appartiennent & t*, on a (Balb) = (alt)(b|t)((u|d) + (v|c)) et une formule analogue pour
(Bbla). 1l s’agit en définitive de déterminer quels sont les couples (u,v) d’éléments de ¢t* satisfaisant

aux trois conditiqns suivantes
(uld) + (vle) =0, (ule) + (v]d) =0, (u|u) = (v]v).
Mais cela s’écrit aussi
(utvjc+d)=0, (u—vjc—d) =0, (u+vju-v)=0.

Or les quatre vecteurs u + v, u — v, ¢ + d, ¢ — d appartiennent a l’espace t' de dimension 2, et
on a {c + djc — d) # 0. Les trois conditions d’orthogonalité ci-dessus impliquent alors que l’'un des
deux vecteurs u+ v et u — v est nul. On a donc v = eu avec ¢ = *1, et les conditions & résoudre se

ramenent a (u|c + ed) = 0. La conclusion annoncée en résulte aussitot.

PROPOSITION 6.3 — Soit (ey,e2,€3) une base orthonormée directe de E. La section
de V par le sous-espace vectoriel N de M de codimension 3 formé des applications B telles
que (Beile;) = (Besles) = (Besles) = 0 posséde sept composantes irréductibles, toutes de
dimension 3 et de multiplicité 1, a savoir :

les quatre plans Tg, Tgo,,, Tgo,, et Tgo,,,

les trois cones quadratiques Q. , Q., et Q.,.

On peut évidemment se contenter de traiter le cas de la base canonique. Le sous-espace vectoriel N
de M considéré est celui des matrices de diagonale nulle. Nous 'identifierons 2 C® par Iintermédiaire

du paramétrage suivant : une matrice générique de N sera

0 =z -b
B = B(z,y,z,a,b,c)=| -¢c 0 =z »
y -a 0O
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Nous allons déterminer la sous-variété ¥ N N de N. On a det(B) = zyz — abc et Tr(BB) =
a® + b2 + ¢® + 22 + y? + z2. Des calculs immédiats donnent
cbz — ayz z(a? + 02+ 2%)  —b(b® + 2% + 2P)
BB=| —c(c® + 2% +¢?) acy — bzz z(b? + c* + z%)
y(a® +c?+y?)  —a(a® +y* +2%) abz — czy

Les dix équations de ¥V U N sont donc

ayz = bcz, abz =czy, bzz=acy, abc=zyz,
a(a? -t - —2?+ P +2%) =0, z(a? — b2 —ct -2+ 7 + 2% =0,
b(-a? +b% -t + 2% -y’ + %) =0, y(—a? + 82 -t + 2t -yt +28) =0,

c(-a? -0+ cF+ 2t +y? - 2% = 2(—a* -+ttt gt -2 =0

Notons au passage que ces dix équations sont linéairement indépendantes, car chaque mondme
n’apparait au plus qu’une seule fois (ce qui prouve ce qui a été annoncé en 3.1). Posons X =

a’—z? = (a+z)(a—z)et deméme Y = b2 —yet Z = c¢? — z2. Les six derniéres relations s’écrivent

aY +Z2-X)=0, z(Y +Z-X)=0,
(X+Z-Y)=0, yX+Z-Y)=0,
(X+Y-2)=0, 2(X+Y -2)=0.

On a par ailleurs a?yz = a(ayz) = a(bez) = z(abc) = z(zyz) = z?yz, donc Xyz = 0. On déduit
ainsi des quatre premiéres équations douze relations Xbc = 0, Xbz = 0, Xyc = 0, Xyz = 0,
Yac=0,Yaz=0,Yzc =0,Yzz =0, Zab =0, Zay = 0, Zzb = 0, Zzy = 0, dont les premiers
membres sont des produits de quatre formes linéaires.

Raisonnons d’abord ensemblistement. Si z = a = 0, alors X = 0 et les équations a résoudre se
résument 3 (Z -Y)y=0,(Z-Y)z2=0,(Z-Y)b=0,(Z~-Y)c=0,cequidonne Z=Y.On
obtient ainsi le céne quadratique d’équations z =0, a = 0 et ¢ + y? = b% + 2%, qui n’est autre que
Qe,. On raisonne de méme si y = b = 0 ou z = ¢ = 0 et on obtient les deux cones quadratiques
Qe, et Q..

Si z ou a n’est pas nul, ainsi que y ou b, ainsi que z ou ¢, on obtient X =Y = Z = 0, soit
r=¢a,y=¢cbet z=¢"cavec e = +1, ¢ = *1, ¢" = £1. Reportant dans abc = zyz, on obtient
¢'e” = 1. Cela donne quatre 3-plans. Le plan z —a = y — b = z — ¢ = 0 est formé des matrices

antisymétriques ; c’est donc Tg. Le plan £ —a =y + b= z + ¢ = 0 est formé des matrices

0 =z y 0 -z -y 1 0 0
z 0 =1z 0 -z 0o -1 0},
y —z O y I 0 0 0 -1

et on reconnait Tga,,. Les deux autres plans sont de méme Tgo., et Tgo.,.
Montrons maintenant que les six composantes irréductibles ainsi déterminées sont de multi-
plicité 1 et plus précisément qu’en chaque point de NNV qui n’appartient qu’a une seule des com-

posantes, ¥ N N coincide algébriquement avec cette composante. En un point du cone quadratiqué
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Q., qui n’appartient & aucune autre composante, la fonction Y + Z — X qui vaut 2Y = 2(y* — b?)
est inversible. Les équations a(Y + Z — X) = z(Y + Z — X) = 0 donnent alors a = z = 0, donc
X = 0. Les équations (X + Z -Y)=y(X+Z-Y)=c(X+Y - 2Z) = 2(X +Y - Z) = 0 donnent
{Z-Y)=y(Z-Y)=¢c(Z-Y)=2(Z-Y)=0,donc Z =Y. De méme, en un point par exemple
duplan z —a =y — b= 2z - ¢ =0 qui n’appartient & aucune autre composante, les fonctions a, b,

¢, z,y, 2, T+ a, y+ bet z+4 c sont inversibles, et on conclut aussitot.

Puisque la variété V N N est de degré 4 x 1+ 3 x 2 = 10, on en déduit :

THEOREME 6.4 — Le cone V est de degré 10. De maniére équivalente, la variété
projective PV est de degré 10.

Par conséquent, une sous-variété linéaire L de codimension 5 générale de M coupe V le
long de dix droites vectorielles ; de maniére équivalente, une sous-variété linéaire projective
PL de codimension 5 générale de PM coupe PV en dix points. De plus, pour un choix
convenable de L, ces dix points sont réels. Plus précisément, & chaque systéme S de dix
vecteurs a,,...,as,b1,...,b; de ER, associons le sous-espace L(S) de M formé des B tels
que (B(a;){b;) =0 pour ¢ =1,...,5.

PROPOSITION 6.5 — L'ensemble des S tels que le sous-espace L(S) soit de codimen-
ston 5 et que l'intersection de PV avec PL(S) soit transversale et formée de diz points

réels appartenant tous a l'i'mage de p, est un ouvert non-vide de Eho.

Le fait que cet ensemble soit ouvert résulte du théoréme des fonctions implicites. Il s’agit de prouver
qu’il est non vide. Choisissons une base orthonormée directe (ey, e2,e3) de ER, et posons a; = b; = ¢;
pour ¢ = 1,2,3. Notons comme ci-dessus N le sous-espace vectoriel de codimension 3 de M formé
des applications B telles que (Bejley) = (Bes|ez) = (Bes|es) = 0.

Soient par ailleurs a, B et v trois nombres réels non-nuls et distincts satisfaisant aux conditions
suivantes :

2% # B2+ 47, 28 £ ¥ + 4%, 297 # o + 7,

et posons

aq = e + ez + e3, by = ey + feg + ves.

Notons N’ le sous-espace vectoriel de codimension 4 de N formé des B € N tels que (Bay|bs) = 0.
Pour chaque couple (a,b) de vecteurs de E'R, notons D, le sous-espace (de codimension 1 ou 0)
de N' défini par la condition (Ba|b) = 0. Nous allons montrer qu’il existe a et b tels que PD,,
coupe PN' NPV en dix points réels distincts appartenant tous 4 ’image de ¢, ce qui suffira. On
peut exhiber un tel couple explicitement, mais on peut aussi raisonner comme suit.

D’aprés la proposition 6.3, PN' NPV est la réunion de quatre droites et de trois coniques.

D’apreés le lemme 6.2, chacune des coniques coupe P Dy, ,, en deux points réels distincts. Le systéme
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des PD,, étant sans point fixe, on peut trouver a et b tels que PD, ; coupe chacune des trois
coniques en deux points réels distincts, et évite I’ensemble fini des points suivants : les points
d’intersection de deux des sept courbes considérées, les éventuels points doubles des coniques (en
fait, el]es sont hon-singuliéres), les points des coniques qui n’appartiennent pas a 'image de ¢.

Alors a et b conviennent.

7 La variété )

7.1 Définitions

Notons B l'espace vectoriel (de dimension 27) des applications bilinéaires E x E — E.
A chaque couple (R,S) d’éléments de R et chaque scalaire non-nul A € C*, associons

’application A € B définie par
A(z,y) = ARz A Sy.

Lemme 7.1 — L’application (A, R,S) — A ainst définie est injective.

Supposons en effet donnés A et A’ non-nuls dans C, ainsi que R, S, R', S’ dans R avec ARz A Sy =
uMR'z A S'y pour tout (z,y). Posant u = A"!]N € C*, U = RR"1€RetV=58S"1cR, ona
donc Uz A y = pz A Vy pour tout (z,y). Si U est différent de 1, il existe = tel que Uz ne soit pas
colinéaire a z ; prenant alors y hors du plan engendré par z et Uz, on obtient une contradiction.

On a ainsi U = 1 et de méme V =1, donc u = 1.

Nous noterons W la plus petite sous-variété algébrique fermée de B contenant I’image
Wyer de I’application précédente. C’est un céne irréductible de dimension 7.

Notons H le groupe algébrique C* x R x R x R. Il opére sur B de la fagon suiv-
ante. L’élément (A\,R,S,T) de H transforme !'application A en l'application (z,y) —
AT(A(R'z,S7'y)). Alors W,., est l'orbite de I'application (x,y) — z A y, donc est ou-
verte dans son adhérence W pour la topologie de Zariski. Le complémentaire de W,,,, dans
W est donc une sous-variété algébrique fermé de W, de dimension < 6, réunion d’orbites
de H. Nous la déterminerons ci-dessous.

L’application bijective C* x R X R — W, est un isomorphisme de variétés algébriques
(car c’est ’application obtenue par I'action du groupe algébrique C* x R x R sur ’élément
(z,y) — z A y). De méme, 'application de R x R dans I'espace projectif PB qu’on en
déduit induit un isomorphisme de variétés algébriques de R‘ x R sur I'ouvert PW,,, de la

variété projective irréductible PW, de dimension 6.
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7.2 327 équations

On peut obtenir des polynémes nuls sur W de la fagon suivante. Remarquons d’abord que
’on peut aussi considérer B comme |’espace des formes trilinéaires sur E : 4 4 € B, on
associe la forme trilinéaire F' telle que F(z,y,2) = (A(z,y)|z). Mais on peut déduire in-
versement d’une forme trilinéaire F six applications linéaires de E dans M. A transposition
pres, on déduit ainsi de tout élément A € B trois telles applications linéaires & — M. De

fagon précise, soit A € B. On note 4, , Ay et A? les trois éléments de M donnés par
A iy = Alzy), Ay:ze— A(z,y), (A%(2)ly) = (A(z,y)]2)

Dans le cas ou A(z,y) = ARz A Sy, on a A, = ©(S,ARz), A, = p(R,-ASy) et
A® = (SR, \S2), ce qui donne

A, €V, Tr(4:A:) =2\ (zlz),
Ay €V, Tr(4,4,) =2)(yly),
AP €V, Tr(A*A%) = 2)%(z|z).

Par conséquent, tout élément A de W,.,, donc aussi tout élément A de W , satisfait aux
trois conditions suivantes :

a) on a Tr(4, A4,) = Tr(A A,) = Tr(A?A%) pour tout z € E ;

b) les formes quadratiques (égales) précédentes sont proportionnelles a la forme stan-
dard (z|z) ;

c) pour tout z € E,ona A, €V, A, €V et AT e V.

Chacune de ces conditions se traduit par I’annulation d’expressions polynémiales en
les coefficients de A. En effet :

a) L’identité des trois formes quadratiques ci-dessus donne douze équations quadra-
ti(iues en les coefficients de A.

b) La proportionnalité de 'une de ces formes avec la forme (z|z) s’exprime par !’an-

6
2

les coefficients de A.

nulation de ( ) = 15 déterminants d’ordre 2, ce qui donne quinze équations quartiques en

c) La condition A, € V pour tout r € E peut se traduire comme suit. Si g est ’une des
dix équations de V dans M introduites plus haut, g{A, ) est homogéne de degré 3 en z, et
son annulation équivaut a dix équations scalaires (car.une forme cubique 2 trois variables
possede dix coefficients). On obtient ainsi cent équations cubiques en les coefficients de A.
On en obtient cent autres & partir de la condition A, €V et cent autres i partir de la
condition A.7 € V. '
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7.3 L’orbite Z

On obtient en définitive 327 fonctions polynomiales nulles sur W. Ces équations ne définis-
sent pas W, comme le montre I’exemple suivant. Soient ¢, t' et t" trois vecteurs isotropes
non-nuls. Notons Z(t,t',t") la partie de B formés des applications dont la forme trilinéaire
associée satisfait aux conditions suivantes :

1) F(t,E,E) = {0}, F(E,t',E) = {0}, F(E,E,t") = {0},

2) F(t+,t', E) = {0}, F(t*, E,t"*E) = {0}, F(E,t'*,t") = {0},

3) F(t*,E,E) # {0}, F(E,t'-,E) +# {0}, F(E, E,t"*) # {0}.

Lemme 7.2 — La réunion Z des Z(t,t',t") est une orbite de H, de dimension 7. Tout
élément de Z satisfait auz conditions a), b) et c) ci-dessus.

Soit A un élément de Z, donc d’un Z(t,t',t"). Notons d’abord que les droites engendrées par t, t'
et t" sont uniquement déterminées par A : par exemple, la premiére est le noyau de I'application
qui & z € E associe A;..
1l existe des éléments de R qui aménent respectivement t' et t" sur t (confer 2.8), donc un
élément du groupe H qui ameéne A dans Z(t,¢,t). Supposons donc A € Z(t,t,t).
D’aprés 5.2, et les conditions 1) et 2), chacune des applications Az, A; et A® appartient & M;.
On en déduit sans difficultés que A satisfait aux conditions a), b) et c). ‘
Choisissons maintenant des vecteurs u et e avec les propriétés du lemme 2.3 : on a (ufu) =
(elt) = (e|lu) = 0, (ele) = —1, (t|u) = 2. Les conditions 1) et 2) signifient qu’il existe des scalaires
a, B, v et 6 avec
A(t,t) = A(e,t) = A(u,t) = A(t,e) = A(t,u) = A(e,e) =0,
Ale,u) = at, A(u,e) = B¢, A(u,u) =~ve+ 6t
Les conditions 3) signifient qu’aucun des trois scalaires a, 8 et v n’est nul. Ainsi, Z(t,t,t) s’identifie
4 (C*)3® x C, donc est de dimension 4.
Le stabilisateur de A dans H est, comme on I’a vu plus haut, contenu dans le sous-groupe
Hyy = C x Ry x Ry x Ry, de codimension 3 dans G. Il nous suffit alors de prouver que Z(t,t,t),

est une orbite de H). Or cela résulte sans difficultés de la description de Z(t,t,t) donnée ci-dessus

et des formules décrivant R; (voir 2.7).
Lemme 7.3 — L’adhérence de Z(t,t,t) contient les deuz applications bilinéaires suivantes
(z,y) — (elz)(tly)t, (I’ y) = (tz A y)t.

Un calcul immédiat montre en effet que ces applications sont de la forme donnée ci-dessus, avec

respectivement a =y =6 =0, = -2eta=2, §=-2,7=6=0
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7.4 Détermination de W

Lemme 7.4 — Les éléments non-nuls de B qui annulent toutes les équations polynomiales
précédentes, c¢’est-a-dire qui satisfont auz trois conditions :

a) on a Tr(Az_;l,,) = Tr(A,z;l_z) = Tr(A?A?) pour tout € E ;

b) les formes quadratiques Tr(A,_;l,,) et (z|z) sur E sont proportionnelles ;

¢cJonaA, €V, Ax. €V et A€V pourtoutz € E ;
forment 9 orbites de H, a savorr : '

i) lorbite W, de dimension 7, formée des A pour lesquels existe R et S dans R et A
dans C* avec A(z,y) = ART A Sy;

it) 'orbite de dimension 6 formée des A pour lesquels il existe R € R et deut vecteurs
isotropes non-nuls u et v, avec A(z,y) = (u|z)v A Ry ;

i1’) Uorbite de dimension 6 formée des A pour lesquels 1l existe R € R et deux vecteurs
y)v A Rz ;

isotropes non-nuls u et v, avec A(z,y) = (u
11”) orbite de dimension 6 formée des A pour lesquels il eziste R € R et deuz vecteurs
isotropes non-nuls u et v, avec A(z,y) = (u|lz A Ry)v ;
i11) les 4 orbites, de dimension 6, 6, 6 et 5, formées des A pour lesquels il existe trois
vecteurs non-nuls u, v et w, dont deuz au moins sont isotropes, avec A(z,y) = (u|z)(v|y)w ;

w) lorbite Z, de dimension 7.

L’ensemble des A, pour z dans E est un sous-espace vectoriel L de M contenu dans V,et z— A,
est une application linéaire de E dans L. On a dim(L) > 0. Supposons d’abord que dim(L) =1 ;
il existe alors des éléments u € E et B € V, avec A, = (u|z)B, soit A(z,y) = (u|z)By. D’aprés
3.3, on a deux possibilités. Si B s’écrit p(R,t), on a A(z,y) = (u|z)t A Ry ; si B s’écrit wv, on
a A(z,y) = (ulz)(vly)w. Dans le premier cas, on a A, = (t A Ry)u. Mais on a Tr(ALAz) =
2(ulz)?(t|t) et Tr(A, A,) = (u|u)(t A RyltA Ry). La condition a) implique alors (ufu) = (t|t) = 0.
On est donc dans le cas ii). Dans le second cas, on a A, = (ulz)w?, Ay = (v|y)wi et A* = (w|2z)vi.
La condition c) implique alors, vu 3.3, que deux au moins des trois expressions (ulu), (v[v) et (w|w)
doivent étre nulles, ce qui est le cas iii).

De méme, ’ensemble des A ,, ol y parcourt E est un sous-esi)ace vectoriel L' de M contenu
dans V et y — A, est une application linéaire de E dans L'. On voit comme ci-dessus que si
dim(L') = 1, on est dans 'un des deux cas ii’) ou iii). On raisonne de méme si 'espace L" des A”
est de dimension 1 et on obtient les cas ii”) et iii). '

Ces cas étant traités, nous pouvons supposer que ’on adim(L) > 2, dim(L') > 2et dim(L") > 2.
Reprenons la classification des sous-espaces maximaux donnée dans 5.3. S’il existe u € £ avec
(ulu) =0 et L C uk, alors A*> = 0 pour z € ut, dont dim(L") = 1, ce qui est exclus. S"il existe
u € E avec (ulu) =0et L C Eq, alors A, est nul lorsque (ufy) = 0, donc dim(L') = 1, ce qui est

aussi exclus. De méme si L' C uF ou L' ¢ E#. Ces cas étant ainsi éliminés, on déduit de 5.3 qu’il

existe R et S dans R avec, d’une part, soit L C TgR, soit L € MR pour un t € E bien choisi, et _
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d’autre part, soit L' C TgS, soit L C MypS pour un t' € E bien choisi. Comme on peut remplacer
A par (z,y) — A(R™'z,S™!y), il suffit de traiter le cas ot R=5 = 1.

Notons H l’espéce engendré par les A(z,y). Il est de dimension > 2, car sinon on auralt
dim(L") = 1. Puisque dim(L) > 2, la condition L C Tg implique H = E, et de méme pour la
condition L' c Tg, tandis que, puisque dim(H) > 2, la condition L C M, implique H = tt et de
méme pour la condition L C My. Il n’y a donc que deux possibilités : ou bien L € Tg et L' C T,
ou bien L C M; et L' € My avec de plus t+ = t'-, ce qui signifie que ¢ et t' sont proportionnels,
donc que M; = My. Traitons maintenant les deux cas ainsi identifiés.

Supposons d’abord que L et L' soient contenus dans Tg. Il existe donc des éléments B et B’
de M avec A(z,y) = Bz Ay = z A B'y. Puisque (z|Bz A y) = 0, c’est-a-dire (ylz A Bz) = 0, Bz
est proportionnel a z pour tout z, ce qui signifie qu’il existe A € C avec B = Al. Cela donne
z A B'y = Az Ay, et donc aussi B' = A1, et on obtient le cas i).

Il nous reste A traiter le cas ot il existe ¢t € E tel que L et L' soient contenus dans M;. On ne
peut avoir d’abord (t|t) # 0 ; en effet, on aurait en ce cas dim(M;) = 2 donc L = M ; mais, comme
on le vérifie sans difficultés, la forme quadratique A — 'I‘r(A;l) sur M; est non dégénérée, donc de
rang 2, ce qui contredit la condition b).

On a donc nécessairement (t[t) = 0. Pour tout z € E,on a A, € My et Az € M, ce qui
implique que la forme trilinéaire F(z,y,z) = (A(z,y)|2) s’annule dés que I'un des trois vecteurs z,
y ou z est multiple de ¢, et il resulte que L" est lui aussi contenu dans M;. D’apres le lemme 5.2,
L, L' et L" sont formés d’applications linéaires B telles que Bt =0 et B(tt) c Ct. En définitive,
la forme trilinéaire F(z,y,z) s’annule lorsque [’'un des trois vecteurs z, y ou z est multiple de ¢, ou

lorsque deux d’entre eux appartiennent a tL. Ainsi, A appartient & Z(t,t,t).

THEOREME 7.5 — La variété algébrique définie par les 327 équaiions ci-dessus est
réunion de deur composantes irréductibles distinctes, @ savoir W et Uadhérence de Z,
toutes deuz de dimension 7. Chacune de ces deur composantes contient les T autres orbites

de la liste du lemme précédent.

Comme Dorbite Z est de dimension trop grande, elle ne peut étre contenue dans W. Par ailleurs,
I’orbite de dimension 5 est adhérente aux orbites de dimension 6 de la forme iii). Il nous suffit donc
de prouver que par limite d’éléments de W, (resp. de Z), on peut obtenir des éléments de toutes
les orbites de dimension 6 de la liste du lemme précédent.

Dans le cas de Z, cela résulte directement du lemme 7.3 et de la symétrie ternaire évidente.
Passons au cas de Wyen

Soient d’abord u, v, w et h quatre vecteurs isotropes de E. D’apres 2.8, il existe des familles
de scalaires (A;) et (i) et des familles (R;) et (S:) d’éléments de R tels que

lim(\; Riz) = (v|2)y, lim(p;S;y) = (hly)w.
Mais on a

lim(\; Rz A y) = (vlz)u Ay,
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lim(z A X Siy) = (hly)z A w,
lim(Aip: Riz A Syy) = (vz)(hly)u A w,
‘ im(A\; Riz A Riy) = im(MRi(z A y) = (vlz A y)y, .
lim(AipsRiz A RiSiy) = lim(A Bi(z A i Siy) = (vl A w)(hly)u = (zlw A v)(hly)u,
lim(A\p:Si Riz A Siy) = im(piSi(ARiz A y) = (hlu A y)(v]z)w = (v|z){y|h A u)w.

On obtient ainsi des points de toutes les orbites de dimension 6, qui sont donc bien adhérentes a
Wyen-
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