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¢ INTERPOLATION C* DE RESULTATS C°

Sankarappan Gopalsamy (INRIA)

Olivier Pironneau (Université Pierre et Marie Curie et INRIA)

Résumé ~

Dans cette note on étudie une implémentation de Dalgorithme de Farin pour
Pinterpolation C! de surface C° connue seulement par une triangulation. Cet algorithme
a été proposé pour la CAO mais il nous est apparu utile pour la représentation graphique
de résultats tridimensionnels issu des programmes d’éléments finis. L’algorithme & été
incorporé au logiciel VISION du projet.

C! INTERPOLATION OF C° RESULTS

Abstract
g In this note we report on the implementation of Farin’s algorithm for the C! in-
terpolation of C° surfaces known only by a triangulation. The algorithm was originally
developped as a tool for computer aided design softwares but it appears to be useful for
. the visualisation of 3D computer outputs of Finite element softwares in numerical analysis.
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INTERPOLATION C! DE RESULTATS C°

INTRODUCTION

Une équation aux dérivées partielles résolue par la méthode des éléments finis de degré
1 fournit en général un résultat continu (C°) mais non continuement differentiable ).
La visualisation graphique de tels résultats laissent souvent apercevoir le maillage et si on
veut supprimer cet effet parfois néfaste il faut interpoler les résultats par une fonction C1.
L’algorithme de Farin [ 1], inventé pour le raccord des carreaux de Bézier, est aussi bien
adapté a notre probleme.

Le besoin d’une interpolation C* & des fins d’affichage graphique peut se faire sentir
dans au moins trois situations:

(i) L'interpolation C* d’une fonction C° (continue) affine par morceaux sur une trian-
gulation d’un domaine bidimentionnel pour une visualisation des résultats en perspective
par exemple.

(ii) L’interpolation C* d'une surface (cf. figure 1) dont on ne connait que sa triangu-
lation et éventuellement les normales aux sommets de la triangulation.

(ii) L’interpolation C* d’une fonction C° affine par morceaux et définie sur une trian-
gulation d’une surface de R® pour une visualisation par une carte de couleur affichée sur
la surface.
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Figure 1:Ezemple de résultat: avant lissage (gauche) aprés (droite). Les deuz figures
sont une représentation par facette d'une demi sphére mais dans la figure 1 (droite) les
sommets des triangles ont étés calculés par une interpolation C! des grands triangles, c’est-
d-dire qu’aucune information supplémentaire que ce qu’on voit sur la figure de gauche n’a
€té utilisé.

L’objet de ce chapitre est de montrer comment les outils de la CAO peuvent étre
appliqués & ’analyse numérique et dans notre cas plus particulierement & Paffichage
graphique de résultat. Il n’y a donc rien de conceptuelement nouveau sur le plan algorith-
mique et l'originalité de I’étude réside dans I'implémentation de Palgorithme de Farin et
I'incorporation du module dans le logiciel graphique de I'IN RIA, VISION.
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L’algorithme de Farin a été développé principalement pour le raccord C?! de carreaux
de Bezier, c’est a dire pour une situation trés proche du cas (ii). Il est construit & partir de
notion trés voisines de celles utilisé par Hsieh, Clough et Tocher (HCT) pour leur élément
fini C*. Nous choisirons donc d’exposer la méthode d’abord sur le cas (ii). Ensuite nous
discuterons les deux autres cas.

2. GENERALITES
2.1 Position du probléme

Une surface dont on ne connaitrait que sa triangulation s’affiche comme une mosaique
de triangles tangents. Lorsque les triangles sont petits, on a une impression de régularité
(figure 1b) mais lorsque la triangulation est trop grossiére (ce qui est en général le cas
des triangulation utilisées pour les calculs) alors la représentation graphique n’est pas tres
esthétique (figure 1a).

Figure 2:Affichage d’une demi-sphére par sa triangulation: T} = 1,T} = 2,T} =
3,T? =2,T? =4...

Plus précisément une triangulation d’une surface S de R? est un ensemble ordonné de
point (sommets) de R?, c’est-a-dire un tableau {P7}; = 1..N de vecteur, et un tableau de
correspondance entre les numéro des 3 sommets de chaque triangle et leur position dans
le tableau P, c’est-a-dire un tableau {T*}; = 1..M de triplets entiers T, TF, T ; N, M
désignent respectivement le nombre de sommets et le nombre de triangles. La surface est,
interpolée linéairement & partir des sommets, c’est-a-dire que les autres points de la surface
sont les combinaisons linéaires convexes des trois sommets de chaque triangle:

S ={ Z a,-P[T,-k] : Vaj,az,a3 >0, avec aj+az+az3=1; Vk} (2.1)
1=1,23

On cherche donc une autre définition de S, aussi proche que possible que (2.1) mais
qui soit C1.



Ce probleme est identique a la recherche d’élément fini C? (cf. Ciarlet [2]) or on sait
qu’il n’existe pas d’interpolation polynomiale C! de degré inférieur & 4: ’élément d’Argyris
est de degré 5, ’élément HCT est de degré 3 mais il faut décomposer !'interpolation en
trois polynomes et couper le triangle en trois sous triangle. On rappelle que 1’élément HCT
a 12 degrés de liberté disposés comme sur la figure 3:

Figure 3: Dans l’élément HCT, sur chaque triangle les fonctions
sont interpolées par 3 polynomes de degré 3, sur chacun des trois sous-triangles, d partir
de leurs valeurs auz § sommets, des deuzx dérivées partielles en chaque sommet ainsi que
par les dérivées normales auz 3 cotés du grand triangle. La position du noeud central peut
éire le centre du triangle. La continuité C' d’un triangle & l'autre est une conséquence du
choiz des degrés de liberté. Il existe aussi un triangle HCT réduit sans degré de liberté auz
milieuz des cotés

Mais I’élément HCT n’est pas bien adapté a notre probléme car il y a trop de choix
a faire, choisir des valeurs pour les dérivés premiéres aux sommets, choix des dérivés
normales aux mileiux des arétes. L’élément HCT réduit par contre se prete bien a priori &
Iinterpolation C? de résultats C° sauf si ce qu’on doit représenter ne se présente pas sous la
forme d’une surface paramétrée par les deux premiéres coordonnées z,y. Une construction
semblable a été proposée par Farin [1] pour notre probléme mais elle est basée sur la
positions des points de contréle de Bézier plutét que sur les valeurs des dérivés premiéres;
elle utilise les carreaux triangulaires de Bézier d’ordre 3 et 4 et le positionnement des points
de contrdle interne, noeud central y compris. Comme on va le voir la construction est plus
géométrique que celle de 1'élément HCT réduit; elle est plus difficile & implémenter mais
elle semble stable par rapport aux choix des plan tangents & la surface. L’objet de cette
étude est I'implémentation de cette méthode et Papplication au visualisation graphique en
éléments finis; une comparaison avec I'interpolation & partir de ’élément HCT réduit sera
faite ultérieurement (Gopalsamy[3]).

2.2 Surface de Bézier

Soit B}(u) le I-éme polynome de Bernstein de degré n & deux variables:

n! i, iz, 4 :
B?(U) = -,-Tﬁullu;uf u= (ul, Ua, U3) (22)
21:22.%3.
avec
I=(i1,i2,i3) n=|I|=i1+i2+i3 uy +ug+uz =1 (23)

Une carreau de Bézier Sp se définit & partir de points de contréle {br}i11=n € R? par:

4
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Sp={p(u)= ) bBf(u): w20 > w=1} (2.4)

H|=n

Lorsque les points de controle sont disposés sur un triangle curviligne comme dans
la figure 4 pour n=3 et n=4, on parle de carreau triangulaire et on peut approcher des
surfaces tres générales par morceaux avec de tels carreaux. De telles approximations sont
dénomées surface de Bézier. -

b
b(3,0,0) (0,3, 0 b(4,o,o) (0,4,0)

Figure 4:Points de controle d’un carreaus de Bézier d’ordre 8 (gauche)
et d’ordre 4 (droite)

On rappelle que la surface ne passe pas nécéssairement par ses points de contrdle sauf
pour les sommets des triangles

Pour obtenir une approximation continue il faut évidement que les triangles se rac-
cordent; on démontre facilement qu'’il faut et il suffit que les points de contréles frontitres
de deux triangles voisins soient les mémes.

En effet la frontiére d’un carreau de Bézier est

U@ :u=0 w;20 Y u;=1) (2.5)
k=1

Ainsi chaque morceau de frontiére est une combinaison lineaire de polynomes de Bern-
stein & une variable u (I'un des u;) avec les b; de la frontiére comme poids:

Z bIB?(u)Iuk=0,u1+uz+ua=1 (2.6)

|I|=n,i;=0

or cette courbe ne dépend plus du carreau sur laquelle elle est définie mais seulement
des points de contréle du k-éme morceau de frontiére.

Remarque
Dans certains articles [1],[4],[5] la notions de visual C? continuity est introduite. Ici
lorsque nous parlons de continuité C! il s’agit bien sr de la définition mathématique usuelle.

Pour avoir un raccord C! entre deux carreaux aux sommets P' on peut utiliser la
proposition suivante:



Proposition 1
S1 tous les points de contrile voisin d’un sommet pour tous les triangles contenant ce
sommet sont co-planaires, ceci pour chaque sommet, alors la surface de Bézier est C* en

ce sommel.

Démonstration

On va utiliser une propriété bien connue des courbes de Bézier:

Pour que deux courbes de Bézier aient un raccord C' en une extrémité, il suffit que la
droite définie par les deux points de controle de part et d’autre de cette extrémité contienne
celle-ci.

En effet ceci vient de ce que I'extrémité d’une courbe de Bézier est obtenue avec u = 0
ou u =1 et qu’en 0 par exemple:

n
363;, (0)= -nsii=0,nsii=1et0 sinon
de sorte que
0 b,B?
D2 5B 6) — by — )

Ici B!*(u) est le i*™¢ polynome de Bernstein:

B = (- W

Enfin si dans (2.4) on fixe ’une des composantes u; alors on obtient une courbe de
Bézier a un parametre; celle-ci sera tangente a sa voisine issue d’un carreau voisin si les
points de controles voisins sont colinéaires avec le sommet commun. Comme, toujours
d’apres (2.4), les points de contréle de cette courbe sont des combinaisons lineaires des
points de contrdle de la surface Sp on voit que la coplanarité des points voisins de chaque
sommet entraine le raccord C! de chaque courbe de Bézier, section de Sg; or ceci & son
tour implique le raccord C! des carreaux aux sommets.

plan tangent
enP

Figure 5:Continuité C pour le raccord de carreauz de Bézier au sommet P

Remarque 1.



Le plan de coplanarité des voisins de chaque sommets est évidement le plan tangent
' en ce sommet de la surface qu’on cherche a construire.

Pour obtenir le raccord C? entre deux carreaux il faut que les dérivées de P(u) (cf,
(2.4)) dans une direction différente de 1’interface se raccordent.

Figure 6 :raccord latéral de deuz carreauz de Bézier

Proposition 2(Farin[4])

Pour obtenir un raccord C' le long de linterface commune L entre deuz carresuz
triangulaires C1,Cy de Bézier de degré n + 1 dont les frontiéres seraient des courbes de
Bézier de degré n il suffit qu’on ait les relations suivantes (voir figure 6):

Soit So, S1,..,Sn les points de controles de L en temps que courbe de degré n. Soit
Ro, Ry,..,Rn (resp Ty, Ty, .., Ty) les points de controle de Cy (resp C3 ) les plus proche de
L

Jag, ay,az,03, a4, tels que, pour 0 < i < n,

T, ==

; Z(OfoRi + a;Si + a2Sit1) + %(aoRi + a3Si—1 + a4 S;) (2.7)

Démonstration
En temps que courbe de degré n, L peut s’écrire:

L(v) = Zn:SiB."(v), ,0<v<1 | (2.8)

La tangente de L est donc (cf appendice, proposition 4)

1) = Z(0) = n Y (Sies — $)BI () (29)

Supposons que L soit la premiére courbe frontiére de C; (i.e. obtenue avec u; = 0) et
considérons la courbe G; définie par:

Gi(s) = Y BIBF(v(s)), v(s)=(s,(1—s),(1~3)(1—-)), 0<s<1.  (2.10)
[Il=n



ot b} sont les points de controle de C'y. Alors Gy est une courbe dans C; joignant le point
{0,v,1 — v} de L et le sommet opposé & L dans C;. En différentiant on obtient donc une
tangente a C différente de 7o:

1) = Z20) = (n +1) Y (R ~ S)BI() (2.11)

1==0

(cf. appendice, proposition 5)
(Remarquons que les R; sont les by si i) = 1)
De mme pour Cj:

m(v) = (n+1) Z(T,- — S;)B!(v) (2.12)

Pour que C1,C; aient le méme plan tangent au point {0,v,1 — v}, il suffit qu'il existe

B1(v), B2(v) tels que

T2(v) = fo(v)10(v) + B1(v)11(v) (2.13)
On obtient le résultat en prenant (cf apendice, proposition 6):
+1
Bo(v) = ——=(az(1=v) — a30) Bi(v) = ao (2.14)

Remarque 2
En prenant i = 0,n dans (2.7) on trouve que les deux extrémités Ty, T, de L sont des
combinaison linéaire de {Sy, Sy, Ro} et {S,—1, Sn, Ry} respectivement:

To = agRy + a1Sy + a5 (215)
Tn = CloRn + a3Sn_1 + 014Sn 4 (216)
c’est a dire que {Tp, So, S1, Ry} (resp. {Tn, Sn—y, SnyR,}) sont coplanaires et que

aire(Ty Sy So) _aire(T,5,5,-1)
aire(RySoS;) aire(Rp,Sy-15y)

(2.17)

(Pour le montrer, mettre l’origine en Sp, multiplier vectoriellement (2.15) par S; pour
obtenir ag = Tp x S1/Ro x S) et faire de méme avec (2.16)).

: 3. INTERPOLATION C! D’'UNE SURFACE C° TRIANGULAIRE PAR
MORCEAUX

3.1 Calcul des normales aux sommets

En CAO-Solid-modeler les surfaces sont des frontieres ou des intersections de solides
élémentaires simples et les normales aux sommets sont donc connues. En éléments finis

8
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cette information peut avoir été perdue car les programmes de calcul ne sont pas toujours
intégrés au systeme de CAO; dans ce cas on définie des normales approchées n’ au sommet
PJ par une interpolation n(z) affine par morceaux sur la triangulation de la surface des
normales aux éléments ny en résolvant le probléme suivant:

/n(m)wh(m)dx=/nT(m)wh(w)d:c (3.1)
Q Q

pour tout wy affine par morceau continu.

Si on utilise une formule de condensation de masse (formule de Gauss avec points de
quadrature aux sommets des triangles) pour le calcul de l'intégrale de gauche on obtient:

E(T:q‘ET) nrarea(T)
Z(T:q‘eT) area(T)

n(q') = (3.2)

3.2 Calcul de l'interpolation d’ordre 3 des carreaux triangulaires

Puisque les plans tangents de la future surface C! sont déterminés par les normales
aux sommets, si les frontiéres des carreaux de Bézier T, T? sont des courbes de Bézier de
degré 3 alors les deux points de contréle internes sont dans les plans tangents de 'extrémité
la plus proche et (par exemple) dans le plan moyen de T? et T? de normale npiaire(Th) +
nr2aire(T?). Pour vérifier (2.17) on fixe leurs positions de sorte que (figure 8):

aire(PQiQit1)
az're(PP,-PH_l)

= constante (3.3)

Le point de contréle central b(1,1,1) est fixé arbitrairement:

ba1,1,1) = %(b(1,2,0)+b(2,1,o)+b(o,1,2)+b(o,2,1)+b(1,o,2)+b(2,0,1))"%(b(a,o,o)+b(o,3,o)+b(o,o,3))

(3.4)

car cette formule assure une précision quadratique (voir [1]) d’interpolation d’une

surface réguliere par des carreaux de Bézier de degré 3 lorsque les b7 sont sur celle-ci sauf
celui du centre.

3.3 Reinterpolation des carreaux d’ordre 3 & I’ordre 4

Etape 1.

Les carreaux d’ordre 3 ainsi construit ne sont toujours pas C' aux inter-
faces. Pour obtenir un raccord C! on divise chaque carreau triangulaire en 3 sous-
carreaux d’ordre 3 par leur points centraux ba,1,1) et on construit les points de

9



contrdle des 3 sous-carreaux en temps que carreaux de Bézier d'ordre 3 (figure 8)

Figure 8

Etape 2.

Ensuite on construit aussi les points de contréle de ces mémes sous-triangles curvilignes
mais vus comme des carreaux de Bézier d’ordre 4 (figure 9).

Etape 3.

Maintenant pour chaque frontiére des grands triangles on modifie les points de
controles internes voisins de maniére a satisfaire aux conditions de la proposition 2. (figure
6)

Etape 4. _

Enfin I’étape précédente ayant détruit le raccord des sous-triangles on rectifie les points
de controle des interfaces internes sauf les sommets des triangles et leurs points de contréle
voisins (donc les points 15,18,21,16,19,22,13 de la figure 9) en les mettant 3 la moyenne
des points voisins.

La surface finale est C!.
Analyse de l’étape 1.
Conformément a la figure 9, notons by, by, .., byo les points de contrdles du grand trian-

gle (b1 = b3,0,0), b2 = b(2,1,0), 03 = (1,2,0 -+, b10 = by,1,1). Dans le méme ordre, les points
de contréle du premier sous-triangle sont (cf. [1])

bl, b21 blO, b47 b5s
1 1 1
bz = g(bn +bi7 +b19), by = 5(513 +bis +b17) bip = §(b11 + biz + bio)

1 1
b11 = §(b1 + b4 + b9) bl? = g(blo + b4 + bs) (35)

Analyse de I’étape 2.

La construction des points de contrdle d’ordre 4 d’un triangle d’ordre 3 domné par
b1, b2...b1o se fait conformément aux figures 4 et 9 par:

b4,0,00 = b1, bo,4,0) =b2, bo,0,4)y =3

10
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3 1 1 3 1
b(s,1,0) = Zb4.+ Zbl’ yb(2,2,0) = ’2'(b4 +b5), b0 = sz + st

1
by = b(2,1,1) = Z(zblo + by + b4) (36)

Analyse de l’étape 3.
D’apres (2.17) on peut calculer ag, ay, a3, tels que
Ty = aoRo + ;50 + 0351, ap+a; +a3 =1
et aussi a3, ayq tels que:
T3 =aoRs+a3S2 + 0483, ap+a3+as=1

Ensuite pour vérifier (2.7), on pose:

3—1

Gi= 3 (cwoRi + a15; + a2S:41) + %(aoR,- +a3Si-1 + a4S:)) - T;

et on change R; en R; + a9Gi/(af + 1) et T; en T; + G;/(a? + 1) pour i=0,..,3.

Figure 9:

Analyse de U’étape 4.

Pour chaque triangle T, on redéfinit les points bis, bis, b1, big, 19, b2, bys dans cet
ordre, avec les formules: ‘

1 1 1
b5 = §(b14 + by3 + b3g), b1 = §(b15 +bos + b31), b3 = §(b16 + byg + b22),

4. AUTRES APPLICATIONS
4.1 Interpolation C! de résultats C° bidimensionels .
Etant donné une triangulation d’un domaine plan et les valeurs d’une fonction f

anx somumets de la triangulation, on se propose de trouver une interpolation C! de cette
fonction.

11



En fait ce probleme est identique au précédent car {z;,z,, f (z1,22)} est une surface
de R? dont on connait une triangulation; on est donc ramené au probléme précédent.

Notons cependant que pour ce probléme particulier il y & une méthode plus simple
qui consiste & ajuster seulement la composante verticale des noeuds sans toucher aux
composantes seon z1, 2 (Farin(1]).

4.2 Interpolation de résultats C° sur une surface C°.

On cherche une visualisation C! réguliére par des couleurs ou des niveaux de gris
d’une fonction a valeurs sur une surface qui elle méme peut étre C° seulement.

On pourrait s’arreter 1a car 'oeil n’est pas trés sensible la continuité C?! des taches de
couleur, la continuité suffit. On peut donc se contenter de calculer la couleur de chaque
pixel de la surface C? par interpolation linéaire des valeurs aux sommets . Mais si on veut
effectivement un affichage C? alors il faut procéder comme suit.

On commence par trouver par la méthode précédente une interpolation C! de la
surface. Ensuite comme il existe en théorie une représentation paramétrique locale de la
surface avec deux variables s;,s,, alors le probléme se réduit 3 trouver une interpolation
C! d’une fonction de s;,s,. Mais la programmation de cette méthode n’est pas aisée car
on ne connait pas le systéme local de coordonnées.

EXEMPLE

L’algorithme a été programmé en FORTRAN sur station Apollo. La figure 10 mon-
tre un exemple de reconstitution d’une sphére et d’un tore 3 partir de données C° plus
grossiére.

Le programme a été incorporé dans la bibliothéque graphique de 'Inria, Vision.
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Figure 10Résultat d’une interpolation C! de données C°. Sur la figure du haut, les
données; sur la figure du bas le résultat de interpolation.
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APPENDICE

Notation:
B!(u) = ——Lu‘(l ) 0<:i<n;
' - il(n — 1)l b - =
By (E) = _‘“ilu?"?, I= (zl,zz, 23),£= (Ul,uz,u:s)-

21'22'2 !

1. Passage de la représentation de degré n a celle de degré n+1

Proposition 3
Si p(u) = 3g biBP(u) alors p(u) = S5+ br B (u) avee

. _ d n+1-—3
b = b1ty + b n+ 1
Démonstration :
n
p(u) =3 biB}(w)
i..o
= Z u (1 —u)"t
i=0

sz'(n —u)""Hu+1-—u)

=0

— Zb m_'_)_ :+1(1 _u)n—-: +th '( n! ) 1(1 _u)n—z+1

i=0 =0

— - 2+1 (n+1) i+1 n—i
_; ‘n+ 10+ 1)!(n—1) G Gt

nt+l—i (n+1)! n1—i
Zb’ n+1 z’!(n+1--z')!u(1 v)

=0
n+1 .
— , ¢ (n+1)! i ntl—i
—;b'_ln-i-li!(n—{-l—i)!u (1=u) +
S, ntl—i (n+1) nb1-i
iz_;b' n+1 dn+1- ) u'(l-u)
n+1
) n+1-— n
= Z(bz 1 t——)B +1(u)
1=0

13



2. Vecteur tangent a un carreau de Bézier

Proposition 4

Soit n
P(u) =" 8:BF(u),0 Su < 1,S;eR®,
1=0
alors 1
ar - n—1
3-(w)=n ;(s,-ﬂ — Si—1) B} 7 (u).
Démonstration :

or = | n! i n—i
a_u(“) - Z Gu z'(n w(l =)

Z Sim—ot z'(n z)' Ty TG Ol (n—i)u'(l - )™

=0

n—1)! uiT n—i ! i
_Z;Sn(z_l)'(n) i 11— u) Zs _"_—'(n~1) )u(l—u

—Zst+1n ) ) ( u)n ~1—i ZS 1(n_1_z)| i(

=0

=n Z(Sm — 8:)B; 7 (u).

i=0

3. Tangente non paralléle & I’aréte commune 4 deux carreaux

Proposition 5

Pour un carreau de Bézer de order (n+1) avec points de control by, soit

G(s)= D byBr (u(s)),u(s) = (s,(1 - s)u, (1 - s)(1 - u))

|T)]=n+1
alors
PYe! n+1
_é?(o)z(n+1)§RB (v) — ;S B} (u)),

0% Ri = b(1,5,ni), ST = b(0,i,nt1-i)-

14
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N

Frontitre I; (v, = 0)

courbe non paralldle
S 18 1a frontitre G

Figure Al: Points de conirile intervenants dans la définition de la tangente a la courbe
non-paralléle a la frontiére du carreau.

Démonstration :

G, . (n+1)! 9 i2002(1 — g)isggia](c —
‘5'3-(0)— I=(’Z;i) br BN 63[ (1 —s)u2(1 - s)*u’|(s = 0)
i1+izHomntl

D DR S L RS TR
I=(i1,i21i3) ZI Z2 Z3
t1+i2+iz3=n+1

(n+1—id)s"(1—s)* 1 ]ui2(1 — u)=(s = 0)
— Z by (n + 1) 32(1 u)is _

’
I=(4y,i2,is) talis!
f14+i24+ig3=n+1,i;=1
1 .
> uE e eea- s

NN
I=('l :i2 )i3)
i1+i2+ia=n+1,i;=0

= Z b(l i n—:)(n +1)—— '( ) '(1 _ u)"_'
n+1
Z. b(O,i,n+1_.')(n + l)ﬁ;%)!_i)_!ui(l _ u)"+1—i
n+1
_(n+1 [ZR B"(u)-—ZS*Bn+1(u)] | c

Corollaire:
S la frontiéres u; = 0 est une courbe de Bézier de degré n avec points de control
{Si}o<i<n c’est-a-dire si

n+1 n
> siBrtt = > S:B}
=0 =0
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alors

%g(o) =(n+1) Z(R,- — S3) B} (u).

1=0

4. Une condition suffisante pour la continuité C!

Proposition 6
Soit S;, R;, T.eR3 et

T, ==

; “(@1Si + @3 Sip + aR;) + %(0135;—1 + 04S; + aR;)

dont ay,az,a3 sont constants, a; + ay +a = lag+ a4y +a=1;
pour 0 < u <1, soit

n—1

to(w) = 3 (Sivs = S)B7 ™ (u)
fi(w) = (n+1) 3 (Ri - 5:)B}(u)
ta(u) = (n+1) ) (T: — $;)BP(u).
i=0
alors
t2(u) = Bo(u)to(u) + Br(u)t:(w)
o(w) = " faa(1 —u) - agu), 0 S w <11
fi(u) =a,0<u<1.
Démonstration:

Bo(w)to(u) = (n + Difea(1 — u) = asu] 3 (S92 — B2~ (w)

i=0

=(n+1) 2—:[_“3(Si+1 —Si)

=0

(n=1)! n—i—1
Mn—1—ni G-wWT+

(n—1)! !ui(l _ u)n—i]

calSit = ) =Ty
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=(n+1) i[_a3(si+l _ .S’,-)i -: 1 . n!_ — 1)!u‘+1(1 — )ity

2 G+ 1)(n
as(Sip1 — s-)(" —1) i,(n"! i)!u‘(l — u)"]

=(n+1) ;[—as(s - Si- 1) e Z),u (1 —u)" '+
aa(Siys — 8= ~ D) i!(n"i i)!ui(l .

= (1) Y as(S: - Sicr)  + an(Seas — )= yBr(u),

i=0

Bi(wti(u) = (n + 1)) a(R; — S;)B}(u).

i=0

Bo(ulto(u) + Bu(wlts(u) + (n+1) ) SiBP(u)

i=0

= (r+ DY s(S = Si)E + et = 59D 4 alRi- 50+ BT

=(n+1) Z[———{(l —az — @)S; + a3S8i41 + oR}+
—{(1 — a3 — a)S; + a3Si—1 + aR;})B*(u)

=(n+ I)Z[

i=0

(a1$ + @2Si41 + aR) + (aaS -1+ 4S; + aR;)|BP(u)

=(n+1) ZT.-B:*(u), par. définition.
=0

Alors
Bo(w)to(u) + Ba(u)ts(u) = (n +1) ) (Ti — Si)BF(u) = to(u).

i=0
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