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La résolution numérique des équations de Maxwell en regime transitoire dans un milieu de
propagation tridimensionnel infini nécessite 1'introduction de conditions aux limites artificielles
absorbantes destinées & minimiser l'amplitude des réflexions parasites diies 2 la fronti¢re du
domaine de calcul. Dans ce rapport nous présentons et analysons une nouvelle condition d'ordre
2 pour le systtme de Maxwell. Cette condition est particulierement simple car elle ne fait
intervenir que des opérateurs différentiels du premier ordre. De plus elle se préte facilement au
traitement des arétes et des coins et devrait donc s'avérer tres utile sur le plan pratique.

Abstr

The numerical solution of transient Maxwell's equations in a 3D unbounded domain of
propagation necessitates the introduction of absorbing artificial boundary conditions designed to
minimize the amplitude of the parasitic waves reflected by the frontier of the domain of
calculation. In this report we present and analyse a new second order boundary condition for
Maxwell's equations. This condition is particulary simple since it involves only first order
differential operators. Moreover it is adapted for the treatment of the edges and corners so that it
should be very useful from a practical point of view.

Mots-clés
Equations de Maxwell - Conditions aux limites absorbantes - Analyse de stabilité.

Kev_words
Maxwell's equations - Absorbing boundary conditions - Stability analysis.
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0. INTRODUCTION

Dans de nombreux problémes de calcul scientifique, on est amené
a rechercher la solution d'équations aux dérivées partielles de la
physique dans des domaines non bornés en espace.

La recherche de solutions approchées par des méthodes numéri-
ques de type différences finies ou éléments finis impose 1'introduction
d'une frontiére artificielle, celle du domaine de calcul, nécessairement
borné, et la recherche de conditions aux limites adaptées (3>, <5>, <93,
11>, <13>, 15).

Le probléme est particuliérement crucial lorsque 1l'on s'inté-
resse i des phénoménes de propagation d'ondes linéaires. Dans ce cas, le
modéle est décrit par un systéme hyperbolique linéaire comme c'est en
particulier le cas des équations de Maxwell instationnaires.

On parle alors de conditions aux limites absorbantes : ces
conditions sont censées laisser passer les ondes arrivant sur le bord
artificiel. De facon générale, les équations correspondantes sont cons-
truites comme des approximations i l'aide d'opérateurs différentiels de
la condition transparente, ou condition exacte, qui est en général non
locale en espace et en temps, et par conséquent trés difficile 4 prendre
en compte numériquement.

Cette démarche a été introduite par Engquist-Majda <9> (voir
aussi Bayliss-Turkel <3>, dans un contexte légérement différent) pour
1'équation des ondes acoustiques :

. 2 .
(0.1) u _Au-=o0
=

Lorsque la frontiére artificielle est un plan X3 =X {on se

3max
place ici dans R3), Engquist et Majda proposent toute une famille de
conditions absorbantes, basée sur les diverses approximations de Padé i

l'origine de la fonction V 1 - zz, dont les deux plus simples sont :

Pw . dw
(0.2) 5e + 3, = o [or'c(re 1)

(0.3) @3% +'52°‘_ _._li<:ai°_:_ +?i‘f;>=o (ocdee 2)
23 %, CE %,




L'ordre de précision de la condition absorbante peut étre
défini simplement a l'aide d'une analyse par ondes planes.

Une onde plane incidente sortante -

¢t Pt
wlx,t) = Ug exp(iw (K4%4 * Ky Xy + K%y — ) ) | i =l k>0
donne naissance i une onde réfléchie :

ﬁ(w,%) = WK, pr(iu (K,vg + K ¥ — K3*X3 "'t)> . R

le coefficient de réflexion R étant donné par :

R= (4,— K >"'____ O(Q-Ks)f) (x,—1)

A+ Ky

ol n désigne l'ordre de la condition aux limites.

En pratique, si K3 est proche de 1, c'est-i-dire pour des

incidences proches de 1'incidence normale, l'onde est presque par- :
faitement absorbée, et ce d'autant mieux que n est grand.

Les applications & différents domaines des conditions type
Engquist-Majda (<1>, <5>, <6>) montrent qu'il est nécessaire de monter au
minimum & l‘ordre 2 pour obtenir une précision acceptable.

C'est pourquoi, il est naturel de s'intéresser aux conditions
du second ordre pour les équations de Maxwell. La difficulté avec les
systémes est qu'il n'y a Pas, contrairement au cas de 1'équation des
ondes scalaires, une facon unique de dériver des conditions aux limites
absorbantes d'ordre supérieur ou égal & 2 (voir par exemple <5), <9 pour
les équations de 1°élastodynamique linéaire).

Pour les équations de Maxwell, cette difficulté n'apparait
qu'en dimension 3 car en dimension 2, on se raméne trés simplement au cas
scalaire. Certes, dans le vide, chaque composante du champ électrique
vérifie une équation des ondes, mais ces équations restent couplées par
la condition de divergence nulle.

L'application brutale, naturelle mais naive des conditions
(0.3) & chaque composante du champ méne en pratique i des schémas
instables.



En n'écrivant ces conditions que pour les seules composantes
tangentielles du champ électrique, le schéma devient stable (voir <T>
mais son implémentation est assez compliquée et demande un traitement
complexe au niveau des arétes et des coins du domaine de calcul, lorsque
celui~-ci est un cube par exemple.

Récemment, Bendali-Halpern <4> ont proposé des conditions aux
limites absorbantes d'ordre 1 et 2 pour les équations de Maxwell en
généralisant la démarche classique Engquist-Majda. Leurs conditions du
second ordre sur la face X3 = X3max s'écrivent :

VE, ) ()IE‘ FE ) VR T g
2t* Z \ > T "b,(q),‘,_ PYTE

(0.4)

?F__’: -1 VE, _’3_7;5_,; +(32€L_'32“4 =0
M 2 e g dx D%y, >

On notera en particulier qu'elles s'expriment & 1l'aide d'opé-
rateurs différentiels du second ordre, ce qui les rend assez difficiles a
approcher par différences finies, notamment au niveau des coins et des
arétes.

En revanche en dimension 2, les conditions du second ordre
peuvent s'écrire i l'aide d'opérateurs du premier ordre.

C'est pourquoi nous avons cherché a priori, des conditions
absorbantes dans le cas tridimensionnel s'écrivant é 1'aide d'opérateurs
différentiels du premier ordre.

C'est par tatonnements et en étudiant la réflexion d'une onde
plane que nous avons abouti aux conditions suivantes :

QEQ 'bE} 1'3{? ka — |
At 5y  Tom T Emm O

] Lo

(0.5)

(3_254_%1_!%34_(%“3 -
%‘e 5’3 2'37(1_ ’31|
Ces conditions sont évidemment plus simples que les conditions
(0.4). En outre, elles possédent des propriétés trés agréables tant au
niveau mathématique (stabilité au sens de Kreiss <12>, <14>)qu'au niveau
physique (invariance par rotation, découplage des polarisations au niveau
des réflexions ¢10>), et au niveau pratique (traitement simple des arétes
et des coins <2>, approximation numérique naturelle) par différences
finies qui nous font penser que les équations (0.5) sont vraiment les
"bonnes" conditions du second ordre pour les équations de Maxwell en
dimension 3.




Nous avons du reste trouvé a posteriori des fagons plus simples
et naturelles pour introduire les conditions (0.5).

Le plan de notre rapport s'organise comme suit.

Le § 1 est consacré i l'obtention des conditions (0.5). Nous
montrons également le lien entre ces conditions et celles d'Engquist-
Majda. Nous montrons la stabilité au sens de Kreiss du probléme aux
limites dans le demi-espace au § 2.1, et nous étudions la réflexion des
ondes planes au § 2.2. Le traitement des arétes et des coins est reporté
au § 3.

Enfin, au § 4, nous présentons une discrétisation par
différences finies de nos conditions aux limites dans le cas ol les
degrés de liberté du schéma numérique sont les composantes tangentielles
du champ électrique aux milieux des arétes et les composantes normales du
chanp magnétique aux centres des faces, le maillage étant uniforme et
cubique (<16»).



1. CONSTRUCTION DE LA CONDITION AUX LIMITES

1.1 Le_cas bidimensionnel

Une fagon d'écrire sous la forme d'un systéme du premier ordre
1'équation des ondes en dimension 2 :

(1.1)' Vo _.(5.3‘:’_ _'32
oY ot ox,?

]

=0

consiste A introduire les inconnues auxiliaires

dw

U= 5t

(1.2) = ‘ahl

auquel cas (1.1) est équivalent & :

9u+q¢2 _.?lrl -
2% P, o

(1.3) ’a“—‘ (bLL -0
e M,

%

-— =0
¥ X,

En introduisant les opérateurs :

(1.4) Mot w =

Wty =t V")




(1.5)

(1.6)

le systéme se réécrit :

—
@__U;-{. ok v =0
ot

—p
(23: -J;;P14 =0
ot

Ce systéme est particuliérement intéressant pour notre propos
car on reconnait 1a la forme que prennent les équations de Maxwell en
dimension 2 d'espace.

Nous reviendrons sur ce point au paragraphe 1.2.
Pour maintenant, écrire une condition aux limites absorbante du

second ordre pour le systeéme (1.3), il parait naturel de partir de la
condition du second ordre d°'Engquist-Majda pour la fonction w et de

. . -
la traduire en termes des fonctions u et v.

Par exemple, si on s'intéresse au demi-plan x2 < 0, la

condition pour w sur le bord x2 = 0 s'écrit :
2 2 (2
Der w2 I
-j
Remarquant que :
P D YV _ u Pw _

— = —— J

o 0 wm ox 2%,
cette condition se réécrit simplement :

?L_‘f.-{—f?i.‘: (’Bu; =0

2y

2 M, *

qui apparait comme une modification de la condition du premier
ordre :

M

5;7 + i;:; =0
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Oon construit ainsi de facon trés simple une condition aux
limites qui s'exprime 4 1l'aide d'opérateurs différentiels du premier
ordre, mais qui est néanmoins du second ordre dans la mesure ou le
coefficient de réflexion d'une onde plane arrivant avec un angle
d'incidence © (angle entre la direction de propagation et la normale
au bord) sur le bord absorbant est donné par :

2

.7 R(8) = <_ﬁ_:‘_5°_$9_
' A+ cos 6

et vérifie donc, pour les petits angles d'incidence :
, 4 ¥
(1.8) R(B) = 0(6 ) ( )

Par un calcul similaire & celui effectué précédemment, on voit
aisément que si on se place dans le demi-espace x1 < 0, la condition
du second ordre s'écrit :

(1.9) ’_é_‘_’:-}-(a—tf-—.‘.’a_\i:o
At 22, 2 9,
.'Y
De plus, lorsque l'on travaille dans le quart de plan
[ X, < 0, X, <0 ], il convient de rajouter une condition de coin,

par exemple, celle obtenue dans (2> :

3 Qqu Bu.__o
1.10 3 9w  9x X =
(1.10) = t+'az,+'3'x;,

(*) De facon générale, une condition aux limites absorbante d'ordre n est
caractérisée par :

R(8) = 0(aD)



(1.11)
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Le lecteur se convaincra de lui-méme que la discrétisation des
conditions de bord (1.6) et (1.9), ou de la condition de coin (1.10)
a 1l'aide d'un schéma compatible avec le schéma numérique le plus
classique pour le systéme (1.3) (schéma de type saute-mouton, centré
et non dissipatif) s'effectue de la fagon la plus naturelle qui soit.

Par conséquent, il est trés facile de dériver des conditions
aux limites absorbantes du second ordre pour le systéme des équations
de Maxwell en dimension 2.

Une démarche identique pour les équations de Maxwell 3D s'avére
beaucoup plus difficile A mettre en oeuvre, et méne en pratique i des
conditions aux limites du second ordre beaucoup plus compliquées que
celles que nous allons construire au prochain paragraphe.

On retombe en fait sur les conditions du second ordre que 1l'on
obtient par une démarche classique consistant A approcher la condi-
tion aux limites transparente 4 1'aide d'opérateurs locaux (voir par
exemple <(9>).

La différence essentielle entre la dimension 2 et la dimension 3
réside dans le fait que, en dimension 2, il y a rigoureusement
équivalence entre les équations de Maxwell et 1'équation des ondes
alors qu'en dimension 3, cette équivalence est soumise 4 la
condition de divergence nulle sur le champ électromagnétique.

Cette différence est parfaitement illustrée par les formules :

ok (sab @) = — Dep " daws R?

dor (s §) = grad (e q ) — D dawsR®

C'est la grande simplicité des conditions du second ordre en
dimension 2 qui nous a conduits i rechercher, en dimension 3, des
conditions aux limites du second ordre s'exprimant uniquement A
1'aide d'opérateurs différentiels du premier ordre.

Pour cela, il nous a paru naturel de nous appuyver sur les
conditions obtenues en dimension 2. C'est cette démarche que nous
détaillons au paragraphe 1.2.

Puis, nous montrons comment nos nouvelles conditions du second
ordre peuvent étre obtenues en adaptant légérement la technique
Engquist-Majda (paragraphe 1.3).
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1.2 Une premiére dérivation des copditions aux limites du second ordre
en dimension 3

Nous considérons ici les équations de Maxwell en milieu homo-
géne et supposons, quitte 4 faire un changement d'échelle, que
¢t =n=1. )

Les équations de Maxwell régissant le comportement du chanmp

- -
électromagnétique (E, H) s'écrivent alors :
-
’BE: — ok ** =0
_ 2t
(1.12)

v -—
H +rt_gt—E =0
0¢

soit encore, sous une forme développée :

%E, <®u3 ’Buz>=o W, (o Mz_) 5

2 \2x, 3t T\37. 7
o _ WM H3)=0 o, (26 E)
?7‘3 I ’s_é— ?Xs 3"

s MW _OK, H €
s ~ Lo ~5m)° ’*G&r =)= 0

Nous nous intéressons dans un premier temps i résoudre les

équations dans le demi-espace Ri = [ X = (X4, Xy, Xy), X3 €O ] et

introduisons ainsi une frontiére artificielle :
+ 2
r3 = [ (xll le o) [ (xlf xz) & R ]

+ .
1'exposant + indiquant que la surface P3 est orientée par sa nornmale
extérieure n = (0,0,1).
' -
I1 est bien connu yue, compte-tenu que les champs E et H sont a
divergence nulle, l'on a besoin de deux conditions aux limites sur

+ . 2.2 .
F3 pour déterminer E et H de fagon unique.




(1.13)

(1.14)

...14_

Un exemple simple et classique de telles conditions, sont les
conditions aux limites absorbantes du premier ordre que l'on peut
exprimer par exemple a l'aide du champ électrique tangentiel
(El, Ez) : :

%al 'bE|

— + . =0
a3 VA

¥, , %= _ o
ot 2,

Ces conditions ont la propriété d'étre transparentes pour toute

onde plane électromagnétique arrivant sur le bord absorbant F; a

incidence normale.

Toutefois, lorsque 1l'onde incidente frappe le bord sous un
angle d'incidence © elle est réfléchie avec un coefficient de ré-
flexion R(6) donné par :

Notre but ici est d'obtenir une condition aux limites qui
apparaisse comme la modification la plus simple possible de la
condition (1.13), et qui soit du second ordre au sens ol 1'anmplitude

des réflexions parasites sera en 0 (64), ©® désignant 1'angle d'inci-
dence, ce qui constituera une amélioration sensible du résultat
(1.14).

Nous allons voir que 1l'on peut obtenir une telle condition
simplement 3 1l'aide d'opérateurs différentiels du premier ordre en
faisant %Ptervenir de nouvelles composantes du champ électromagnéti-

—) -—
que (E, H).

L'idée de base consiste i exprimer que si notre condition doit
etre globalement du second ordre, elle doit 1'étre en particulier
pour les solutions indépendantes d'une des coordonnées d'espace, en
particulier pour les solutions indépendantes de X, ou de X, -

Cela équivaut i privilégier dans un premier temps les ondes

planes se propageant dans des directions paralléles aux plans
(xl, x3) et (xz, x3).
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L'intérét de cette démarche réside dans le fait que lorsque
1'on s'intéresse aux solutions indépendantes de xl ou Xys le systéme

(1.12) se découple en deux sous-systémes 2D du type (1.3) pour
lesquels nous savons dériver de facgon trés 51mp1e des conditions du
second ordre.

4 Cas des solutions indépendantes de Xy

Le systéme se découple en deux sous-systémes du type (1.3) :

- un systéme en (El, H2' H3)

E, s %H’- > =0

% N g
(1.15) (b‘HL + /b'EI =0

7t D3

W & _

94’: ’b-xz

- un systéme en (Hl, E2' E3)

B
M, + Es __bfz) -0
>t 9t 5 2%3 ) T
(1.16)
ot %3
%E; w.‘
U O,
E1 vérifiant 1'équation des ondes 2D dans le plan (xl, x3), nous
pouvons utiliser la condition absorbante du second ordre
d'Engquist-Majda dans R2
2 2 2
(1.17) YE | ¥E ¥E _ o

~ L
2t 2y -
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Nous utilisons alors la 3éme équation de (1.15) pour obtenir :

YE, ' Hs
WE DAt

que nous pouvons reporter dans (1.17).

Aprés avoir intégré une fois en temps l'identité obtenue, nous
obtenons 1'équation :

0E, (b-E. rb‘Hg

'b't‘ ?7‘3 2 (b 2

Suivant la méme idée avec le systéme (1.16), nous écrivons tout

d'abord la condition du second ordre pour Hl :

2
(1.19) 'a_z_*_*_t_ WH o4

!
- = =0
Ber |t * BAp

Nous utilisons alors la 3éme équation de (1.16) qui nous donne :

U, VE;
M P,

o

que nous reportons dans (1.19) pour obtenir :
(1.20) M, My 1 Pz _ fo)

— e —

équation que nous pouvons réécrire de facon différente en privilé-
giant la composante E2 du champ électrique.



Nous utilisons les égalités :

O, _ OF, _'BE_,_,
i ¥ L2 %y

QH“ _ %Ez

¥y Ot

et nous aboutissons & 1'équation

-
.

NE
(1.21) Eﬁ+-il~léﬁ.=o
2t %3 2 A,

Un systéme de conditions aux limites absorbantes du second ordre
pour les solutions indépendantes de X, s'écrit donc

TR
(1.22)
DE, +‘b:E7_ _t1 %3 g
ﬁ§€?~ 'S;;; z 9%,

¢ Cas des solutions indépendantes de X,

Le systéme (1.12) se découple & nouveau dans

- un systéme en (EZ’ Hl' H3)

0E - ?EiL -?éﬂz\) =0
’5{' /0723 ’210
(1.23)
Wy, Ve _ 4
ot DA,
W4,
Mo BE. _
2t D35




-~ un systeme en (HZ' El' E3)

T (28 %) Lo
>t 23 D,
(1.24) 93 _ DH.

—
me——— o

%t %,

©f _ ¥
(25 DAy

Pour obtenir 1'équation en Ez, nous écrivons tout d'abord la
condition d'Engquist-Majda :
1E,

(1.25) 'AIE_,_ + e, -1 °= -0
ot Rt =

puis, utilisons la deuxiime équation de (1.23) pour remplacer :

PE, c ¥ H,

s 7 T duat

Aprés intégration en temps, nous obtenons :

(1.26) '}fl-.... (AN + 3*13.:0
2+ du; = Y,

De méme, la condition 4'Engquist-Majda peut s'appliquer i H2 :

(1.27) Vs, N VH, _ |
(b'{:z 'b!;b‘t 8 'bx|z

A l'aide de la deuxiéme équation de (1.24), nous remplagons :

’3sz %?E‘S
ar PC St
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Nous obtenons ainsi :

(1.28) O, + M -4
o _ ’ax3 2

Ea
e = O

Pour faire disparaitre H

2 et privilégier El, nous utilisons alors
les égalités :

Wo _ 6 _ K
?t %, 27%;
M _ 28
%y 2t

ce qui donne finalement :

dE.
(1.29) (A_E*_-&-%_“_E_*_-—‘- —= =0
'bt ’313 2 x,

Ainsi, un systéme de conditions absorbantes du second ordre pour
les solutions indépendantes de X, est donné par :

fb—gi + ?E__‘.‘ - ..!. ——BE.3 =0
(1.30)

i + 9t + 1 ?ﬁié. = 0

ot D3 2 2,

4 Construction des conditions 3D

Dans la logique de notre approche, il est naturel de demander que
nos conditions redonnent les équations (1.22) lorsque l'on
s'intéresse aux solutions indépendantes de Xq0 et les équations

(1.30) lorsque l'on s'intéresse aux solutions indépendantes de Xg-



(1.31)
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Le systéme d'équations le plus simple possédant cette double
propriété s'obtient par une combinaison élémentaire de (1.22) et
(1.30) : '

WE LW _LE L M
2t s = da, 2 dx,
L2 4 B2 -4 ?EEE— 4+ .L Eﬁié =0
2t (313 hs 2y z %,

Par construction méme, nous savons déjd que ces conditions sont du
second ordre pour toute onde plane se propageant dans une direction
parallele 4 1'un des plan (xl, x3) et (xz, x3).

L'analyse par ondes planes que nous ménerons au paragraphe 2.2
montrera que cette condition est en fait globalement d'ordre 2.
Nous pouvons nous en apercevoir dés maintenant en montrant le
caractére intrinséque des équations (1.31).

Il est bien connu que les équations de Maxwell sont intrinséques
dans la mesure ol elles prennent la méme forme dans n'importe quel
systéme de coordonnées orthonormées.

Nous allons ici établir que nos conditions aux limites sont inva-
riantes par tout changement de coordonnées laissant 1'axe
X4 invariant.

Cela montrera que les directions x, et x. ne jouent pas en fait de
rdle particulier et par 1a méme qué nos &onditions aux limites sont
bien du second ordre.
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Nous désignons par Ra la rotation d'axe e, et d'angle a et nous
posons :

(Z\)Z‘b)g;): <R,(€4)Ro(e'1)gd €3>

=%
~ AC
'zb
~D
OL 2L,
r A
Y
oy

Les formules de changement de base permettant de passer des

~ ~ A .
coordonnées (x%, x2, x3) aux coordonnées (xl, Xy x3) s'écrivent :

~

Z, =%y COS K + A B

X, = %, ¥m& + A, o5

~
'13:' 7’-3

de telle sorte, qu'au niveau des opérateurs différentiels, on a :

£l = (oSt 2, — Sl ,.37\.'
%, '}1t %,
2 - ia 9;; + coSw 9—;
A2 0%, %,
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On notera en particulier que, matriciellement :
. L )
2 i) tosa  —Sina ALY A
¢, 0%y, ! *
(1.32) —_
? QB Sin (oS C ._CB
- —_s {n -~
0%z, 2%, CEMT
D? meme, les formules de changement de coordonnées pour les champs
E et H se traduisent par :
-~
E“ 0SS « - S\h E4
= ~
£, Sin - o 0s X £,
(1.33)
~
€, Eqy
= ~
H3 H3
s

Remarquons alors que les équations (1.31) s'écrivent matriciel-
lement :

E, P 2 g
(1.34) (’) . d o™ % -0

2 WMy / \E 2| 2 2. [ \H

3 2 s 5, 3

Par conséquent, en utilisant (1. 32) et (1.33), elles s'écrivent
aussi :

A~ A N\

oS 8 -Sny A E, X, a,‘gl 3 ~ 0
— + = -1 ~
'bf %13 = z 9 __?__ H3

Sin o S o 2 ot A



(1.35)

1.3
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ce qui est strictement équivalent i :

E IR
Q ’3 : | rb‘x\ W, - O
CPRRY N A~ B CEE H

Bz o 2%, Hs

Nous avons donc prouvé que nos conditions aux limites prenaient la
méme forme dans n'importe quel systéme de coordonnées direct
laissant 1'axe Xq invariant. Il est alors facile d'en déduire que

nos conditions sont globalement d'ordre 2, ce que confirmera
l'analyse par ondes planes.

On notera que le caractere "intrinséque" de nos conditions aux
limites apparait trés clairement sur 1l'écriture matricielle (1.34)
des équations.

Une deuxiéme dérivation des conditions

Nous allons établir ici un lien entre nos conditions et celles
d'Engquist-Majda, ou plutét celles obtenues en généralisant la
démarche adoptée par ces auteurs dans le cas de l'équation des ondes
scalaires.

Nous considérons toujours le cas modéle du demi-espace
RE = [ (%0 %50 %5) / Xy, €0 ] et introduisons la transformation de

Fourier partielle en les variables (xl, X,, t) :

2'

?(¢\)12/'z3 /{) e $(41)£;)x3}w>

2 ¢ w&"e"l 1~ R
‘(’“"n“n"s;“’) = ——‘——, g‘?(’ﬂ"‘x;"s;*) Q( “ )dx,dxlds
Czn)/z.



(1.36)

(1.37)
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I1 est alors bien connu qu'une condition aux limites transpa-
rente pour les équations de Maxwell s'écrit :

N

% [ E,
f&- <T E: = (w <T4 - télz ) A
d‘)‘-s ‘E:_ Co" Eq_
"&\z= g'z + ez:
\I 2 - B2 w dlgw
w?.

Y.
Hh - BN
( w’) -kt soltal 3w

w? -

La condition absorbante du second ordre s'obtient classiquement
en développant au second ordre la fonction :
B

[

%

. 2

(k.w) — [ 1- lEl ] par rapport a lkl qui s'%nterpréte, lorsque
w?2 w '

l'on revient A une analyse par ondes planes, comme le sinus de
l'angle d'incidence de 1'onde plane par rapport au bord absorbant.

On a alors :

A
é\.\ 2 2 E4

fé- A = (W Y - 1{L\ + o’<q:%l_/) A
&'13 £ a 2(.02 (_01' Ez_

Remarquons alors que :
A 2 4
£ . A A -, A A !
M(z é\\ - @,Ez“ﬁ;El) 5 +—@1E1+41‘Ez> 4
2 : ‘ y



(1.38)

(1.39)
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Par suite nous pouvons écrire :

A A ..gz

€. £ 22
;':L.s(é;): g (4-\-0((&.21‘2‘)) é:: _.Gg.,é\,_-ﬂza‘) :ZL
2wt

Mais, de 1l'équation de Maxwell :

W, % %%,

— —

W Mo, X,

nous tirons 1l'égalité :
/N A A\
(-'3'\'(3 = %‘E'z_." 'Az. E4

-
et de 1'équation E = 0, nous tirons :
&
4E+ b & alat-3

Ax3

Par conséquent :

4 (& 12 e
a;g(fz - g("“(«o))(s,_) 2(% E
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Mais, et c¢c'est i ce niveau que notre approche est nouvelle,

nous pouvons également écrire la condition transparente pour le champ
E, @
3

=cm(4-— M'\ 3

= (W (/\ _'_1_1_1‘;_(_4_ 0(%-1—1)) E—\3

d'ol nous tirons :

- AA:’ 4-—1(_&_&’\-0(@)}&\3
A

d R

Elr

il
I

et par conséquent :

4, 4
A 2 !
L J‘Es @ I w A (lg-lz Z)l E\
2w ¢11(3 A, 2 %y 4 @* | $a
(1.40) w w /. w

Mais remarquant que :

2
e

ot \ &

"

——

w
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nous pouvons finalement écrire :

a
i [ ARWAL
l .
A
x w z
dx, \ g,
(1.41) : -3 A
t 2
+ — Hy
z | -2,
{‘ ‘ 2 A
. bk o1
UL T B S Bl IR (——-—I [ =
r Jx:_ w2
w
L'approche Engquist—-Majda classique, consisterait & ne négliger
2
que le premier terme en 0 lil_
w 2
Elle conduit alors A dés équations assez complexes faisant
intervenir des opérateurs différentiels du second ordre.
En fait 1'équation (1.41) montre que 1l'on peut également
> 2
négliger le second terme en 0 [ 151_ ] sans changer 1'ordre de
w?
1'approximation par rapport & %%} .
L'avantage de cette deuxiéme approximation réside dans le fait
qu'elle simplifie considérablement le résultat obtenu.
Nous obtenons :
A A
A E
4 [E E, AR S R AR 5
(1.42) A : L A
T A = Wi A + — 4 - H
413 £, E, 2 2 i 3

c'est-a-dire exactement, i une transformation de Fourier preés, la
condition aux limites obtenue au paragraphe précédent.
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Ce calcul a le mérite de situer notre condition aux limites par
rapport i celle d'Engquist-Majda.

Par ailleurs, il prouve que notre condition est bien du second
ordre.
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2. ANALYSE DE LA CONDITION AUX LIMITES DANS LE CAS DU DEMI-ESPACE

2.1 Analyse de la stabilité

Notre condition n'étant pas rigoureusement équivalente i la
condition d'Engquist-Majda pour 1l'équation des ondes, sa stabilité
n'est pas a priori assurée. Nous allons montrer que les conditions
‘aux limites (1.31) assocides aux équations de Maxwell (1.12) ménent &
un probléme fortement bien posé au sens de Kreiss <(14>.

I1 est bien connu (voir <12), <14>) que pour analyser la
stabilité au sens de Kreiss, il suffit de considérer le probléme :

. - P4 3
% _abH -0 dans R _
ot
W 2 F
| 3
(2.1) oH +noFE =0 dans R
ot a B g
m—— Q_
3 [F | ?a"n 'ég‘z = = « suc 17
e A = we
wle ) T2 2 2 )\ d2 3

E (%,0) = H (x,0) = 0

Nous résolvons (2.1) par transformation de Fourier dams les
directions (xl, xz) et transformation de Laplace en temps : '

(e('i”‘!,_)"x-s,“:) — c?(‘ﬁ” {L)u3)s)

@*«,Q)GRZ , Rels) 20

oY)
o\ = ﬁl"t"éz"z -
? U‘H{’“?- )7‘3»5} = ( l j .Ce@l 2% /f) e ( )& *
2
R

3,
n)/ (o) K
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En appliquant la transformation aux deux premiéres équations de
(2.1), on montre facilement que :

A A x
(2.2) E., ("‘3) = Ez_o r] 53 3

ol é3 = %3 (k,s) est défini par :
Y

2 S 2 \'*

§,= (24 424s7)

Re (?,3> >0

Par ailleurs on voit que :

A (A E2-4

Do
(2.3) 'H3(’l;) - _ 2 zEl> Q§3‘13

: Il nous reste a reporter (2.2) et (2.3) dans les conditions aux
limites. Il vient :

£o 2, 4.\ [-RE2.0E 3
<s+5$3> . s ﬁz{)/% ;

+ |
ce que l'on peut écrire :

R AN O

£’
M(”;&') | ( Eo 3

my

i
b
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ol la matrice M(s,k) est donnée par :

Myl %) = s+, + L <f‘: 42)

PR s %a

(2.4) L by
F1231 (31‘4;) = S + §53 4+ ?i <.f§l — .___.>

3

Mn.(S){) = - 4 é (l i;) = MZI (S/A)

Vérifier la stabilité au sens de Kreiss du probléme (2.1)
revient A vérifier que l‘'équation caractéristique en s :

(2.5) det M(s,k) =0
n'a pas de solution dans le demi plan Re(s) > 0.

MG AaM,, 6)8) = @*is)z*’(‘ (s+ éa)@j*g:)(’sl' “ét_ j

t(ﬁz g=>(4 427

Soit encore, compte tenu que

§3_ st = 474 42

M, (s,4) M, (5,%) = <5+ 33\) l« (ﬁ4+£4+44‘ +__.€22(
5%,

D'autre part :

(Mn.(szﬁ-)f- = ‘g%éiz(

w)-—

+.§L;)?‘
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Par conséquent :

4 4 252 22
det M(s,4) = (3+%5) + & ng%g ) fg
3 3

I

(S"' {g)z + <€'7* 4:X

45§3

(5+ %3 )2 + (532"51)2

b S‘g 3
— + 2 <5—§3)L
<}; :§3»> (f | + —jagji;:"

5+5,)"
‘45‘?3

Compte tenu que Re ( 3) > 0, 1'équation (2.5) ne peut avoir de
Solution dans le demi plan complexe Re@))O. Nous pouvons donc énoncer
le :

——
——

Théoréme 2.1

Les conditions aux limites (1.31) jointes aux équations de Maxwell
(1.12) définissent,dans le demi espace X, < 0, un probléme
fortement bien posé au sens de Kreiss.

Analyse par ondes planes de la condition aux limites

I1 est bien connu qu'il existe deux types d'ondes planes
électromagnétiqnes, c'est A dire de solutions particuliéres des
équations de Maxwell s'écrivant sous la forme :

5:)= (Eﬁ) cxp(f(Z.Q-wé))
L@ ,4,,4;) €r

W ETR




(2.6)

(2.7
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Ces deux familles d'ondes sont toutes deux associées a la néme
relation de dispersion :

—-’
2
2= 4]
et ne se distinguent qu'au niveau de la polarisation c‘'est & dire au

e
niveau de la direction du vecteur (Eo, Ho). Notons dés & présent que

1'équation (2.6) nous permet d'écrire :

-

'&, = W ;?

-
K| = K +Kr +Ky =1

ol K’dé31gne la direction de propagatlon de l'onde. On notera en

-
particulier que si @ désigne 1 angle entre K (direction de propaga-
tion) et e> (vecteur normal sortant sur le bord absorbant), alors
K3 = cos 6.

Pour notre classification des ondes, il est naturel, vu la
géonmétrie du probléme qui nous intéresse, de faire jouer un réle
particulier & la direction e,-

Nous distinguons donc¢, conformément 4 la terminologie usuelle
en physique (<10>) :

- les ondes transverses électriques (TE) qui correspondent a :
—> -

ce qui entraine que :

-— —Kz'
Bo = B | "
o
- - - _‘<“<3
Ho = KANE = &5 -k, Ky
K+ K
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- les ondes transverses magnétiques (TM) qui correspondent & :
ﬁ _’
Ho L e3
ce qui entraine que :

K, K5
-
E} = {4° ‘<z'<3

-é(.z +K:>

"<z

.—)
Fﬂ: = Ho $<4
(o]

(2.8)

Nous allons maintenant nous intéresser 3 la réflexion d'une

onde plane incidente (de polarisation TE ou TM) sur le bord absorbant
+

r3,
Bien entendu, nous dirons qu'une onde plane est incidente par
+ . .
rapport a r3 si et seulement si :
53 >0

ce qui signifie que 1'angle d'incidence © vérifie :

i
~
o
~

S -]

¢ Illustration graphique

x)




...35_

A priori une condition aux limites_linéaire "générale" imposée
sur le bord It est susceptible de générer un couplage des polarisa-
tions au niveau de la réflexion, au sens ou :

- une onde TE incidente engendre une onde TE réfléchie et une onde TM
réfléchie (avec des coefficients de réflexion REE et REM)’

- une onde TH incidente engendre une onde TM réfléchie et une onde TE
réfléchie (avec des coefficients de réflexion RMH et RHE)‘

Nous allons montrer que, avec nos conditions aux limites, un
tel couplage ne se produit pas au sens ou :

- lorsque 1l'onde plane incidente est transverse électrique, l'onde
réfléchie est purement transverse électrique,

- lorsque l'onde plane incidente est transverse magnétique, l'onde
réfléchie est purement transverse magnétique.

Cette propriété remarquable doit bien sir étre attribuée au
caractére intrinséque des équations (1.31) caractére mis en év1dence
au paragraphe 1.2.

¢ Etude de la réflexion d'une onde . TE

Nous allons chercher une solutlon particuliere de ({(1.12), (1.31))
sous la forme :

E=E +E
= [
(2.9) . 7 .
- —
H ‘.:'Hi <+ H:z
ol 1l'onde incidente est donnée par :
- Ky
-
E; = Eo Ky CXP (iw('(4‘¥.,+|(z%z+i<3 23 -'l:'>>
0
(2.10)
Hc = EO -'Ka. K; CXPélw (K.‘)( *KL7(1+K3 3-t))
K2+ Ky
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et 1'onde réfléchie, cherchée sous la forme :

- |
E. = R..E ( "7) exp (i (i % -k <))
0

(2.11)
— K, Ky
Ha = Re. & Ky Ky f—Xp(tm <K|°‘. +Kty “K3% 't))
KF+ K2

Par construction, la solution (2.9) vérifie les équations de
Maxwell (1.12). Il ne reste plus qu'd injecter (2.10) et (2.11)
dans les deux équations (1.31)1 et (1.31)2 et & vérifier que 1l'on

obtient bien deux fois la méme valeur pour le coefficient de
réflexion RE.

(i) Equation & 1708 1 M _

2 Dy

2t ™3 2 Dz,

Les quantités que nous allons calculer ci-dessous seront évaludes
sur le plan Xy = 0.

Pour simplifier les notations, nous posons :

$ = (Ki x, + K2 X, - t).

(% + ;%3){4 = K, % A+ Rg) - K3 (1- RE)} £y exp(iwd)

W3

ey = (Wwk, (41+ RE) éK"'.}—K:'). £, \‘-’-XP(EM (p)
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La premiére condition aux limiteé est donc satisfaite si et
seulement si :

(1+ Re) - ¥3(1-Rg) - -,-‘;(4" “31)'0‘* Rg) =0
& —;—_(’VK&Y. + 4 (1+%)" Rg =0

(A-—Kg z
B A+ K3 J

y g, 0&, | OE; | OM: _
GL)Equa‘(«ov\ ’ZZ—‘+'5;7;-5 5;:+.£ 7;'——0

= R

(2 + 8, )F = -1 § €%0)- 6 (R}, explio §

%%z_ = cwK, (A Ré-) [I(“"-h k2) E, exp (v CP)
4

La deuxiéme condition aux limites est donc satisfaite si et
seulement si :

S (hRe) 11y (1R 5 L (1) (10 %) = o

& R = _(A‘KB)Z
€ 1+ K5
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Nous avons donc montré qu'une onde plane TE incidente générait une
onde plane TE réfléchie avec une amplitude multipliée par un
coefficient de réflexion ne dépendant que de 1'angle d'incidence ©.

(2.12) R(8) = |Re| = (4- cos 8 )2.

A4 cosb

4 Etude de la réflexion d'une onde TM
Nous cherchons une solution sous la forme :

- T —

= {Ei J-ffn_
H o W +H,
R K, K3
£, Ky K exp (1w (K% He, xg-{-))
G(\Z+Kzz)
- -
H, = Hy K, exp { (l('x + K, "2.4'*‘3"3“*'))
0
E, R —‘< K3
= S <-— KKy | explia(Kx +ig 2,k % ‘f)) |
(k2+x3)
™ -K
2
H, _ R Ho < K, exf,(éu(K,'x‘+Kzﬂz-t§13-t>)
0
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(l) Equation '_b_E_,_‘_’é\‘:-T_,_ -4 ?E——E - J ’2+( o
?t 23 2 %, z ’ax,_ =

<% 2 \5 - —iwK Ky 31 Ry) - Ks(4+Ry) } H expliw®)

A3
%,

(gj&i =0
0%y

" La premiére condition aux limites est donc satisfaite si et
seulement si :

K3 % (*Rn) - K ("*Rh)} ‘%CA‘K;)(""’?M) =0

= —lw K, (K,H»K,f) (4+ Rm) - Ho expliw ¢)

& - (4-¥3 )"~ = (1+3)*Rn =0
__ A=k Vo
= Ra=- ()

(‘0 Equation fa_€7;+ of, _ 4 | OHs _5

] [
¢t ﬁi’z‘a -21——

@ +£3 ) ‘E,_ = -~ WK, K3 5(4-&1) - K3(4+ ?"‘)3“" exp[c‘w@

"OF:
,&-} T —lw Ky (K"‘.;—K:') (4+ Rh) Ho.exP[£w¢)

oY,
2,

I1 est alors clair que la deuxiéme condition aux limites est satis-
faite si et seulement si :

-—
—




(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Nous avons donc prouvé que toute onde plane incidente TM générait
une onde réfléchie de méme nature avec pour coefficient de
réflexion :

R(O) = IR, = ﬁ:_se_%é)z
A+cosd

Nous pouvons résumer notre étude par le :

Théoréme 2.2

Toute onde plane électromagnétique arrivant sur le bord absorbant
avec un angle d'incidence ® est réfléchie en une onde plane de

méme polarisation dont l'amplitude est multipliée par le
coefficient de réflexion :

R(B) = [1-cos8 )2
A+ @s6

En particulier, pour les petits angles d'incidence :

R(8) ~ B
‘ 16

La condition aux limites absorbantes (1.31) est donc bien une
condition du second ordre.
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3. TRAITEMENT DES ARETES ET_DES COINS

Pour ramener des calculs numériques & un domaine borné il est
nécessaire, si l'on désire essentiellement utiliser des frontiéres
artificielles planes, de savoir prendre en compte des arétes et des
coins. De telles singularités géométriques ne posent pas de probléme
lorsqu'on utilise des conditions absorbantes du premier ordre (cf <2>).

En revanche des difficultés surgissent dés que l'on considére
les conditions du second ordre (voir <2», <5>, par exemple). Comme en
pratique il est naturel de choisir comme domaine de calcul l'intérieur
d'un parallélépipéde rectangle, il suffit de savoir traiter les arétes et

les coins dans le cas d'angles droits aigus. Nous allons considérer ici
le probléme modéle du triedre rectangle :

Q={(’xﬂ°‘u’x3>ém3 T ¥y <o )“2<o)“3<o}

qui présente 3 faces :

=3 (0,2,%3) , %<0 ,%3<0 §

r2'.+ = {- ('xwo) 13} > <0 )x&<o}

o
+
]

{ (4, %2 ,0) , %y <O ,x2_<o}

3 arétes :

A,,: { (‘x“O)O> )24'<O?J- = F‘:+DF;+

Az_-'- § (0,1,_,0) ) 'z,_<o} = ’:’:JfﬂF; .

Ay = 5 (0,0%), x5<0} = 'L

et un coin (0, 0, 0).
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Nous pouvons écrire les conditions aux limites absorbantes sur

+ +
chacune des faces Fl. Fz, F3.

Nous avons construit au paragraphe 1 celles correspondant au

bord r3, les autres s'en déduisent aisément par permutation circulaire
sur les indices.
Sur rI
2 2\ /g
i3 1) (’a % ) EZ l ¥t p, 6;-3 1 - o
Ve —— + — — —
at (ax\ E3 2 :6-- € H‘!
'313 a)(z
Sur I‘; R
B\ _( (55 7% \[F)=0
(3.2) <3_+9__> £ -3 QS P H, B
A/t A 4 "“" 315
Sur P;
CHSCE
£ [ [, Es —0
(3.3) __ — —_— -
* j \ £, zZ |2 _9 Hq
Une raplde analyse de ces conditions montre que au moins _, _,

formellement, elle ne permettent pas de déterminer de facon unique E et H
dans Q. C'est particuliérement clair lorsque l'on essaie de construire un
schéma numérique d'approximation du probléme ainsi défini. En fait il
apparait nécessaire d'ajouter une condition supplémentaire sur 1l'aréte,
cette condition portant sur la composante tangentieile du champ électri-

que (E1 pour l'aréte Al' E2 pour l'aréte Az et E3 pour 1l'aréte A3).

En revanche, aucune condition supplémentaire au coin n'est
requise. Nous renvoyons le lecteur au chapitre 4 ol cette évidence

s'impose. Le seul probléme est donc de déterminer les équations d'aréte.
Lorsque 1'on utilise les conditions du second ordre classique ceci n'est
pas du tout évident, car des opérateurs différentiels du second ordre
dans la direction de l'aréte restent présents, au moins A priori.
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Nous allons voir que, avec nos conditions aux limites, le
traitement des arétes se fait de fagon trés simple et trés naturelle.
Nous allons construire ces équations d'aréte, conformément & la méthode
utilisée dans <2>, par compatibilité entre les équations sur les faces de
fagon 4 assurer l'existence de solutions réguliéres. L'adjonction de
telles conditions pourrait apparaitre comme un pur artifice numérique.
Toutefois 1'exemple modéle du probléme du coin pour 1'équation des ondes
scalaires 2D (cf <2>) laisse penser qu'il n'en est rien et que ces
conditions d'aréte sont vraiment une nécessité sur le plan théorique.
L'analyse mathématique de cette question ne fait pas l'objet du présent

travail. Nous renvoyons le lecteur A un prochain rapport ol nous traite-
rons cette question.

¢ Construction des conditions d‘'aréte

Ty

X X2
E:ﬁ. 3 .

A
;
v

8

E.
E, E,
A
s
Considérons le cas de l'aréte A,.

1
-) )
Soit (E, H) un champ de vecteurs régulier satisfaisant les
équations ‘de Maxwell (1.12) dans Q et les conditions aux limites

(3.1), (3.2) et (3.3) sur les faces FI, P; et P;.

Comme Al = ?2 N F; nous pouvons écrire sur Al que (cf équations
(3.2) et (3.3)):

?Bgi e ?ﬁEL - .l ?2EEL + L (b‘JL' =0
ot 'aiz, 2 31(, 2 '33L3
® LB LW M

|

L i



(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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Les termes "génants" dans ces équations sont ceux portant sur Hz et

83. Pour les éliminer, nous faisons la somme des deux équations :

E, ,a'El “0E, ,_._L(a £+ I g'Hz. s -
et i B (B - 52) =0

Mais, grace aux équations de Maxwell, nous savons que :

M _Ws _ _ %

- "™ mmeme

s | 3 ?t

En reportant dans (3.4), nous obtenons finalement notre équation
d'aréte :

(éil-q—_Z_ E+(é.‘.E_‘)—-L-?-('Ez+E3>=O
ot 3 “oa 3

Nous pouvons maintenant écrire nos équations d4'aréte (nous obtenons
les équations relatives aux arétes Az et A3 par permutation
circulaire sur les indices) :

- sur l'aréte Al :

%, 2 >..l§_ E,+&E) =0
’SE'+—( ’Bx3 3-’22,( 2 3>»"
~ sur l'aréte Az :
%Ea 3Ez>
—) - = (E,+E 0
® T ’aot,+’a‘x3 3’61< 3>
- sur l'aréte A3 :

2ts - 353 3E3

- )_—_l_ ?—(E"fgz =O
Bt 3 ™, | el 3
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4. APPROXIMATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES DES EQUATIONS
DE MAXWELL AVEC CONDITIONS ABSORBANTES DU SECOND ORDRE

Nous allons ici construire un schéma numérique d'approximation
par différences finies du probléme modéle du diédre présenté au chapitre
précédent. Plus précisément, nous allons décrire un schéma d‘'approxima-
tion numérique des conditions de bord et d'aréte qui soit compatible avec
le schéma d'approximation le plus naturel pour les équations de Maxwell
(1.12).

Ce schéma est un schéma de type saute-mouton qui utilise des
maillages espace-temps décalés pour 1'approximation du champ électrique
d'une part, du champ magnétique d'autre part. Ce schéma est présenté au
paragraphe 4.1. Le paragraphe 4.2 est consacré aux conditions absorbantes
sur les faces, et le paragraphe 4.3 aux équations sur les arétes.

Nous montrons en particulier que si la présence d'un coin ne
nécessite pas l'introduction d'une nouvelle équation au niveau continu,
elle entraine néanmoins un traitement spécial au niveau discret.

4.1 Présentation du schéma 4 l'intérieur

Nous construisons un maillage du triédre Q en petits cubes de
c6té h > 0, maillage dont les noeuds sont les points Hijk de coor-

données (ih, jh, kh) (ici (i,j.k) sont des entiers négatifs ou nuls).

Les inconnues du probléme discret sont :

- les valeurs du champ électrique tangentiel au milieu de chaque
aréte du maillage : g

<E4> L <E’-> (E’)z,J')Aw/L

) A ‘
t.)yt-/z)‘ea. )
- les valeurs du champ magnétique normal au centre de chaque face du
maillage :

“hd)

(H.), . R (s,
L)J*'/I_)&J'/z > Y "“gz )))A’+I/L ) L"I/Z)j"",/z.)ﬁ'
On notera que les champs E et H sont en fait représentés de la

méme facon si on considére en fait deux maillages décalés 1'un par

rapport a 1'autre de E dans chaque direction spatiale.
2




- 46 -

Le seul véritable choix effectué ici consiste i imposer que le
bord du domaine de calcul coincide avec un ensemble de faces du
maillages de telle sorte que sur les faces les inconnues sont les
composantes tangentielles du champ électrique et la composante
normale du champ magnétique. Ce choix est cohérent avec celui qui a
consisté 3 écrire des conditions aux limites absorbantes 3 1'aide du
champ électrique tangentiel.

L'option contraire amenant au calcul, sur les faces du champ
magnétique tangentiel et du champ électrique normal impliquerait
l'écriture d'un systéme de conditions absorbantes sur le champ
magnétique tangentiel, ce qui ne pose pas de probléme. Ces deux
options sont identiques au niveau continu mais légérement différentes
(tout en restant consistantes i 1l'ordre 2) au niveau discret.

Pour la discrétisation en temps nous utilisons un pas de temps
At constant et A nouveau deux maillages décalés de :

ééi 1'un par rapport & 1'autre.
2
n+/%
-~ le champ électrique est évalué aux instants t . = (n+)) At
MY
E
- le champ magnétique est évalué aux instants t° = n At

¢ Schéma pour le calcul du champ electrique (SE)

Il s'agit d'un schéma explicite, centré de type sautz-mouton, du
deuxiéme ordre en espace et en temps. Les équations discrétes sont
centrées aux milieux des arétes du maillage (<16>).

toi-

epid; ne
Le champ électrique E se calcule i partir de E - et du

champ magnétique-gn.
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Exenmple :

La discrétisation de 1'équation

o, ('&H; _’A_’ff_z_> -0
(‘2—'&— - 'ax;_ ’313

se fait & 1'aide du schéma :

m+lf m-% m ™

E, i+‘/z)5)e'? —<E'>£+'/z):);4- <H3>£*'/*:.S*'/z>r‘f-(H3>L“£f3'*i=&

(4.1) Aé- £

M m
+ (H?-)zu/,)j)é-‘\l/,, - <H2->i*%>3,ﬁ~%;-_ 0
]

Plus généralement, le calcul d'une composante du champ électrique

n+}g ,
tangentiel sur une aréte A 4 l'instant t se fait par une

v n—'/z

combinaison linéaire entre la méme quantifé 4 l'instant t et
les composantes normales du champ magnétique au centre des quatre
faces ayant l'aréte A comme aréte commune, ce champ étant évalué i

D+
1'instant t .
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Illustration_graphique (Figure 4.1)

l o==={> : valeur calculée

s—— : valeurs intervenant dans le calcul

>

3

() /_,/ ﬁ* //‘ tres Eamt
G A A nbamt €7

& A | / TN %

¢+ Schéma pour le calcul du champ magnétique (SH)

Il jouit exactement des mémes propriétés que le schéma de calcul du
champ électrique.

n+f n nt% *
H se calcule explicitement.é 1'aide de H et de E (<16>).
Exemple : ’

La discrétisation de l'équation

?i‘(_' + ((b_f}_ - ?E‘.) =0
ot W, Wy

se fait A 1'aide du schéma :

LYY ~ M+‘/‘_ ~e /,_
<‘ ) Gt - (H\X)J‘“/HA*'/& + <E3 4Rl ~ <3) k%
(4.2) At 4
M*'A_ "‘*'/3_
B (.£2>.:,5.,uu{+q -'(E?-)i_)jay ‘/,_,4. -0
R
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Plus généralement, le calcul du champ électrique normal au milieu

+1

d'une face F & 1'instant t" se fait par une combinaison

linéaire entre la méme quantité évaluée A 1l'instant t" et les
composantes tangentielles du champ électrique sur les quatre arétes

n+ 1

de cette face, ces composantes étant évaluées i l'instant t 2
(la figure 4.1 reste valable pour illustrer ce calcul, il suffit de
la décaler en espace- temps)

La différence entre l'utilisation des schémas (SE) et (SH) n'inter-
vient qu'au niveau du calcul des inconnues associés i des points
situés sur le bord.

En effet le schéma (SH) peut s'appliquer en tout point qui est
centre d'une face, y compris si cette face coincide avec le bord de
Q. On peut ainsi calculer entiérement le champ magnétique discret.
En revanche, le schéma (SE) ne peut s‘appliquer qu'aux arétes qui
sont strictement intérieues au domaine de calcul Q. I1 ne permet
pas de calculer le champ électrique tangentiel sur (9Q). C'est
donc 4 ce niveau qu'interviennent les équations sur les faces.

4.2 Discrétisation des équations sur les faces

(4.3)

Nous allons choisir la frontiére r qui va donc permettre de

N 3
calculer El et E2 :

% OB _ 1 t
2t dxy 2 B¢, 2 B,

2 L 1 | OHs

ot 223 2 ’bu; z axl

Nous supposons que le bord f+

3 = kh (dans
notre cas, k = 0).

est dans le plan x3

Nous nous contenterons de décrire ici un schéma d'approximation
de 1'équation (4.3)1.

Nous allons choisir une discrétisation du second ordre en

espace et en temps qui va étre centrée i l'instant tn et au point

M... de coordonnées :
ijk

jh %, = (k - 3) n
2 2

x1=(i+-1-)h %



et qui nous permettra de calculer

= >M+ s

h uJ‘)‘o‘-

Nous illustrons sur la figure ci-dessous

intervenir dans l'équation discrétisée.

L
4 '
i

2

g
t

.Pecuﬂ 732(&-159\. "‘

Fiqure 4.2 :

Valeurs du champ électrigue'

Fraure &.3 ; Valeurs du d"“”‘? magnéh’qut
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les inconnues qui vont

a = (L), 4, G-1R)

J
2

A%
2



U,
(X

%,
5'13

:’aEz

%,

s
TN

(4.4)
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Plus précisément on aeeroche.
hafA_

nth

por __2(54 (A )5 ,'& (54)4.-#'/: )J)g. (E )cf’A,j,é ! ( )u&;._;, }
ot At
' mtlfy, I m-la. m-l/a
’ W ‘ 2 é‘ {tlhy 1) ,4 (.E' ;:‘/:- ) )""’ (E“) E*M )A" l)u}’; V- l}
| '3 | A :
- mplfy wlh M-l
par ' %E @3).',,; (i haly = B3 ) G844 égs)m K ,&411;(53)9 J,Ju,{}
- 4 £

” ~ M '
por 4 {@3%*% Sy~ @3)&#’/; i Y + <H3)5*'/u.).*"/z:&-; (H3)L"/z,y‘4-’%_}
z £ £

ce qui donne. 1'équation :

M"/z_ Mf’/?. ‘/Z
géafrl/ﬁ), @.c)if%_u, (El L+//1_,_), -1 (E)H’/;_,),‘é. { z
0t J

milf, ’ /

mlfy /2
+ = g(‘E)(Wl')' - é’) il g et (E‘ L*'/zm 4 _(E )“*'/u 1/{1-' }
2 .{ { .

M* /7_ [ M4+ /)_ M-ty t\r\~f/‘L

) 4

m M M Mo
.l %(H));*‘4)51'/1,&’(”3)':*‘/1l).-l/l.l4- + <H37£*'/Z;J*'414“-CHJ‘."/"j-‘/l’&.i}-'-'. o)
2 4 4

Pourvu qu'on ait calculé au préalable les variables "intérieures",
1'équation (4.4) permet le calcul direct et explicite de :

mtlfy
Gf ) (414 ,» 4

dés que le point ((i +¥) h, jh, kh) :
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(1) n'appartient pas A une aréte ou, autrement dit, la droite
(x2 = jh, Xy = kh) n'est pas une aréte,

(ii) n'est pas situé i une distance E d'une aréte ou, autrement dit
2
(x1 = (i+1) h , X, = kh) n'est pas une aréte.

Pour traiter le cas (i) nous serons obligés d'utiliser 1'équation
d'aréte (cf § 4.3). En revanche le cas des points correspondant au
cas (ii) ne nécessite pas 1l'utilisation de ces équations. En effet
pour ces points, la difficulté vient de ce que (E )

3 "/?-
est une composante tangentielle de E sur la face x1 = (i+l1) h.
En ce sens, l'équation (4.4) fournit simplement une équation i deux

inconnues que l1l'on peut écrire sous la forme :

mlfy mlfy M+l

AR l =
e E(E+Z) @‘)i*‘/z)j;'&- - Zz CEB)(*'/J‘){"'%- —@a tJé‘

m+ify,
. €

x
est un second membre connu explicitement.

Pour obtenir une seconde équation entre :

nelf
(B
et

malfy

(E,).
1 L+yz)),‘&_

il faut utiliser 1'équation écrite sur la face x. = cste qui relie

1
les champs El et E3.

Cette équation est :

'g_g+3e3_ize. L1 oM

P
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Sa discrétisation par un schéma tout i fait analogue au schéma (4.4)
va permettre d'écrire une nouvelle équation de la forme :

m¢ melty
“n %(.AL'C+R{') eg)u-() ﬂ_-'/ - Q‘C >L+'/)J ‘{l. -<F>

ol (F ) ‘L est, A nouveau, connu explicitement.
l.

Les valeurs :

M,/:_ M“‘/’_
(,) et (E).
Caite e

seront donc déterminées simultanément par résolution d'un systéme
linéaire 2 x 2 dont la matrice est :

L, A

: YR 22
2 _1 \
24 Af+&

qui est inversible puisque son déterminant D est donné par la formule :

D=L/L '_ML 3.
q(u+4 VY #0
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Nous illustrons comment sont calculéz; par couples, les valeurs des

champs électriques tangentiels aux points situés 3 une distance E
d'une aréte : . 2

J.
4.3 Discrétisation des équations sur les arétes

Il s'agit de calculer maintenant le champ tangentiel le long
d'une aréte. Choisissons par exemple l'aréte Al. Nous allons utiliser
1'équation calculée au § 3 :

’bE 2 /7%, Q&N _ 1 9
(4.8) ‘ <'3"z. 5;;) ;,&‘(E,_+E3>=O

Supposons que l'aréte corresponde a x2 = jh, x3 = kh.

'Y”'l/z.
Pour calculer (E ) knous allons écrire une approx1matlon par

différences finies du second ordre centrée i 1'instant t et au
point :



OF,
&

DE,

0y

g,

—

’623

€,

s,

0%,

0E3

—

GCry
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Illustrons ci-dessous les valeurs du champ électrique qui vont

intervenir dans le calcul :

SN -

N
AR As 1 t .
. >
£ /o ol

)

N

1 i g

€4

o ‘Fc{/\r\b L’.i)g

Plus précisément on anroc}\e

Par

?0.(‘

Flr

?a.(‘

P«r

' m+lfy : -//3-

4 6)17 € (‘h')t JAS o
- mVy m4Yh
CE)u'/z 1ok T é;‘ “"1'3")4 o/

hyenal 4€(on] 4 "

" , f

pENEED N g( Doy o, b (E:)W/W o, ;
: j

/

|
“ %z.l “z) £¢ ;0'4} Aw\’/z. | AHV/
(Ez);,,)j- 1/124_.5_ - é (,J- Yo, %a-&

M-ﬂy «4%.
Z 3@3)&-! :):’2,'4.-’/3. —(E-? iy i-§, 4-%
VE LMY £e30)]



- 56 -

ce qui donne 1‘'équation :

Ml melfy,
l { GE )u’/z,yilﬁ. -% ( )u//,,y-é,{-y;

4 & é{o,ug

4\#%_ ' ‘\+‘ya,
LT Z €es ity = g o 4'2}
6 vy % €301y vy L )»\w/z

1S i B dip,i-erh 4% ) 5-E, G-I _;
6 veRI, g€do )M)yz @ ),M% - J

i)=Yy b irj-"hy %= }

(4.9)

5 i
ve-41} V€3on) i < )M.,v/,_
Es

C; F] ‘..g.‘—' - . - ‘-l
| z tel,)y A Cif-6, 0l _
TS VE-in] ee§o|}§ 4 }_O

Cette équation permet de calculer directement et exp11c1tement :
LS’

Vst 5,4
sous réserve d‘avoir calculé dans 1l'ordre les valeurs a 1° 1ntér1eur
puis les valeurs sur les faces, en tout point de l'aréte Al sauf si

(E,)

celui-ci est 3 une distance 2 d‘un coin.
2
En effet, pour un tel point, certaines valeurs de Ez et Es évaluées a

1l'instant n + l apparaissent également comme des composantes tangen-
2
tielles du champ le long des deux autres arétes.



(4.10)

En d'autres termes les équations d'aréte discrétes, c'est A dire
(4.9) et ses équivalents pour les arétes Az et A3, permettent de

calculer toutes les valeurs sur les arétes sauf 3

Pour calculer ces valeurs il faut écrire simultanément les 3 équa-
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tions d'aréte en ces trois points sous la forme d'un systéme linéaire

Iix3:

(nous omettons les indices pour alléger les notations)

£, ¢,
M E?— b= G'z_
13

ol (Gl' Gz, G3) est un second membre connu explicitement et ol la
matrice M du systéme est donnée par :

L Y
~ " 3 34

\ | 4 4

M < "' “34  Ad T3 3%
+ ! 144
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dont le déterminant D est donné par :

_ Lt __5.'_.2(_L _2;.) o
D“ZZ ‘At+3&> re T3 7

ce qui prouve que le systéme (4.10) est inversible et que notre
schéma numérique est donc parfaitement défini.

Notons que la matrice M s'inverse explicitement de facon simple
puisqu'un systéme de vecteurs propres est donné par :

[
1
O
= oR

L4 L4

les valeurs propres étant respectivement :

! + 2 P 1 + 5 et 2 + —2—, (au facteur 1 prés).
At 3h Dt 3h At 3h 4

En notant alors simplement que :

G, | l 2D
Gy =-1(@:+Ga*63) |+ G_'ff'}_:ft(-! b Sit62G [
Gy 3 ( 3 0 3 -1

nous déduisons que la solution du systéme (4.10) est donnée par :

E, .
£, | = 4oed GGG
£, .34-4:1[&& I
+4A‘6‘, 4 ' G,"’Gs —2—6’2_ ,.!l
4+ 50t o

34 + 54¢ -1

+ 2{£§t’~‘£,. C;:'+<:L - 2G4 (:';
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5. CONCLUSION

Les conditions aux limites absorbantes que nous avons cons-
truites devraient constituer un outil pratique et efficace pour la
résolution des équations de Maxwell en régime instationnaire dans des
domaines tridimensionnels non bornés.

Nous appuyons cette affirmation sur 1l'ensemble des propriétés
(mathématiques, physiques) que nous avons été en mesure d'établir dans ce
rapport et sur la simplicité avec laquelle on peut construire un schéma
numérique pour ces équations.

Notre analyse n'est d'ailleurs pas compléte et il serait
intéressant d'étudier rigoureusement le probléme aux limites en présence
d'arétes et de coins (existence, unicité de la solution), la stabilité et
les propriétés du schéma numérique proposé au paragraphe 4.

De plus, nous nous sommes limités pour l'instant aux conditions
du second ordre. Toutefois il nous semble avoir mis en évidence certaines
idées et principes simples (voir section 1) qui devraient permettre de
généraliser notre travail aux conditions d'ordre supérieur et pourraient
peut-étre étre appliqués 3 d'autres systémes hyperboliques de la physique
comne les équations de l'élastodynamique linéaire par exemple.



L
(2>
3

4>

5>

<6>

<

1¢:

9

Ao,
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