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Résumé
Nous considérons un systéme implicite singulier, c’est 4 dire dont le faisceau de matrices est
singulier. On sait que la solution de tels systémes peut ne pas exister, ou étre non unique,

‘ou non causale. On résoud divers problémes d’estimation, du type filtrage et lissage, en

faisant chaque fois les hypothéses adéquates pour que le probléme ait un sens. Ainsi, il
semble qu’un filtre récursif ne puisse exister que si les solutions du systéme sont causales.
Par contre cette hypothése n’est pas nécessaire si on se contente d’un filtre implicite de
méme structure que le systéme. '

Abstract

We consider a singular implicit system, i.e. one for which the main matrix pencil is singular.
It is known that for such systems, the solution may not exist, or may be non unique, or
noncausal. We solve various estimation problems, like filtering and smoothing, making the
required assumptions to make the problem meaningful. For instance, a true filter does not
seem to be feasible if the system is not causal, while this hypothesis is not necessary if one
only looks for an implicit filter with the same structure as the system itself.



Introduction
Nous nous intéressons au systéme implicite décrit par

" Ezpyy = Fap + v, (1.1)
yr = Hz + wi, (1.2)

ot la matrice E peut étre singuliére.

De tels systémes ont été largement étudiés depuis quelques années. Divers articles
cités, en particulier [6] et [9], discutent des applications, qui convrent la commande P.I.D.,
les modéles économétriques (de Léontief ), la discrétisation d’équations aux dérivées par-
tielles, etc.

Dans le cas régulier (ou det(zE — F) # 0), il existe déja des résultats de struc-
ture intéressants concernant la solvabilité, la conditionabilité ([16]), la commandabilité,
'observabilité ([4], [9], [15], [25], [26]), l'aceessibilité ([15]), la causalité ([25]), la stabilité
([19)) et la canonicité ([21]). .

Contrairement a la plus part des auteurs, dans les articles [1], [3], [6], (7], 8], [13] et
[25], on ne suppose pas que le systéeme implicite soit régulier. On n’impose méme pas que
les matrices E et F soient carrées. Ainsi la solution du systéme peut ne pas exister, ou
si elle existe ne pas étre unique. Des résultats existent concernant 1’existence de solutions
(causales ou pas), les représentations externes, la théorie de la réalisation. L’article [8]
traite de la commande optimale quadratique. ,

Dans cet article, qui constitue la suite logique de [8], on résout I’extension naturelle
du probléme de filtrage et de lissage aux systémes implicites singuliers sous des hypothéses
duales de celles utilisées en commande. '

Le systéme implicite stochastique est décrit par ( 1.1),(1.2) o1 v4 et wy sont des bruits
blancs et gaussiens centrés de covariance Q et R. Q est symétrique positive semi-définie,
et R est symétrique positive définie. zy, est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne Ty,
et de covariance Xy, .

Nous supposerons toujours satisfaite I'hypothese suivante.

Hypothése H)

1) (E V) est surjective,
2) (IE{) est injective.

1. Filtrage de Ez; par Dualité

1.1. Principe de dualité
¢ Définition du probléeme

L’objectif du filtrage par dualité est de calculer, si elle existe, la prédiction E#;, de
Ez;,, qui est linéaire en fonction de Ykos Yko+1y- - - s Yk, —1 €t Ty, telle que le critére

J = ElaTExy, — aTE#y,)?, (1.3)

soit minimum quel que soit a (a € R").



Comme aT EZ, est linéaire en fonction de yx,, Yko+1, - - y Yk, —1 €t Tx,, nous avons,
pour certains coefficients ux et b qu’il faut déterminer,

k1—-1 .
aTEiﬁkl = - Z uf+1yk + bT?D_ko. (14)
k=kq

Proposition 1.1. On peut choisir uryi et b de facon linéaire en fonction de a, de sorte
que Etp, = — E:;_ki Axy1yx + BT, ot Axyq et B sont indépendants de a.

Cette proposition sera démontrée dans la suite.

e Dualité

Afin de résoudre le probléme du filtrage, nous introduissons une suite des vecteurs zj
décrits par
ETziy = FTz + HTu,, (1.5)

avec la condition initiale
zk, = a. : (1.6)
. Alnsi

aTEz;, = z,zw1 Ez;,
ki—1 '
T
k=ko '

A partir des équations (1.1) et (1.5), nous avons

281 Ezpyr = 2l Fai + 21V, (1.8)
zfExy = zf Fay + ufy  Hey. (1.9)
En placant (1.8) et (1.9) dans (1.7), nous obtenons
ky—1
aTExy, = 2f Exyy + Z [z 1vk — ub,  Heygl. (1.10)
k=kq
(1.2) et (1.4) donnent
ky—1
aTEz;, = - Z [wf, Hazy + uf_,_lwk] + Tz, (1.11)
k=ko ,

(1.10) et (1.11) nous donnent

ki—1
T T s T T —
a” Exy, —a” EZy, = z; Exy, + Z [zip vk + ufywi] — bT Ty,
k=kg
. = T Ty
= 2k, BTk, — Tho| + [2i, E — b [T,
k1—1
T T
k=ko



Le critére (1.3) devient

k1-1
J = [z, B = ")k > + 24, ESk ET 20y + Y (2841 Q2041 + uTy  Rugyn). (1.13)
ko
k=ko

Pour minimiser le critére (1.13), nous devons choisir le vecteur b = ETzko. Le critére
devient alors

kq
J = z;;’; EX ETz, + Z (28 Qzr + uT Rul). (1.14)
k=ko+1

Donc, nous avons le théoréme 1.1.1 suivant.

Théoréme 1.1. Le probléme du filtrage par dualité du systéme (1.1) et (1.2) avec le
critére (1.9) est équivalent au probléme de la commande optimale du systéme (1.5), (1.6)
avec le critére quadratique (1.14).

Cela montre aussi l'existence des suites {z;} et {uz} dans (1.5) avec le critére (1.14)
par l'application des résultats sur la commande optimale, (cf [§]), qu’il ne nous reste plus
qu’a utiliser.
¢ Solution du probléme
1.2. Version non récursive

En remplagant z par 2, E par ET, G par HT, Ppar &, kpark-1,k=0,1,2,...,N~-1
par k= ki,k1 —1,...,ko + 1, nous avons donc le théoréme dual du théoréme 2.6.1 de [§]
pour le probléme de filtrage.

Théoréme 1.2. Sous les hypothéses (E Q) surjective et (5) injective, la prédiction
de Ezy,, minimisant (1.8) étant donné (1.1) et (1.2), s’écrit

k-1

aTEi:;_.l = - Z uz.‘_i_lyk + beko.
k=ko
les vecteurs ug, pour k = ko +1, ko+2,..., k1, sont déterminés en résolvant le probléme de

la commande optimale du systéme (1.5) avec la condition initiale (1.6) et la fonction-coit
(1.14), et donc

Uk=R—1H/\k, k=k‘1,k1—1,...,k‘0 + 2, (115)
Zh— - 0
( f\kl) = Mk_ll (FT) 2k, k=k1,k1 - 1,...,k0 +2, (116)

avec zx, = a, ot Mi_; est une matrice symétrique et inversible, définie par

Sk
Mk—1=<£,T1 —HT];;‘]H)’ k=ky ki —1,... ko +2, (1.17)

4



Lk est symétrique et positive semi-définie, donnée par -

0 T ) ITIRY 0 ' S 0 - ;
Zk=(FT) Ml:—ll( 0 HTR‘IH)M’:-I.1-<FT>+Q’ k=k,k—-1,...,

La condition finale pour (1.18) est
Zkot1 = Q + FEx, FT — FL,, HT(R+ HEy HT) ' HE FT,

Uko41 $’écrit T ' ‘
ukot1 = —(R+ HEp HT) 'S4 F 2141

Le 'vec.‘teu"r b est :
b= ETZko = FTZko+1 + HTuk°+1.

Preuve_de la propostion 1.1

Par récurrence, il est clair que zx_; et A donnés par (1. 16), pour k = ky, k; —

kO + 2’
(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

eeny

ko + 2, sont linéaires en fonction de Zkys ainsi ux et b donnés par (1.15) et (1. "1), pom
k= kl, k1 —1, ..., ko + 2, le sont aussi. La proposition est donc établie, puisque 2, = a.

1.3. Version récursive

La prédiction de Exy, est décrite par (1.4)

ky—1 v
aTE:i:k_l. == Z ul yk + 0Ty,
“k=ko
Si ky > ko + 1, en écrivant
m-t (O o Ak
k-1 FT Bk—l ’
dans (1.16), nous avons | |

2k—1 = Ag-12k et Ak = Bi_12k.

Ainsi, nous pouvons écrire uj41, qui est défini par (1.15) pour k = ko +2, ko + 3,

en fonction de z;,. Notons que zi, = a. Nous avons

uko+1 = —(R+ HEg HY) 'Sk FT 20444
ky—1
=—(R+ HEkOHT)“IEkoFT( II 49z,
t—ko+1
Ukot2 = R HAko4a

vy by =1,



— p-1 )
=R HBko-*:l.‘Zko'th:z».-.’x:
ki-1

= p-1 I I X PN S SN
. R N . _'R (HB’i’o-l-Ll( A )zkl’ { ;,_.}\.,’. Yoo \; R ‘\ »
Ldgd o b= pd pd = N § Y*v.:ékh.*.g \ TRt T g ) et k'\iq §o R

{ai.l)

predbheanin ST e wrnivibyge dee 42

-
~3

tea THLLY wog shiaty aoifibeon od

e . o T ogynTen iy - '1“:"-3 4 ey - e Ty R
TV AR ROMHAT Y - S R T L - PRI e

(24
_ p-1
= R HBkl—szl—l ‘ |
-1 W EER
{()gf} - {+(,1\- ‘Bkl-“zAhILq‘zki”rc + 9] R RN
ug, = R~ HBk -1 2k, .
' ! k1 Yoo d (12§)! ANy
_— G e S
On &h-déduit Sre) dods T ke S
ki-1
= 1 idgoqoys PRI PN ATHN
ursr = RTHBy( H Ak =kt 1k RRINGILT o
S "A 1\ A TEIOG -('5 ,- 154 eDfoD 4h Fapoal 85D sl des 12 o010t 1671

I) 4o (CL.1), 1 & y & 3o 4u lanis g oh wmitonot e 2unadnil oo £k o

11OC SMLLE ) {
Nous) —-‘uy(:’.nfr?¢?ﬁfn§ﬁ?;§?§’§? I?>d ﬁmx&%ﬁl g‘l) en fongtion.de 1 A TINO S ST SIS S

&

T

k1—1 k, —tiergoda peiensd (B

= T T -
F( H A)Zkl H (R+H$k2HT2 1 [co\ﬂ 1(,1_[ 4!)2)#15;;,‘:13',1: 5

‘I

i=ko+1 A ko+1
- 1. ky—1
HI) 15, kT
= - H(R+ HEZyH )~ T E (/I [ 407607 (1.26)
kg‘+l
Donc, aT E#, prend la forme suivante Sirzerss o Lo g o ph e

4
¢

} ! ! - xj .-\ == {‘“ ‘D u\] - { W;.‘.\ IE'.
T R O R A
a"Edy, = a"( [ A)TFSi,(R+ HSi HT) 1y,

AR

-y

sprn v 9100 zash

i=ko+1
~1
(g8 oT 1;-,\{:\ Hx ERTCT RS S
( ko+ H R~ Yko+1
v . . =ko+2 - P I . et Bt (s ot
I RITRIR A Sy WA St ) o LY e inidh dao fon Ly can SUTIS R00VIOG IO, (LA

st Ao/ n o= a0 enp anodos L an sh ootbuiol no

T T
Ak —lBk;—2"l4'I BTk ow
T T
—a Bkl-lH R! Yk, —1
it!ﬁ_l[{ )Er-",\f_?(m"y.'ﬁ -‘»Y ';"ﬂ.l“ —

— aT( H A’%‘)TF[I Zko(R + szoHiT) lH]xko (1.27)
ko+1 T TR A G ot

N AN Pt PV

3

!



Ainsi
) k-1 R
Eazk, =( ]I A) szo(R+sz0HT) Yk
i=ko+1 ;
) ky -1

—( I 4)"Bf i HTR gy
i=ko+2

— Af, 1Bl 2 H R 'y, o
- Bk1 —I‘HTR_I ykl -1

ki—-1.

—(H ANTF[I - zko(R+sz°HT )~ lH]mko
Lo-l—l

k=1 k-1 ' EE
=Y I]] A)TB HTR-ly,-11+Bh_1HTR Yri-1
J=ko+2 i=j .
C k-1

+( [T 4)TF[zs, +2ko<R+H>:kOHT) ‘(yko Hmko)] . .(1:28)
i=ko+1 Coel

Simultanément, nous avons la prédiction de aT E#y, 41

k1
a E$k1+1—2k1+1( [I 4)7Fou(R+ HEwHT)
Lo 1—k0+1 ’
ky

; . T p—
—z1( [ A)TBL L HTR g1
i=ko-+2

. ky
" | ‘ — 2 41 ( H A)TBL o HTR "y,

k-1
- z£+1A£B{1—1HTR—1yk1—1
- zglﬂ_lB,Z; HTR-lyk1
k1
+ 261 ([T 40)TFII - Sio(R + HE HT) H)zy,. (1.29)
ko+1

Notons que zx,4+1 = a,-ainsi nous avons

ki—1 k1 -1
Eie+1=AL{ Y (] A)"BY,HTR'y;_1)+ B _,HTR 'y, _,
i=kot2 i=j o ‘ o

©



k1i—1

+( H Ai)TF[Eko + I (R + szoHT)—l(yko — Hzy,))} - Bg;HTR—lykt

i=ko+1 : :
-~ T T p-1
= A’{lEl'kl - Ble .R Yk,

Ezy,
=(4g BL) (—HTR"lyki )
Ezi
_ -1 k1
- (0 F)Mkl (_H'TR-—kal ) .
On en déduit le filtre recursif

A ) E#
Eig41=(0 F)M;} (—HTRk'llyk: )

(1.30)

(1.31)

Considérons maintenant k1 = ko + 1, en remplagant ur,+1 par —(R+ H S HT) 'S FT
Zko+1 €t b par FTz, 1y — HT(R + HEy HT) 1S FT2 41 dans (1.4), nous avons

Eirgr1 = FZry + FEr(R+ HSt HT) Y (ysy — HZ,).

Notons que 2, = zg,+1 = a.
Donc, on a démontré le théoréme suivant.

(1.32)

Théoréme 1.3. Sous I’ hypothése H), il eziste une prédiction linéaire optimale de Ex;

qui prend la forme recursive suivante:
. - Ez
E$k+1=(0 F)Mkl (_HTRk-lyk), k>k0,
E‘i'ko+1 = F-:Eko + szo(R + szoHT)—l(yko - kao)’

ot M est une matrice symétrique et inversible, definie par

by E
Mk:(_E;‘ —HTR—IH)’ k> ko.

L est symétrique et positive définie

0 -1 { Zk 0 - 0
Ek+l=<FT)]\4k]( OL HTR—I)Mkl(FT>+Q, k> ko.

La condition initiale Ty 1 est donnée par

Skot1 = FE4, FT — FL  HT(R+ HS, HT) ' HE, FT + Q.

1.4. Cas E =11 : le filtre de Kalman

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)°

Ny
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Proposition 1.4. Si E est la matrice identité, le théoréme 1.1.8 se raméne au filtre de
Kalman. '

Preuve

Comme dans I’équation (2.6.10) de [8] nous avons pour la matrice M} définie par (1.4)

1 ( HTR'H I-HTR'H%, )
Mk = ’

I-S HTR-'H S HTR-VHY — 5\ (1.37)

ol R~! = (R+ HZHT)™1. La prédiction de Tr41 définie dans le théoréme 1.1.3 devient

. . 3
Ben = (0 F) M (—HTé‘lyk)

— — Tp-1 T H-1 _ Tk

=F(I-ZH'R'H %.HTR HY; Ek)(_HTR_lyk).

' (1.38)
Notons que
[EeHTR'HS: — S| HTR™ = St HTR[HS HT — (R+ HS HT)|R™
= - HTR™. (1.39)
On en déduit donc le filtre de Kalman

Zx41 = F&r + FEr(R+ HE HT) Y (yr — Hy). (1.40)

Ainsi, la proposition est établie. |

1.5. Résultat asymptotique

Simultanément, le probléme du fitrage en faisant tendre 'intervalle ky — kg vers P'infini
est résolu par la dualité du probléme de la commande & temps final infini.
On conclut le théoréme suivant.

Théoréme 1.5. On suppose le systéme dual ETz,_y = FTzp + HTuy stablisable et
détectable par Q. Alors la solution Ty des équations (1.95)(1.86) converge vers Punique
solution positive semi-définie de l’équation de Riccati suivante:

T= (;T)Tv(g HT};’_IH)H<F9T)T+Q. (1.41)

. z E
M= (ET —HTR-IH)

9



. Le filtre asymptotique est donné par

) — Ei
E$k+1 = (0 F)M 1 (_HTI:;,f'lyk) . (1.42)

2. Filtrage Complet de z;

e Définition du systeme
Pour des raisons de commodité, nous sommes amenés & modifier légérement les nota-
tions. Le systéme implicite stochastique linéaire sera décrit par

E°2Q,, = FOzd + V0, (2.1)
i = H'z) + ), (2.2)

. . , . I 0
oll, vj et w) sont des bruits blancs et gaussiens centrés de covariance ( . R est

0 R°
positive définie. L’état initial zo est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne FJ et de
convariance L. '
Nous allons présenter la théorie du filtrage complet de z) sous I’hypothése H) et
I’hypothése complémentaire que le systéme admet des solutions causales, (au sens de [6]),
pour toute suite {v)}.

2.1. Transformation du systéme :
1
En faisant des changements de base dans I'espace d’état z§ = A, (:}83) et dans
2

, , 1
le domaine de I’équation (2.1) et en écivant B;E°A; = r0 , BiV0 = I et
0 0 v

H°A, = (H} H}) avec 4, et B, réguliéres, le systéme (2.1) et (2.2) prend la forme
suivante :

zi(k +1) = Flaj(k) + Fjo}(k) + VWy, (23)
0= F3ai(k) + Fjz3(k) + Vv, (2.4)
yp = Hizi(k) + Hjzj(k) + wl. (2:5)

1
Sous I’hypothése ( E®  V0) surjective, c’est-a-dire ( (g g) ( 11;11 ) ) surjective, nous
‘ 2

‘avons V3 surjective, ainsi il existe A2 inversible, telle que V!4, = (0 I). En écrivant
1
Vi = Asv} et en décomposant vi = (legllg) et Vi'dy = (V2 V}) dans (2.3) et (2.4),
2
nous obtenons
2}(k +1) = Flal(k) + Fiah(k) + VAvi(k) + V2ud(k), (2.60)
0 = Fizi(k) + Fjz3(k) + vi(k), (2.6b)

10
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1 1
avec EWiviT) = A7 ' A;T = Q' = ( 6%11 QQI%Z ) positive définie.

Remarquons que le probléme de filtrage du systéme implicite n’a de sens que s’il existe

‘des solutions causales au sens de article 6]

Remarque 2.1. Sous l’hypothése (E® V) surjective, une condition nécessaire et suff-

*isante pour qu’il eziste des solutions causales au systéme (2.1) quel que soit 1°(-) est que

F} dans (2.6) soit surjective.

Preuve
La condition nécessaire et suffisante pour cette existence est (voir [6])

ImV® C E°V* 4+ F'KerE®, (2.7)

ol V* est le sous espace maximum satisfaisant F°V* C E°V* avec
I 0 F! F} V2 V2
0 _ o_ (f1 2 o_ (V1 2
#-(oo) =B H) « (V)

Soit (%) une matrice engendrant V*, (2.7) s’ecrit

2 2 1
Im(‘gl V})CI (A(;I)+Im(§}) (2.8)

Donc F} surjective est nécessaire.
Réciproquement, si F} est surjective, la forme (2.6) du systéme montre qu'il existe
des solutions causales quel que soit v°(-). B

Ainsi, il existe A3 inversible telle que F} A3 = (—I 0) car F} est surjective.

2 .
Bn derivant 2}(k) = }(b), <3(8) = 4+ (D)), B = B2, Fas = (87 D),

2
z3(k)
F} =F;, Hl = H{ et H} A3 = (H} Hj) dans (2.6), (2.7) et (2.5), nous avons
zi(k +1) = Frai(k) + Fio(k) + Fai(k) + Vivi(k) + Vi3 (k), (2.9)
0 = F222(k) - 23(k) + vd(k), (2.10)
ye = Hiai(k) + Hyz3(k) + Hiz3(k) + wf. (2.11)

I 00

0

Sous ’hypothése (fro) injective, (0 0 0 Pest, ainsi H? l’est. Il existe donc
(H{ Hi H})

B, inversible, telle que B H? = (?)
KT ’ . N .. yl(k)
En multipliant ’équation (2.11) & gauche par B, et en écrivant B, yg = yk = yi(k) ,
2

Biwy) =wy et By (H} H? HZ)=(H} H} Hj),'équation (2.11) devient
Yk —H1$1(k)+H2$2(k)+H3$3(k)+wln (2.12)

11



ou H3 =31H32 = (?) et S(w,lcw}cT) = BlROBf =R! >0.

En remplagant v3(k) dans (2.9) par son expression, v}(k) = —F2z2(k) + 22(k), prise
dans (2.10), (2.9) devient
 Bk+) = (F - VEFDER) + (B + V2)eR) + Fied (k) + VA, (219)
et en posant FY — VZF} = F}, F} + V} = F} et F? = F2, nous avons
zi(k +1) = Fial(k) + Fiaj(k) + Fyzi(k) + Vivi (k). (2.14)
A l'instant k + 1, I’équation (2.10) s’écrit
z3(k+1) = FRz?(k+ 1) + v (k + 1). (2.15)

En substituant (2.14) dans (2.15) et en écrivant FZF{ = F}, F2F} = F3, F?F$ = F? et
F2V =V}, nous obtenons x

z3(k+ 1) = Flal(k) + Fzi(k) + Foz3(k) + Vvl (k) + vi(k + 1). (2.16)
En regroupant (2.15), (2.16) et (2.12), et en écrivant
w1 _ ((49)) 1 (k) 1
= (1) - (\0) )i =stosi= (4D, )t =
z3(k)

* * * — 'Fl3 F23 FI? * V'l* 0 — 1/12 0
re m=((885) (8)7-(FY)- 2 o1)e
H* = ((g},) (?)) = ((H} Hj) H}),on en conclut la proposition suivante.
2

Proposition 2.1. Sous Uhypothése H), si le systéme (2.1)-(2.2) admet des solutions
causales au sens de larticle [6], il peut se mettre sous la forme suivante

zy(k+1) = F*zf + V*uy, (2.17)
vi= 2l + o, (2.18)
avec ) 1
* * % 0 * * * 0 * * *
Q* = E(wgvpT) = (Q(;l Q%z)’ St = g(Vk+1VkT) = (0 Q012>, Sy = E(Vk+2va) =0,

* % * i k I 0 - * |
7= Spel) = BRBE ot = ot = () = (7 ) a0, 5 -

T
0o I 0 - I 0 * * * * VW o
g(xomoT) = . (O A'_l ) 20A3 T (0 A3—1 ) ’ Fr = (Fl F2 )) V* = (‘/’;"‘ I) el

A
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2.2. Représentation markovienne d’une suite corrélée
¢ Rappels sur la propriété de Markov

La propriété de Markov pour une suite temporelle ou un processus stochastique est
tres classique, on en rappelle la définition et le théoréme sur le caractére markovien d’une
suite gaussienne (voir [12]).

Définition 2.2. La série temporelle z(-) est markovienne si et seulement si pour toute
sutte {ki; k> ky > ...> ki > ...}, les lois conditionnelles
L{zk|zkyy...rzh; } et L{zk|zk, }

sont identiques.

Théoréme 2.2. La propriété de Markov d’une suite gaussienne z(-) est caractérisée par
chacune des deuz propriétés équivalentes suivantes

1) E(zi|Tryy s T, = E(zrlzr, ), Ve > ky > ... >k
2) la suite z(-) est régie par une équation récurrente de la forme

Tr1 = Fzp + v,

ot v(-) est un bruit blanc indépendant de xq.
* Représentation markovienne d’une suite corrélée

On étudie maintenant la présentation markovienne du systéme (2.17)-(2.18), avec le
bruit v(-) corrélé, selon [12].

Proposition 2.2. Avec des changements de base de I’état 2*(-) et du bruit v*(-) et de
notation, le systéme (2.17)-(2.18) peut se mettre sous la forme suivante

a,‘](k‘ -+ 1) = Fz) + Vi, (2.19)

Yk = Hap + wi, (2.20)

Q

ot v(-) et w(-) sont des bruits blancs et gaussiens centrés de covariance (0 1%) que est
positive définze.

Preuve
¢ On écrit I’équation (2.17) sous la forme

zy(k+ 1) = F*z} + pr, (2.21)
Pr+1 = Apk + Buy, (2.22)
ou A et B sont des matrices & déterminer, telles que
P =E(pipl) = EV*v}iTV*) = v*Q*v*T, (2.23)
= E(prs1pT) = EV*vp i TVT) = VOSIVT, (2.24)
Py = E(prsapl) = EV*ii"V*T) = Vi 5;V°T = 0, (2.25)

13



De plus, I’équation (2.22) nous donne

P = APAT + BBT, o (2.26)

Py = AP, - - (2.27)

P, = AAP. - (2.28)

Ainsi, nous avons

V*Q*v*T = Av*Q*v*TAT 4+ BB*, (2.29)

V*SIvV*T = Av*Q*v*T, (2.30)

AAV*Q'V*T = 0. (2.31)

A1 An

) et en remplagant V*, ST et Q* par (2.18),(2.19)

(0 V{‘Qiz) _

0 V@i,

<A11 VL VT + AV QT An VL VT + ARVrQLVET + Al?Q%Z) (2.32)
AnVEQUVIT + AV QIVYT  AnViQL VT 4+ AV QL VT + 45,0Q1, ) &

e En décomposant 4 = (
A1 A2
et (2.20), I’équation (2.30) devient

Ainsi, ’équation (2.32) nous conduit a

(A4uW + A V3R VT =0, (2:33)
(AW + A V)N VeT + 412Q3, = V@Y, (2.34)
(A V" + A V)R W =0, (2.35)
(AnVy + 42V VR T + AnQl, = V@l (2.36)
Rappelons que V3 = Vi = FJV}? = F2V;*, I"équation (2.33) s’écrit
(A1 + A FYVIQL T =0, (2.37)
nous obtenons
(A + A FOVOL VT (An + A F])T =0, (2.38)
ou @7; > 0, donc
(A1 + A FH)V =0, (2.39)
soit
AnVy + AV = 0. (2.40)
Simultalément, (2.35) implique
Agy 1/1* + A22V2* =0. (241)
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Les équations (2.34) et (2.36) deviennent

A12Q3, = Vi Q1 (2.42)

A2 Q3 = V3 Q. (2.43)
Donc, les matrices A2 et A2 sont déterminées par (2.42) et (2.43)

A2 = V7'Q1,Q37, (2.44)

Aar = V3 QL Q5. (2.45)

Les matrices A1; et Az;1 sont données par (2.40) et (2.41).
Remarquons qu'il existe toujours des solutions pour A;; et Az, en fait V¥ = F2V},
nous pouvons prendre

A1+ A FE =0, (2.46)
A21 + A FE =0, (2.47)

dans (2.40) et (2.41), nous avons donc

Ay = —AF?, (2.48)
Agy = —AnFL. (2.49)
La matrice A est déterminée. |

e Nous allons maintenant calculer la matrice B.

En écrivant B = gl , ’équation (2.29) devient
2

(WQ;IW.; VeQLveT )z(wczizA’ﬂ, VI*Q%;,AZTZ) +(BIBIT BIB;T)
GOuVT VLT +Qh) T \ViQhAl, VQL4L) T\ BBl B.Bf)

(2.50)
En remplagant A;2 et Az, par (2.44) et (2.45) dans (2.50), on a
Bl Bil" Bl BTZT _ VltAVltT ‘/I*AV;T (‘) 51)
BB B,BY )~ \V;AWT VAT +QL, )" -

ou A = Q{l - Q}2(Q%2)_]Q%1' . )
Remarquons que Q' = <gi1 8%2) = 477477 > 0, donc Q},, QL, et A sont
21 @2

positives définies, nous pouvons écrire
Qi =CiCl,Q), = CrCfeta =cCcT. (2.52)
Ainsi, (2.51) s’écrit

(BIB]T Bl Bg‘) _ V.I*CCTVI*T ’ 'VI*CCTV;T

= (V;CCTV]*T V;CCT‘/;T + C2C2T) . (2°53)

B,BT B,BT
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Donc, la matrice B est déterminée par
_(BiY_(WC o0
b= (Bz) B (Vz"C 02)' (254)
e Les équations (2.32) et (2.30) nous conduisent &

0 V‘Ql
AV*Q*vT = ( L 12) , 2.55

© 0 Vel (2:58)
notons que A Vi* + A1V = 0 et Ay Vi* + A2 V5" = 0, nous obtenons

P, = AAV*Q*V*T

_ A(o Vf‘Qiz)
0 V31,

_ (0 (AW + 412V7)Ql, )
0 (AnV* + 45:V71)0Q1,
= 0. (2.56)

L’equation (2.31) est vérifide.
R () D
() e =wi P=(m R)=((F 1) (§))v=(3) 00

R=R'et H=(H, H;)= ((H* 8) (?) ), nous aboutissons & la proposition
2
1.22. B

o

2.3. Filtrage de z;
Le systeme (2.19)-(2.20) sécrit

z1(k 4+ 1) = Fay + Vuy, (2.57a)
y1(k) = Hiz1(k) + wi(k), (2.57b)
yz(k) = szl(k) + xz(k) + wg(k). (2570)

| Q. (00 0 0

La covariance de vy, wi(k) et wa(k) est 0 Ry1 Ry, = .
0 R
0 Ry1 Ry

L'objectif du filtrage est de calculer 43 = & [zk|yo, ..., y&]. Nous noterons & ’erreur

Tk — &) et Ty sa covariance (voir [7]).
Supposons & et T déja déterminés.
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¢ (2.57a) et (2.57b) nous permettent alors de calculer #;(k+1) par un filtre de Kalman
classique.

Par contre, I’équation (2.57c) ne peut pas étre utilisée, en effet, la connaissance de
y2(k + 1) ne donne aucunne information supplémentaire sur #;(k + 1), parceque z2(k + 1)
est totalement arbitraire. (Formellement, nous pouvons lui donner une covariance infinie
~ ce qui annule le coefficient du terme en ya(k + 1) — F,(k +1).)

Etant donné {y(0), ..., yx}, les moyennes et les covariances de z1(k +1) et y1(k + 1)
sont

Fi(k + 1) = Fiy, (2.58a)
¥1(k + 1) = Hy Fiy, (2.58b)
T = FL FT +vQVT Fey FTHT + VQVTHT

1T\ FSFT + HiVQVT H FS FTHT + HiVQVTHT + R,

_ (En(k +1) Zya(k+1) _ (2.59)
Ezl(k + 1) Egg(k <+ 1)

Etant donné {y(0), ..., yx+1}, la moyenne et la covariance de z;(k + 1) sont
B2k +1) = F1(k + 1)+ Kpalpa(k + 1) — 7k + 1)), (2.60)
Ti(k+1) =31k +1) - Tia(k + 1)52—21("7 +1)Sn(k + 1), (2.61)

ou _ o

I{k+1 = Elg(k + 1)222 (k + 1) (262)

3,2 est définie positive, puisque R; est définie positive.

¢ (2.57c) nous donne Z;(k + 1):
E2(k+ 1) =yo(k+ 1) — Hyz1(k +1). (2.63)

e L’erreur &4y, et sa covariance ;4 sont

. I .
Tpy1 = (—H2> xl(k + ].) + (-—(-)I) LU2(IC + 1)
= Zik + EV]C + -C;wk+1, (264)

Sit1 = ASkA’ + BQBT + CRC”,
I

oﬁZ=( I )[I—KHIH]F, B = P
—412

—H,

e-(-(4)m ()

On en conclut le théoréme suivant.

) (I -~ Ky 1 H]V et
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Théoréme Sous I’hypothése H), sile systéme (2.1)-(2.2) admet des solutions causales, il
peﬁt se metire sous la forme (2.57) et nous avons le filtre suivant

Ek41 = Fip + Kiy1(yrs1 — Hir), (2.65)

' .= I - K 0 — H )
avec £o = To, 0L F = (Hz) F, K4y = (Hzf,;::-li-l I) et H = ( 01). La covariance

d’erreur est donnée par

Sk+1 =A%, A" +BQB' +CRC", (2.66)

Kiyr = [FEFTH] + VQVTHT|H\ FSFTHT + HiVQVTHT + Ry, (2.67)

Les équations du filtre sont récurrentes.

Donc, le probléme du filtrage du systéme implicite est résolu.

3. Lissage de z;

Pour le systéme stochastique implicite (1.1)-(1.2), nous considérons les trois types de lissage
~ suivants.

3.1. Lissage a point fixe

e Définition du probleme

Nous étudions ’estimation optimale & j/k del'état x; & P'instant j fixé pour tout k > j,
c’est-a-dire

ik = E{x;/y1,y2, -, Yk}, Yk > j et j fixé.

e Modélisation
Nous utilisons une méthode consistant 3 créer un nouveau modele d’état augmenté,
qui est aussi un systéme implicite, puis & appliquer les méthodes du filtrage présentées
dans les chapitres précédents.
xi) le vecteur d’état augmenté, de dimension 2n avec Thy, = T,
k

Notons z} =

Vijetw}zxj.
Nous avons donc le systéme augmenté

Eigl = Figl 4 Viy, (3.1a)
k+1 k
Y = Hiz), + wy, (3.1b)
. E 0 . F 0 . V .
J = = J = —_—
avec E (0 I),FJ (0 I)’V (O)etHJ (H 0).

EZky1/k

Si nous pouvons calculer l'estimation E’#’ = .
k+1/k BR i1/

), nous obtenons ainsi

le lisseur Z;/r pour tout k > j car 57%+1/k = Zj/k.

18
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k)

Hypothése Hj )
Nous avons besoin de 'hypothése H appliquée au systéme augmenté (3.1), que nous

appellerons hypothése Hj)
1) (EJ - V7 ) — surjective,

2) (Ilz) —— injective.

Remarque 3.1. L’hypothése H) dans le section 1.1 pour le systéme (1.1)-(1.2) est iden-
tigue d I’hypothése Hj) pour le systéme (3.1), car si (E V') est surjective, (E’ V7)

j
lest, s (g) est injective, (}Ep) l’est aussi. Réciproquement, Uhypothése H) est aussi
nécessaire pour que I’hypothése Hj) soit satisfaite.

e Solution du probleme .
Sopposons EZ 11/, £j/;, Yiti/j et Ljs; déja déterminés, ainsi que E’i:j._,_l/j et

. ) T '
(E$j+1 - {E%‘H/:‘) (El‘j+1 - E$j+1/j> ] - ( Zi+1/) FS,-,,-)

.. =£ "
i+ Tj— &5/ Tj— &5 i F0 By

car E-i'j+l/j =F:i1/] o
Nous utilisons le théoreme 1.1.3 au systéme (3.1), la prédiction de E’z} , est donnée

par o
Jizd
E Tk k-1

CRk=1) s G4
pth, ) k2

Ejj{+1/k = (0 Fj)M;jl (

d’ou M. ,ﬁ est symétrique et inversible, définie par
: ) EJ :
J_
Mk_‘(E]]&‘ _HjTR—jHj)> k>.7°

E{; est symétrique et positive définie

; 0 (= 0 [ 0 : .
Ei+1=(FjT)MkJ(0k HjTR—j>MkJ<FjT)+QJ’ k>j.

Les conditions initiales Ei;,1,; et Z;4,/; peuvent étre déterminées par la méthode décrite
dans le section “ 1.1 Filtrage de Ez; par dualité” et & i/i €t Lj/; par celle dans le section

“ 1.2 Filtrage complet de z; ” & partir de l'instant k = 0 avec To et L.
Ainsi on en conclut le théoréme suivant.

Théoréme 3.1. Le probléme de lissage ¢ point fize ¢ Uinstant j du systéme (1.1)-(1.2)
est équivalant au probléme de filtrage du nouveau systéme implicite augmenté ijiﬂ =

Fzl +Vivk, ye = Hizl +wi. L'hypothése H) (E V') surjective et (fl) injective sont

. . J
identique que Uhypothése Hj) (E? V) surjective et (f{J) injective. Ainsi le probléme
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de lissage peut étre résolu par le théoréme 1.1.9. pour k > j. En appliquant la méthode
décriite dans la section “ 1.2 Filtrage complet de z1. ” et de nouveau celle dans le théoréme

7 . g . oy 2 A Ei 1 . ]
1.1.8., nous pouvons déterminer les conditions initiales E’x;._H/j = ( 53],_;, /i) et 2j+1 =

(Zz:if/j}/,»} FEZ]:Z]> d partir de Uinstant k = 0 avec Ty et 5.

3.2. Lissage a retard fixe

e Définition du probléme

Le lisseur a retard fixe consiste en I'estimation de ’état z & l’instant k — N ,
Ex_nN/k = E[Tk-N/Y0,Y1, ..., Yk], Vk, ol N est un retard constant.

e Modélisation
Kt
1
, Tk
Pour résoudre ce probléme, on forme le vecteur = ) , de dimension N xn,

xiN-l)

vérifiant o N1y
1 2 . -
L) = Tk-1; 2@ = Thk—27 .0 3Ty = Tk+1-N

Nous avons donc un modeéle d’état augmenté qui est aussi un systéme implicite,

ENgl = FNal + vNy,, (3.24)
vk = HNaf) +wy, (3.20)
E 0 00 F O .. 00 14
0 I 0 0 0 I 0 0 0
Otl EN — . . “os . . , FN — . . ven . . ) VN = . et. HN —
00...01) 0 0 .. 01 0
(H 0 .. 0)

Remarquons que si les hypothéses (E V) surjective et (g) injective sont satis-

N
faites, les hypothéses (EY V) surjective et (IE{ N

) injective les sont aussi.

¢ Solution du probléme
Simultanément, nous pouvons appliquer le théoréme 1.1.3. au systhéme (3.2), avec

o/0 k) I
T | [ To I

les conditions initiales 2 = = = To.
z 1-N/o %o I



3.3. Lissage a intervalle fixe

¢ Définition du probléeme
I1 s’agit d’établir I’estimation optimale Zypm alinstant | (M > 1 > 0) avec M fixe.

¢ Modélisation
- En possant N = M + 2 dans le systéme (3.2) pour le probléme & retard fixe, nous
avons

E 0 .. O\ /i F o .. 0\ Zk v
O I .. 0 Tk 6 I .. 0 Tr—1 0
= + Vi, (3.3(1)
0O 0 .. Th_M 0 0 .. I} Th-M—1 0
[
Tk-1
w=(H 0 ... 0) ) + wg. (3.3b)
\xk—M—l

Si k = M, le probléme du lissage & retard fixe devient celui du lissage & intervalle fixe.
Ainsi, nous pouvons résoudre ce probléme par la méthode décrit dans la section 3.2.
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