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METHODE DES DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
POUR UN PROBLEME
DE PLAQUE THERMOELASTIQUE.

*
Christophe LEBELTEL

Résumé :
———

Dans ce rapport, mnous nous intéressons & un probléme de plaque
thermoélastique régie par une loi de comportement, une équation de mouvement et
une équation de chaleur. Nous appliquons & ce probléme la méthode des
développements asymptotiques sous différentes hypothéses de mises a 1l’échelle.
Plus particuliérement, nous étudions dans quelle mesure l’on peut obtenir un

probléme 2D couplant un terme de déplacement et un terme de température.

ASYMPTOTIC EXPANSION METHOD FOR A PROBLEM OF A THERMOELASTIC
FLAT PLATE

Abstract :

This report deals with a problem of a thermoelastic plate governed .by a
constitutive equation, a movement equation and heat equation.

The asymptotic expansion method is appliéd to the problem under different
hypotheses of scalings. More particularly, we study the extent to which it is

possible to obtain a 2D problem coupling a term of displacement and a term of

heat.

*
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Introduction :

L'étﬁde faite dans le présent rapport consiste a appliquer la méthode .des
développements asymptotiques & un probléme de plaque thermoélastique, soumise &
des forces de surfaée, de_volume, et 4 un flux de chaleur sur ses deux surfaces
supérieure et inférieure. Nous considérons le cas de 1la thermoélasticité

linéarisée.

Notre point de vue, ici, est formel et par conséquent, ne comporte pas de

Justification par une étude de convergence.

Un tel probléme a été étudié par la méthode des hypothéses a priori
(cf [Henry;1976]). Dans quelle mesure peut-on obtenir des équations du méme
type, c'est & dire des équations couplées entre un terme de température (§) et

un terme de déplacement vertical (w) ?

&. + Azw + Al A = £

6 - a6 + A20 - X3 Aw = g
R . ; . dx
ol la notation X désigne _ , Al’ Az et A3 sont des constantes connues et f et

d ;
g des fonctions connues en Fonction des forces.

Pour cela, nous considérerons différents changements d'échelle pour les

inconnues et les données.

Le probléme que nous traitons est une extension de celui posé dans
{Blanchard & Francfort, 1987]. Ces auteurs établissent des résultats de
convergence pour les composantes du déplacement, la température et les

contraintes de Piola-Kirchhoff.

La différence se situe au niveau d’'une des conditions aux limites portant

sur la température.
+ +
€ €

- g € ,-€ -€
+ L’fre de nos conditions s’écrit en effet k 8n€0 + v (8 -0 ") =q  sur
re, r € (resp. I' °) étant la surface supérieure (resp. inférieure) de 1la

plaque d’'épaisseur 2e¢.
Dans [Blanchard & Francfort ; 1987), cette condition aux limites apparait
comme un cas particulier de celle que nous avons choisie, en prenant 75 =0 et
-€
q = 0.

Comme nous allons le voir, 1l’application de la méthode des développements
agwmptotiques ne permet pas d'obtenir le systéme de deux équations couplées,

tout au moins avec les mises & 1'échelle que nous avons considérées,

Nous pouvons cependant, dans certains cas, obtenir l’une d’entre elles.



Position du probléme - notations - hypothéses.

Les notations suivantes sont issues de [Blanchard & Francfort ; 1987]. Nous

utiliserons les deux conventions habituelles :
.. indice latin € (1;2;3)
indice grec € (1;2)

- la convention de sommation

Ainsi, Vb tenseur, Tr b = bii

tr b= b,
ax

L’'espace est rappbrté a une base (el, ey e3).

0 = w x ]-e;e[
+

r‘—wx(t e

Fg(e) = Jw X J-€,€[

On suppose le matériau homogéne.

+
On notera Q, T , FB les ensembles Ql, F-l, Fz(l). ) sera dit ouvert fixe.

Siy= (xl’XZ)’ au point xt = (y, 633) de 0°, on associe le point
S (y,x3) de Q.
On définit les espaces :
H(e) = (v € Hl(ﬂe), v =0 sur Fz(e))
Hee) = (H(e))? |
Y(e) = {1 = [Lz(ﬂe)]g, 7 symétrique).



De méme, on.notera‘H,lH, Y les espaces H (1),IH (L, Y (1).

e..(W(x) =1 (3.u, + d.u,) (x) est le tenseur linéarisé des déformations.
ij - i i7j

La plaque vérifie les équations 3D :

loi de comportement : e, (u®) - a%6%6.. = 1+ o, - V€ Tro€ 5. . dans Q°.
1] 1] 1] - 1]
€ €
E
1’équation du mouvement : peﬁf =8¢ of, + £f dans Q°.
i j ij i
1’équation de chaleur : ﬂe §¢ = gj ;j 8¢ - Ef a Tr e(ﬁe) dans 0°.
To 1 -2,°
ou v est le rapport de Poisson.

E” est le module d’Young.

a est le coefficient de dilatation thermique.

om

p est la densité de masse.

f; désignent les composantes de la densité de forces volumiques.
ﬁe est le coefficient de chaleur spécifique.

k¢ est le coefficient de conductivité de la chaleur.

u’ est le champ de déplacement.

o¢ est le deuxiéme tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. .
8¢ est la température & 1'intérieur de la plaque.

On suppose que, pour la famille de plaques considérée, il existe des
valeurs v, E, a, B8, k indépendantes de ¢ telles que

Ve >0, v€ = v, E¢ = E, ot = a, Be =B, k¢ = k.

De plus, on suppose que
*
3 p GI&A Ye>0, p€ = pe2

Cette derniére condition se justifie a postériori pour obtenir une équation

62ue
couplant 3 et A

a2

2u§ ([Raoult ; 1980]).

On impose a la plaque les

conditions aux bords

+ 4:e Te
Ui3 = - g i sur T
€ L€ € € Te te te
k 63 6~ + vy (8 -6 ") =g sur T

ﬂe = 0 sur Fg(e)

- 2
u® = 2 osur T (€)



+
ou gie désignent les composantes de la densité de forces surfaciques.

76 > 0 est un coefficient donné

gfe (Xl’x2't) sont deux températures supposées connues.
+ +

9" ¢ est le flux de chaleur sur I' ¢ supposé connu.

Les conditions initiales
€ €
u (0) =u

a0) = v

o MmO m o

0€(0) = 6

En imposant une régularité suffisante aux données, le modéle 3D admet une

solution unique.

e :
Remarqu + + +

La condition aux limites k a;ea‘ + v (6%-67%) = q°¢ sur I'' ¢ est une
condition aux limites de flux, couramment utilisée pour traduire les échanges
de chaleur.

Le probléme exposé ci-dessus s’applique en particulier aux panneaux

solaires,

Y

« lame d'air

revétement
noir

absorbeur
en métal
S isolant

)\ boitier
N tubulures

Coupe longitudinale d’'un capteur solaire plan

La chaleur qui est captée par la vitre est absorbée par le revétement noir
puis émise vers la glace ; elle est ensuite pour moitié dissipée en pertes de
chaleur et pour moitié absorbée de nouveau par le corps noir, qui, par
l’intermédiaire de 1'absorbeur en métal, la diffuse dans les tubulures, qui en
général contiennent de l'eau pour permettre le transport de la chaleur a
l'endroit souhaité.
1es Vempéia.wies § “de la condition aux limites représentent la température

de la lame d’air (6+€) et la température de 1l'absorbeur (0-6).



Changements d’'échelle sur les inconnues et les données

€

cyz € €
Aux quantités u , o, ¥

- I € .
définies sur @, on associe u(e),o(e),0(e)
définies sur O d'aprés les changements suivants :
€ oo . € - L P
au vecteur w défini sur 0 on associe w(e) défini sur Q par :

€

)

Qxexx)=3;(x

33 ()(X) = ¢ Gg (x%)

€ . P
au tenseur 7 on associe 7(e¢) défini par :

rop (V0 = 705 (x5

r3 () =1 754 (x%)
€

Ty, () =1 73 (x%)
i € €

743 ((X) =

a 6° on associe 8(e) défigie sur 1 par f(e)(x) = Ee(xe).

On suppose qu’il existe # indépendantes de ¢ et définies sur w telles que

+ +

-e -

0 (xl, xz, fe) = f (xl’XZ)'

I e
Soient fi(e) et gi(e) les quantités définies sur €1 correspondant a fi et
gie d’'aprés le changement d'échelle imposé a w ci-dessus.
Suivant [Blanchard & Francfort ; 1987] nous introduisons les hypothéses
+

I1 existe des fonctions Fi et G; indépendantes de ¢ et définies

respectivement sur Q et w telles que

t +
fa(e) = Fa 1 ga(e) = Ga
€ F +
1 f3(e) = F3 1 &3 (¢) = G3
62 3
Te
De méme, on_ suppose qu’il existe Q 1indépendantes de ¢ et définies sur w
telles que : 1 q-e =Q .
€
Aux données initiales ue, v et 6° définies sur Oe, on associe les
° 0 0
fervesiore © uw Le). v (€), # (e¢) définies sur Q par les changements d’'échelle
°

5 0 o
définissant w(e) et f(e).

Pour le parmétre 16, on va poser successivement trois changements d’'échelle
7€= €Y, 76 = vy puis 76 = q/¢ , qui correspondront aux premiére, deuxiéme et
troisiéme partie. Enfin, dans la quatrieéme et derniére partie, nous proposerons
un autre changement d’échelle sur les termes de contraintes. ‘

Notre point de vue étant formel, nous supposerons que les termes inconnus

(u(e), o(e), 6(e)) ont une régularité suffisante pour que les équations aient

un sens.




PREMIERE PARTIE : 7€ = ey



On fait 1’hypothése 76 = €7 ol <y est une valeur positive indépendante de ¢,

c'est a dire que 1€ est proportionnel a 1'épaisseur de la plaque.

1. Passage & l'ouvert fixe dans les équations

. La loi de comportement s'écrit :
eaﬂ (u(e)) - a 8(e) 8Qﬂ = lgu Uaﬂ(e) - % (tr o(e) + ¢ O34 (¢)) 8aﬂ

.3 (ue)) = e2 1%5 aa3(e) dans Q

ey (u(e)) - 2ab(e) = & ;%5 o45(e) - v €2 ( tro(e) + €2 045())

L’'équation du mouvement s'écrit :

2 L
€ p ua(e) - ajaaj(e) + Fa
dans Q

p u3(e) = 8j03j(e) + F3
L'équation de la chaleur s'écrit :

B o) = K (3_60(e) + 1 8,.0(e)) - Ea_ (tr e(a(e)) + 1 8,4,(e)) dans Q.
T, oo = 33 =y 2 3'3

Les conditions aux bords s’écrivent

o+ +
. 4 =+ - - -
9.3 (e) T Ga sur T
+ +
=+ g -
943 (¢) G sur T
k t * *
; 830(6) ny + ey (8(e) - 8 ) =¢Q sur T
f (¢) =0 sur F2
u(e) =0 sur FE

Les conditions initiales s'’écrivent :
u (e)(0) = uo (¢)

u (e)(o) = vy (€¢) dans Q

9 (e)(o) = o (e)



2. Formulation variationnelle :

Loi de comportement :

vypey,
fﬂ eij(u(e)) ¢ijdx - fn(lgz aaﬂ(e) - % tro(e) saﬂ) ¢aﬁdx - Inaﬁ(e) 6aﬂ¢aﬂdx
E

+ ez[fh( % 033(€)8aﬂ¢aﬂ -2 1+ aa3(e) ¢a3 + % tra(e)¢33)dx - Ihaa(e)¢33dx]

oL 033(e) vyy axm 0
! A

Equation du mouvement :

VWelH,
. ; )
Iﬂ p ﬁ3(e) W3 + fnaij(e) eij(W) - Iﬂ Fiwi - frt GiWi + ¢ Ia pﬁa(e) W& =0,

Equation de la chaleur :

vV Z € H,

k

E . 2 : K
3 [ 9500008,z + 5, Joaus(ez + ¢ 8 6c0)z + 3 EICTER

Ea Joou o ze 1 [ (oo -0%-ahz+ 1 [ (8¢er-67)-07)2) = 0
1'2V To r To P

On pose formellement un développement des termes inconnus suivant les
puissances de ¢ :
u (e) = u’ + eul + ezu2 + ...
o (¢) = o°% + eal + 62 02 + ... @H)

8 (e) = 6° + ¢ oL + 292 4+

3. Développement a 1'ordre ¢© :

3.1. Formulation variationnelle pour les termes d'ordre ¢°

On reporte (1) dans 1les équations écrites sous forme variationnelle. En

identifiant les coefficients des termes en €%, il vient :

o P
Y U Y,_Q(l%g 005" v £ros, ) ¢aﬂ+f§°9°5aﬂ¢aﬁ'f§ eap(U®) Yo = 0 (1)

(¥g3) € Y, fn (8 U3 + 33 u; ) ¥ 3 =0 (1)
e 0 -
T ($y3) €Y, fn 93 u3 ¥33 =0 o)

[ o0 [ew +f, ¢

Y = A

(wa) GIH’ 0 %ia aiwa 0 Fa"a + + Ga wa + (ld)
vV (W i9 0 - '

Wy elu, o, ag Wy + [ 0%y 8.0y = [ F W, + fpf Gy Wy a,)
\4 o ) -

Z€eH k fn 63 6 342 + Ea Q 83 U3 Z=0 (lf)

To 1-2V



3.2. Forme de u® :

) o _ 0 _ »0
D’aprés (1c)' 83 ug 0 donc U, §3 (xl 2,t) € H (o,T, H (w))
0 . 2 0 1
vt, u3(t) = 0 sur T'" donc §3(t) € Ho(w)
¢ iad 0 a4 .0 _
D' aprés (1b)' aau3 + é3ua 0

- 0 %0 . #0 TO 2 4
donc 8 3u = 0, donc u {a + X4 ga ol §a, {a € H (0,T,H (w))

0
6au3 + 33

: A -~ L1 . 2
or, u; = 0 sur I'" donc Vt, g;(c) et g;(c) € Hy (@) d’ou g§<c) € Hy(w).

. -0 = 0 - o _ Yo
ua =0 aa§3 + S.cnz aa §3 g.az

Finalement, _
o w0 = o o 0 2 1
w) =60 - %3885 £0 € HY(O,T,Hj(w)
0 - ou 2 2

u3 7 53 £3 € H7(0,T,Hy(w))

Clest un champ de Kirchhoff-Love.

3.3. Forme de §°

<=> fﬂ asa°a Z=0 VZeH

(1 3

£
' N 0 0 -

c'est & dire qQ 6330 Z + Ipf 630 n, Z2=20

donc 63300 = 0 dans @, d’'ou 6° = £° + x3Z°oﬁ €%, €% Hl(O,T,Hl(w))

6° 2 = 0 done ¢°, &% H'(0,T,H](w)).

+

(1f) => 630 0 sur F-, c’est 4 dire Z°= 0.

donc §° = ¢° € e (0,T H of®)).

:354; Calcul ae o°

af
' : o] _ 0 (o} - 0y
D’ aprés (1a), l%z aaﬁ % tro saﬁ + af saﬂ eaﬂ(u ) 0
donc ¢°, = E e (W) + Ev_ tr e(u®) § - Ea 0° ¢
B T P 2 O PR

3 (£9-%,8,¢%) + 8,(¢%-x,8 ¢9) 0 0
= E a g 73783 Ba "37a’3 + Ev a#(;# -x3 3“53) saﬂ

1+v 2 1 2
- Ea £°6§ v
T op
o _
aaﬂ ﬂ(xl 2,t) + g x m ﬂ(xl xz,t) avec

S 8,55 + 9,88 0 0
af - 2 ((1-v) a’ B 5 B a + v Bﬂfp gaﬁ - a (1+v) £ 6aﬂ)
et m’, = - 2E 0 o

af 9 ( (1-v) aaﬂ§3 + v A §3 saﬁ)

3(1-v7)



..lo_

3.5. Obtention de deux problémes 2D sur w :

| 2
Choisissons : Wa = x38an3 ou 7, € Ho (w)

37 "3
+
o -
(1 ) s'écrit f o B Xq Baﬁn3 + fﬂaa3aan3 fn F;x38an3 + frf Ga aan3n3

¥
3

. %
(1,) s'éexit Jop €3 ¥y + J0020 ny = JoFang + jrf Gy 14

d’ou, en remplacant fna;3aan3 par son expression fournie par (ld), il vient

. +
o = - 0 - . -. -
Iﬂ p 3 my ¥ J‘QFazx3aoz’73 * ij Ga aan3n3 ﬂaaﬂx3aaﬂn3 QF3ﬂ3 frfc3 73 0

or, a;ﬁ = % ngﬂ + % X, mgﬂ donc
.. 1 +
2 pr §3”3+f;<f-1Fax3dx3)aa”3 + fw<Ga'G a3 f aplaps " f (I Fydxq)n,

+ -
J chveyin, = 0
En intégrant par parties et en utilisant 1’expression de m° 2p’ il vient :
"0 1 + .-
2 J, ot3ny - Jodh %o Faxomg - [0 6y m v 28 [ a%2
3(1-v2) 373

1 + -
AU R RO G3) n3 = 0.
D’ol 1’'on déduit 1l'équation qui détermine cg :

. 1 - + -
2 p §g + 2 E ) A §3 = f x38 F dx + f dx3 + 4 (G - Ga) + G3 + G3 sur
3(1-v5)

{; = aagg = 0 sur dw

s s _ 1
On choisit : Wa =n, € HO (w)

W, = 0

+

1 = -
( ) s'écrit f o’ B a"a Q Fana + fF+Ga .,

done f n 6 = f (f F dx3)n + f (G + G ) Mo

d’on oo (f%lFadx

\ + -
of ) (Ga + Ga) dans w

3

0 )
§1 law - §2 I&w =0

(7 4guztions qui déterminent §§ et §; en fonction de £°9).
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3.6. Calcul de 012 :

Soit (W ) € |1

P 1 o o == t
(ld) s'écrit Iﬂaaﬁ aﬂw t Jq%3 83Wa IQFawa + f +Ga Wa

donc % Iwn:ﬁ laﬂw dx3) + 3 fﬂ Xy m° op ﬂ j F W + f

or, f n° (Il 3 W dx f aﬂn 8 (fl w dx3) _
- fw{[dleade;) + @t + a1 Jhw e
donc 1 f [(f1 F_dx,) + G + G| Vy - % f0x3 8 mo g, - Jg03035H,

+I+a: ny ﬂanaWa-FfrtGaWa.

d’'ou :
8, 0%, =1 ( fl F dx, + G + G)-3x,8,m°, - F dans Q
3 "a3 3 -17a 73 a a 2 378 af a
+ +
o’ ., =G sur T
a3 a .
0%, = -G sur T
a3 a
qui s'intégre en : Xq
0 x.+1 1 - ..
ooy = 12 gt Faxgacticl) 3 a- w3y agnt s - [ F L2z - 6]

Soit (W,) € [H :

. o J. +
NP 0 0 - 0 -
(1) svecrit Joped wy + ooy 0wy + [ (035050, - Iﬁsts * f t Gy Wy
0 } . 0 - N
donc qf f f a aa W 063033 3 + frta33n3w3 I0F3W3 + Irfc3 W
"d'ou :
o _ o _ o _
63033 p §3 aaaa3 F3 dans O
o _ At +
033 = G3 sur T
; ] ]
033 - G3 sur T
qui s’'intégre en :
.0 X3 0 _ o _ .o
d33 = .1 (P 53 9,93 = F3) d2 - Gy
) 0 3 1 + - . ~ 2 0
or f_l 3 0%, dz f_l e [tja F azva_cT+a 67y 4 2 (16233, gm0
-ffi 9 F dz - 3 G ) ds
x2 X fl + X3
. x y - - L
- (Zé + _% + % ) (J7,8.F ax, + 8.6 +8.G) + % (%4 _% + g ) aaﬁmaﬁw

~r. X
- 3 s
- (x3+1) aaca - f—l (f_l aaFadz) ds.
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Nous avons besoin du calcul intermédiaire suivant :

Soit u une fonction intégrable sur [-1;1].
X : X, 3 (%3
3 s - _
[2 5w as=[7 u 1.,)(2) dz f-(1 J2u Lg,x,) () 45 2
*3 3
- f_ (f ! (5) ds) = ffl (%4-2) u dz

- X, f?i u dz - ffi z u dz.

Alors : )
x 2
3 0 (x,+1) 1 + - (x,+1)7(2-x%.) 0
-1 aaaa3 - 34 <(f-l aaFadx3) * aaGa + aaGa).+ 3 % 3 aaﬂmaﬂ

A , % % ,
. o - 3, , 3. s
- (x3+1) aaca - 33 le aaFadz + f—l z 8aFadz

donc :
2 2 .
o o _(x,+1) 1 + -y L (x+D)7(2-x,) 0
O3q = (x3+1) p §3 34 ((f_1 aaFadx3)+aaGa+aaGa) 3 - 3 aaﬂmap
4 X X
- 3 3 3
+ (x3+1) aaGa + X, f—l aaFadz - f—l z aaFadz - f 1 F3dz - G3 ’

4. Développement & 1l’ordre el'

4.1. Formulation variationnelle pour les termes d’ordre el

On reporte (1) dans les équations écrites sous forme variationnelle. En

identifiant les coefficients des termes en el, il vient :

1 1 1 1
Vi) € Y,fn (1;/ g - v € 076, 0) Vg + Joab SagPap - fneaﬂ(u W= 0 (2,)

V) €Y, Jous v, uly g -0 (2,)
V(b e, [0, WS Yy = 0 )
v el Joof s -0 2y
V(W)elufpu s+ f o -0 (2)
VZeH, ko I, a, 0'a,z + B2 fﬂ 8,01 Z = 0 (2)

Ce systéme de six équations est identique au systéme [(1 )- (lf)] obtenu &
l'ordre ¢°, avec toutefois la disparition des termes de force. Nous pouvons

donc sans calcul donner les résultats suivants :



4.2.

43,

4.4,

S et

_]3_

Forme de u1

C’est un champ de Kirchhoff-love : u1 - (1 - X,d gl
. . . ~ ur = ¢
. G 1" 3 3
Lo §a‘e H (O T H (w) n H (w))
(; € H (0,T, H (w) n H (w))
Forme de §-
o' = ¢! e w0, 1,1} (w))
1 ...
Calcul de ¢ "1 -
1 1, 1 _
aaﬂ = % naﬂ (x 2,t) + % maﬂ (xl,xz,t) avec :
PR RN [P A 1 1
ndﬂ = 2E 5 ((1-v) _a’B > Ba + v a“gp Saﬂ - a(l+v) € saﬂ)
1-v
1 1 1
3(1-v7)

4.5.

4.6.

Obtention de deux problémes 2D sur w :

Une équation qui détermine (% :
2 p‘gi + 2E A2 g; = 0 dans w
© 3109 ‘
1 1
§3 = aa §3 = 0 sur dw
. . s s . 1 1 1
deux équations qui déterminent {1 et §2 en fonction de ¢
d naﬂ = 0 dans w
- ¢l 0 sur aw:
f2. =8 = :
1
Calcul de o,

i3 :

1 (x +1) (2 X, ) 1
033 = (x +1) P §3 - - 3 aaﬂ maﬂ
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5. Développement & 1l’ordre ¢

L'intérét de pousser le développement A4 cet ordre est multiple. Il est
intéressant de voir si 1l’on peut continuer a obtenir 1l'expression du champ de
déplacement, des termes de contraintes et des équations 2D sur w permettant de
calculer les composantes du champ de déplacement, Les ordres €% et ¢ ne nous
ont pas fourni le systéme d’équations couplées souhaité ; c’est pourquei nous
regardons ce qu'il en est & 1l'ordre suivant. Enfin, 1l'ordre ¢2 va nous

permettre de calculer #°. Nous nous contenterons dans cette partie de donner

les résultats.

5.1. Formulation variationnelle pour les termes d’ordre e2

L’identification des coefficients des termes d'ordre ¢2 donne ;

2 2 2 2
[oaw o?, -y tro 5aﬁ)¢ap+f§°” Sap¢aﬂ'f§eap‘“ )¢aﬂ-f v 9338ag¥ag = 0 ©3,)

E % E
J@ v2+an®) v, -2 10 0O P =0 3,)
Q' a 3 3"a’ Ta3 = 2 "a3 Tal b’
2 0 0
Jooy v ¥yy + ¢ Jqer o%yy - Jg a0 ¥33 = 0 Gy
2 o
6 %a 20+ Jq p ul W, -0 | (39
2
fh 0q 3Wy + f p u3 =0 (3

ko [, a,6° 8,2 + Eo I, 8, W2 7 + [ Beoz+ ko f 2,0% 7 + £e g I 3,02 2

" e aeahahz e L f- etz - 0 . (3p)
0 T,

5.2. Forme de u2

2 2 0 0 2
u3 §3 (xllxz)t) + (' %E npp + o e ) x3 - %% x3 m“”

1]

avec : gg € H2(O,T,Ha(w) N Hé(w)).

N

9 .
0 X o _ 2 l 3 o
d m ) a3 aae 8a§3 x3 + 2 l+v -1 %3 dz

u = v (3 n°
@ @ HH 2 E

T @ mp

PSRN
+
:Jurw

2
+ < (xl,xz,t) ; avec fi € H2(0,$,H4(w)).
5.3. Forme de 02

L'équation (3f) fournit :
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. : : < . o .
. une. équation qui détermine {" :

TopEa (- z np +af®) + Tof €% - 86° + Tofa 3 00
) 2E k k(1-2v)
k(1-2v) , ,
vy (26° -6 -0 - Q4 =0 sur .
2k 2k
o 3
. 1'expression de ¢ :
=2 .0 ~0 + - + .-
en posant £ = 3avTy m’  + ToEa A§3 +y (6 -0)+1 (Q-Q), -
4k(1-2v) M 2x(1-2v) 2k 2k
0%= % (x| %y, )+, 20y (2° - 6%07) - Q'4Q7 1 x5 - ToEa ¢ xg
) 4k 4k 6k(1-v)
ot ¢2 Hl(O,T,Hg')(w)).
' 2
S.4. Calcul de o :
.—_—-———aﬂ
2 2 0 2 2
o ,= VE tre(u).é§ + v o0,,6 ,-aE 86 + E e , (u).
af 2 af 1l-v 33 "ap 1-v af 1+v af

1-v

En explicitant chacun de ces termes, o, comprend une partie polynémiale en

A

af

et une partie non polynémiale en X4 (qu’on note Fz ) provenant des termes de

. .x3
force contenus dans ¢°. et of_.
a3 33

2
s 2 n 2
On écrit aaﬂ = _%é + saﬂ + Faﬂ(xl,xz,x3,t)

\ 2 2 2 2 ,
ou naﬁ' maﬂ’ raﬂ' saﬁ sont des fonctions de Xl’x2’t que l’on pourrait

expliciter.

5.5. Obtention de deux problémes 2D sur .w :

2+ 52+ (% F axg)) -2, =0 dans o

2-3v )
p A S-3 M aa apf af ap

3(1-v) A

- z . . 1 2
aﬁ (“aﬂ s raﬂ) = 2 p ga - Oﬂ f—l Faﬂ dx3 dans w ; a = 1;2.
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2 <2 & & '

2 x4-1 2 3 2 3 -1 2 s 1% 2
033 = 3 aaﬂnaﬂ 3 Xy (1-23) 8 ﬂ ﬁ aﬁ aﬂ = 3(1 )aaﬂ aff
4 4 8 75

X
3.2 3 1 1
aﬂf_lFa sz 59z - 3aﬁflrﬁdx3+%aﬂfxpdx
2
.. <2 ; X,-1 3,56
2 3 + .Y oxoa00
s (xa-1)3 ¢° - g %31 ;)Ac3 +p[c3 Kyt nm;ae ) 5 ety 3!

6. Remarques :

On constate que la méthode des développements asymptotiques permet de
calculer les termes inconnus jusqu’a un ordre aussi élevé que voulu, a
condition de résoudre explicitement ou numériquement les équations que nous
avons obtenues :

Les termes de contraintes sont calculables en intégrant une équation
par rapport a Xq.

Les équations 2D provenant de la formulation variationnelle de
1’équation de mouvement sont au nombre de trois, c’est a4 dire en nombre
suffisant pour calculer les termes de déplacement en fonction du terme
de température.

L'équation provenant de la relation de compatibilité de 1l’équation de
la chaleur, c'est a dire des relations sur F+ et ' permettent de

calculer le terme de température.

Cependant, a l'ordre €%, on n'obtient pas d'équation couplée entre un terme
de déplacement et un terme de température, du type voulu.

Rappelons les équations obtenues & cet ordre :

-0 2.0 1 1
2p Cat 2E A $3 f-laaFax3dx3 + f—l F,dx +a (G -G~ )+G +G3 dans w
2
3(1-v7)
§g = 6a§g = 0 sur dw

dans cette équation, la température ne figure pas.

+ -
et A aﬂ na = - (f F dx - (Ga + Ga)‘dans w; a=1;2

(i = (; = 0 sur Jw

N o _ §' +d §' 0

ol naﬂ 2E? [ (1-v g a’a + v 3 § § af " a(l+v) € saﬂ]
_|. - .

Ces deux équations font intervenir la température ¢? mais ne sont pas du

typ~ voulu,

A v 1. ; .
A Tl les résultats sont les mémes, simplifiés par la disparition

des termes <o force.
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A 1'ordre 52, les calculs deviennent plus compliqués et les équations
couplant terme de déplacement et terme de température ne sont pas, la non plus,
du type de celles souhaitées, C’est pourquoi nous allons poser un autre

changement d’échelle sur le paramétre 1‘.



Deuxiéme Partie : 1‘ -
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Dans cette partie, nous conservons les mémes hypothéses de changement

d’échelle, sauf pour le paramétre 7‘ pour lequel nous supposons 7‘ = .

7. Formulation variationnelle :

Elle conserve la méme expressioh que dans la premiére partie pour la loi de
comportement et 1’équation de mouvement. )
Pour 1’équation de chaleur, la formulation variationnelle s’écrit :
Y Z € H,
. + -
k f d 0(6)3 Z+ Ea 3,0, (e)Z + € vy [f (8(e)-0 )Z + f (6Ce)-0 )Z)
a3 Q "33 + - :
To 1-2v To T r

+
20y BI()Z + k. f 949002, + Ea I 8,0,()2 - 1 [ @z1-0.
1-2 To ot

On pose le méme dévélbppemeht formel des termes inconnus suivant les

puissanées de ¢ que dans la premiére pa:cie (cf(1)).

8. Développement & 1l'ordre €° :
" T

En reportant (1) dans les équations écrites‘sous forme variationnelle et en
identifiant les coefficients des termes en ¢°, on obtient le méme systéme que
[(la)-(1f)] obtenu & cet ordre dans la premidre partie. Les résultats sont donc

inchangés.

9.ADévgloppement a 1l’ordre . el

9.1. Formulation variationnelle pour les termes d’'ordre el

L'identification des coefficients des termes d’ordre el conduit au systéme:

1

v (b €Y, I [1+v oF ap LT s o) Yap * f adls ag¥ap -foeaﬂ(u g = 0 (4a)
1 1 '

v () €Y, [o(a ur + auly ¢a3 -0 - | (4b)

| 1 L

EUNE R R L A (4e)
1 . - 3 . .

V(W) e . Jg 9y 3%, = O , (44d)

v (1) € [H, f6 p ﬁ§ Wy + fh ai3 8y =0 (4e)

vzeH k [, a ota 32+ Ea_ 3 al z+ f (o°-at) Z=0 ' (4f)

"o 3 a’3"3 L J 4

To ) 1 2V To F'
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1
9.2. Forme de ug ¢
' h de Kirchhoff-Love : u1 - {1 - a {1
C’est un champ de : Y o 2’3
1 1
U3 = {3

oa ¢! e w0, 1,8 ) n H(w)

¢3 € H2(0,1,12 () n H*(w))

W R

9.3. Forme de 01

(4f) s écrit :

- k olz + k_ f +93 oln.z + 7 f (e° o )Z =0
a3 3
T, rY T, rf¥

1 1
donc : . 833 6" =0 d’ol 0 - 5 + x3E

avec £ . 6 € H (0,T, Ho(w))

k 2L+ 4 (£%-4™) = 0 sur w
-k El + 9 (6%-47) = 0 sur w

Ce systéme se résout en £° = g1 4§~ et El-- 1§0+-0-)
2 2k

9.4, Calcul de 01 :
: af

o y: conserve la méme expression, a 1'introduction prés de El dans le terme

af : .
al 1 n1 (x,,%,,t) # 3‘x ml. (x,,x 't)
af 3 af 1’72 2 3 af 1’72
1 1
o1 3 ¢ a+3 .8 1 1
ou n g = 2E2 [ (1-v) o’ 2@ a_ +v apgysaﬂ -a (1) € saﬂ ]
1-v ,
1 1. 1 ~1
et mg = - 2E 5 [ (1-v) aaﬁ;3 +v A §38aﬁ + a(l+v) ¢ saﬂ ]
3(1-v%)

9.5. Obtention de deux problémes 2D sur w :

I1 suffit de tenir compte du terme supplémentaire en El; il vient :
2p §§ +__2E (A2 f% + a(l+v) Agl) = 0 dans w
3(1-1%)

C? = 6}(1 = 0 sur dw.
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1 .
9.6. Calcul de 9.3

: 1

g R
' a3

39
4

B "ap

L a-xd)

B U S 1 2 |
I35 = p §3 (x3+1) - % aaﬂ‘maﬂ(x3+1).(2-x3)‘.‘

10. Développement & 1l'’ordre 62

10.1. Formulation variationnelle pour les termes d’ordre e

\ o :
. L'identification des coefficients des termes d’ordre e2 conduit & :

v (bype¥, [ 11tvo?

v
v
v
cap e |,
YZeH k
To

2 .2,
fﬂ 830 832 + _Ea_ q 83u3z +
1-20 ‘

2

-v tr o
L4

) ._2, A ,
: P 2 Saﬂ-eaﬂ(u ) + af saﬂ - % 033 Jaﬂ] ¢aﬁ -

2 2 o
¥, €Y, fh [ 8qu3 + 8500 - 2 1tv_ 62, ] % =0

E

2 0 6
($54) € Y, fn [gu3 + y tr 0® - a 6° ] $, = 0

E

2 .0
(W;) EIH, fa i aiwa + p a Wa =0

2 .2
953 aiw3 + p ug W3 =0

+ .
f;t(vvl-q')z s [ gz

1
To

k [ 80% 2+ Fa I, 3,10 2 = 0.

1-2v

0 (5a)
(5b)
(5e)
5a)

. (5e)

(5£)

Les cinq premiéres équations de ce systéme sont identiques a celles qui

leyr correspondent dans le développement & 1’ordre £2

C’est pourquoi nous nous limitons & l’équation de la chaleur,

10.2. Forme de ¢

(5f£) fournit pour 02

2,

premiére partie.
: + - .
les deux équations sur I'" et T s'écrivent :

k 3

+1 (v6'Q" =0 sur rt
To

-k 8,6+ 1 (y 61.Q°) = 0 sur 1

To

et fournissent la relation de compatibilité :

To Ea (-

k(Tv2v)

1l +

-0 . .
] vl o TR0 % e Ba 9 (% 4y gt - Qhug”
2E M Kk k(l-2v) " & 2k

de la premiére partie.

la méme expression que celle fournie par (3f) dans 1la

= 0 sur w

Cette équﬁtion nermet de calculer fl en fonction des termes d’ordre 0 et

des données Q.



11, Remargpes :

On constate que le changement d'’'échelle 1‘ = v au lieu de 1€ = ¢y n'a
apporté que peu de modifications dans les résyltats. - A 1’ordre e°, les

résultats sont les mémes. A l'ordre sl, l1’une des équations couple un terme de
déplacement vertical (g%) et un terme de température (El) ;
2 p g% + 2E (Azcé + a(l+y) Azl) = 0 dans w
3(1-v%) '
1

1
53 = 6a§3 = 0 sur dw

Cependant, le terme E; est: calculé en fonction des données. Nous allons

poser un troisiéme changement d'échelle sur le paramétre 16.



Troisiéme Partie : 1‘ - /¢,
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L', 7pothe.«~ Je changement d'échelle sur 1‘ est ieci 1‘ = vfe, Pour les

autres -donmécs et les inconnues, les changements d‘échelle restent les mémes,

12. Formulation variationnelle :

~“"Seule Ia formulatiu:: . iationnelle de 1l’équation de 1la chaleur est
modifiée: Elle s'écrit : ' S
VZeH, o
k . ' + 2 y
S RRIOUC N I N RGLE 1 J T(a(e)-o-) z+ e [ [pocerz +

k [0 W$(23,2 + B f 80 ()z -1 [ Q z]=0.
To 1-2v To I+

on pose le méme développement formel des termes inconnus suivant les

puissances de ¢ que dans les parties précédentes.

13. Développement 4 1'ordre e?

o .

13.1. Formulation variationnelle pour les termes d'oxdre e

. En reportant (1) dans les équations écrites sous forme variationnelle et en

°, on obtient le méme systéme que

identiflant les coefficients des termes en ¢
cplui obtenu. 4 cet ordre dans les parties précédentes. exception faite de
1’équation de la chaleur qui s'écrit : |

VZeH,

a°3"3

*

k [0.0%,2+ B 80324 4 [ 0°-0z=0

+
0 12 0 r-

Les résultats sont donc les mémes que ceux déja obtenus sauf pour la

température, dont nous détaillons le calcul.

13.2. Forme de §°
L’équation’de la chaleur.entraine :
=k 3, =0, d'ot §°%= ¢° + xie

3
T° avec ¢°, €% e H (0 T, H (w))

k€°+1 (€% 2°- ¢y = 0
-ke°+1<e°-Z°-o>-o

Ce systéme détermine algébriquement £° et E°.

Remargue :

Le terme €° va introduire un terme supplémentajre dans 1’expression de aqﬁ

ainsi que dans la premiére des equdl.one 2D comme on 1l'a vu au §9.
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14. Développement a l'ordre € :

) N - . ). cs 2 1 7
L'identification des "coefficients des termes en ¢ conduit & un systéme

identique a celui de 1'ordre €®, avec 1l'’abandon des termes de forces. Les

rééﬁltats sont donc les mémes que ceux déja obtenus. En particulier, la
température 01 est affine par rapport a Xy et se détermine algébriquement

Nous ne. donnons pas les résultats a l'ordre supérieur car 11s n'apportent
rien de nouveau par rapport a ceux obtenus dans les parties précédentes et en

particulier ne donnent pas les équations couplées souhaitées.

15. Remarques :
Aux ordres ¢° et el, on obtient 1’une des équations couplées.
" brdre "€ 25'§6>+' 2E 2 o ~o0
' ) 3 —, (& $q a(l+v) A€°) = 0 dans w

3(1-»2)

gg = 6a§g = 0 sur dw

ordre elz 2p §§ + 2E (Azgi + a(l+v) Agl) = ( dans w
3(1-v2)
1

-1
§3 = 8a§3 = 0 sur dw

‘“jcéﬁendant le terme de température qui intervient dans ces équations (foou
) est connu en fonction des données en résolvant un systéme linéaire, Notons .

que ce fait se produit dans [Henry;1976] ou 1l'on aboutit aux relations :

T ,

[8x3]+h = k) (T;-T")

aT ”
- [6x3]-h = - k) (T,-T)

Dans ces équations, T représente 1la température §, T' et T" représentent '

9+et 6" et Tl et T2 sont T(h) et T(-h) avec 1l'hypothése T = 4, + x301 et h
étant la demi-épaisseur de la plaque.

Ainsi, ces relations s'écrivent encore : -0, = kl (6o + h&l - T")

-0, = - k2 (6o - he, - T")

1

Dans [Henry;1976], ce systéme,n'est pPas résolu mais il apparait clairement
gu’il permet de déterminer algébriquement 4, et 01.

Ainsi, les deux équations de couplage obtenues dans [Henry;1976) et qui
s'écrivent : |

L 2
"s dw oo T ~ (1+v) A, = £

b » 1
ad -
ApL- BBy 40000 X, 8 (M) - g
, -9t L
portént sur Gemfb cevmes  dont  1'un, K est déterminé algébriquement par

l 1
ailleurs.



Cela se produit aussi dans [Inan;1972] ol 1l'on aboutit & un systéeme

linédaire qui n'’est pas résolu.

Enfin, dans [Henry;1976], on considére 1l'équation de la chaleur vérifiée
par 8o, qui s'écrit : 98, - Aby ={Q (*) ou Q) est 1l’apport de chaleur
at k/o k/o .

par unité de volume et par unité de temps sur la fibre moyenne, en Xy = 0.

Or, la résolution du systéme linéaire donne 8§, en fonction des données T'

et T".

(*) peut donc s’écrire comme une relation restrictive sur ces deux données,

A t-elle une signification physique ?



Quatriéme Partie : autre changement d’'échelle sur les coqtrainteb
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Dans cette derniére partie, on suppose gue le changement d'échelle pour les
termes de contraintes est o (e)(x) ij(x )y VvV i,j.
Pour le paramétre 7y , on suppose ¥ = €y, ¢'est 4 dire 1l'hypothése faite dans

la premiére partie.
Pour les autres quantités, nous conservons les mémes hypothéses de changement

d’'échelle. Cette  mise a 1'échelle des contraintes provient de
[Damlamian;1987) ;741 ‘dous’ a’ paru intéressant de voir a quels résultats elle

menait pour notre probleme.

16. Passage & 1l’'ouvert fixe :

La loi de comportement s'écrit :

ﬂ (u(e)) - 0(6) 3 op = kg; aaﬂ(e) - v Tro(e) saﬂ

E E
ey (u(e)) = 1;V' € Ua3(f). . dans Q
€33 (u(e)) - a€20<€)=€21EU 033(5) - e2 E Tr a(e) - € (1 033(c)~ % tr o(e))

L'équation du mouvement s'écrit :

ezpu (¢) = 6ﬂ ﬂ<€) +. 1 6 (e) + F

dans
€ pﬁ3(e) = ﬂo3ﬂ(€) + l 3 33(5) +'e F3
€ T
c'est a dire.: :
3 .
€ p ua(e) = € aﬂaaﬂ(e) + a3aa3(e) + € Pa
3 daps 0

€ p ﬁ3(e) = ¢ 6ﬂa3ﬂ(e) + 33033(5) + €2 F3

L’equatlon de la chaleur s ecrlt :

Bo(e) = k (3 0(6) + 1 3330(6)) - E a\ (tr e (0(e)) + 1 33ﬁ3(€)) dans Q
To 62 ' o 1-2v ;2

Les conditions aux bords s'’écrivent

+ +
(e) = - ¢ G sur T
+ +
+ - -
(e) = - 52 G3 sur T
' + + +

k 330\(';)}13 + ey(8(e)-6") = eQ sur '
€

f(e) = 0 sur I‘2

u(e) = O sur F£

Les conditions initiales sont inchangées.
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17. Formulation variationnelle :

Loi de comportement :

Vyey,

faeq3 (00 ¥ygax =f <1+u Tap(S) © X TEO(Di gt a0(5,0) Vo

+ 2¢ l+v f o 3(6)¢ + € f (1 o 3(e) - v tr o(e) + ab(e)) ¢33
E E

Equation du mouvement :

v (W) € [H,

fn”a3(€)a3wa+fn°33(‘)a +‘[f ALY +Ia” (€)W I Falla -J +Ga W,

' +
2 . - 3 .
+. fnpu3(€)w3 - Jg 3 3 f + G3 W3 ] + € fﬂ pua(e) W& =0

Equation de la chaleur :

vV Z € H,

: fna30(e)a z+ B Jag0,002 + ¢ [fﬂﬁa(e) Z+Kk f 3,0(6)3 2

+ 0

+ _Ea f 3 u (e)Z + 1 f (0Ce)-6 )Z -1 f +Q “Z} = Q,
“1-2 To [

On pose le développement des termes inconnus suylvant les puissances de ¢

donné en (1).

18. Dé%eioppement a4 1'ordre €° :

18.1. Formulation variationnelle pour les termes d'ordre €% :

En identifiant les coefficients des termes en ¢°, il vient :

v (¢aﬂ) €Y, fg(l%z_ a;ﬂ . % Tra°6aﬁ + af® - eaﬂ(uo)) ¢qﬁ = 0 (6a)
V ($,3) €Y, J, (3 u] + 3,u0) ¥ o (6b)
v (¥33) €Y, foa3“g ¥33 = 0 (6e)
V) e, | 008w =0 | (6d)
¥ (W) € [H, 034 8 Wy =0 (6e)
VZeH, ki ,7%8 3% + Ea_ 3,00 Z =0 (6£)

k
T

0
o . 1-2, 0373
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.18:2. Forme de u®

6b) et (6c) sont les équations habituelles. u® est un ¢champ
(6b) ( \

Kiééﬁhoff-Love :

| 2 1 4
0 0 0
ul = % - %4909 £° € H(0,T,Hy(w) n H'(a))
ou

0 ' 0 2 -2 4
uz = ¢3 3 € H(0,T,Hy(w) N H (w))

18.3. Forme de 6° :°

— - o o =
(6f) <=> 06330 ; +'frfa30 n3z 0
o _ ’ A 0; [} %0
donc 6330 =0d o: 6 £ + x3§
or, a3o° =0sur I' , d'ou ¢° = ¢° ¢ Hl(O,T,Hé(w)).
18.4. Calcul de o%, :
—_— i3 +
= o _ o _ - 0
(6d) => a3aa3 0 dans Q. Or, %3 0 sur ' donc 7,3 " 0 dans f.
De méme, (6e) => ag3 = 0 dans Q.
18.5. Calcul de ¢%, :
_—_—aﬂ
. o _ o0 o_ oy _ 0
(6a) <=> l%g aaﬁ % tr o 60ﬂ+a0 eaﬂ(u ) 0 car O3 = 0
P R 0 0
d’ou aaﬂ = % naﬂ (xl,xz,t)o+ 3 X4 maﬂ (xl,xz,t) avec
0
° - 2E 1-0) 9587945, + ° - + °
naﬂ - [(1-v) "B zé a v ap§“8aﬂ a (l+v) € 6aﬂ]
1-v
et m;ﬂ = - "‘2§_§ [ (1-v) aaﬂgg + v Agg sdﬂ]
3(1-v7)
Remarque :

de

Les équations (6d) et (6e) ne fournissent pas de probléme 2D sur w mais

entrainent seulement que 023 est identiquement nul dans Q.

19. Développement a4 1l'ordre el

<

<

<<

19.1. Formulation variationnelle pour les termes d'ordre el H

En identifiant les coefficients des termes en el, il vient :

: 1 v 1 1 1
(¢aﬂ) €Y, fﬁ[l%g oaﬂ- é Travsqﬂ.+ af 6aﬂ - eaﬂ(u )] ¢aﬂ =0 (7a)
- 7 3 T - 1 :\Z‘ 1 ‘ ’ =
(¢a3) €Y, jﬂk“adﬁ ; aﬁum)¢n7 =0 (7b)
1 o
(hyp) € ¥, Joppus Y33 =0 (7¢)
(wa) € 1, JQ aaﬂ dﬂwa * f§0a363wa i QFawa -IFT Ga wa =0 (7d)
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1 =

R 1 .1
VZeH, k fh 35070,2 + f-gu q8343 2=0 (7f)

0

1
19.2. Forme de u

u1 est un champ de Kirchhoff-Love :

1 1 1 1 2 1 4
u = {a - x38a§3 {a § H (O,T,Ho(w) N H (w))
ou
1 1 1 2 2 4
uy = &y €3 € H°(0,T,Hj(w) n H'(w))
1
19.3. Forme de #
78 <> -k [9,,0'2+ % [+ 20"z -0
To To T~
. PR §
d'ou 8,,87 = 0 dans O
331
639 = 0 sur F-
Finalement, 81 = 51 € Hl(O,T,Hé(w))
19.4. Calcul de ob. :
& a u 033 .
(7e) <=> 63 33 = 0 dans Q.
or, a§3 = 0 sur FT donc a§3 = 0 dans Q.
19.5. Calcul de al :
——————0p
Comme a 1'ordre €%, on obtient :
1 1 1
aaﬂ— % naﬁ(xl’XZ’t) + % x3 maﬂ (xl,gz,t)
1 : a oS +a g 1
avec : n, = 2E 1- -
- 25 (1-v) “a’B é +v d ( L5 ap a(l+v)§ Jaﬂ]
1-v
et : m1 = 2E [ (1-v) 8 cl + uA(l 5 .1
af — af’3 3 "ap
3(1-v%)
19.6. Obtention d’un probléme 2D sur w :
On choisit W = n € Hé(w).
f +
74 'écri - =
(7d) s’écrit o® B ﬁ o QF ", + G . N 0
d'ou - f (__g + 3 x, m ) n, f Fon, f +G_ n 0
S Q B > a

r 1 + -
donc,Jwaﬂngﬂqa + fw(f_l F dxy)n  + fw(Ga +GJ)mn, =0

a 0 1 + . R
onc aﬁnaﬂ + (f~1Fadx3) + Ga + Ga 0 dans w a =1;2 (E).
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19.7. calcul de al :
— ~—a3

1
Panie . 0 )
(7d) s’écrit : Qaﬂaaﬂwa a?3%3 ¥, + f + a 3ngW I * o ngaW
R 1 _ o0 o o r

donc : a3aa3 = 8ﬂaaﬂ Fa = -4 ( ﬂ + g Xy m ﬂ) Fa

1 X +1 2 fx3
. = - o - - o . -c

donc : 9,3 6ﬁ naﬂ 32 % (x3 1) aﬂ maﬂ -1 Fadz , Gq
Remarque :

on pourrait choisir w, o= X30 Ny dans 1l'équation (7d) afin d’obtenir une

. . R . 1 .
équation 2D sur w et utiliser 1l’expression de o3 trouvée ci-dessus mais on

obtiendrait 1'équation (E) dérivée par rapport a LI

20. Développement & 1'ordre 62

20.1. Formulation variationnelle pour les termes d’ordre 62 :

~r

. . e . . 2 .
En identifiant les coefficients des termes en ¢“, il vient :

V() €Y, f@(;%z aiﬂ - Tr026aﬂ + aazaaﬂ . eaﬂ(uz)) bap = 0 (8a)
V g Y, T ude a2 - 2 Ly 0r3) by =0 (8b)
Y () € ¥, oo ud 4 y o o® al®) P, = 0 (car ol = 0) (8¢)
v eln, [ 1ﬂ o g0, + [ o2, a0 =0 (84)

f *
v (W ) GIH pu 3 + fﬂa3ﬂaﬂw3 + f0033 3 3 f + G3 37 0F3W3 = 0 (8e)

2 .2 - .
VZeEH k fna3o 3,Z + Ea duy 2 -1 f + Q Z+ fo po°Z + % fhaqo?aqz
0

T, 3 12, 933 T
+ .
+ v f + (6°-67) 2 + _Ea_ fgaau Z=20 (8£)
To F 1 2v

20.2. Forme de u2

Par 1'équation (8c), 63u§ = - vy tr 0% + af® = - v (_E# + 3 x 3 m:“ ) + a&o
E 2 2
d'ou u2 = (- v n’® + at® x. - 3v m° x2 + § (x y X, t)
2 HH 3 g M3 371
TS fi = H2(O.T:H4(w) N H}(w)).
Par 1 équation (8b), 4§ u2 = -9 u2 + 2 1+v al
R a 3 = a3 -’
En utilisant 1'expression de ug et de 9.3 il vient :
' 2
W= (v 31° -ad IR0 Tk T SV S 3¢l 401
a o5 o mp > g JaMun ¥3 7 %% 53t E” 3~ﬂ (3q%1 1)
2 2
2 X, aZ - 2
.3 aﬂmgﬂXB Xa23 f 3 f F (,.,8)ds - XBGa] + 5 (x1 2’ t).
4

avee ¢2 € H2(0,T,H" ().



.—32_
: 2
20.3. Forme Qe 4
(8f) est idéntiﬁue a 1'équation (3f) de la premiére partie. On obtient la

méme expression pourlﬁ2 et pour 1'équation de compatibilité.

20.4. Obtention de deux problémes 2D SUr w

. 1
Soit W& =, € Ho(w)

Cherit - 1
(84) s.eCf}Fh. fﬂ aaﬂ aﬂna f aﬁ aﬂ"
M
d'ou : a nl = 0 dans w
) B ap
1 1
gl = §2 = 0 sur dw

le choix de W3 = "4 € Hl(w) dans (8e) fournit 1’équation :

o _[1 + -

2 p §3 f 1 (aﬂ 3ﬂ + F3)dx3 G3 + G3 sur w.

En explicitant le terme agﬂ, cette équation s'’écrit encore :

"0 2 1 1
0 o _

2ocie 2 ol Pixgar + [ piaxge o e -G)) + G3+G; dans w

3(1-v7)
0 o
:§3 8a§3 0 sur dw .

20.5.'C§1cu1 de a?

i3 °
- 1 2 2
(8d) <=> - Qaﬂaaﬂ Wa " %3 Wa + frf 9.3 n3Wa = 0
=0
donc 4 ;2 = ; a.al = -3, ( nl + 3 1 )
°3%3 B%ap B —%‘é 5 "3 Tap
d’'ou 02 = -9 ni (x,+1) - 3 9 L ( 2 1)
a3 ﬁ—;‘? 3 28 "ap 3

ey <=> [ patw.-f o oLy . wpof + on Wl v [ Ew, =0
af"3"37Jq%3%3"3" 03333 3373%3 3"379"3"3

= 0
2 0 1
donc 63033 =p Uy - aﬂa3ﬂ - F3
2 3 -
et o,, = 0
33 = (x3+1) p €3 1 (G 3,9 3) €3
20.6. Calcul de 02 :
“___*aﬂ
L'équation (3a) ¢iiraine
aiﬂ = E aﬂ(u ) + LBy tr e(u ) § af " Ea 028 + v §3 6 8
T+ 2 T S v *

1-v
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21. Remarques

La nouvelle mise a 1’échelle des composantes du tenseur des contraintes
“apporte des modifications dans 1l'écriture des équations sous forme
variationnelle.” On retrouve les mémes termes qu'auparavant mais avec des
‘puissances de ¢ différentes, si bien que 1'identification des coefficients de
‘ces puissances conduit a des équations sous forme variationnelle qui mélent les
termes de fagon différente.

Ainsi, a 1l'ordre €¢°, on n’obtient plus de probléme 2D sur w.

A 1'ordre el, on n'obtient seulement que deux des trois équations
habituellement obtenues et celles-ci portent sur les termes d’'ordre €% (ce qui
est normal puisque 1l‘ordre €° ne nous en avait pas fourni) mais ces équations
ne correspondent pas aux équations couplées souhaitées.

La méthode des développements asymptotiques pour 1l'ordre supérieur méne a des
résultats identiques & ceux déja obtenus dans les parties précédentes. En

0

particulier, on retrouve 1l'équation d’évolution sur u3 que les ordres

précédents n'avaient pas fournie.



ot

CONCLUSION : \

On constate que les différents changements d'échelle conduisent toujours a

L

\
des equatlons du méme type, d'ou une certaine cohérence dans nos résultats, A

compris dans la derniére partie ou, malgré une formulation variationnelle '

modifiée par un nouveau changement d’'échelle sur les contraintes, on aboutit a

des résultats analogues.

Rappelons le type d’équations 2D sur w obtenues & l’ordre ¢°

2 p §g + 28 ( A? ¢S + a (1) A %) = 0 dans

3(1-12)

gg = aagg = 0 sur dw

et

8 fl (G + G ) dans w

gl = (2 = 0 sur dw

d oS 048 g
avec n;ﬂ =_2E [ (1-v) Ja’B g +v 3 g 0g o~ ° (1+v) §°5aﬂ]

1-V2

Le terme Z° qui figure dans la premiére de ces équations n'est présent que
lorsque la température §° comporte une partie en Xy Dans ce cas, le terme de
température se détermine algébriquement; c’est aussi ce qui se produit lorsque
l'on utilise des méthodes mécaniques (cf [Henry;1976]).

Les mises & 1'échelle que nous avons considérées se distinguent par le choix
du paramétre 76 (76 = €v,7,v/€) sauf pour la derniére partie ou la distinction
porte sur le changement d'échelle des contraintes.

Ces choix nous paraissent représentatifs et nous laissent penser que d'autres
hypothéses sur le paramétre 76 produiraient encore des équations de méme
nature.

En conséquence, 1'’obtention du systéme d'équations couplées souhaité, par la
méthode des développements asymptotiques, ne parait pas évidente pour notre

probleme.
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