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ETUDE DE LA REFLEXION D’UNE ONDE ELECTROMAGNETIQUE
PAR UN METAL RECOUVERT D’UN REVETEMENT
METALLISE

Yves Achdou (*)

Résumé

Nous allons étudier D’effet d’un revétement contenant des composants métalliques sur la réflexion d’une onde
électromagnétique. Le systéme considéré est un plan métallique, recouvert d’une couche de billes métalliques,
disposées périodiquement. On suppose que la taille de la période est de ¢, que le diametre des billes est de V’ordre
de &; € est donc la taille caractéristique de la peinture, que nous supposons petite devant la longueur d’onde
dans le milieu extérieur. Nous sommes donc susceptibles de mener un développement asymptotique du champ
électrique E*.

Dans une premiére partie, nous voyons, qu’avec une précision o(1), la présence des billes n’affecte pas la solution,
c’est a dire que la solution du probléme avec les billes métalliques, E°, converge dans H,,, fort vers la solution
E du probleme de réflexion par le seul plan métallique.

Dans une deuxiéme partie, nous allons chercher i obtenir une meilleure approximation de E* , c’est & dire des
correcteurs. Pour cela, nous devons faire un développement asymptotique soigneux de la solution. Nous devons
d’abord trouver le premier correcteur de couche limite pour trouver le correcteur d’ordre un en e.

Dans une troisieme partie, nous donnons une méthode pour approcher numériquement le premier correcteur.

REFLEXION OF AN ELECTROMAGNETIC WAVE
BY A METAL COATED BY A LAYER
CONTAINING METALLIC COMPONENTS

Abstract

We study the effect of a coating containing metallic components on the reflexion of an electromagnetic wave. We
comsider a metallic plane, coated by a layer of metallic balls, periodically laid. The period size is ¢, and the size
of the metallic balls is of order . Hence, ¢ is the characteristic size of the coating; we take e small compared to
the wavelenght. So, we are able to carry out an asymptotic development of the electric field E°.

In the first part, we show that, with precision o(1), the metallic balls don’t modify the solution, i.e. E® converges
strongly in H,,: towards the solution F of the reflexion by the sole metallic plane.

In the second part, we seek a better approximation of E°, i.e. correctors. To do it, we have to carry out a careful
development of the solution : to get the first corrector, we have to find first a boundary layer .

In the third part, we show how to compute numerically the first corrector.

*
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Introduction )

Il y a un intérét croissant a pouvoir calculer la réflexion d’une onde électromagnétique par
des parois meétalliques munies d’un revétement composite de petite épaisseur. Ce probléme
se pose si I'on veut estimer l'effet d’'une peinture dans la signature radar d’un avion. On
s’intéresse ici a un revétement constitué de billes métalliques de faible diametre, disposées
périodiquement, ce revétement recouvrant un milieu métallique.

Si la longueur d’onde est de l'ordre de grandeur des hétérogénéités, alors le probléme
est difficile a résoudre, et une méthode & suivre est exposée dans Nedelec-Starling. Mais
si la longueur d’onde est grande devant la taille € des hétérogénéités, alors le probléme
peut étre considéré comme un probléme & deux échelles : le but de cette étude est de
mettre en oeuvre les techniques de développement asymptotique utilisées par JL Lions et
E Sanchez-Palencia, pour approximer le champ électromagnétique : on donne dans cette
étude un développement asymptotique dont les termes se calculent facilement, permettant
d’approcher la solution exacte en commettant une erreur de 'ordre de e%, et de trouver
une condition aux limites équivalente & I'ordre 1 en ¢, pour un observateur situé & distance

fixe de la frontiere métallisée.
I. Généralités et convergence

Description géométrique

WV

)3
figure 1

Soit (0,ey,e;,€3) repére orthonormé de R®, auquel on associe le systéme de coordonnées
(1'1 » T2, .’L‘3).
On note 2 I’ensemble {-3<z, <

1
2
et on note ¥ I’ensemble {(-3 <z < 3, -
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Soit B un fermé de R?, non nécessairement sphérique, de frontiére réguliere, de diameétre
3, centré en 0 (0 est le milieu du plus grand diameétre de B). Pour plus de simplicité, on
suppose que B n’a qu’une composante connexe, mais tout se qui suit est valable si B a
plusieurs composantes connexes. On appelle B¢ le fermé obtenu en faisant subir & B une
homothétie de rapport ¢, de centre 0. On prend € = 4. ‘

Dans le plan z3 = ¢, on dispose périodiquement suivant les directions z; et Z2, un réseau
de points (Ai);N, avec 4o = (%, £,¢) et une période € dans chaque direction. Pour
chaque 7, on appelle Bf le fermé obtenu par la translation de B¢ de vecteur O4; .

On appelle Q¢ Pensemble Q\(U, Bf)

4 )

X3

ccsseoves)
z X
figure 2

Vv

()¢ peut étre découpé en N? périodes élémentaires, que nous dilatons dans un rapport 1

pour obtenir G, cellule élémentaire :

N
F %’
figure 3
On appelle F' ’ensemble : {—7 <y; <1, -3<y < 7, ys =0}

Equations de Maxwell



Nous considérons les équations de Maxwell stationnaires en temps, dans le domaine .
Nous supposons que la conductivité du milieu non métallique dans Q¢, o, est strictement
positive. Cette hypothese n’est pas du tout fondamentale : elle vise seulement & nous
donner de la coercivité dans la formulation variationnelle.

Dans toute la suite, les fonctions et distributions vectorielles utilisées seront & valeurs dans

C3. Les équations de Maxwell sur le champ électrique E° s'écrivent :
rotrot E* — (kX +i0)E* = f Qf

(1) Es Xxn=0_0 aQe
E¢ 1 périodique en z, , z,

Cette hypothése de périodicité n’est pas non plus fondamentale : elle évite des difficultés

non essentielles quand z; et r; tendent vers I'infini. On prend f C* & support compact

dans €.
Formulation variationnelle

Heot (%) = {u€ (L (Q9))*; rotue (L))} .
H,04(2¢), muni de la norme |u|y, ,(q:) = (|u|?L,(Q.))3 + |rot ul%L,(Q,))s)l/2 , est un
Hilbert.

L’espace des fonctions ol I’on cherche des solutions de (1) est
We = {ve Hu(QF), v 1 périodique en 71,22 , v x n =0 F et B! }

qui, muni de la norme H,,; est un Hilbert.
On notera aussi W 'ensemble {v € H,,.(), 1 périodique en z,,2, , v x n =0 F} qui,
muni de la norme H,,; est un Hilbert.

Une formulation variationnelle de (1) est :
E€ e WE

VYve We / rot E¢rot vdz — (k* +io0) Efvdr = fude
€ Qe Qe

Lemme 1. Le probléme (1) admet une solution unique dans W¢ | et | E€ |we« est bornée

indépendamment de «. -

La preuve du lemme 1 est donnée dans le chapitre démonstrations. Elle repose sur la

coercivité et la continuité de la forme bilinéaire dans le membre de gauche de (2).
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Prolongement et convergence

On appelle p* E¢ le prolongement de E* par 0 a I'intérieur des billes métalliques Bf. Comme

au bord des billes, E* x n = 0, ce prolongement est dans W et vérifie :
|P*E* lw = | EX |we

Par suite, on peut extraire une sous-suite de p*E*® tendant vers E dans W faible. En
prenant comme test dans la formulation variationnelle (2), les fonctions vectorielles C°,

a support compact dans 2, et en passant a la limite, on voit que :

rotrotE — (k*+i0)E=f

Or la solution du probléeme :

rotrot E — (k*+i0)E = f Q
(3) Exn=0 %

E 1 périodique en z;, 2

existe et est unique.
L'unicité de la limite E implique que toute la suite converge faiblement vers E. En fait, on

a un meilleur résultat :

Lemme 2. p®E*® converge vers E dans W fort. a

La preuve de ce lemme est dans le chapitre démonstrations. Nous allons maintenant estimer

Verreur | B¢ — E|y,  (q¢).



II Estimation d’erreur

-

Nous savons que E est régulier.

Remarque 1 Si on fait la différence E¢ ~ E, on constate que (E* — E) x n # 0 sur 9B,
D’autre part, on voit que sur X, E est paralléle a e;. Comme les billes sont contenues dans
la bande { 0 < z3 < 2}, il est clair qu’a l'ordre 0 en ¢, E est parallele 3 e sur 0Bf. O

Grace a cette remarque, nous allons pouvoir nous ”débarasser” de ce terme d’ordre 0 en
g, en ajoutant a E* — E une fonction E?B’g qui tend vers 0 quand 22 tend vers infini, plus
vite que toute fonction rationnelle de Z% (et méme comme une exponentielle de -2 )
on dit qu’une telle fonction est a décroissance rapide en £2. Pour la suite, on introduit les

ensembles suivants : .

fonction de G dans €, C*° dans un voisinage de y3 = oo,
G = N
a décroissance rapide en y;

{ fonction de Q¢ dans €*, C* dans un voisinage de £2 = oo, }
€ =

a décroissance rapide en Z2

On définit aussi I’ensemble W!(G) par :

v

\/1+y3

WYG) = {v € H,.(G), € L*(G), gradv € (L2(G))3}

. 0,0 . .
Pour montrer ’existence de E B> On a besoin du lemme suivant :

Lemme 3. Ilexiste y € (HY(G))?, telle que :

R (rotyxzo G
dvyx =0 G
(4) {x Xn=0 F

X Xn =exn OB

| x 1 périodique en y, , y,
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On peut définir E%g par :

(5) Epp(2) = ~Ea(21,25,0)x (2)

Eg;’g vérifie :

(EYY €S,

) Eyl xn=0 F

Egy xn=-E xn +e(§(E — Ey(21,25,0) e3)) xn  OBE

{ E%g 1 périodique en z; , z,

Remarque 3 Il existe C > 0 tel que | EB] lH,.(0) < Ce¥. Cela vient du fait que :

rotyx = 0. 0

Graéce a cette remarque, on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 5. II existe C > 0 tel que :
Ve > 0, | E* - Ely,, ) <Cet.

o

La preuve de cette proposition est dans le chapitre démonstrations. Llerreur commise
en approchant E° par E tend lentement vers 0 quand ¢ tend vers 0. On va donc tenter
d’améliorer ’approximation en introduisant des correcteurs, et en faisant un développement

asymptotique de E°.



avec de plus,

a)x € (5(;)3.
b) x s’obtient comme le gradient

d’une fonction réguliére au voisinage de y3 = 0 et y3 = oo.

C)/X-Ba dy, dy, = 0.
F

Avec la condition c) , x est unique. 0
Remarque 2 Ici, on exige [ x.e3 dy;dy, = 0 ; ceci ne sera utile que pour I’étude du
développement asymptotique. o

La preuve du lemme 3 est dans le chapitre démonstrations. Pour montrer I'unicité de y,

on utilise le lemme suivant :
Lemme 4. Les fonctions de (W' (G))?® vérifiant :

(rot E=0 G
JdivE'=0 G
Exn=0 OBetF

| £ 1 périodique en y;,y,

forment un espace vectoriel N de dimension 2, qui est ’ensemble suivant :
N = {cie3 + grad (¢c, c,), (c1,c2) € Cz}

Ol P, e, € WY(G) est défini par :

(Ape e, =0 G

J Qereo = —C1Y3 +c2 OB
Yerep =0 F

| ¥cy,co 1 périodique en y;, y,

La preuve du lemme 4 est dans le chapitre démonsirations.
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IIT Développement asymptotique de E*.

On appelle r%¢ le reste r%¢ = E* — E — Eg,’g . Il est aisé de voir que r%¢ vérifie :

rot rot 1% — (k% +i0) r® = ¢ !(terme € S,) + (terme € Se) QF

% xn=0 %

6
( ) ro’e X n = —E(é (E - E3(-’L‘l,x2, 0) e3)) xn aB:

L r0 1 périodique en z; ,

Il est 1égitime de se poser la question : qu’a t’on gagné avec r%€ ?

Certes, on a une condition aux limites sur le bord des billes en O(¢), mais on a introduit
dans l'équation aux dérivées partielles dans (6), un terme du type
e~!(terme € S,), dont la norme L? est de 'ordre de e~ 4. ‘

Toutefois, 7% permet d’amorcer le développement asymptotique.

Termes d’ordre 1 en ¢ dans le développement asymptotique

-

Nous allons chercher des nouveaux termes dans le développement asymptotique de E¢, qui
"suppriment” les termes en % dans (6). Il va y avoir essentiellement deux termes ; Pun
qui ”supprimera” le terme de bord r%¢ x n sur le bord des billes métalliques, 'autre qui

"supprimera” le terme en ¢! (terme € S,), dans (6).
1) Sﬁppression du terme de bord : premier correcteur d’ ordre 1

Il faut tout d’abord écrire explicitement r%¢ x n au bord des billes :

. O O
(7) 7.0, Xn = —€y3[-a—$;1-($1,:132,0) €1 + -az—:(.’tl,.’l}g,()) 62] XxXn + 0(62)

On obtient (7) car :



'8E E
= (1?1,332,0) =0 gxl (r1,22,0) = 0
BE
. 2($1,$2,0) =0 252 (z1,22,0) = 0
2
divE = 0= — 6E3 (xl,zg,O) =0
\

b) On a déja pris en compte les variations de E3 par rapport & z; et z, dans Efg’g

On a besoin du lemme suivant :

a; € (WH(G))?
Lemme 6. Vi € {1,2}, il existe s , tels que :
- c;eC
'roty rotya; = 0 G
divya; =0 G
a;xn =0 F
(8) X

a; X 1 = y3e; Xxn OB

a; 1 périodique en y; , y,

L& — ¢ € (5’(;)3

avec de plus, e3 X c¢; unique. C

La preuve du lemme 6 est dans le chapitre démonsirations.

On peut définir E%i par :

(9) Ey} = —¢ Z (ai( )—C.) (Jvl,l‘z, 0),

ou ¢;.n = 0, et a; est une solution correspondante de (8). Ce choix est arbitraire; il
conviendrait peut-étre d’en faire un autre si 'on voulait pousser le développement asymp-

totique .

2) Second correcteur d’ ordre 1
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Il faut tout d’abord écrire explicitement le terme en e"'(terme € S.) dans (6) : so

expression exacte est :

2
- 6E3 Bx
10 —e~1 —2 A

on a besoin du lemme suivant :

. . i € (WH(G))
Lemme 6. Vi € {1,2}, il existe , tels que
g di e C°
(roty rotyT; = éy& G
divy T3 = 0 G
(11) ) T Xn=0 F

Ti X n = 0 aB
i 1 périodique en y; , y;
Ti—d; € (Sg)°

’

avec de plus, e3 X d; unique.

La preuve du lemme 7 est dans le chapitre démonstrations. Elle tient au fait que :

On peut définir E%i par :

2 T 6E3
0,2 _ ] '
(12) Eyl = —¢ ; (T,(E) —d;) —az—i(zl,zg,()).

11

( div, % =0, ie {1,2}
J i %.63 do =0
dx 1 périodiqge en vy, yq ,
6—% {se développe en série de Fourier pour y; assez grand
\ % € (Sg)?

n



ou d;.n = 0, et 7; est une solution correspondante de (11). Ce choix est arbitraire; il

conviendrait peut-étre d’en faire un autre si ’on voulait pousser le développement asymp-

totique.

0,1 0,2 .. .
Et ri¢ = r0¢ — EY; — E}7 vérifie :

(rot rot r'* — (k* +io) r’* = (terme € S5,) Q°
- OE;
rb® xn = [Z (——(2:1,172,0)0, + —(zl,zz,O)d ] Xn X

=1

(13) 9

rl® xn=¢ [Z (—(.’51,272,0) ci + a—-(xl,zz,O)d ] x n + O(e?) 0B

| r1* 1 périodique en z; , z;

On peut donc démontrer le théoreme :

Théoreme 8. Il existe C > 0 tel que :

pour ¢ assez petit, | rl”lym(gc) <Ce.

ou
e = B B - B3 - B3} - £
et
Ey1. 51, Egy
sont respectivement donnés bar (5), (9), (12). o

La preuve de ce théoreme est dans le chapitre démonstrations.

Remarque 4 EBL , EBL , EBL , ont tous trois des normes H,,,(Q¢) de l'ordre de ¢¥. O

Remarque 5 C’est pour démontrer ce théoréme que la propriété (c) du lemme 3 est

utilisée. 0

12



Soit E! la solution du-probléme :
rotrot E' — (k*+i0)E' = 0

(14) E' x n = [Z( (xl,:vz,O) ci + a———(zl,xg,O)d XxXn X
E' 1 périodique en z,, 7,

On peut prouver , exactement de la méme fagon que la proposition 5, le théoréme suivant

Théoréme 8. Il existe C > 0 tel que :pour ¢ assez petit,
| E* -~ E - Eg; — E}l ~ Ejt ~ ¢E' |y, ) <Cel
O
Comme la preuve du théoreme 9 est similaire & celle de la proposition 5,nous ne la donnons
pas.
Conclusion

Soit un ouvert w de Q, (pris comme un cylindre). Les termes E%) BL> EB I E ; tendent

vers 0 en norme H,, (w) plus vite que toute puissance de ¢ ~1. par suite,
lEe - F - EEI 'H”‘(w) < CE%

On montrerait méme, en poussant le développement asymptotique plus loin que cette
expression est de I'ordre de £2. Ceci veut dire que le développement asymptotique permet
d’obtenir une condition aux limites équivalente & I’ordre 2 en €, pour un observateur situé

a une distance fixée de la frontiére métallisée. En effet, pour un ouvert w de 2, on a :
| E* = € |H 0wy SCE€°
ou & est la solution urfique du probleme :
rotrot £ — (k*+i0)E = f
(15) £ xn =5[;(8—E—(Jl,x2,0)c, g; (:rl,azg,O)d,-J xn I
£ 1 périodique en z; , z,

13



ou E est défini par :

rotrot E — (k*+i0)E = f Q
(3) Exn=0%
E 1 périodique en z, , z,

On a donc di faire un développement asymptotique de E¢ au voisinage de la frontiére

métallique, pour pouvoir trouver une condition aux limites équivalente & l'ordre 2 en ¢. O

Remarque 6 Une fois trouvé —e E',on peut reprendre la démarche effectuée jusqu'ici
et pousser le développement asymptotique plus loin.C’est ainsi que I'on peut prouver que
Perreur commise en approximant E¢ par £ est de ’ordre de €2, pour un observateur situé
a une distance fixée de la frontiére métallisée. On est en mesure d’écrire pour E¢ le

développement suivant :

E° = E+Ep + e(E'+Epy) + -+ + ¢™(E™ + EFy),

IE™ | H, (26 = O(1)

et
1
|EBLIH, . (a¢) = O(e7).

O

Conjecture Nous pensons que I’approximation décrite dans cette étude dans le cas d’une

conductivité o > 0 est valable dans le cas ol o = 0. o

14



IV Démonstrations
Preuve du lemme 1

Il est aisé de voir que :

E* vérifie (1)

= E*¢ vérifie (2).
EceWwe

Montrons que (2) a une solution unique :

V(u,v) € (We)?, (u,v) = [, roturotvdzr —(k?+io) Joe vvde
est une forme bilinéaire continue sur We.

Elle est coercive ? Vu € W, regardons
/ |rot u|? dz —(Ic2+ia)/ |u|?dz
[ 4 9.

En ne prenant que la partie imaginaire, on voit que :

| /Q‘ |rot u|? dzx —(k2+z'a)/m |u|?dz | 2a|u|?Lz(Q.))a

En prenant la partie réelle, on voit que :

k? : ' '
(1+ 7)] /m |rot u|? dz —(k2+w)/9‘|u|2d:c| > lrotu]?Lz(n.))s

Par suite, il existe @ > 0, tel que, Vu € W¢,
| |rot u|? dz ——(k2+iar)/ lul?dz | > a|u|%y.
Qe Qe

et a est indépendant de ¢.

La forme bilinéaire figurant dans la formulation variationnelle (2) est coercive. Par le
lemme de Lax Milgram, le probléme (2) admet une solution unique dans W¢. Par des
arguments classiques, on montre que la solution de (2) est solution de (1).

La coercivité du probléme (2), avec une constante de coercivité indépendante de ¢, montre

que |E¢|we est borné indépendamment de «. o

15



Preuve du lemme 2

On sait que :
/ [rot p*E¢|? dz — (k2+ia)/ Ip*E*|? dz = / fPp°E® dzx .
Q Q Q

Comme f € (L? (R2))3, fo fPp°E*® dz converge vers Jo fEdz.

D’autre part,
/ lrot Ef? dz - (k2+ia)/ |E|? dz = / f.Edz.
Q Q Q

Donc
/ Irot p*E€|? dz — (k2 +-ia)/ p*E*|? dz
Q Q
converge vers

. / Irot E|* dz — (k2+z'o)/ |E|? dz
Q Q

Ceci, et la convergence faible de p° E¢ vers E dans W, donne :

/ [rot (p*E¢ — E)* dz — (k2+ia)/ |p°E* — EJ? dz tend vers 0 .
Q Q

(W)

Le lemme est prouvé .

Preuve du lemme 3

On va d’abord montrer 'existence de Ya,p € W!(G), solution du probleme :

(Ayy "/)a,b =0 G
lpa.b = Y3 + a 0B

(Pay)
' Yop = b F

| ¥a,b 1 périodique en y; , y2

On va ‘I'I‘iontrer, en adaptant une démonstration exposée dans (Nedelec, Starling) que la

solution d’un tel probléme existe et est unique.

16



Probléme tronqué

Loin de 0B, ¥, 3, si elle existe; est ¢®. On peut développer ¥, ; en série de Fourier en y,

et yz, et le fait que ¢, j est harmonique pour z, assez grand, implique que : Vy3 > zo,

(%)
Yap = E t/)”‘b"”(zo)e?‘"(myl +P2y2) o= 27/p} + 3 (¥3 = 20)
’ a,

PL,p2 20 ,
a(;/’a,b - Z — 274 /pf + p% ¢,ap,1b’ P2(29) 2™ (P1y +p2y2) o—27/Pi + 93 (¥3 — 20)
y3 P1, P2 2 0
Donc, -
a¢a,b

Z —2my/p? + pl PP P (29 ) 2T (Prun +p2v)

P1,p220

= T"/)a,b(y3 = 20 )

3y3 (y3 = ZO)

Nedelec, Starling montrent que l'on peut étendre T en un opérateur continu de H. p% (Z:,)
1

dans [H7 (Z,,)]', ot

Ezo = {yE. G,ys = 2'0},

o1 .

Hf (Z,,) = {fe H¥(Z,,), f1 périodique en y; , y2 }.

On va maintenant étudier ’existence et 'unicité des solutions du probléme tronqué

(Pa,b,Zo) :

(Ayy¢a,b,zo =0 Gzo
d’a,b,zo = Y3 + a aB

(Pa,b,zo) < wd,b,zo = b F
0Ya
—1%% = Twa,b,zo 2zo

\ Ya,z, 1 périodique en y; , y2

Si on a montré 'existence et l'unicité d’une solution de (Py3,;,) alors, on décompose la
trace de cette solution sur la section ¥, en série de Fourier, et le prolongement défini par

(*) donne une solution du probléme (P, ;).

Existence et unicité pour le probléme (P, .,).

17



Soit @4, une fonction C°, a support compact dans G, \Z,,, telle que :

Pab = Y3 + a 0B
Pab = b F

®a,b 1 périodique en y; , y2

Sidap = Yab,zo — Pabs Pa,p Vérifie :

( ""Ayyﬂba,b = g GZo
¢a,b =0 OB
(Pa,p) { $ap =0 F
’ 6¢a,b
T = Tdas Ta
\ @a,p 1 périodique en y; , y¥o

ouGs, = {y€ G,y < =z},
g est €, 1 périodique en y, , y3. On appelle H,, Iensemble

{ve HY(G.,), v 1 périodique en y;,y2 , v =0 OB et F}

qui, muni de la norme H! est un Hilbert.

Une formulation variationnelle de (P, ) est :

Qsa,b € Hzo
Vve H,, grad ¢ap .gradvdz — (T ¢op v) = / g.vdz
G

z9 Z0

Or, (T v.v) > 0, pourv € H,,.
La forme bilinéaire figurant dans la formulation variationnelle ci-dessus est done coercive.
Par le lemme de Lax Milgram, le probléme variationnel admet une solution unique dans

H.,. Donc, le probleme (P,,5) admet une solution unique, ainsi que le probleme (P, ;).

Existence de x

La solution de (P, 3) étant assez réguliére au voisinage de F, on peut définir une application

m, de R? dans R, telle que
a'éba b
= —d
m(a0) ./F 9ys 7

18



Soient (ay, b1) et (az,b2), tels que :

m(a1,b) # 0
m(az,b;) # 0

_ m(alab])

m (az, by) # 1

o

Il existe un unique o # 1, tel que ey = -\
alors, si (a,b) = a(az, b)) + (1 — a)(a;,bh),

ad)ab
JF 6y3

II
e

X = gradi,y remplit toutes les conditions du lemme (3).

Unicité de x _
Soient deux solutions du probléme (4), appelons £ leur différence : ¢ vérifie :
(roté =0 G
divéE=0 G
.

Exn =0 OBetF

| £ 1 périodique en y;,y,

De plus,
{E € (Sg)?

/ {.e3do =0
F

D’apres le lemme 4, £ = grad ¢ ou ¢ vérifie :

(Ap=0 G
p=c OB

< .
=0 F

| ¢1 périodique en y;, y2

Exploitons maintenant la condition / r €.€3 do = 0. Elle implique que :

[ oo
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Donc,

o
[, %
B an
¢ est solution du probléme tronqué :
[~ Ayyp = g Gy
¢ =c OB
¢ =0 F
dp
= Ty %,
. ¢ 1 périodique en y; , ¥,

Ceci implique que :

/ lgradp|? dz — < Ty, ¢ >=/ O ?do =0,
R 8B an

Gs,

Donc, comme T est un opérateur positif, grady = 0 dans G,,.Par suite £ = 0.

Le lemme 3 est prouvé. 0

Preuve du lemme 4
Soit E € (W!(G))3 vérifiant :

(rothO G
4divE=0 G
Exn=0 O0BetF

| E 1 périodique en y;,y2

Prolongeons E par 0 dans B. Soit E ce prolongement : E vérifie : rot E = 0 dans G U B,
car la composante tangentielle de E ne saute pas.
Pour tout 4, C* & support compact dans G U B, (pris comme un cylindre),

(divE, ¢) = - Egradyp dy = — / Egradj dy= —~ [ (E.n)¢ ds.
GuUB G B
Donc

div E € (WY(G))
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et,

Vip € W(G), ¥ 1 périodique, : | (divE,9) | < |E.n|r2(s8) [¥lwr(a)

On veut trouver ¢ dans W!(G U B), tel que:

—Ap =divE G
p=0 F
¢ 1 périodique en y1,y2

En appliquant la méthode de troncature du lemme 3, on obtient I'existence et P'unicité
d’un tel ¢.
Si on appelle w = E — grady, w vérifie : w € (W!(G U B))?

(rotw=0 GUB
divw=0 GUB

w 1 périodique en yi,y2

(wXxn=0 F

w est une fonction harmonique, périodique, tempérée; et comme w € (W*(G U B))?, on
montre facilement qu’ w est un vecteur constant.
Le fait que w X n = 0 sur F implique que w = cje3, ¢ € C

Donc E = cie3 + gradyp, ou ¢ vérifie :

(Ap=0 G
=0 F
¢ 1 périodique en y; , Y2
| ¢ € WH(G)
comme E xn =0 sur 0B, ¢ = —c1y3 + Ca.
Le lemme 4 est prouvé. O

Preuve de la proposition 5

Pour tout 4, on peut relever —1 (E — Ej(zy,%3,0) e3 sur Bf par une fonction p réguliere,

3 support compact dans la boule de centre A; et de rayon §. La fonction € p vérifie donc,
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pour ¢ assez petit :

(

cpxn= —e[é (E — Ey(z1,25,0)€3)] x n) OB
< len| < Ce
lerotpu| <C

. £
| en est & support dans U, (N B(4i, 5)

. 1
par suite, |€ ¢t |H,, (ne) < Ce3.

E¢ — E — E3] — e u est une fonction-test admissible pour (2); donc :

/ 1ot (E*~E).rot(E*~E~Ej} —cp) do —’(I'c2+z'a) /Q (E*~E)(E*-E-Ej}—en) dz = 0
Ce qui implique que :

] /Q ; [rot (E*—E)|? dz — (k*+i0) /Q ‘ |E*—E? dz ' < C|E*-Ely,,.ca)|E%y +epln, .0

Par suite i

IEC —EIHN”(Q:) < C 5%.

La proposition est prouvée. : 0 .

Preuves des lemmes 6 et 7

Ces deux lemmes font appel & la méme technique de démonstration que le lemme 3, mais
cette fois-ci dans le cas vectoriel. La différence avec le cas scalaire est qu'ici, la forme
bilinéaire dans la formulation variationnelle du probléme tronqué n’est plus coercive, mais

posséde un noyau. Nous devons donc faire appel & 1’alternative de Fredholm.

Preuve du lemme 6
On va montrer 'existence de a;.

Soit ¢(y3) une fonction C* & support compact dans ]0,+o0|, et telle que ¢(ys) =1 dans

1 3

Vintervalle [, 3]. ©(y3)yse; est alors un relevement de yse; sur 8B, vérifiant :

divy(p(ys)yz e1) = 0,et ©(ys)ys e1 1 périodique en yi,y3.
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On va chercher & résoudre le probléme : chercher a € (WY(G))?, tel que :

( roty rot, o= —rot, roty (p(ys)yse1) =g G

dvya=0 G
(P) {axn=0 0B
axn=0 F

| @ 1 périodique en y;, y,

On va appliquer, sans donner tous les détails, la méthode de troncature.

Probléme tronqué
Par le méme raisonnement qu’au lemme 3, on peut écrire, pour z, assez grand, tel que

B support(g) C Fx]0, z,],
| B C Fx|0,z,| |

que, Yy3 2 z,, a et gy—";- se développent de la facon suivante :

a(y) = Z p, pa(20)e2 T P11 HP2Y2) o= 2T/ P{4 P (¥a—20)

(*) P1,p220
——a N l -
6: (y) = _S_ —21'1\/;;';’ +p%am’pz(zo)e'b’tn(mV1+P2y2)e—2n\/pf-}-' P2 (ys—20)
3
P 1p220 .

De méme qu’au lemme 3, gﬁ—(zo) = T(a(z,))

ou T est un opérateur continu de (Hé(Ezo))a‘ dans [(H}(E,.-o));‘]'.
On va donc chercher & résoudre le probléme tronqué suivant :
* Chercher a € (H}(G,,))3, tel que:

gg‘-:Ta pIP

- o
(Pzo) Yaxn=0 FetdB
Yo(divya) = 0 F et OB

| o 1 périodique en y; , ¥
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Remarque

Ici, 7o(divya) représente la trace de divya sur OB ou F. Ceci a un sens ; en effet :

{ divya € L*(G,,)
Ayy(divya) € L*(G,,)

Ce qui donne un sens & ¥o(divya), par la méthode de transposition de Lions. |

On appelle H3 I'ensemble

. { v e (HY(G,))?, vxn=0 OB et F}

v 1 périodique en y;,y2

qui, muni de la norme H', est un Hilbert.
Comme on le voit dans (Bendali), ou dans (Nedelec-Starling), le probléme P,, admet la

formulation variationnelle :

a€H},
VB e H?

29

(PZ,)
Ha.B do = / g.8 dy

G,y

/ grada.gradf dy — < Ta,B > +
) ~ JOB

G,y

ou H représente la courbure principale de la surface 8B.

On a ici besoin d’un lemme intermédiaire, que nous démontrerons juste apres le lemme 6.

Lemme 10 Le noyau N, est égal au noyau N du probléme P. o

L’opérateur figurant dans la formulation variationnelle (P;,) s’écrit :

Lo+l

Le premier crochet ci-dessus est un opérateur coercif:

grada.gradfdy — < Ta,fB > } + [—/ a.fdy + Ha.B da]

0 Glo aB

Le second crochet ci-dessus est un opérateur compact.”

On peut donc appliquer I'alternative de Fredholm : si
VB€ N, =N, / 9-8dy =0,
Giy

24



alors le probleme (P} ) admet une solution unique aux fonctions de N pres. Or g, dans le

cas du lemme 6 est bien orthogonal aux fonctions de N : en effet :

/ rotyroty(ysp(ys)er).[gradypc,c, + cre3) dy

0

=,/ roty(ysp(ys)er).lgradype, e, + cre3] X n do
aB

- [ rottuselules)loradypes + cres) e do
=0
L’existence de solutions pour le probléme variationnel (P! ,) est prouvée.
Existence de a;

En prolongeant une solution de (P, ) par la formule (*), on obtient une solution du

probléeme :
(—Apa=g G

J Yo (divya) =0 OBet F
axn=0 OBetF

| a 1 périodique en y; , ¥,

Le fait que divyg = 0, et la méthode de transposition de Lions, que I'on détaillera 4 la
preuve du lemme 10, permettent d’affirmer que divya = 0, et donc que « est solution du
probleme (P). De plus, une fonction u de N vérifie (u x e3) € (Sg)3.

Donc limy, . ;oo(a X e3) existe d’aprés (*), et ne dépend pas de la solution a choisie.

a; = a+ ¢(y3)yse; remplit toutes les conditions du lemme 6. |

Preuve du lemme 10

Il est clair que N C N,,.

Réciproquement, si u € N, , u vérifie é%’1‘;(20) = Tu(zp).

On peut prolonger u par (*), et ainsi obtenir une fonction u de (W*(G))?, telle que :
(Aypyu=0 G

J Yo (divyu) =0 OB et F

uxn=0 0BetF

. | u 1 périodique en y; , yo
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On a la formule de Green suivante : Vo € W{(G), 1 périodique en y;, Y2,
telle que grad, ¢ € (BY(G))3, '

/ (divyuldy o — A,y divyu)dr =< Yo (divyu), g—: > .
G

ou le crochet correspond a la dualité H -’1', HE.

Soit ¢ une fonction positive C* a support compact en y3, 1 périodique en y;, y2, on peut

apliquer la formule de Green & la solution de
Ayyv = ¢divyu G

v=0 FetdB

v 1 périodique en v, , y2

Donc :

/ ¢ |divy u|® dz = 0.
G

Ce qui implique que : divy, u = 0, et que u € N. O

Preuve du lemme 7

On va donner une démonstration moins détaillée que celle du lemme 6, de nombreux points
étant semblables.

On cherche a résoudre:

(rotyrot,n = f G
divyn =0 G
(P) {nxn=0 OB
nxn=0 F

- n 1 périodique en y; , ¥2

avecf:%ouf:%.

Probléme tronqué



X est harmonique, 1 périodique en y1,y; et vérifie divyx = 0. Par suite, pour z, assez

grand :

Vis2z20 » f)= 3 eiups (20) X8 FPn) om2n BT (30 - s0)
P1,p220

0 ; - -

5i= Y —2m\/pt + P} fp , pa(20) BT P1U HPY2) o=2/B 4 5] (98 - 20)

ys P1,p220

Comme dans les lemmes 3 et 6, on introduit un probléme tronqué a G, ; la difficulté vient

ici du fait que f n’est pas a support compact dans G.,, mais décroit exponentiellement a

I'infini. Le probléme tronqué s’écrit :

Chercher n € (H'(G.,))3, tel que :

d (Byyn = —f
Yo(divyn) =0 OB et F
N 8n
-57;=T77+cf PPN

[ 7 1 périodique en y; , 1,
Yo(divyn ) a ici un sens car

divyn € (L*G,,)
divy f =0= Ayydivyg =0

ou T est 'opérateur défini dans la preuve du lemme 6.

¢(f) est défini par :

' __' Sp1.p2(20)
c(f) = Z 4ﬂm32i"(pl ¥1 + p2 y2)

pi+p3>0
La formulation variationnelle du probléme (P, est :

n € HY
Ve H?,
/ gradn grad fdy —(Tn.8) + | HnBdo= /G f.8dy +(c(f), B)

G.q 3B
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Comme pour le lemme 6, il faut montrer que, pour tout v dans N, noyau du probleme (P),

ona:

/ fody+ <ce(flv> = 0.
G,
Or
VvEN,/f.vdy =
G
En effet,

/Gf-bldy = Lf'[CICS + gradpe,c,] dy = /aB(f-" )ez do

Or f vérifie :

a) [p(fn)do=0car f = %‘; et x est périodique en y;
b) divy f =0

c) f décroit exponentiellement a I'infini.

Donc

fndo=0
aB

fody = —/ fudy
Gzo . ys<zo

Or f admet le développement *, et v € N admet aussi un tel développement : donc

Fpip2-Vpip
fody = BB BB =< o(f),v >
/ya <z 2, am/ol+p}

pi+pi>0

Par suite,

Par suite,

/ fody=—<ce(f)v>
G:y

La forme linéaire du membre de droite dans (P ) est orthogonale & N : Dalternative de

Fredholm s’applique : (P} ) a une solution 7, unique aux fonctions de N prés.

En prolongeant cette solution a G, par la méthode utilisée au lemme 6, on obtient une

fonction n vérifiant :

(An=~f G
J‘yo(divn) =0 OBet F
nxn=0 OBet F

| 7 1 périodique en y;,y2

28



- Comme divf = 0, la méthode de transposition de Lions donne divn = 0. 75 est solution du
probléme (P).

De plus, pour chaque élément de N,v X e3 € (Sg)3.

Donc limy, 4+ 0of X €3 est indépendante de la solution choisie. Le lemme 7 est prouvé. O
Preuve du théoréme 8

Nous donnons la preuve du théoreme 8 sans faire tous les calculs.

Nous commengons par écrire explicitement le terme € S, dans (13) : ce terme vaut :

8°F O*E
- 3(:51,102,0) [gradm, + x1e1] + —a—:-rg—a(xl,mz,O) [grad 72, + x2¢€2 ]
0’E;
33: Oz, 7 —(21,22,0) [g"adﬁ, + x2e1 + gradTe, + xa ez]
6°E &2 E,
+5mi-;($1,$2,0)9md01, Vo 9, (z1,72,0) grad ay,
0*E, 8*E,
W(xl,zz,o)grad 2, 0 ~O2n (z1,72,0) grad as,

_X[Azl,szS - (k2 + i0) Es](21,$2,0)

ce que [’on peut écrire :

&*E, 8*E,
A‘( )axla (31,2?2, )+B(y)a (131,:232,0)

O’E a2E
+C(y )a:c162 (xl,x2,0)+D(y) (xl,x2,0)+

O’E 2E 8’ E,
F( ) a a2 (11332,0)+G(y) (x1,$2,0)+H( )6 a ($1,$2,0)
avec pour chaque coefficient : (A(y) par exemple) :

[ A(y) 1 périodique en y1, 7y,
divyA=0 G

<
- /A.e;; do =0
F

\ ‘4 e (SG)3
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Remarque Ceci se vérifie par des calculs simples, qui sont donnés en annexe. C’est ici

/ X.63d0’ = 0,
F

que la condition ¢) du lemme 3 :

est utile.

L Juae (WHG))?
D’apres le lemme 7, il existe R , tels que :
aps €C

(rotyrot,us = A(y) G
divyug =0 G
ugXn=ayxn F
uaXn=ayuxn OB

u4 1 périodique en y;, ¥,

\uAGSG

Par suite, si on retranche :

8’E, 0’E
ez[uAa (501,1‘2,0)+u36 "r (31,$2,0)+uc]

de r1¢, on obtient une fonction r2¢ vérifiant:

(rotrot r?f — (k? 4 io)r?* = ¢( terme € S.) Q°

0F;

2
. OE;
r2s xn:e[é 6—183(:01,:02,0)Ci+ (a:l,:cz,O)D]xn F

J

0FE;

xn—e[za ($1,$2,0)C+ ($1,212,0)D]><n + O(e?) 08Bf

2,e

r 1 périodique en z,, z,

\

en prenant comme fonction test :

- 2
OF; OF.
2,6 _ 1 . 3 b
r EQ [,Ezl _3:r3 (z1,22,0)C; + _az,' (z1, :zg,O)D,]

ou ¢ est une fonction de [0, o[ dans R, C* & support compact, valant 1 au voisinage de

0, et 1 est un relevement de O(e?) sur OB, de norme
3
luld, . (a) < Ce?,
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on obtient que

2,
Ir* |, 0) < Ce
et comme

0*FE 0*E 3
2 — = 1 oy < z
€ 'uAaxlax2(zl7x270) +UB6$26$3 (x1,$2a0)+"-lH,.o,(Q ) = 05 ’

It (2e) £ Ce

Le théoréme 8 est prouvé.
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V Expérience numérique.

Dans cette partie, nous nous proposons d’ évaluer numériquement les constantes c; et
d;. La méthode de démonstration des lemmes 6 et 7 fournit une méthode numérique
pour résoudre les problemes (8) et (11) ,en obtenant des problémes tronqués équivalents.
Cependant, la condition aux limites absobante, permettant de tronquer le domaine tout en
obtenant un probléme équivalent, est cotteuse. Nous nous proposons donc de résoudre un
probléme voisin, beaucoup moins coliteux en dimension 2, qui n’est certes pas équivalent

au probleme tronqué, mais qui donne une bonne approximation de c; et de d;.
1) Probléme voisin de (8).
Nous avons choisi d’approcher le probléme (8) par le probleme (8’) :

(rotyrotya = 0 G,

divya = 0 G,

axn=0 F
(8" <ozxnzygelxn 0B
a Xn=c X

a 1 périodique en y;

?gldcr =0
L 220 an

On retranche y, e;a a : la différence, que nous appelons encore a vérifie :

rotyrotya = 0 G,
divya = 0 G,
axn=0 F

(8”) JQXTZ:O 0B

axn=c Y,
a 1 périodique en y,

80/1
/:‘:zo ('a—n—l)dd =0




Principe de la méthode numérique:

Le probléme (8”) peut étre résolu directement, mais il donne alors un trés gros systéme
linéaire, car a est un vecteur. Pour minimiser ’encombrement mémoire, nous allons

procéder de la fagon suivante : on cherche a@ = (ay,az), tel que :

(Ayal =0 ;AyOlz =0 Gzo
aag
=0 ;—— =
aj B 0 F
{a =¢pn OB
8012
ar = ¢ ;-571-=0 2:0
- | a 1 périodique en vy,

ou ¢ et ¢ sont & ajuster de sorte que diva = 0 et que

La méthode numeérique consiste donc a résoudre une succession de problémes scalaires,
c’est a dire & découpler les problémes en a; et a; , puis a les recoupler grace a la condition

de divergence nulle et a la condition :

/E' (%C:—:———l)da =0

20

Méthode numérique

Nous allons chercher une approximation P; de la solution de (8”). Dans la suite, tous les

problemes vont étre approchés par des éléments finis P;, conformes triangulaires.
Premiere étape

Pour chaque point k& de la triangulation situé sur 8B, on résout le probléme vectoriel aux

coordonnées découplées : Vk € {1, --,nsp}, chercher o tel que :
(Araf =0 ;A =0 G,
. da¥
af =0 ;%: 0 F
Ozk = (S,‘Jc n(z) 6B
dak
af =0 ;—an2 =0 ¥,
af 1 périodique en y;
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ou ngp est le nombre de points de la triangulation appartenant & 8B,
ou A, représente le laplacien discret,
ou é; i est le symbole de Kronecker,

et ou n(z) est le vecteur normal sortant a 8B, au point de la triangulation z.

C’est a dire, sous forme variationnelle,

V w? fonction chapeau nulle sur F, £, , et 8B

Z / gradw’ . grad(af - ni(k)w*)dzr =0
KeT 'K

et V w’ fonction chapeau nulle sur 8B

Z / gradw’ . grad(af - na(k)w*)dz =0
Ken 'K

On résout un probléme supplémentaire : chercher a® tel que :

-

(Aha? =0 GZO
af =0 F
{a* =0 8B

a; =1 %,

aj 1 périodique en y,;

et

Alors, tout champ o, Pj, vérifiant :

rA,,a1=0 ;Aha2=0 G,o
Oa
a; =0 ;3723:0 F
Jaxn=0 OB
Oa
a; = ¢ ;-a—nl=0 PPN
( a 1 périodique en y; ,

34



s'écrit sous la forme :
ngp

. Z o(k) o* +ca®

k=1

Il faut donc déterminer les inconnues : (k) et ¢, pour avoir, dans un sens & préciser :

diva =0 et /E (-agn—‘—l)da=o

20

deuxiéme étape

On sait qu’il suffit d’imposer div a 788 = 0 pour avoir diva =0 dans G,,. Nous devons

donc traduire cette condition sous forme faible.

Soit ¢ solution du probléme :

( —Ay¢ = divya G,
£E=0 F
i
{ —= =
£ 0 OB
£ =0 X,

{ € 1 périodique en y,
Alors diva =0 équivauta: £ =0 0B
Une fois trouvés af et a?, la deuxiéme étape consiste & résoudre les problémes suivants:

Vk € {1,---,nap}, chercher £ tel que :

(- Ay €F = divya* G,
& =0

o¢k

¢ =0 %,

€ % 1 périodique en y;
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chercher £° tel que :
( -4,§" = divye® G,
& =0 F
ote
4 5~ =0 0B
£ =0 %,

\ €% 1 périodique en y,
La formulation faible du probléme de divergence nulle est donc :

nap

Vi€ {1,--na8}, ) (k) €4 () +c€ (i) =0

k=1

Ceci donne nyp équations linéaires pour n, B + 1 inconnues.
L’équation supplémentaire vient de la condition :
6011

E'o (El—_l)da =0

Le systéme obtenu n’est pas symétrique; on le résout par une méthode de Gauss.
On obtient ainsi les approximations suivantes pour a :
figure 4. Lignes de niveau de o,

1 min:-13846E-4

--4--.-12588E-4
19 max: 88000E-5
15047 6/11/1989
alphat
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Cette composante est bien symétrique, comme prévu. On voit bien sur cette figure que a;

tend vers une constante quand y, tend vers oco.

figure 5. Lignes de niveau de oy

1 min;-12678E-4

2 --4--:-11269E-4

19 max: 12678E-4

15h48 6/11/1989
alpha2

Cette composante est bien antisymétrique, comme prévu.
2) Probléeme voisin de (11).

On adopte exactement la méme démarche que précédemment, sauf qu’a la place de y; ey,

on retranche a 7 le champ 6, solution de :

. ( 9x
Al = — G,
’ Oy °
4 on
6 =0 OB
06,
9] = 0 ,_67 - 0 220
| 6 1 périodique en y,;

ou x est obtenu numériquement en suivant exactement la méthode de démonstration du

lemme 3. On obtient ainsi les approximations suivantes pour 7 :
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figure 6. Lignes de niveau de 7,

1 min: 00000 00
2 --4--: 15392E-5
19 max: 27706E-4
1800 8111089
taut
/./.\\‘
‘.b)
\‘f
figure 7. Lignes de niveau de r;
1 min:-18118E-4
2 --4--:-16104E-4
19 max: 18118E-4
16h1 &/11/1989
tau2
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Annexe a la preuve du théoreme 8

Rappelons 'expression du terme € S, dans (13) : ce terme vaut :

8*E 8°Es,
522 3(x1,x2,0) [grad T, + X1 el] + 6—3:2-3-(;7:1,392,0) [grad‘rg1 + X2 62]
2

0*E,
6:c13 2(1:1,3:2,0) [grad T, + x2€e1 + grad 2, + x1 62]

O’E 0’E
+axla;3($1,$2,0)97‘ad ay, 3 013

O°E, O*E,
8:v 5o ———(a1,22,0) grad a, + 52202, (z1,72,0) grad az,

(z1,22,0) grad ay,

ce que ’on peut écrire :

8*E
ZA",,()M : - (21,72.,0)

1Jv

Il est facile de vérifier que chaque coeflicient A ; a une divergence nulle; il faut maintenant
montrer que pour chaque coefficient, on a

/ Afj.e3do =0
F

Pour le coefficient A§’3, c’est facile : x a été spécialement choisi pour que :

/ x.e3do =0
F

Pour les autres coefficients, le résultat n’est pas immeédiat; la démonstration étant la méme
b

pour chaque coefficient, nous nous contentons de la donner pour le cas de

A:l;,l = grady 71, + x1€

/ (grady T, + X1 61).63 do = / TOty Ty .€2 do
F F
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Soit y1 0 un réel compfis entre 5+ et 3, tel que
BNn{y1 =y} =0

En appliquant le théoréme de Stokes a rot, 7 sur la surface ¥, = {01 € (y1,¥1,0)} N F,

on obtient que :

/ roty T1 .€p dys — / rot, Ty .e; dys = / rotyrot, T .e3 do
o1 =% Z

g1 = Y1,0 vi
0
= / —X—.63 do
En 80'1
= / X -3 dys — / X -3 dy,
oL =Y o1 = Y1,0

Montrons que

/ roty Ty .ep dys — / x.e3dy; =0
o1 =Y1,0 ' o1 = Y1,0

Pour cela, on applique encore le théoreme de Stokes a rot, 71 sur la surface
2 ={o1 = y1,0,03 >0}

V1,0

Ceci est permis, compte tenu de la décroissance rapide de rot, 7. Alors,

0
/ roty Ty .e2dy; = / 5—& .1 do
o1 = Y1,0 ! 01

V1,0
82
_/ a‘P;.b d
Shio Y1
_ — / 029911,1) a ‘Pa,b d
=1 9y3 oy3

Donc -

/ roty T1 .2 dyz — / x-e3dys =0
oy = Y1 oL =Y

Par suite,

/rotyn.egda = / x.eado =0
F JF .
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