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Résumé. L'unification dans les langages du premier ordre est une opération fondamentale en calcul symbolique et en
programmation logique. On dispose de beaucoup d’algorithmes d’unification, mais il n’y a pas de consensus quant &
savoir lequel est le meilleur & utiliser en pratique. L’algorithme linéaire de Paterson Wegman a la plus faible complexité
dans le cas le pire, néanmoins son implémentation nécessite un prétraitement important. C’est aussi le cas, dans une
moindre mesure, de Palgorithme de Martelli Montanari [MM82] et finalement, c’est souvent I’algorithme de Robinson
[Rob71] qui est employé dans beaucoup d’applications malgré sa complexité exponentielle dans le cas le pire. Cette
situation s’explique de plusieurs fagons : un fait important est que, dans la pratique, les sous-problémes d’unification
ne sont pas indépendants et les algorithmes d’unification linéaires ne sont pas trés performants sur les séquences
d’unification-desunification [MUB86]. Dans cet article, nous présentons des arguments théoriques basés sur I'étude de
la complexité en moyenne. Nous montrons, tout d’abord, que la famille des paires d’arbres binaires unifiables est
exponentiellement négligeable devant la famille des paires d’arbres binaires formés & partir de | symboles de fonction
binaires, ¢ constantes et v variables. Nous analysons les différentes causes d’échec et nous obtenons des évaluations
asymptotiques et numériques. Nous généralisons ensuite les résultats de [DL89] pour ces familles de termes et nous
montrons qu’une légére modification de l’algorithme de Herbrand-Robinson a une complezité moyenne constante
sur les paires d’arbres quelconques. D’autre part, nous montrons que I’algorithme de Martelli Montanari et une de
ses améliorations ont une complexilé moyenne linéaire sur les paires d’arbres quelconques. Les échecs par clash
ne sont en effet pas suffisants pour assurer une complexité moyenne constante, il est nécessaire de disposer d’un test
d’occurrence efficace (1.e. qui ne nécessite pas un parcours complet des sous-arbres). Enfin, dans la derniére partie,
nous généralisons nos résultats sur la probabilité d’occurrence 3 un modéle avec un nombre infini de variables.

PRESENTATION AND AVERAGE CASE ANALYSIS OF UNIFICATION ALGORITHMS

Abstract. Unification in first-order languages is a central operation in symbolic computation and logic programming.
Many unification algorithms have been proposed in the past, however there is no consensus on which algorithm
is the best to use in practice. While Paterson and Wegman’s linear unification algorithm has the lowest time
complexity in the worst case, it necessitates an important overhead to be implemented. This is true also, although less
importantly, for Martelli and Montanari’s algorithm [MM82], and Robinson’s algorithm [Rob71] is finally retained in
many applications despite its exponential worst-case time complexity. There are many explanations for that situation,
one important argument is that in practice unification subproblems are not independent, and linear unification
algorithms do not perform well on sequences of unify-deunify operations [MUB86). In this paper we present average
case complexity theoretic arguments. We show first that the family of unifiable pairs of binary trees is exponentially
negligible with respect to the family of arbitrary pairs of binary trees formed over | binary function symbols, ¢
constants and v variables. We analyze the different causes of failure and get asymptotical and numerical evaluations.
Then we extend the previous results of [DL89] to these families of trees, we show that a slight modification of
Herbrand-Robinson’s algorithm has a constant average cost on random pairs of trees. On the other hand, we show
that various variants of Martelli and Montanari’s algorithm all have a linear average cost on random pairs of trecs.
The point is that failures by clash are not sufficient to lead to a constant average cost, an efficient occur check (i.e.
without a complete traversal of subterms) is necessary. In the last section we extend the results on the probability
of the occur check in presence of an unbounded number of variables.

* Institut National de Recherche en Informatique et Automatique, Domaine de Voluceau, Rocquencourt,
BP 105, 78150 Le Chesnay Cedex France. mail : albert@inria.inria.fr
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Résumé. L’unification dans les langages du premier ordre est une opération fondamentale en calcul symbol-
ique et en programmation logique. On dispose de beaucoup d’algorithmes d’unification, mais il n’y a pas de
consensus quant 3 savoir lequel est le meilleur 3 utiliser en pratique. L’algorithme linéaire de Paterson Weg-
man a la plus faible complexité dans le cas le pire, néanmoins son implémentation nécessite un prétraitement
important. C’est aussi le cas, dans une moindre mesure, de I’algorithme de Martelli Montanari [MM82] et
finalement, c’est souvent I’algorithme de Robinson [Rob71] qui est employé dans beaucoup d’applications
malgré sa complexité exponentielle dans le cas le pire. Cette situation s’explique de plusieurs fagons : un
fait important est que, dans la pratique, les sous-problémes d’unification ne sont pas indépendants et les al-
gorithmes d’unification linéaires ne sont pas trés performants sur les séquences d’unification-desunification
[MUB86]. Dans cet article, nous présentons des arguments théoriques basés sur I’étude de la complexité
en moyenne. Nous montrons, tout d’abord, que la famille des paires d’arbres binaires unifiables est expo-
nentiellement négligeable devant la famille des paires d’arbres binaires formés a partir de | symboles de
fonction binaires, ¢ constantes et v variables. Nous analysons les différentes causes d’échec et nous obtenons
des évaluations asymptotiques et numériques. Nous généralisons ensuite les résultats de [DL89] pour ces
familles de termes et nous montrons qu’une légére modification de 'algorithme de Herbrand-Robinson a
une complezité moyenne constante sur les paires d’arbres quelconques. D’autre part, nous montrons
que P’algorithme de Martelli Montanari et certaines de ses améliorations ont une complezilé moyenne
Linéaire sur les paires d’arbres quelconques. Les échecs par clash ne sont en effet pas suffisants pour as-
surer une complexité moyenne constante, il est nécessaire de disposer d’un test d’occurrence efficace (t.e.
qui ne nécessite pas un parcours complet des sous-arbres). Nous obtenons en effet que, dans un modéle
avec un nombre de variables bornés, ’'occurrence est une cause d’échec numériquement inférieure mais de
méme ordre que le clash. Enfin, dans la derniére partie, nous présentons un développement combinatoire
du probléme pour des termes arborescents avec une infinité de variables au renommage prés. Ceci nous
permet de généraliser nos résultats sur la probabilité d’occurrence & un modéle avec un nombre de variables
non borné.
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I. Introduction

La résolution d’équations sur des termes d’un langage du premier ordre est une opération fondamen-
tale en calcul symbolique. Herbrand [Her30] a été le premier & étudier ce probléeme dans ses travaux
sur la théorie de la démonstration et c’est Robinson qui le baptisa unification dans ses travaux
fondateurs sur la démonstration automatique en logique du premier ordre [Rob65]. Aujourd’hui,
’unification des termes du premier ordre est une opération centrale pour une grande diversité de
programmes allant des systémes de démonstration automatique [CL73], [KB70], [HO80], aux in-
terpréteurs pour langages de programmation logique [Kow74}, [Col84], au contrdle de types pour
les langages fonctionnels [Mil78], [Mai89], aux analyseurs syntaxiques en langage naturel [Col78],
aux systémes d’apprentissage, etc... Tous ces domaines d’application ont motivé la recherche
d’algorithmes d’unification efficaces ainsi que les extensions de 'unification dans les langages d’ordre
supérieur [Hue75], [Hue76], I'unification dans les théories équationnelles [Plo72], [FH86], [BJSS89]
par exemple unification en présence d’opérateurs associatifs, commutatifs {Sti75], [Fag84], etc...

L’algorithme d’unification de Robinson [Rob65] a pour entrée deux termes du premier ordre
et produit en sortie : soit une substitution la plus générale sur les variables des termes d’entrée qui
égalise ces derniers, soit un échec s’ils ne sont pas unifiables. Il est bien connu que la complexité
dans le cas le pire de l'algorithme de Robinson est exponentielle en la taille des termes d’entrée,
méme si la substitution produite est représentée sous une forme triangulaire et si 'on utilise des
techniques de partage [Rob71] afin de représenter les termes par des graphes orientés acycliques
(Directed Acyclic Graphs ou DAG) (des travaux récents [FSS590] ont montré que le gain moyen du
partage maximum était de l'ordre de n/vInn avec n la taille du terme 3 compacter). La raison
de cette complexité exponentielle dans le cas le pire pour cet algorithme est que , méme si la taille
du DAG reste constante, ce dernier, sans technique de marquage, est encore parcouru comme un
arbre. Lorsque I’on utilise des techniques de marquage, la complexité dans le cas le pire devient
alors quadratique en la taille des données d’entrée [VZ75], [CB83]. En améliorant ces idées, Martelli
et Montanari [MM82] ont obtenu un algorithme d’unification en O(n + vInv) ol n est la taille des
termes en entrée et v leur nombre de variables distinctes; de leur c6té, Paterson et Wegman ont
obtenu un algorithme linéaire [PW78] (découvert également par Martelli et Montanari de fagon
indépendante [MMT76]).

En considérant 'unification comme un cas particulier de cloture sur des classes de termes, Huet
[Hue76] a obtenu un algorithme d’unification quasi-linéaire basé sur I’algorithme bien connu du set-
union-find [AHU74] (gestion dynamique d’équivalence). Des variantes et des implémentations en
sont données dans [Fag83], [Col84], [Jaf84] et [EG88]. L’algorithme de Huet réalise 'unification sur
des arbres réguliers [Cou83], i.e. sur des termes finis ou infinis représentés par un graphe fini qui
peut étre cyclique. L’unification sur les arbres réguliers a conduit a 'implémentation d’une variante
du langage de programmation logique Prolog qui manipule des expressions infinies [Col82]. On peut
utiliser I’algorithme de Huet pour réaliser 'unification sur des termes finis en rajoutant un test de
circularité en phase finale. Etant linéaire, ce test ne change pas la complexité dans le cas le pire
de l'algorithme, c’est & dire O(n?), O(nIn(n)) ou O(nG(n)), ot G est une fonction & croissance
trés lente (un inverse de la fonction d’Ackermann), suivant les différentes stratégies utilisées dans
’algorithme du set-union-find (tableau des nceuds péres, équilibrage et compression du parcours).

[DKM84] ont montré que 'unification est un probleme P-complet en temps. Ce résultat signifie
que l'unification est intrinséquement un probléme séquentiel et que ’on n’obtiendra pas de gain
significatif avec une implémentation parallele. Ce résultat est encore valide pour I'unification sur
les arbres réguliers infinis, mais dans ce cas il faut noter que ’algorithme séquentiel de Paterson
Wegman ne s’applique plus. L’existence d’un algorithme d’unification linéaire pour les expressions
infinies reste un probléme ouvert (il en est de méme pour tester I’équivalence des automates finis
déterministes).
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D’un point de vue pratique, il n’y a pas de consensus quant a savoir quel algorithme d’uni-
fication est le meilleur & utiliser. L’algorithme de Paterson Wegman a la plus faible complexité
dans le cas le pire, néanmoins son implémentation nécessite un prétraitement important. C’est
aussi le cas dans une moindre mesure de Palgorithme de Martelli Montanari en raison de la phase
d’initialisation des compteurs d’occurrence des variables dans les termes (cf. partie II). L’algorithme
de Huet dans sa version en O(n?) ne présente pas un prétraitement trés important en comparaison
avec P'algorithme de Robinson qui, d’autre part, révele son comportement exponentiel uniquement
sur des exemples pathologiques mais pas dans la pratique. De plus, dans les applications ol les cas de
non-unifiabilité sont prépondérants, la capacité a détecter efficacement les échecs peut se révéler plus
importante que la complexité dans le cas le pire. Toutes ces raisons expliquent pourquoi I’algorithme
de Robinson reste encore employé dans beaucoup de systémes de démonstration automatique, dans
Prolog (avec usuellement ’omission discutable du test d’occurrence, cf. partie II), dans le contréle
de de types [CAMLS89Y], etc ...

Dans cet article, nous essayons de préciser les arguments précédents en analysant en moyenne
les algorithmes d’unification dans un modéle de distribution uniforme c’est & dire avec I’hypothese
que tous les termes de méme taille sont équiprobables. Dans la partie II, nous détaillons ’algorithme
non déterministe de Herbrand a partir duquel nous déduisons les algorithmes de Robinson et de
Martelli Montanari. Dans la partie III, nous montrons que la famille des paires d’arbres unifiables,
formés a partir de { symboles fonctionnels binaires, ¢ constantes et v variables, est exponentielle-
ment négligeable devant la famille des paires d’arbres binaires quelconques. En conséquence, nous
analysons avec précision les différentes causes d’échec dont nous obtenons des estimations asymp-
totiques et numériques.

Dans la partie IV, nous généralisons les précédents résultats de [DL89] et [ACDT90] pour ces
familles d’arbres et nous obtenons qu’une légére modification de I’algorithme de Herbrand-Robinson
a un coilit en moyenne constant sur les paires d’arbres quelconques. Ensuite nous montrons que
le colit en moyenne de 'algorithme de Martelli Montanari est linéaire. Et ce résultat est encore
valide lorsque les décompositions sont réalisées en méme temps que les compactifications et lorsque
linitialisation des compteurs est menée de pair avec la détermination de la premiére frontiere (a
la place d’une phase de prétraitement). La complexité en moyenne de l’algorithme de Paterson
Wegman sur des paires d’arbres quelconques reste un probleme ouvert.

Sur les paires d’arbres unifiables, la complexité en moyenne de I’algorithme de Robinson a été
étudiée dans [CDS89] dans le cas d’arbres binaires construits a partir d’un symbole interne et de deuz
variables. Dans ce cas trés particulier, les substitutions possibles sont triviales : ¢ : z «— T(y),
o:y «— T(z)ouo :z « yetilnya pas de composition des substitutions. Ceci est le
phénomene fondamental qui, dans le cas général, rompt 'uniformité de distribution sur les arbres
et empéche de dénombrer exactement les paires d’arbres unifiables. Avec seulement deux variables,
on peut compter directement les paires d’arbres unifiables qui sont de deux types: méme structure
binaire et égalité & x = y prés ou bien une partie commune avec aux feuilles des deux arbres,
en correspondance, pour chaque occurrence de la variable z (resp. y) un sous-arbre T(y) (resp.
T(z)) au méme emplacement dans ’autre arbre. Ces deux types d’arbres partitionnent en quantité
égale la famille des paires d’arbres unifiables. On obtient alors pour 1’algorithme de Robinson une
complexité moyenne linéaire sur les paires d’arbres unifiables (étant quadratique dans le cas le pire).
Sur les paires d’arbres unifiables, dans un cadre général, nous pouvons simplement affirmer que la
complexité moyenne est au moins linéaire.

Enfin, dans la partie V, nous étudions la probabilité d’occurrence dans un modéle ol le nombre
de variables n’est pas fini, ce qui se rapproche plus de la réalité pour beaucoup d’applications. Ainsi,’
nous considérons des arbres binaires formés a partir d’'un symbole fonctionnel et d'un ensemble
dénombrable de variables. Le nombre de tels termes, au renommage des variables prés, est C,, By
avec C,, le n**™€ nombre de Catalan et Bpyrlen+ 1¥¢™¢ nombre de Bell. Nous montrons que le
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nombre moyen de variables distinctes dans un tel termes de taille n est n/ln(n)(1 + O(1)) (ce qui
tend vers l'infini avec n et justifie donc 1’étude de cette partie ol le nombre de variables est non
borné). Nous obtenons alors que, pour un nombre de variables constant comme dans la partie III
ou pour un nombre de variables de I’ordre du nombre moyen de variables distinctes dans un terme
au renommage pres, la probabilité d’occurrence d’une variable dans un terme tend vers 1 quand la
taille du terme tend vers l'infini. Elle tend vers 0 dés que le nombre de variables disponibles est
superlinéaire (n!** avec a > 0).

II. Présentation des algorithmes de base et modele d’étude

2.1. Présentation des algorithmes d’unification

2.1.1 L’algorithme de Herbrand-Robinson

Dans cette partie, nous présentons les algorithmes d’unifications de base dans un cadre général.
Soit F' un ensemble fini de symboles fonctionnels d’arité fixée a (les constantes sont les symboles
d’arité 0). Soit V un ensemble infini dénombrable de variables. Nous notons T(F, V') I’ensemble
des termes du premier ordre, c’est A dire la F-algébre libre sur V', définie par :

) VcT(FV)
i) My,..,.M, € T(F,V) = f(M,,...,M,) € T(F,V)
sif€F, off)=n
Les substitutions, notées par o, p, 4, ..., sont les F-endomorphismes de T'(F, V') a domaine fini
sur V. On les représente par un ensemble fini de substitutions élémentaires (qui correspondent a
une suite d’opérations 3 effectuer en paralléle). Par exemple, avec 0 = {z «— a,y — g(b,b)}, et
M = g(z, f(y)), on a Mo = g(a, f(g(b,d))). La composition des substitutions est la composition
usuelle des applications :

aop = {xl 10D,y Tn &= TnOP, Y1 & Y1053 Ym — ymp}

ot D(o) = {zy,...,2a} e D(p) — D(o) = {y1,...,Ym} avec D le domaine d’une substitution. Par
la suite, nous nous intéresserons aux substitutions idempotentes pour lesquelles on pourra donner
une représentation séquentielle plus compacte. Une substitution o est idempotente (coo = o) si et
seulement si D(a)N I(c) = @, avec I(c) I’ensemble des variables introduites par o.

Les substitutions induisent un préordre de filtrage sur T(F,V). On a :

M<NssidoMo=N
Dans ce cas, nous disons que M est plus général que N, ou que N est une instance de M. Par
exemple, g(z, f(y)) < g(g(a,a), f(b)). L’équivalence engendrée par ce préordre < est l’equivalence
de renommage des variables sur T(F,V) :

M=NssiM<NetN<M

Par exemple, g(z, f(y)) = g(u, f(v)) = g(y, f(z)). Ainsi, lors du dénombrement des familles de
termes avec variables, nous nous intéresserons au nombre des classes de termes de taille donnée au

4



renommage prés (cf. partie V). Le préordre de filtrage sur les termes induit un préordre de filtrage
sur les substitutions. Nous disons qu’une substitution o est plus générale qu’une substitution p,
o < psi 30 oo = p. Ceci va permettre de dégager la notion de termes unifiables et d’unificateur
principal.

DEFINITION : Deux termes M et N sont unifiablessi 30 Mo = No.
Nous notons U(M, N) ’ensembles des unificateurs de deux termes U(M,N) = {c|oM = oN}.

THEOREME 1 : (Unification [Rob65]) Si deux termes M et N sont unifiables alors ils possédent
un unificateur principal (en anglais most general unifier) (mgu) o tel que :

- 1)o € U(M,N),

- 2)Vp e UM,N) o < p. Les unificateurs principaux de deux termes sont equivalents
modulo =.

Par exemple, considérons M = f(z,g(y,z)) et N = f(h(y),g(u,h(w))), 'unificateur principal
de M et N est {z — h(y),u — y}.

PREUVE : La preuve du théoréme est basée sur un algorithme d’unification.

ENTREE : deux termes M et N.

SORTIE: unifiable? Si oui unificateur principal.

Nous décrivons tout d’abord [l’algorithme d’unification non-déterministe de Herbrand [Her30], qui
est a la base un algorithme de simplification d’un systéme d’équations I, i.e. un multi-ensemble de
paires de termes, a I’aide des trois régles suivantes :

Dec (f(Th,....Tn), f(T},.... T\))UT = (1, T}) VU ..U (T, T;)UT
Triv (v,v)UT =T

Var (v,T)UT = (v,T)UTeo qui s’applique si v € V(T'), v € V(T), et & ce moment produit pour
g:{veT}
(la méme regle s’applique a (T,v)UT).

L’objet du test v € V(T') dans la troisitme regle est d’appliquer cette régle uniquement aux
équations qui ne sont pas en forme résolue. D’autre part, le test v € V(T') est une opération
fondamentale appelée test d’occurrence. Il élimine les équations de la forme v = T[v] qui n’ont pas
de solutions sur les termes finis. Une paire (v,T') est en forme résolue dans I si v n’a pas d’autres
occurrences dans I'. Un systéme I' est en forme résolue si toutes ses équations sont en forme résolue.
Enfin, une variable est en forme résolue dans I si elle a une unique occurrence dans I' dans une
paire en forme résolue.

L’intérét de cet ensemble de régles est qu’il est correct et complet quelque soit P'ordre d’applica-
tion des regles. Ce fait va autoriser différentes stratégies de résolution et donc différents algorithmes.

THEOREME 2 : (Correction) Si T =" I = {(v1,T1),...,(vn,Tn)} est en forme résolue alors
orr = {v; « T1,...,vn «— Ty} est un unificateur principal idempotent de .

PREUVE : Par récurrence sur le nombre d’étapes de transformation (simplification) et en remar-
quant que si I' = I'" alors U(T) = U(I'). =



THEOREME 3 : (Terminaison et Complétude) Toute suite de transformations termine.
I‘=I‘o=>I‘,=>...=>I‘n
De plus, si T est unifiable, et si § € U(T') alors I' =>* T avec I en forme résolue et o+ < 6.

PREUVE : La preuve de terminaison de toute suite de transformations est basée sur une mesure de
complexité, ¢(I') = (n,,s), ol n, est le nombre de variables qui ne sont pas en forme résolue et s
est la somme des tailles des termes dans I'. En considérant I’ordre lexicographique sur (n,,s), il
est facile de vérifier que chaque transformation fait décroitre strictement la complexité du systéme.

La complétude est une conséquence directe du fait que les transformations sont correctes et
que si I est unifiable et qu’aucune reégle ne s’applique & I alors I/ est en forme résolue. =

L’algorithme de Robinson est obtenu a partir de 1’algorithme non déterministe de Herbrand
en gérant le systéme I' comme une pile. On transforme I' avec la régle qui s’applique 4 1’équation
en sommet de pile (en ignorant les équations en forme résolue). Si aucune régle ne s’applique
P’algorithme s’arréte en échec dii soit & une occurrence soit & un clash si la régle Dec ne s’applique
pas. De cette maniére, on effectue un parcours en profondeur gauche (préordre) des termes.

L’algorithme de Robinson a une complexité exponentielle pour I’exemple bien connu suivant :

M= f(vOa Ulyeery Un—-1, 'Uo), N = f(g(vl’ vl)y g(v2’ 1)2), 23 g(v'm 'Dn), vO)-
Chaque variable v;, i < n est substituée par un terme de taille 2*~*+! — 1, et l'unification du
dernier argument vy nécessite 2"*! — 1 comparaisons. D’autre part, si I’ensemble des variables V
est de cardinal v fini, la complexité dans le cas le pire de ’algorithme de Robinson est polyndmiale
d’ordre v. Sur M et N = f(g(v1,..» 1), ooy 9(Vy_1, --» Vy_1), Vo) I’algorithme de Robinson nécessite
O(n") comparaisons.

DEFINITION : Nous disons qu’une paire de termes est égalisable si elle est réductible par les régles
Dec et Triv en un systéme de paires qui est soit en forme résolue soit réductible par la régle Var.

Ainsi, les paires d’arbres non-égalisables échouent & ’unification avant 1’application par la régle
Var d’une quelconque substitution, c’est & dire soit par un clash dans les premiéres décompositions,
soit par une occurrence directe i.e. I'occurrence d’une feuille variable dans le sous-arbre correspon-
dant.

En partie IIl, nous montrerons que la famille des paires de termes unifiables est exponentielle-
ment négligeable devant la famille des paires d’arbres quelconques. Pour cette raison, nous nous
intéressons a une variante de I’algorithme de Herbrand-Robinson ou I’application des substitutions
dans T (avec la régle Var) est retardée jusqu’a ce que les termes initiaux aient été décomposés
et que l’on ait vérifié les échecs directs par clash ou occurrence. Nous appellerons cette variante
Ualgorithme de Robinson avec retard (RR).

Sur les paires d’arbres non-égalisables, nous avons les quatre causes d’échecs suivantes :
- clash a la racine,
- occurrence directe d’une variable,
- décomposition a la racine et échec direct dans les arguments de gauche
- ou échec direct dans les arguments de droite si les arguments de gauche sont égalisables.
Ceci nous permet de détailler I’expression du coit de I’algorithme :
uprr(c, ') = upr(c,T) = urr(T,c) = urr(f(Th,T2),9(T},T3)) = 1 (clash)
urr(v,T) = vrr(T,v) = occ(T) (coit du test d’occurrence)
uRR(f(Tlv T2)7 f(Tl” TZ')) =1+ uRR(TI’ TII)

si (Ty,T7) sont non-égalisables;
urr(f(T1, Ta), ST, T9)) = 1+ 20T3] + 1TY] + 1) + urr(T2, T3),

si (T1,Ty) sont égalisables;



avec v (resp. ¢, T') une variable (resp. une constante, un terme composé), et en notant |T'| le nombre
de nceuds internes de T (le nombre total de nceuds de ’arbre binaire T, internes et externes, étant
donc 2|T| + 1). Dans la partie IV, nous obtiendrons a partir de ces formules, que le coiit moyen de
Palgorithme de Robinson avec retard sur les substitutions est constant cgg sur la famille des paires
d’arbres quelconques.

2.1.2 Les algorithmes d’unification linéaires

Les algorithmes d’unification linéaires sont basés sur une représentation compacte des substitutions,
i.e. la forme triangulaire :

ProrosiTiON : Toute substitution idempotente peut étre représentée par une substitution séquen-
tielle sous la forme “triangulaire” : [zy « Ty,...,2q — Tp] 0u Vi, 1 <i<nVj<iz; € V(T).

Ainsi, Dunificateur principal qui était de taille exponentielle pour P’exemple “pathologique”

précédent, peut étre représenté sous la forme triangulaire linéaire suivante :

[vo — g('v],vl), vy Uny & g(vna vn)]-

Les formes triangulaires correspondent en fait a une représentation des substitutions par des indi-
rections sur les feuilles variables d’'un DAG constituant les termes a unifier. On peut également
partager les sous-arbres a partir des indirections sur les variables aprés substitution. Finalement,
afin d’obtenir un algorithme d’unification linéaire, nous pouvons reposer le probleme de 'unification
de la fagon suivante :

ENTREE : deux termes M et N (ou un DAG avec deux nceuds particuliers M et N)

SORTIE : unifiable 7 Si oui unificateur principal sous forme triangulaire (ou une représentation du
DAG apreés 'unification)

L’idée des algorithmes de Martelli Montanari et de Paterson Wegman est d’appliquer la regle
Var uniquement sur une variable qui n’a pas d’autre occurrence dans le systéme. Une telle variable
existe nécessairement si le systéme est unifiable. En procédant ainsi, on intégre le test d’occurrence
et on élimine les substitutions. On conserve les reg s Dec et Triv tandis que I’on remplace la régle
Var par les deux regles :

Merge (v,v')UT = (v,v’)UTo
sive V(I), v e V(I'),v# v, 0 = {v '},

Select {(v,Th),...,(v,Tp)}UTUR = {(v,C),(T1,T2),...,(T1,Tn)} UT U R (avec R Vensemble des
paires qui sont déja en forme résolue)
sin>2,vgV([),etsipour 1 <i<n,vgV(Ty), T; ¢V,
ol C désigne la partie commune des termes Ty, ..., T,
(la méme reg s’applique aux (T}, v)).

Nous insistons sur le fait qu’il est nécessaire, pour obtenir une forme résolue de taille linéaire,
de conserver pour v dans la regle Select la partie commune des T; et non I'un d’entre eux, fut il le
plus petit. Par exemple, avec

I'= {f(z1, f(z2, - f(Zn,0)-..)) s f(S(--f(@,20)--, 22), 21)}

I'unificateur principal en forme résolue est {zy — f(z2,Z2),...;Zn1 — f(ZTn,Zn),zn — f(a,a)],
alors que si I’on ne conserve pas les parties communes pour les z;, on obtient une forme résolue
de taille quadratique. On détermine naturellement la partie commune des T; dans la régle Select
conjointement avec les décompositions des T; par la régle Dec.
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Le controle est ((Dec U Triv U Merge)* Select)*. C’est & dire que I’on décompose complé-
tement les équations (phase appelée détermination de la premiére frontiére) avant de sélectionner
un ensemble de paires avec une variable commune, appelée multiéquation. Nous appelons cet
algorithme non-déterministe l’algorithme de Herbrand avec oracle HO. L’oracle détermine lorsque
la régle Select peut étre appliquée, c’est & dire quand une variable v n’a pas d’autre occurrence
dans T,

Les preuves de correction, terminaison et complétude suivent en tout point celles de 1’algo-
rithme de Herbrand ci-avant. On démontre en particulier la terminaison avec la méme mesure de
complexité. La propriété fondamentale de cet algorithme due & [MM82] est que si I' est formé de
paires (v,T') qui ne sont pas réductibles par la régle Select alors il y a un cycle dans la relation
d’occurrence pour les termes de I', ce qui entraine que I' n’est pas unifiable.

Sur la famille des paires d’arbres non-égalisables, ’expression du coiit de I’algorithme de Her-
brand avec oracle ugo est identique a celle de ’algorithme de Robinson avec retard uggr sauf sur
les paires (variable,terme) ol le test d’occurrence n’est plus nécessaire puisque ’oracle détermine
P’existence ou la non-existence d’une multi-équation & réduire. On a ainsi :
ugo(v,T) = ugo(T,v) = 1 (pas de test d’occurrence, pas de sélection)

Dans la partie IV, nous montrons que le coiit moyen de ’algorithme de Herbrand avec oracle sur
la famille des paires d’arbres non-égalisables est constant égal & cyo < cgrr.

On peut déduire les algorithmes de Martelli Montanari et de Paterson Wegman a partir de
'algorithme de Herbrand avec oracle, la différence entre ces deux algorithmes provenant de la fagon
dont est implémenté I'oracle.

Dans I’algorithme de Martelli Montanari, on associe a chaque variable un compteur qui indique
le nombre ses occurrences dans I'. Quand le compteur atteint 0, la régle Select peut étre appliquée.
De cette fagon, la complexité dans le cas le pire est en O(n + viog v) ol n est la taille des termes
et v est le nombre de variables distinctes dans les termes [MM82]. L’initialisation des compteurs
nécessite un parcours complet des termes initiaux & unifier et a donc un cotit linéaire. Ceci entraine
donc un surcoiit (linéaire) sur les paires de termes non-égalisables par rapport & I’algorithme de
Robinson avec retard. Afin d’avoir une complexité moyenne constante sur les paires d’arbres quel-
conques, on peut essayer de mener de pair la phase d’initialisation avec les premieres décompositions
ce qui consiste, lorsqu’on atteint une feuille variable, a poursuivre le parcours du sous-terme cor-
respondant afin d’initialiser correctement les compteurs. Pour cette variante de ’algorithme de
Martelli Montanari, ’expression du coiit uasasr est identique A celle de 1’algorithme de Robinson
avec retard sauf & nouveau sur les paires (variable,terme) en raison de l'initialisation des comp-
teurs. Ainsi, on a :
umm(v,T) = umm(T,v) = 2|T| + 1

Nous montrerons dans la partie IV, que malgré cette amélioration le coiit moyen sur la famille
des paires d’arbres non-égalisables est encore linéaire en fonction de la taille des termes en entrée.
De méme, le mélange des décompositions (Dec) avec les compactifications (Select), comme Martelli
et Montanari le suggérent dans [MM82] afin d’améliorer ’efficacité sur des données non unifiables,
ne modifie pas la complexité moyenne théorique. La seule fagon d’obtenir une complexité moyenne
constante sur des paires d’arbres quelconques est d’ajouter un test d’occurrence pour les variables
a l'initialisation des compteurs apres la détermination de la premiére frontiére.

Dans ’algorithme de Paterson Wegman, l’oracle est implémenté par un parcours “bottom-up”
judicieux du DAG. Ceci nécessite un prétraitement assez coiiteux (gestion de pointeurs arriéres ...)
mais permet une complexité dans le cas le pire en O(n). Le probléeme de déterminer si la complexité
moyenne de cet algorithme sur des paires d’arbres quelconques est constant ou non reste ouvert.



2.2. Le modéle des termes arborescents

Nous considérons des arbres binaires B construits 3 partir de { symboles binaires, v variables
et ¢ constantes.

Exemple : Avec f et g des symboles fonctionnels, a une constante, z et y des variables, on peut
construire le terme T' = f(z , g(a, vy))

On définit la taille d’un terme comme le nombre de nceuds internes de sa représentation
arborescente.

Exemple : On aici |T| = 2.

Pour faciliter 1a compréhension, nous noterons les familles de paires d’arbres par une double
lettre majuscule. Ainsi BB désignera la famille des paires d’arbres quelconques de B.

III. Les familles caractéristiques de paires d’arbres

3.1. Définitions

Notre but est de compter le nombre de couples d’arbres unifiables puis de dénombrer les différentes
causes d’échec a ’unification.

Pour dénombrer la famille des couples d’arbres unifiables U, on va encadrer celle-ci par une
famille de couples d’arbres trivialement unifiables, la famille VB définie récursivement par :

VB = (v,v') + (c,¢) + (e,v) + (v,¢)
+ (v, T)+ (T, v) avecvgTet|T|>1

comme borne inférieure et avec la famille des paires d’arbres égalisables £€ qui contient la famille
des paires d’arbres unifiables. Dans £€ il n’y a ni clash ni occurrence directe. Les causes d’échec

ne peuvent provenir que d’occurrences ou de clashs indirects dus aux substitutions. Cette famille
est définie comme suit :
EE = (v,0") + (c,0) + (c,) + (v,)
+ (v,T)+ (T, v) avecv g T et |T|>1
+ (f(T1,72), f(T'1,T'2)) avec (T1,T'1) et (T2,T'2) € EE

Exemple : Ainsi f ( f(z,y), 2z ) et f ( f(f(y,2), f(2,v)), f(w,w) ) forment une paire d’arbres
non égalisable car en occurrence directe (y — f(z,¥));

alors que f ( f(z,y), z)et f( f(f(y,2), f(2,%)), f(w,w)) } forment une paire d’arbres égalisable
mais non unifiable en raison d’une occurrence indirecte (substitution o :z « f(y,2)).

On a bien ’encadrement :

VBCUU C EE

Du point de vue dénombrement, on verra que les familles £€ et VB ont une cardinalité de méme
ordre asymptotique. On dispose donc de 'ordre asymptotique exact de 4U{. De plus on montrera
que les constantes d’encadrement sont trés voisines (la limite de leur rapport tend vers 1), on dispose
donc ainsi d’un encadrement numérique trés correct du nombre de paires d’arbres unifiables.

A présent, nous pouvons nous intéresser aux causes d’échec a l'unification. Nous pouvons
définir I’ensemble complémentaire FF des couples d’arbres non égalisables :
FF =(ce,¢")+ (v, TY+(T,v) avecv € T et |T| 21
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+ (¢, T)+ (T,¢) avecT €Bet|T|>1

+ (f(T1,T2),¢(T"1,T'2)) avec T1,T2,T'1,T'2 ¢ B
+ (f(T1,T2), f(T'1,T'2)) avec (T'1,T'1) € FF et (T2,T'2) € BB
+ (F(T1,T2), §(T'1, T'2)) avec (T1,T'1) € £€ et (T2,T'2) € FF

Dans FF se produisent des clashs et des occurrences directes. Afin de préciser les causes
d’échecs a 'unification, on va distinguer les couples d’arbres non égalisables a cause d’une occurrence
directe a gauche FO ou a cause d’un clash direct & gauche FC. “A gauche” signifiant que la premiére
cause d’échec détectée par un algorithme utilisant un parcours d’arbre gauche (profondeur d’abord)
est soit un clash soit une occurrence (notons qu’une paire d’arbres peut échouer & 'unification pour
les deux raisons, la détection de la premiére cause d’échec dépend de P’algorithme utilisé).

On définit ainsi :

FO = (v,T)+ (T,v) avecv€Tet |T[>1
+ (f(T1,T2), /(T'1,T'2)) avec (T1,T'1) € FO et (T2,T'2) € BB
+ (f(T1,T?2), f(T"1,T'2)) avec (T1,T'1) € £E€ et (T2,T'2) € FO
FC = (c,c)+ (¢,T)+(T,¢) avecT €Bet |T|>1
+ (f(T1,T2),¢(T,T'2)) avec T1,T2,T'1,T'2 € B
+ (f(T1,T2), f(T'1,T'2)) avec (T1,T'1) € FC et (T2,7T'2) € BB
+ (f(T1,T2), f(T'1,T'2)) avec (T'1,T'1) € E€ et (T2,T72) € FC
On a bien :

FF=FO+ FC=BBJEE

Dans 7O ne se produisent pas de clashs directs & gauche et dans FC ne se produisent pas
d’occurrences directes a gauche mais (puisque dans £€ et dans BB peuvent se produire des échecs
indirects), il peut y avoir des occurrences ou des clashs indirects. On va donc pour affiner cette
étude introduire la famille des paires d’arbres qui n’échouent pas par clash direct : NC. Cette
famille reste de méme importance que BB et son complémentaire dans BB fournira une borne
supérieure de ’ensemble des arbres qui échouent par clash. Cette famille peut étre définie comme
suit :

NC = (v,v") + (¢,¢) + (¢, v) + (v,¢)
+(v,T)+ (T, v) avec [T] > 1
+ (f(T1,T2), f(T'1,T'2)) avec (T1,T'1) et (T2,T'2) € NC

Remarque : Dans BB \ NC on compte en plus par rapport & FC les clashs directs détectés par
un parcours gauche aprés une occurrence directe.

Remarque : NC ne contient pas FO car dans FO il peut y avoir des clashs directs (encore une
fois détectés par un parcours gauche aprés une occurrence directe).

Remarque : La famille NO des paires d’arbres qui n’échouent pas par occurrence directe, étant
négligeable devant BB, ne présente pas d’intérét du point de vue dénombrement (son complémen-
taire fournit pour FQ la borne supérieure triviale BB).

3.2. Analyse algébrique

Pour chacune des familles précédentes, nous allons déterminer le nombre z,, d’arbres T ou dec paires
d’arbres (T1,T2) de taille n (on pose |(T1,T2)| = |T1| + |T2|). Classiquement, la série génératrice
correspondant a la famille X’ est donnée par :

X(z)= Zznz“ = z 2T

n>0 Tex
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(Cf. [FV87] pour la théorie et 'utilisation des séries génératrices).
On notera en romain la série génératrice correspondant a la famille notée par une lettre italique.

Ainsi A partir des définitions des familles précédentes, on obtient les équations fonctionnelles
et les séries génératrices suivantes : B(z) = (v + ¢) + {zB(2)?, soit :

Vi-4lz(v+¢c) -1
B(z) = - 2z
La série génératrice des couples d’arbres quelconques est :

. (VI—dlzv+e) —1)°
BB(z2) = B(2)* = PTErS
On introduit quelques séries utiles pour les dénombrements qui vont suivre, ainsi la série génératrice
des arbres de taille au moins 1 : B*(z) = l2B(2)%. La série génératrice des arbres ne contenant
pas une variable donnée : B,_;(z) = v — 1 + ¢ + 2B, _;(2)?, soit :

V1-4dlz(v+c-1) -1
- 2z

et les arbres de taille au moins 1 sans une variable donnée : BY_,(z) = lzB,_;(2)’.
On définit aussi les arbres contenant une variable donnée :

C(z) =14 12C(2)B(z) + 1zB,_1(2)C(2)

Bu_1(2) =

soit

C(Z)___(\/l—4l2z(v+c) + \/1—412(21;+c_1) \

et on a donc les arbres avec une variable donnée de taille au moins 1 :

C*(2) = 12C(2)B(z) + 12B,_1 (2)C(2)

+ V1-4lz(v+c) -1 V1-4lz(v+c-1) -1
CT(z2)= - -
V1-dlz(v+e) +/1-Alz(v+ec—1) J1-dlz(v+e)+/1-4lz(v+c—1)
La série génératrice des paires d’arbres trivialement unifiables vérifie :
VB(2) = v? + ¢+ 2vc + 20B]_,(2)
On peut enfin obtenir la série génératrice des couples d’arbres égalisables EE(z) c’est & dire :
EE(2) = v* + ¢+ 2vc + 2vB}_,(2) + Iz EE(2)?

soit

\/1 + 4v(v — 2)122 — 42v — dlez? + 4zv /1 —dlz(v+c— 1) - 1

2122
On dispose aussi des équations donnant les séries génératrices FF(z), FO(z), FC(z) et NC(2) (les
expressions explicites sont trop longues pour étre écrites) :

FF(z) = (c* = ¢) + 20C*(2) + 2¢B*(2) 4+ (I = )2 B(2)* 4+ 12* FF(2)(EE(2) + BB(2))
FO(z) = 2vC*(2) + 12° FO(2)(BB(z) + EE(z))
FC(z) = (c® = ¢) + 2cBT(2) + (12 = 1)2?B(2)* + 12} FC(2)(BB(z) + EE(z))
NC(z) = (v+c)® + 20B*(2) + 12*NC(2)}
On vérifie aisément que

BB(z) = EE(2)+ FF(z) et  FF(z) = FO(z)+ FC(2)

EE(z)= -
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3.3. Analyse asymptotique

On va utiliser ’analyse de singularité. Nous connaissons le fait que

()1 - 2/0)" = s _;)( +0(%))

et les lemmes de transfert (Cf. [FV87]).

La singularité de plus petit module des séries génératrices BB(z), FF(z), FO(z), FC(z) est
z = grarsy- Par contre la singularité de plus petit module des séries génératrices EE(z), V B(2)

(et donc de UU(z)) est z = mu-i-lc——l)'

Remarque : Précisons que c’est effectivement le cas pour EE(z) d&s que (¢ > 0,1 > 3) ou (¢ > 2,
[>1)ou(c>1,1>2)ou(v2>3,c>0,I2> 2)soit pour toutes les valeurs (ou presque) de (v,c,!);
pour les valeurs de (v,c,l) inférieures qui gardent un sens (on sait que v > 2) c’est a dire v = 2,
c=0,l=20ul0<c<letl=1ona:

- soit la plus petite singularité p de ££ comprise entre 4,(111“) et “(ch_l) ce qui entraine
que £& reste exponentiellement négligeable devant BB mais avec un ordre asymptotique supérieur
a celui de VB,

- soit on modifie légérement la famille £€ pour conserver I’encadrement adéquat ce qui a
pour effet de modifier la constante de ’encadrement.

Ona:

BB(z) = —8(v + ) VI— Ao ¥ ) + O(z-ﬁ )
FF(z) = -8(v+¢)*/1 - 4lz(v+¢) +O(z— )

4I(v+c)

= 1 (2\/m D) 2(v+ ¢ z—

FO(z)_—16vl(v+c)2f(1+ )\/ —Alz(v+ ¢) + O( e +C))
2 ¢t —lc ve v+ )l -
FC(2)=ﬂ”fii)-(z(v+c)(l_1)+2cz+(3l let2 ’;r( + o) 1))>
x V1-4lz(v+c)+ O(2— e +c))
=(v+c)20-1)+ \/I(4l(v+ ¢)? 4 4v/v + ¢ — 3v? — 4vc — 2v —¢)
~8(v + ¢)?vl}

NC(z) = \/41(“32“:33)21 — 1—4lz(v+c)+0(z_4l(v1+c))

D’autre part, on a:

-8 VIv(v+c—1)

1
EE(z) = \/4111-{-c—1)2 3v2+2v—4vc—c\/1—4lz(v+c_1)+0(z_4l(v+c——1))
VB(z) = —4(v+c- 1) v V/I=dzotc=1) +O(z‘&1(v—+lc"_—1’) )
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On en déduit :

[2"}|BB(z) = 4(v + ¢)*(4l(v + &))" :/3_/2 (1 + O( )) = [z"|FF(2)

(£€ est exponentiellement négligeable devant BB et F.F).

[2")FO(z) =8 v (v+¢)? % (1 + (Nm D ) (4l(v+ c))"n—al2 (1 + 0( ))

R = i(vTH)i (2(v Fe)(l = 1)+ 201 4 B2l 2udl ;;, +e)*( - 1)))
x (4l(v+c))" :/3—/2 (1 +o( ))
Ve = :‘c’;;“_“?v';{ —— e+ (1+0(2))
Et
[V B(z) = 2o + ¢ - 1)pEC +\/c,-r_ DY -are (1 +0 (%))
_c (4l(v +\;7_r- 1))'.‘n_3,2 (1 + O(%))
- e e o 4o )

o, +\/C7_r— V)" a2 (1 +0 (%))
3.4. Résultats

3.4.1 Les paires d’arbres unifiables

On a ’encadrement asymptotique souhaité pour [z*)UU(2) :

Cl(‘“(” +\/c7_r- 1))"n_3,2(1+0(%>) < UU() < Cz(4z(v+\/c7_r_ ) (HO(%))

On dispose de 'odre asymptotique correct de [z"]UU(z), et de plus, numériquement, on constate
que Cy/Ciy =1!'0nal<Cy/Cy <1.2et on améme:

. Cy
IEI&C_I =1

L’encadrement numérique est donc d’autant meilleur que [ est grand (& partir de 3 ou 4 déja : pour
c=2,v=2,1=30naC;/Cy =110,pourc=3,v=3,l =60n a Cy/C, —105 pour ¢ = 10,
v =4, 1_100na6'2/01 = 1.01).

Pour résumer, on a le théoréme suivant :
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THEOREME 4 : En considérant une distribution uniforme sur les paires d’arbres binaires avec |
symboles internes, v variables et ¢ constantes, alors :
- le nombre de paires d’arbres unifiables de taille n est

0 ((4i(v+ e~ 1))"n?)

- la proportion entre le nombre de paires d’arbres unifiables et le nombre de paires d’arbres

binaires queIconques est
( ( ; 1) ")
v+c

ce qui signifie que pour n assez grand presque toutes les paires d’arbres binaires sont non-
unifiables et que ’on dispose d’un bon encadrement numérique du nombre de paires d’arbres unifi-
ables.

(© : “de I’ordre asymptotique de”).

3.4.2 Les causes d’échec

Passons a présent aux causes d’échec. On a une idée du rapport entre le nombre de couples
qui échouent par clash et par occurrence directe.

En notant
. |FC| _ |FC|
“ = \BB| ~ |FF|

on peut représenter les variations de ces rapports.

_|FO} _ |FO|

4 —_—

7 |BB| = |FF|

tt

e ‘o

0.70

065 L

0.60

035

050

0AS

040

03s

\

030 1
2 4 6 8 10

— ]

Figure 1 : Variation de 1. et 7, pourc=2,v=3,2<1<10

La figure 1 nous montre qu’a c et v fixés, la proportion de clashs directs augmente avec | et
est nettement prépondérante devant la proportion d’occurrences.
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Figure 2 ; Variation de r, et 7, pourc=2,1=3,2<v<20

A I et ¢ fixés, 'occurrence directe augmente avec v; elle devient légérement supérieure aux
causes d’échecs par clash lorsque v est grand devant !.

On peut directement considérer le rapport :

. _lFcl
cfo — |F0|

et le représenter en 3D dans lescasc=2et c=10:
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Figure 3 : Variation de 7./, pourc=2,2<v<10et2<1<10

10 10

Figure 4 : Variation de 7.y, pour c=10,2<v<10et2<1< 10

Les figures 3 et 4 nous montrent que : numériquement, on a toujours plus de clashs que
d’occurrences et ceci est d’autant plus marqué que c et ! sont grands (rapport qui peut valoir
10 par exemple). On peut remarquer que quand v est petit, le nombre de clashs reste encore
prépondérant alors qu’on peut penser qu’un petit nombre de variables entraine une répétition de
celles-ci aux feuilles des termes et donc accroit la probabilité d’échec par occurrence. En fait un
autre phénomene ’emporte sur ce dernier : quand v est petit, en raison du modéle de distribution
uniforme, les feuilles sont majoritairement occupées par des constantes d’ol 'importance croissante
du clash. On remarque ainsi qu'il est fondamental de considérer des termes avec constantes.
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Enfin, afin d’étudier précisément les causes d’échec par clash, on peut également définir le
rapport :
INC| _ 1 vl
|BB| V(v +¢)? - 3v? — 4ve—¢

Ceci va nous permettre de regarder un encadrement des paires d’arbres qui échouent par clash
direct, en représentant sur le méme schéma les proportions par rapport & BB des familles FC et

BB\ NC.

Te+ =1

.
0.66 g I

7

0.60

o.ss./

056

Figure 5 : Variation de . et 7.4 pourc=2,v=3et2<1<10

La proportion des clashs directs se situe entre les deux courbes de la figure 5. On constate donc
qu’on dispose d’un bon encadrement de la proportion de la cause d’échec par clash, encadrement
qui est d’autant meilleur que ! est grand.

On peut également regarder le comportement aux limites de ces différentes quantités. On a en
effet :

5 v+ 2c 1t
- N
o Te 2(v+ ¢)v—02
) ~51+2\/B(4l —-3)+ 412 +1-2/I(41-3) 1~
lim 7, = =
v—+00 (21 =14 /1(4l - 3))? 1002

et

lim 7, Y 1
- — =
I—oo ° " 2(v+ c)v—o0?

+
lim T L

9
vmoo " 21— 1 4 /I(4l = 3)i~c02
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et

v+ 2¢

lim Tc/o = —_— 1+
I—00 v v—00
et
. =504 2\/13(4l-3)+ 4?41 - 24/1(4l - 3) _
lim 7./, = —1
v—00 2021 -1+ /1(41 - 3)) l—oo
Bm 7. — v+ 2¢ 1t
Imoo Tt T 2(v+ c)v—o02
et

VA=3-VI 1~

lim 1,y = ———-— =

y—00 val - 3 l—o0 2

Remarque : 7. et 7.4 ont méme valeur limite quand ! — 00, ceci montre bien la qualité de
I’encadrement des clashs directs.

En conclusion de cette partie, on a le théoréme :

THEOREME 5 : Les familles de paires d’arbres non unifiables en raison d’un échec direct & gauche
FF, FO et FC ainsi que la famille des paires d’arbres ne produisant pas de clash direct N'C
sont de méme ordre de grandeur que la famille des paires d’arbres quelconques BB. Ce modéle,
ol ’ensemble des variables est de taille finie v, fournit une bonne estimation des causes d’échec
par clash. Avec ce modéle, I'occurrence n’est pas une cause d’échec négligeable devant le clash.
Néanmoins numériquement on constate qu’elle est d’importance moindre.

Interprétons ce résultat combinatoire sur le phénomeéne d’occurrence. L’analyse asymptotique
nous conduit & considérer des arbres binaires de grande taille, avec donc de nombreuses feuilles,
ce qui impose des répétitions de variables identiques et donc une proportion d’occurrence non
négligeable. Dans Prolog, (ol il n’y a pas de test d’occurrence et ot ’on unifie beaucoup de termes
de taille assez petite, cf. [SS86]), il y a une génération automatique de variables (on renomme
tout d’abord les deux termes a unifier pour qu’ils n’aient aucune variable commune puis on gere les
égalités) et ’on peut disposer potentiellement d’une infinité de variables (i.e. le nombre de variables
peut croitre de concert avec la taille n de la paire de termes) et ce fait est non modélisable avec v
fini.

Il est donc intéressant de reconsidérer le phénoméne de I’occurrence (le probléeme du clash étant
comme on !’a vu bien maitrisé avec le modéle v fini). Dans la partie V, nous reprendrons cette
étude en changeant de structure et en modélisant les termes a unifier par des motifs arborescents
avec une infinité de variables (au renommage prés). On regardera alors 'influence sur la probabilité
d’occurrence (on démontrera d’ailleurs que le nombre moyen de variables distinctes, dans de tels
motifs au renommage des variables pres, tend vers l'infini avec la taille du terme, ceci étant la
justification théorique de cette étude avec v infini).

IV. Coit moyen de 'unification

Dans cette partie nous allons présenter le coiit en moyenne des différents algorithmes exposés
dans la partie II. En section 4.1, nous précisons la notion de coiit moyen d’un algorithme sur une
famille de données puis en utilisant les résultats de la partie précédente nous démontrons que le
colit moyen d’un algorithme d’unification sur la famille des paires d’arbres quelconques BB est le
méme que sur la famille FF des paires d’arbres qui échouent de fagon directe. Nous démontrons
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ensuite que le colt du test d’occurrence d’une variable dans un terme est en moyenne constant.
En section 4.2, nous calculons le colit moyen exact de I’algorithme de Robinson avec retard soit la
constante cgrr. En section 4.3, nous calculons le coiit moyen exact de P’algorithme de Herbrand avec
oracle sur la régle Select soit la constante cyo (ce qui modélise également 1’algorithme de Martelli
Montanari aprés la phase de prétraitement linéaire d’initialisation des compteurs). En section 4.4,
nous analysons la complexité moyenne de I’amélioration de I’algorithme de Martelli-Montanari ot la
phase d’initialisation des compteurs est menée de pair avec la phase de détermination de la premiére
frontiere (ol on n’effectue pas une phase de prétraitement de coiit linéaire) et nous obtenons que
le coiit sur des paires d’arbres quelconques reste en moyenne encore linéaire. Enfin dans la section
4.5, nous tirons quelques conclusions de tous ces résultats.

4.1. Cout moyen

4.1.1 Définition

Le coiit moyen passé a unifier deux termes de taille totale n appartenant & une famille de paire de
termes X' X" est défini par :

— - Z|T1|+1T2]=n T(Tla T2)
" zT,

ou 7(T1,T3) est le coiit de l'unification des deux termes T} et T, et zz, le nombre de paires de
termes de la famille XX de taille globale n.

4.1.2 Cout sur BB = cout sur FF

On établit le résultat suivant :

LEMME : Le coit moyen d’un algorithme d’unification sur des paires d’arbres quelconques est le
méme que sur des paires d’arbres non-unifiables par échec direct.

Ceci revient a dire que le coiit moyen de ’algorithme va étre celui de détecter un échec direct.
En effet, ceci vient du fait que, comme nous ’avons vu, les paires d’arbres égalisables (et donc les
paires d’arbres unifiables) sont exponentiellement négligeables devant les paires d’arbres quelcon-
ques. Or le coilit de tout algorithme d’unification, dans un modéle ol le nombre de variables est
fini, est borné polynémialement dans le cas le pire (O(n?) exactement). Ceci entraine donc que
la contribution prépondérante avec un modeéle de distribution uniforme sur les paires de termes va
étre celle des paires non-unifiables en raison d’un échec direct.

PREUVE : On peut en effet décomposer :

Yo (@A = N (1, TATHIT N (7, T THIT
T,T'eBB T,T'e€FF T,T'€EE

En bornant le coiit de 'unification de deux termes T et T’ de £€ par M(|T| + |T’|)” on a

1
Z (T, T THT < M Z ee,n’z"
T.T'€EE T.T'€€€ , IT|+|T'|=n

avec ee, le nombre de paires de termes de £€ de taille globale n.
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En décomposant £V dans la base des polynémes {1,z,z(z — 1),...,2(z - 1)...(z = v + 1)},
on exprime facilement le membre droit de I’inégalité précédente sous la forme

M (E ﬂ.-z"EE(z)“‘)

=0

avec f; des constantes et EE(z)" la derivée i*™¢ de EE(z). Les EE(z)" ayant toute méme
rayon de convergence, leur plus petite singularité reste z = 1/4l(v + ¢ — 1) et donc [z"]EE(z)['] ~
An=3/2(41(v + ¢ — 1)) ce qui reste exponentiellement négligeable devant [2"]BB(z) et c’est donc
la contribution des éléments de FF qui est prépondérante dans le coiit moyen total. =

4.1.3 Cotit moyen du test d’occurrence

Le coiit moyen du test d’occurrence d’une variable z dans un terme T de B peut étre défini
récursivement de la fagon suivante :

occ(c) = occ(v) =1
_ J 14 oce(Th), si z € Ty;
oce(f(Th, T2)) = { 1+ oce(Ty) + oce(T,), sinon.
Ainsi si I'on pose O(2) = Y. 7¢g0ce(T)z!T! on peut tout de suite décomposer O(z) = O1(z) + O2(2)

avec 01(2) = 2 et ocey (T)2T! et 0y(2) = 2o reT occo(T)2\Th occ; et occy étant definis récursive-
ment de facon analogue a occ.

On obtient alors les séries génératrices :
O1(z)=v+e—-1+ I(zB,,_l(z)2 + 22B,_1(2)0:1(z))

02(z) = 1+ 1(2C(2)B(2) + 2B(2)02(2) + 2By-1(2)C(z) + 2C(2)01(z) + 2B,-1(2)02(z))

Les expressions explicites de O1(z) et O2(z) sont un peu trop longues pour étre écrites, on obtient
asymptotiquement :

0(z) = —4(v+ ) *(Votc+ 1)1 —dlz(v+¢) + O(z—; ) = 02(2)

4l(v+c)
D’ou un coiit moyen du test d’occurrence constant égal a
n n
ko = 2A00) _[2102) _y gy

[2"]B(2) ~ ["]C(2)

Remarque : On retrouve bien k, = 4 + 21/2 cas particulier ott I = v = ¢ = 1 traité dans [DL89).
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4.2. Coiit moyen de ’algorithme de Robinson avec retard

Nous allons déterminer le coilit moyen exact de ’algorithme de Robinson avec retard c’est a
dire ’algorithme d’unification ol ’on retarde au maximum ’applicativ. Jes substitutions. Cet
algorithme va donc tout d’abord détecter les causes d’échec direct. Nous savons d’aprés le lemmme
de la section 4.1.2 que le coit moyen de 1’algorithme sur des paires d’arbres quelconques va coincider
avec son colit moyen sur les paires d’arbres non-unifiables en raison d’un échec direct.

Nous pouvons reprendre le détail de ’expression récursive du coiit de ’algorithme ugp(T,T")
sur une paire de termes (T,T') € FF :

upr(c,¢’) =1 clash

vrr(v,T) = ugp(T,v) = occ2(T) coiit du test d’occurrence avec v € T et |T'| > 1.

urr(¢,T) = ugp(T,c)=1 clashavecT € Bet |T| > 1

urr(f(Th,T2),9(T{,T3)) =1 clash avecT1,T> ,T{, T3 € B

uRR(f(TI,Tg) f(Tl,Tz)) =14+ uRR(Tl,Tl) avec (T],T'l) € FFet (TZ,TQ) € BB

urr(f(Th, T?), f(T{,T3)) = 1+(2|T1|+14+2|T{|+1)+urr(T2,T;) parcoursde (TI,T' )EEE
et coiit sur (T2,T;) € FF

Nous pouvons exprimer urg(T,T") pour |T| + |T'| = n comme le n**™¢ coefficient de la série
génératrice Urp(2) qui vérifie ’équation algébrique :
Urr(z) = ¢ — ¢+ 20(04(2) = 1) + 2¢B*(2) + (1> = 1)2* B(2)
+ 1(2? B3(2)FF(z) + 2! B*Ugg(2))
+ (2 EE(2)FF(2) + 22 FF(2)(EE(2) + 2EE'(2)) + 2 EE(2)URg(2))

(puisque urp(v, T) est le colit du test d’occurrence sur T on a bien 3-, 7). ITI210€T urr(v, T)z\T! =

”Z|T|>1 ocey(T)2\T! = v(0q(2) - 1)).

L’expression explicite de Urgr(z) est encore trop longue pour étre écrite.

La singularité de plus petit module de Urg(z) est z = m Nous pouvons alors effectuer
Panalyse asymptotique qui fournit :

1
= ¢ -_ —_—————
Urr(z) = K1/1-4lz(v+¢)+ O(2 4l(v+c))
d’ou

[2"Urr(2) = K2(4l(v + ¢))"n=3/? <1 + O(%))

avec K, et K9 des constantes dependants de [, v et c.
Le coefficent [2"]UgRg(z) est donc de méme ordre que [z*]|FF(z) = [2"]BB(z), on a le résultat :

THEOREME 6 : Le coiit moyen de l’algorithme de Robinson avec retard sur des paires d’arbres
quelconques est constant égal a crr.

Nous pouvons donner I’expression la plus “compacte” de la constante cgr obtenue avec le
systéme de calcul symbolique MAPLE ([CGC+88]) :

2%1°(5/2)* (-8%Y~(1/2)*1#X~(1/2) *v-2+16%Y~(1/2)%1~2%X~(1/2) »v-3+16*Y~ (1
12) %17 25X~ (1/2) *c " 2%v-4xY~ (1/2) %X~ (1/2) *c*xv~2+432%Y~ (1/2)*1"2*xX~(1/2) *c
2y~ 2-2%ck1 X" (1/2)%v*Y~(1/2) +32%Y~ (1/2) %1~ (5/2) %c~3*v+96+Y~(1/2)*1~(5/2
YR 2%y 2496%Y - (1/2) %1~ (5/2) *c*v=3+8%1~(3/2)*Y~(1/2) *v~3%c+24%1~(3/2) %
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Y- (1/2) %c™2%v+24%1~(3/2)*Y~(1/2) *c*v~2-16%Y~(1/2)*1~(1/2) *v~4-32xY~ (1/
2)%1°(1/2)*v-3%c-16%1"(1/2) %Y~ (1/2) #c"2%v"244%1~(3/2) *v~4+8%1~(1/2) *v
~4-8%1~(3/2)*v~3-72%1"(3/2) *c~2%v~2-40%1~(3/2) xc~3%v-144%1~(3/2) xv~4x
Cc+128%c*1-(5/2)%v~4-28%1"(3/2) *c*v~2-184%1"(3/2)*v-3%c~2+16%1"(5/2) *v"
4+3241°(5/2)*v"5+144%c~2%1~(5/2) *v~2+4192%c~2*1~ (5/2) *v~3+112%c~3*1~ (5
/2)*v+128%c~3%1"(5/2) *v~2-96%1" (3/2)*v~2%c~3~-16%1"(3/2) *v*c~4-28%c~2%]1
“(3/2)%v+80%c*1~(5/2) *v~3-28%1" (3/2) *c*v~3-40%1"(3/2) *v"5-8%c~3%1~(3/2
Y+16%1°(1/2)*v~2%c"~3+420%1~(1/2)*v"3%c+16%1~ (1/2) *v=2xc 2441~ (1/2) *v*c
~3+40%1° (1/2) *v-4%c+44%1"(1/2)*v"3%xc~2+32%c"4*1" (5/2) *v+12%1~(1/2)*v"
5+432%c*]1 2%X"(1/2) *v-2+416*%c"~3%1 24X~ (1/2) *xv-8%1%X"~ (1/2) *v*c~3+40*c~2%1
~2%X~(1/2)*v-324%1*X~(1/2)*v"2%c~2+16%c~3%x1~2%X~(1/2) -38%1*X~ (1/2) *v"3
*C+48%cx1 24X~ (1/2)%v=3+c~ 24X~ (1/2) *v+X~(1/2) *v~342%X~ (1/2) *v*c~3-8+X
“(1/2)*c"3%1 464X~ (1/2) *%y~2%c"242%1 %X~ (1/2) *xv=242%c*X~ (1/2) *v~2+6+%X~ (1
/12)%v"3%c+16%1-2%X"(1/2) *v"4-14*1%X" (1/2) *v~4-26%c*x1*X~(1/2) *v~2-26%c"
2%1xX~(1/2) *v+1#X~(1/2) xvkc+48*%c~2%1 " 24X~ (1/2) #v"2-9%1xX~ (1/2) *v~3+8x1
~2%X~(1/2) %v=3-2%Y"(1/2) %X~ (1/2) *v"3+32*Y~ (1/2)*1"(5/2) *v-4+2*X~(1/2)
*v~4+8%1°(3/2) %Y (1/2) *v"4+8%Y*1#X~ (1/2)*v~-2-2%Y~(1/2) %X~ (1/2) *c"2%v+2
*1%X"(1/2)%v"3%Y~(1/2) +324c~4*1~(5/2) )/ (2%1~(3/2) #v+2%1~ (3/2) *c+X~(1/2)
*1-1"(1/2)*v-1"(1/2)*c)~3/X~(1/2)

avec X = 4l(v+ ¢)*-3v?—dvc—c+ 4v\/v+c —2vetY = v +ec.
Nous pouvons préciser le comportement de cgrr en fonction de I, v et c.
Ainsi le terme dominant en [ est :

202 + v+ 20/v F ¢ +2ve+ 2 +O(l)
2v 4 2¢ l

le terme dominant en v est :

4l52(/aT =3 200327 /al =3 1 + 1615/2 + 61 + 81*/4I =3 )
(2812 4 VA3 1-1 ) VaT=3

(on retrouve bien le comportement linéaire en fonction du nombre de variables de [ACDT90}),
et le terme dominant en fonction de c est :

v+ 0(v'/?)

(4lv + 4l-ov)l 1
! @-17 G

On remarque donc que la complexité diminue quand ! et ¢ augmentent ce qui s’explique par
une proportion de clashs plus grande; elle augmente avec v qui fait diminuer la probabilité du clash
au profit de 'occurrence.

On peut par exemple donner les valeurs numériques :

crr se comporte comme 3.75 + 1.97 + O(%) & v et ¢ fixés égaux 4 2,

CRrr se comporte comme 1.3v + 1.45v1/2 + 0.3 + O(Umla) alet cfixés égaux a 2,

CRR se comporte comme 3.6 + 2.9-0—,% +0.11 - 3.2@13 +0(%) alet v fixés égaux a 2,
et finalement, on a cpRr ~4.97 pour [ =2, v =2et c = 2.
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4.3. Coit moyen de ’algorithme de Herbrand avec oracle

Nous allons déterminer le coiit moyen exact de ’algorithme de Herbrand avec oracle c’est & dire en
considérant que I’algorithme dispose d’un moyen de déterminer lorsque la paire (v,7T") du systéme
I' fait partie de 'unificateur principal mis sous forme triangulaire autrement dit lorsque la regle
Select s’applique (cet oracle pouvant étre le résultat d’une initialisation de compteurs sur les
variables comme dans la phase de prétraitement lineaire de Martelli Montanari ou d’un parcours
arriere de pointeurs comme dans Paterson Wegman). A nouveau, d’aprés le lemme de la section
4.1.2, nous savons que le coilit moyen de ’algorithme sur des paires d’arbres quelconques va coincider
avec son coiit moyen sur les paires d’arbres non-unifiables en raison d’un échec direct.

L’expression récursive ugo(T,T’) du colit moyen de l’algorithme sur une paire de termes
(T, T') € FF est identique A celle de urr(T,T") 4 la seule différence que :

wpo(v,T) = ugo(T,v) = 1 puisque que c’est 'oracle qui détermine I’application ou la non
application de Select.

A nouveau, nous pouvons exprimer ugo(T,T') pour |T| + |T'| = n comme le n**™¢ coefficient
de la série génératrice Uyo(2) qui vérifie ’équation algébrique :

Uno(z) = ¢® — ¢ + 20C*(z2) + 2¢B*(2) + (I* - 1)22BY(2)
+ (22 B¥(2)FF(2) + 2} B*Upo(2))
+ (2*EE(2)FF(2) + 2:* FF(2)(EE(2) + zEE'(2)) + 22 EE(2)Uno(2))

L’expression explicite de Ugo(z) est encore trop grande pour étre écrite.

La singularité de plus petit module de Unyo(2) est & nouveau z = 4_l(ul_+E)" Nous pouvons alors
effectuer ’analyse asymptotique qui fournit

Uno(z) = K3y/1-4lz(v +c) + O(z_mzl:'a )

d’ol
[2"Uno(z) = Ks(4l(v + c))"n~3/? <1 +0 (%))

avec K3 et K4 des constantes dependants de [, v et c.

Le coefficent [z2")Upo(z) est encore de méme ordre que [2"]FF(z) = [2"]BB(z), on a donc le
résultat :

THEOREME 7 : Le coiit moyen de I’algorithme de Herbrand avec oracle sur des paires d’arbres
quelconques est constant égal a cyo.

Nous pouvons donner I’expression la plus “compacte” de la constante ¢y obtenue & nouveau
avec le systeme MAPLE (les constantes X et Y sont les mémes que pour cgg) :

4»Y~(1/2)*1°(5/2) % (~13*1~(1/2)*v~3-2%1~(1/2) #v~2420%1~(3/2) *v~3-12%1*Y
“(1/2) %X~ (1/2) *vkc+8%1-2xY " (1/2) %X~ (1/2) *c~2+2*1~(1/2) %Y~ (1/2) *c*v-12%1
“(3/2)%c*Y~(1/2)%v+8%1~(1/2)%Y~(1/2)%v~2-8%1"(3/2) Y~ (1/2) *v"2+10*1~ (1
[/2)%Y~(1/2)%v~3-4%1"(3/2)*c~2%«Y~(1/2)+16%1"(5/2)*Y~(1/2) *c~3+48%1~(5/2
Y*Y~(1/2) *vkc~2-44%1"(3/2) %c*Y~(1/2) *v~2-24%1"(3/2) *c~2%Y"~ (1/2) *v+48%1
~(5/2) %Y~ (1/2)*v~2%c+12%1" (1/2)*Y~(1/2) *cxv~2+16*1~ (5/2)*Y~(1/2)*v~3-4
*Y*X " (1/2)%v-20%1"(3/2) %Y~ (1/2) *v~3+8#1~2+«Y~(1/2) %X~ (1/2) #v"2+416%1~2*Y
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“(1/2)%X°(1/2) *vrc-4%1%Y"(1/2) *X~(1/2) *c~2-8*1*Y~ (1/2)*X~ (1/2) *v~2+8%1*
Y*X~(1/2)#v+2xY~(1/2) %X~ (1/2) *#vkc+2%1%X~(1/2) #v=3+2xY~(1/2) %X~ (1/2) *v"2
+2*%1%c"2%X"(1/2) #v-X"(1/2) *v"3+4%1%c*X~ (1/2) *v-2-X"(1/2) *c~2%v+3*xX~(1/
2) %y~ 2~6%1%kcxX"(1/2) #v-6%1%X" (1/2) *v-2+43%X"~ (1/2) *crv-24X" (1/2) *c*v~2+20%
1°(3/2)%vc~2+12%1~(3/2)*v~3%c-15%1" (1/2) *v"2%c-1"(1/2) *v¥c~2-4x1~(1/2
YAV 2%CT2440417 (3/2) *v=2%c~1"(1/2) kvxc-T*1" (1/2) *v~3*c+4x1~ (3/2) *v*c"3
+12%1°(3/2)*v~2%c~2+4%1~(3/2) *v~4-3%1~(1/2) *v~4) / (2%1~ (3/2) *v+2%1~(3/2
Yxc+X~(1/2)*1-1~(1/2)*v=-1-(1/2)*c)~3/X~(1/2)

Nota : On a bien ¢go < cgrRr.

Nous pouvons préciser le comportement de cyo en fonction de [, v et c.
Ainsi le terme dominant en [ est :

1
1+ 0(7)
le terme dominant en v est :

41312(=3V1 —/AT =3 + 2/aT =3 1 + 413/?)
(232 + AT =3 1-v1 ) VAT = 3

et le terme dominant en fonction de ¢ est :

v*? 4+ 0(1)

1612 ( 1 )
@-y tan

On remarque a nouveau que le coiit moyen de 'algorithme diminue quand ! et ¢ augmentent;
cette fois-ci son augmentation avec v n’est plus qu’en v!/2 ce qui s’explique par le fait que I’on ne
fait plus le test d’occurrence, les variables ont donc moins d’influence sur la complexité.

On peut par exemple donner les valeurs numériques :
cHo se comporte comme 1 + 0.70% + O(le-) a v et c fixés égaux a 2,
cHo se comporte comme 0.21v'/2 + 1.18 + O(777) & | et ¢ fixés éganx 4 2,

¢yo se comporte comme 1.30 + 0.320%; + O(%) al et v fixés égaux a 2,
et finalement, on a cyo >~ 147 pourl =2, v=2et c = 2.

4.4. Coiit moyen de ’algorithme de Martelli-Montanari avec initiali-
sation retardée des compteurs

Nous allons déterminer le coit moyen exact de l'algorithme de Martelli-Montanari avec ini-
tialisation retardée des compteurs c’est & dire la variante de 'algorithme de Martelli-Montanari
dans laquelle la détermination des compteurs (qui sont nécessaires pour savoir si la regle Select
s’applique) n’est pas realisée lors d’une phase de prétraitement linéaire mais directement conjoin-
tement pendant la détermination de la premiére frontiére des termes & unifier. On pourrait penser
que cette amélioration de 1’algorithme de Martelli Montanari va conduire a un coit moyen constant
sur des paires d’arbres quelconques (alors que celui-ci pour ’algorithme classique est nécessairement
linéaire en raison de la phase de prétraitement); nous allons voir que cette variante ne modifie pas
le comportement moyen de ’algorithme de Martelli Montanari et reste linéaire en moyenne.
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Encore une fois, d’aprés le lemme de la section 4.1.2, nous savons que le cout moyen de
I’algorithme sur des paires d’arbres quelconques va coincider avec son coiit moyen sur les paires
d’arbres non-unifiables en raison d’un échec direct.

L’expression récursive upa(T,T’) du coiit moyen de Dalgorithme sur une paire de termes
(T,T") € FF est identique A celle de ugo(T,T’) 4 la seule différence que :

umm(v,T) = upem(T, v) = 2|T| + 1 puisque algorithme parcourt le sous-arbre |T'| tout entier
pour Dlinitialisation des compteurs.

A nouveau, nous pouvons exprimer upsar(T,T") pour |T| 4 |T'| = n comme le n*®™¢ coefficient
de la série génératrice Uprpr(2) qui vérifie I’équation algébrique :
Upm(2) = ¢ = ¢+ 402CH(2) + 20CH(2) + 2¢B* (2) + (I - 1)2°B(2)
+ 1(22B¥(2)FF(2) + 2! B*Unm(2))
+ I(2*EE(2)FF(2) + 22* FF(2)(2)(EE(2) + zEE'(2)) + 22 EE(2)Upm(2))

La singularité de plus petit module de Upsps(z) est & nouveaun 2 = m Nous pouvons alors
effectuer ’analyse asymptotique qui fournit cette fois-ci :

16v(v + ¢)211/?

1
z D
2w+ o)/~ VX \/1—4Iz(v+c 4l(v+c))

avec X la méme constante que pour l’expression de crp d’oit

n 16v(v + c)211/? (4l(v+c))" - 1
[Z ]UMM(z) 2( +c)11/2 \/_ \/“ 1/2(1_*_0(;))

Le coefficent [2")Upam(2) n’a donc pas le méme ordre asymptotique que [2"]BB(z) (il differe
par le coefficient polynémial en n), ceci conduit au résultat :

UMM(Z)

THEOREME 8 : Le coiit moyen de I’algorithme de Martelli Montanari avec initialisation retardée
des compteurs sur des paires d’arbres quelconques est linéaire égal &

1 4ol1/? 1
c 1+o(_))= (1+0(—>)
MMn( n 2(v+c)l‘/2—\/)_(n n
avec X = 41v? + 8lvc + 4lc? —3v  —4ve—c + 4v/v + ¢ —2v.

On peut donner les expressions explicites des variations de cpsar en fonction de l, vet ¢ :
- a v et ¢ fixés, cprps se comporte comme

16(v + c)v j_ " +O(l)
3v2 +4vc+c—4vv+c +2v v+ [
- alet cfixés, cprpr se comporte comme ,
_ 4\/- 8\/i .1_ + 0(1
VAT=3 2/ (=3 a1 a=E VO
- alet v fixés, cprp se comporte comme

16lv 64l 1
1+4v (14 40)° Ve

)

1
+ 0GR
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4.5. Conclusion

Nous pouvons tirer quelques conclusions d’aprés les précédents résultats sur la complexité en
moyenne des différents algorithmes d’unification. Tout d’abord, on se rend compte que les clashs
ne suffisent pas pour assurer un coit en moyenne constant. Il est nécessaire pour cela d’effectuer
un test d’occurrence efficace (c’est & dire qui ne nécessite pas un parcours total des sous-termes).
Ensuite, il nous semble que la variante de 1’algorithme de Robinson, que nous avons appelé avec
retard sur les substitutions, est I’algorithme le plus efficace sur des paires d’arbres quelconques avec
distribution uniforme : en effet, il n’a besoin d’aucune phase de prétraitement, d’aucune structure
de données particuliere et son coiit est en moyenne constant. Enfin, il est facile de réaliser que la
complexité moyenne de tout algorithme d’unification (sans oracle bien siir) sur les paires d’abres

unifiables est au moins linéaire puisque sur la famille VB le test d’occurrence nécessite un parcours
total de T.

V. Modele avec une infinité de variables

Comme annoncé en fin de partie III, nous reprenons notre étude sur le phénomene de ’occurrence
’ Y p

pour des termes arborescents formés i partir d’'un nombre de variables non bornés (cette présente

étude se trouve combinatoirement justifiée par le théoréme 10).

5.1. Motifs avec une infinité de variables au renommage pres

Notre motivation dans cette partie est d’étudier I'influence d’un modéle avec une infinité de varia-
bles sur le phénomeéne d’occurrence. Afin de simplifier les calculs, on va donc considérer des termes
sans constante et avec un seul symbole interne noté . Plus précisément, on modélise ces termes
par des motifs constitués d’une structure d’arbre binaire avec aux feuilles des variables égales au
renommage prés. Ainsi il n’y a que deux motifs de taille 1 (Ja taille continue de désigner le nombre
de nceuds internes) qui sont :

x(z,z) ou x(z,y)

ce qui traduit le fait que les feuilles variables pour les motifs de taille 1 sont soit égales soit
différentes. Les motifs de taille 2 possibles sont :

*(x(z,z),z), *(*(z,y),z), x(*(y,x),z), *(*(z,2),y), *(*x(z,¥), z)
et avec la deuxidme structure binaire

*(z, *z,2)), *(z,x(z,9)), *(z, x(v,2)), *(z, *(v,9)), *(z, *(y,2))
On a le théoréme de dénombrement suivant :

THEOREME 9 : Le nombre d’arbres binaires avec n noeuds internes et n + 1 feuilles contenant des
variables au renommage de celles-ci prés (ou motifs de taille n) est

Can+l
ot C,, est le n't™¢ nombre de Catalan et Bnyy le n + 1'¢™me nombre de Bell.
PREUVE :.
En effet C,, est le nombre d’arbres binaires avec n nceuds internes et B, le nombre de facons

de choisir une liste de n variables au renommage preés.
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Avant de prouver le résultat, faisons un rapide survol des célebres nombres C, et B,. Les
C,. dénombrent, entre autres, le nombre d’arbres binaires de taille n (nceuds internes) et les B,
sont connus pour dénombrer les partitions d’ensembles (cf. {Com74]). Pour référence, les premiers
entiers de Catalan sont 1, 1, 2, 5, 14, 42 ... et les premiers entiers de Bell sont 1, 1, 2, 5, 15, 52 ...
On peut donner les expressions suivantes :

1 2n iy
Cn, = n+ l(n) = pzzz;)cpcn—}’—l

et les séries génératrices :

Remarque : on peut également donner une expression sous la forme d’une fraction continue de la
série génératrice ordinaire des B,,

D Baz"= : 1-2°

n>0 1-1.2-

2. 22
3.2°

1-2.2~

1-3.2-

Cette série est purement divergente (rayon de convergence nul) (Cf. [Fla80]).
On n’a pas de forme explicite (hormis une forme intégrale) pour la série génératrice des motifs

M(2)=)" M,é; =) Can+1%

n>0 ) n>0

mais on connait le comportement asymptotique de M,, produit des developpements connus [dB58] :

4nn—3

N

B~ exp(exp(sy,))
" ey/2mexp(sy)sn "t

avec s, qui verifie s, exp(s,) = n + 1 ce qui conduit au developpement

2
sp = In(n) — In(In(n)) + l_nfrll_'('r(;)i)_) +0 (1&1%111((7%2)—)—)

Cn~
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On peut revenir sur la preuve du théoréme 9 soit
M, = Can+l

En effet, B, est le nombre de partitions de ’ensemble {1,...,n} et il existe une bijection entre
les partitions de {1,...,n} et les listes de n variables au renommage prés. Etant donnée une liste
de variables, on associe & chaque variable I’ensemble des places qu’elle occupe dans la liste. Par
exemple, & la liste :

(x7 y’ y’ z’ t’ z) z’ y)

est associée la partition :

{{1,6},{2,3,8},{4,7},{5}}.

Réciproquement, étant donnée une partition, on associe & chaque partie une variable, dont les
places dans la liste sont données par les entiers de la partie. Pour ’exemple ci-dessus, on retrouve
bien la suite initiale, au renommage prés. =

A présent, nous allons calculer le nombre moyen de variables distinctes dans un tel motif de
taille n (n nceuds internes et n + 1 variables). Du fait de la bijection mise en évidence ci-dessus,
(chaque variable correspond & une partie), c’est aussi le nombre moyen de parties dans une partition
de n+1 éléments. On peut obtenir simplement la valeur de ce parametre par des calculs classiques
de séries génératrices mais nous allons en profiter pour illustrer 'utilisation d’un systéme d’analyse
combinatoire automatique comme Lambda-Upsilon-Omega (Ay$?) ([FSZ89]) :

type
partition = set(ens_non_vide);

ens_non_vide = [u] set(variable,card>=1);
variable = Latom(1);

to_analyze: moment(u,partition,1);
Dans la définition ci-dessus, nous avons marqué chaque partie par la lettre u, et nous avons

demandé le premier moment de la marque » dans les partitions, c’est & dire le nombre moyen de

parties. L’analyse de ce fichier par Ayf? :
Luo 1.2 Mon Dec 4 15:59:34 MET 1989 (Maple 4.2 Caml V2-6)

#analyze "partitions";;
No singularities found

The saddle point is , W(n + 1)

Saddle point’s expansion:

In(ln(n)) 1n(1n(n))
(In(n)) + (- In(1n(n))) + (----=-==--- ) + (0(------mmmmm- )
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Moment of order 1 associated to the mark u in partition is:

exp(_saddlepoint)
(exp(_saddlepoint)) + (0(--=-===-==--c=-c-u-- ))
-saddlepoint

ce qui signifie que résultat est exp(s,), ol le développement de s, est donné ci-dessus. On a
donc le résultat :

THEOREME 10 : Le nombre moyen de variables différentes dans un motif de taille n

Vo= (14 0(1)).

Le fait fondamental demontre par ce théoréme est que V,, — 00 avec n, fait que ne modélise
pas un modele avec un nombre » fini de variables. Ce résultat justifie bien notre présente étude
avec un nombre de variables non borné.

Remarque : On pourrait étre tenté de reprendre, dans ce modeéle de termes avec une infinité de
variables au renommage preés, ’étude sur la famille des paires d’arbres égalisables pour montrer
la encore, par exemple, que les paires d’arbres unifiables sont négligeables mais le fait que le
renommage d’un terme ne s’induise pas de fagon récursive aux sous-termes, empéche une telle
extension.

5.2. Influence sur ’occurrence

Nous allons reconsidérer notre étude sur la probabilité d’occurrence avec cette fois-ci un nombre
de variables v qui pourra tendre vers l'infini de concert avec n.

Pour cela nous allons considérer les paires de termes élémentaires (T, z) avec z une variable et
T un arbre binaire de taille n avec n 4+ 1 feuilles variables prises dans un ensemble de variables de
taille v. Le nombre total de tels couples est donc vC,v™*! et le nombre total de tels couples pour
lesquels il n’y a pas d’occurrence est vCp(v — 1)"*1. Le rapport vaut donc (1 — 1)**! et on ale
résultat :

THEOREME 11 : La probabilité pour qu’un couple de taille globale n (T, ) échoue par occurrence
de la variable z dans le terme T est :

P(n,v)=1-(1- %)"*‘
avec v le cardinal de ’ensemble des variables V.

- Ainsi si v reste constant la probabilité d’occurrence tend vers 1 quand n — oo. C’est le
cas du modele précédent ot le nombre de variables v est fixé, ce qui explique I'importance obtenue
pour le phénoméne de Poccurrence.

- C’est encore le cas lorsque v = WFFT’ ce qui correspond au nombre moyen de variables

distinctes, comme on vient de le montrer, pour des motifs arborescents avec égalite au renommage

des variables prés. La probabilité d’occurrence se comporte comme P = 1 — 17; (exactement
Lin(+)2 ~In( L ) , .
P=1-14 ﬂﬂ)—n,—ﬂﬂ—) + O(35)). On va retrouver et préciser ce résultat par un calcul direct

dans la section suivante.
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- Lorsque le nombre de variables disponibles v est de 1'ordre de la taille du terme 7, on
aP(n,n)=1—(1-L1)#1 1 1: st le cas limite.

- Si v est de l'ordre de n!** avec & > 0 (dés que v est superlinéaire en n) alors la
probabilité d’occurrence P(n,v) tend vers 0.

5.3. Probabilité d’occurrence avec le modéle des motifs

On reconsidére les couples (T, z) avec égalite au renommage des variables prés et on va calculer
directement dans ce modele uniforme la probabilité d’échec par occurrence entre le motif T et la
variable z. Par exemple, il existe 5 tels couples (moti f, variables) de taille globale 1 au renommage
prés qui sont :

(#(z,2), z) (*e,2),9) (#(z,9),2) (x(2,9),9) («(=z9),2)

dont 2 seulement ne conduisent pas a une occurrence. Cet exemple montre qu’un terme contenant &
variables distinctes induit k41 paires (terme, variable), dont une seule ne produit pas d’occurrence.
On peut tout de suite faire la critique & ce modéle uniforme que, s’il emploie effectivement une
infinité de variables, une variable différente de celles du motif n’aparait (et donc n’est comptée)
qu’une seule fois ! Ce fait intervenant sans doute plus souvent dans la pratique, la probabilité
d’occurence que I’on va obtenir reste vraisemblablement supérieure & la probabilité “réelle”.

La probabilité de non-occurrence sur les termes de taille n est donc :

2irj=nl
2irj=n(verd(T) + 1)

avec vard(T) le nombre de variables distinctes du terme T'.

Exemple : Ainsi pour nos couples de taille 1, la probabilité de non-occurrence est

nombre de termes de taile 1 2 2
2irj=1 (vard(T) + 1) T 24375

1 est plus facile de calculer l'inverse de ce nombre, qui est le nombre de parties + 1 d’une
partition, a 'aide de Ay€?, par le programme :

procedure nb_parties_plus_un (p: partition);
begin

forall e in p do count;

count
end;

dont I’analyse donne :

tau_nb_parties_plus_un(z) = exp(z) exp(exp(z) - 1)
Average cost for nb_parties_plus_un on random inputs of size n is:
(_saddlepoint exp(_saddlepoint)) + (0(exp(_saddlepoint)))
Le point col étant toujours sy, on retrouve bien le résultat
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THEOREME 12 : La probabilité d’occurrence dans un motif de taille n est

1 1
P—l—;+0(;)

VI. Conclusion

Nous avons montré, avec une loi de distribution uniforme sur les arbres binaires formés a partir
d’un ensemble fint de variables V, que la famille des paires d’arbres unifiables est exponentiellement
négligeable devant la famille des paires d’arbres quelconques. Nous avons analysé les différentes
causes d’échec dans ce modéle et précisé Panalyse de I’occurrence dans un modeéle avec un nombre
infini de variables. Ainsi nous avons montré que, dans le modéle ou V est fini, l'occurrence est
une cause d’échec non négligeable devant le clash mais d’importance numérique moindre. Plus
généralement, nous obtenons que la probabilité d’occurrence d’une variable dans un terme de taille
n est 1~ (1~ 1)+ ayvec v le cardinal de V. Cette valeur tend vers 1 quand n tend vers l'infini
si le nombre de variables est fini, comme en partie III, ou si le nombre de variables est de ’ordre
du nombre moyen de variables distinctes dans un terme arborescent avec égalité au renommage
prés, comme en partie V. Cette probabilité d’occurrence tend vers 0 dés que le nombre de variables
disponibles est superlinéaire (n!** with a > 0).

Nous avons montré, dans le modéle avec V fini, que le colit moyen de I’algorithme de Robinson
ou l'on retarde 'application des substitutions est constant sur la famille des paires d’arbres quel-
conques; ce qui en fait ’algorithme d’unification le plus efficace sur cette famille de termes (puisque
ne nécessitant de plus aucune structure de donnée particuliere ni prétraitement). D’autre part, le
colit moyen de l’algorithme de Martelli Montanari et de ses variantes (phase d’initialisation des
compteurs menée de pair avec la détermination de la premiere frontiére ou décompositions réalisées
avec les compactifications) est linéaire. Le fait crucial est que les échecs par clash ne suffisent pas a
assurer une complexité en moyenne constante sur les paires d’arbres quelconques; il est nécessaire
d’effectuer un test d’occurrence efficace c’est a dire sans parcours complet des sous-termes. La com-
plexité en moyenne de ’algorithme de Paterson Wegman dans un cadre général (i.e. un résultat
constant sur les paires d’arbres non-unifiables ou polynomial sur les paires d’arbres unifiables) reste
un probléme ouvert.

L’analyse asymptotique induit des considérations sur des termes de grande taille. Ce fait peut
étre critiqué puisque dans la pratique, on n’unifie peu de grands termes mais plutdt de longues
séquences de termes de petite taille. Le probléeme de 1'unification in-line de séquences de petits
termes est plus proche de la réalité. Il faut noter que, en raison de la composition des substitu-
tions, on ne peut pas déduire d’un algorithme d’unification linéaire pour une paire de termes un
algorithme d’unification linéaire pour une séquence de termes. Ainsi la complexité dans le cas le
pire de l’algorithme proposé dans [MM86] pour exécuter une séquence d’opérations unification-
desunification est O(n In(In(n))). On peut penser qu’une approche pour déterminer la complexité
moyenne de tels séquences serait de considérer des foréts d’arbres binaires et de réaliser ’analyse
asymptotique sur la taille d’une telle forét, comme dans [AF88].
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