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Résumé

La technique de Wiener-Hopf permet de résoudre le probléme de la diffraction d'une onde
harmonique par une fissure rectiligne semi-infinie. On approche ce probléme par des schémas
numériques d'ordre 2, puis on calcule les solutions correspondantes par une technique similaire.

On tire des conclusions en comparant les deux solutions. On met en évidence la perte d'un
ordre de I'approximation. On insiste particuliérement sur le comportement du champ numérique
aux points éloignés de la pointe de la fissure.

Abstract

The Wiener-Hopf technique allows the calculation of the diffraction of an harmonic wave
by a semi-infinite plane crack. This problem is approximated by a family of second order
numerical schemes and the associated solutions are calculated by a similar technique.

We draw conclusions by comparing the two solutions. We point out the one order lost in
the approximation. We especially emphasize the behavior of the numerical wave field at points far
away from the point of the crack.

Mots Clés

Diffraction, Schémas numériques, Fissure, Wiener-Hopf, Dispersion, Anisotropie.
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Introduction

Nous nous proposons d'étudier dans ce travail 'approximation par une famille
de schémas numériques aux différences finies de la diffraction d'une onde
acoustique par une fissure plane semi-infinie. Dans ce paragraphe, qui se veut
«self-contained», le lecteur est censé trouvé la substance de ce qui suivra. Notre
but est de présenter de fagon schématique les résultats obtenus et de décrire
brievement, en insistant davantage sur les idées que sur la rigueur du
raisonnement, les techniques mises en ceuvre pour l'obtention de ces résultats.
Nous commengons par traiter le probléme continu pour lequel la solution du
probléme de diffraction est bien connue. Nous posons tout d'abord le probleme
de fagon précise et donnons les principales étapes du calcul menant a 'expression
de la solution exacte dont nous analysons sommairement la structure. Puis nous
présentons trés succinctement les schémas numériques étudiés avant de décrire
ce qui constitue la partie véritablement originale de notre travail, a savoir les
résultats pour la solution numérique.

0.1. L'EQUATION D'HELMHOLTZ DANS LE PLAN FISSURE

Le modele physique auquel nous nous intéressons est le suivant: nous
considérons la propagatidn d'une onde harmonique de pulsation ® dans un
milieu bidimensionnel homogene constitué par le demi-espate R2 privé d'une
demi-droite (I') qui matérialise la fissure. Pour fixer les idées et les notations,

nous poserons :

e (IN={(x0),x20} : fissure semi-infinie
e Q=R2\ () : domaine de propagation

Sans restreindre la généralité du probléme, on pourra supposer que la vitesse de
propagation du milieu est égale a 1. L'équation qui régit la propagation d'une onde
harmonique de pulsation @ (i.e. de la forme u(x,y)e'i®t) dans le domaine Q est

I'équation d'Helmholtz :

(0.1) +Au+02u=0 (xy)e Q

1l convient alors de préciser la condition aux limites sur la frontiere 0Q) de (€2). Nous

choisissons ici la condition de Neumann :
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02 =0 sur (0Q)
on
Physiquement, si u représente la pression dans un fluide qui occuperait le domaine
Q, la condition (0.2) traduit une condition de bord rigide (vitesse normale nulle a la
paroi). Si u représente la composante orthogonale au plan (x,y) du vecteur
déplacement d'une particule (propagation d'une onde SH dans un milieu élastique
occupant le domaine Q), cette méme condition traduit la condition de surface libre
(contrainte normale nulle le long de la fissure). Nous renvoyons le lecteur aux
références [ Ac], [Gra] ou [Ni] pour de plus amples informations sur la signification
physique des équations (0.1) et (0.2).

Notons tout de suite que, comme l'ouvert Q n'est pas localement d'un seul coté de
sa frontiere (voir [Da]), il convient de donner un sens précis a la condition de
Neumann (0.2).

Pour cela, nous décomposons la frontiére de dQ en :
Q) =T UT)
En tant que variétés non orientées, (I'*) et (I") sont confondues avec la demie droite

(). En fait, (I't) et (I"") ne différent que par la définition du vecteur unitaire normal
«rentrant» par rapport a Q, soit n, qui est défini par :

+
0.3) {n =(0,1) sur (I‘-)
n=(0,-1) sur (I")

Nous dirons que (I'+) est la 12¢vre inférieure de la fissure (I') et que (I'™") en est la lévre
inférieure, ce que nous pouvons symboliser par le dessin suivant:

Q domaine de propagation

+++++++++~+.(|_*) r

R e
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Physiquement, la situation que nous considérons peut étre vue comme le cas limite
d'une fissure semi-infinie d'épaisseur €, lorsque € = 0.

n

Q IS €

Soit alors u une fonction réguliere définie sur l'ouvert Q, on peut alors définir
ou .

—19Q comme suit :
an
(au| I‘+ ou’ I'+
—I =—=— sur
0y ™ ¥
ou |I'- _ du I‘.
lon =~ 9y sur
ou’ u

ol les fonction 7 et £ sont définies par les limites suivantes (si elles existent) :

(o +

du 0 i du oy Wx >0
£ (x, =lim ¥ X,y X >
y—0
©5 { y>0
M %0 =lim o Vx>0
y—0
| y<0
+ -
Bien entendu, %—l;—- et %‘;— different en général et la condition de Neumann (0.2)
équivaut a :
%d% 0)=0 0
=— (x,0) = x>
oy

du

3y

(0.6) W
x,00=0 x>0
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du
De la méme fagon que l'on définit é?l dQ on peut définir la trace de u, soit u/9Q

par:

/F+ + r+
(07) u =u sur

u/ I“- =u surI’ )
avec, par définition :

(u+(x,0) = lim u(x,y) Vx>0
y—0
y>0

u (x,0) = lim u(x,y) x>0
y—0 |
y<0

0.8) <«

Les solutions de (0.1), (0.2) seront en général telles que :

ut #u
Autrement dit, la fonction u présentera un saut le long de la fissure (I'), soit :
09 o=[ul=ut-u sur()
I1 est du reste classique de ramener la résolution des équations (0.1) et (0.2) a la
résolution d'une équation intégrale sur I' dont l'inconnue est le saut de
discontinuité ¢. (voir [Da], [Ne ]). Cette approche est surtout intéressante lorsque l'on
considere des fissures «finies» de géométrie quelconque. Le cas qui nous intéresse, la

fissure plane semi-infinie, est l'un des rares pour lesquels on dispose d'une solution
analytique grace a la méthode de Wiener Hopf, qui sera décrite au chapitre 1.
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0.2. LE PROBLEME DE DIFFRACTION

Le probléme précis que nous considérons est un probléme de diffraction, c'est-a-dire
la recherche de solutions particulieres de (0.1) et (0.2) sous la forme:

(0.10) u=ur=yu+up
ou, par définition :
¢ ug est le champ total,

e u; est le champ incident qui est la donnée du probléme. 11 s'agit d'une solution
(réguliere) de I'équation d'Helmoltz dans le domaine sans fissure.

(0.11) Ayj+@?2up=0 dansR?

e up est le champ diffracté. C'est l'inconnue du probléme. Elle traduit l'effet de la
fissure sur le champ incident uj.

\‘f”n
VAN

Le cas le plus intéressant, tant sur le plan pratique que théorique, est celui ot uy
est une onde plane harmonique incidente :

(0.12) uj=expim (xcos @ +y sin 6)

Par linéarité des équations, il est facile de voir que up est solution d'une équation
d'Helmoltz avec donnée de Neumann non homogeéne:
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Aup+ o uy=0 dans Q
(0.13) auD
a—n|aﬂ =g sur Q2

ou la fonction g est définie par :

Ju
g/F+=g+=WIIF
(0.14)
- aull
JT =g =-—I|T
g g 3y

Pour garantir l'unicité (dans un cadre fonctionnel raisonnable) du champ
diffracté, il est bien connu (voir [Ei], [ Gru]) qu'il faut adjoindre aux équations
«locales» du probléme (0.13), une condition de comportement a l'infini. La
condition physiquement acceptable est la condition de radiation sortante :

dup |
(0.15) T + 1 uD = 0

]
= Ir—> +o0
r

r représentant la distance A l'extrémité de la fissure (qui coincide avec l'origine).

Mathématiquement, il est important de savoir que la solution sortante définie par
(0.13) et (0.15) peut étre également définie A I'aide du principe d'absorption limite
([wi], [Ei]). De fagon plus précise, up n'est autre que la limite, lorsque € tend vers 0

par valeurs positives, de uf) , unique solution de carré sommable (i.e. LZ(Q)) du

probléme
€ . £ 2 €
Aup +ieoup + wup =0
0.16
( ) auf)
W I 0Q=- g

Le parametre € > 0 représente un terme d'absorption. (0.16) correspond en effet a
I'équation des ondes avec amortissement :
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azu; au; .
(0.17) 5+ € - Auy =0
ot ot

Cette derniere caractérisation de la solution sortante up sera particuliérement
importante pour traiter le cas discret pour lequel on ne dispose pas a priori de
condition de radiation.

On peut donc résoudre (0.13), (0.15) en procédant en deux étapes :

— on calcule la solution amortie u;:) de (0.16),

—on passe a la limite lorsque € — 0.

C'est cette méme démarche qui sera suivie scrupuleusement pour le traitement
de solutions numériques.

Notons que c'est le calcul de uf) qui fait appel a la technique de Wiener-Hopf.

Pour cela, on commence par remarquer que compte tenu de la condition g+ = -g~

(voir (0.14)), la fonction (xy) — u:') (x,y) est impaire par rapport ala variable

transverse y. On peut donc alors se ramener a la détermination de la seule

‘e € .
restriction de up au demi-espace

R2+ = {(x,y) € R2/y >0}

qui est solution d'une équation d'Helmoltz avec condition aux limites de type

mixte :
( £ . £ 2 ¢ 2
+AuD+1ecouD+co uD=OdansR+
0.18) 1 u;(x,o) =0 x<0
£
auD

La géométrie du probleme suggere alors de faire appel a la transformation de
Fourier partielle dans la direction x
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upxy) — agky keR
La résolution de 1'équation d'Helmholtz meéne alors aisément a l'expression :

ac(k,y) = Ak) e -(wz-k2+ism)l/2 >0)
(0.19) DY P vy

2
Re(w - k2 + iz-:m)1 /2 >0

La détermination de A(k) se fait grace aux conditions aux limites. L'exploitation
de cette condition méne précisément a une équation de type Wiener-Hopf sur la
fonction A(k). Nous reviendrons au paragraphe 1.0 sur cette équation et sa
résolution. Signalons simplement que c'est A ce niveau que se situent a la fois la
difficulté essentielle et le point-clé du calcul. La résolution de cette équation
permet alors de déterminer A(k) et par suite uf) par transformation de Fourier

inverse. Il reste alors a passer a la limite lorsque € tend vers 0.

0.3. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE LA SOLUTION CONTINUE

Le calcul complet a été mené lorsque I'onde incidente est I'onde plane (0.12). 1 est
détaillé dans [No] et nous présentons ici le résultat. Le champ complet
uT = yj + up peut s'écrire sous la forme:

(0200 u=ug+u*

ol ug désigne le champ géométrique, dont la structure se détermine aisément a

partir des lois de l'optique géométrique, et u* le champ diffracté par l'extrémité
de la fissure.
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i) Expression du champ géométrique ug:

\

VAV (r)

XS

Qq

Si (r,®) désigne les coordonnées polaires associées a 1'axe Ox et l'origine 0, on
partitionne Q en trois zones:

Q=Q,UQ U
Qo={r®)/0<®<86} :2zoned'ombre
Qr={r0)/-0<0<0} : zone réfléchie
Q;={(r0)/ O [-6,6]] :2zone incidente

Le champ géométrique ug est alors donné par :

u, =y, dans QI
(0.21) u,=0 dans Q,
u. =u, +ug dans QR

ol l'onde réfléchie ug est bien entendu définie par:

(0.22) uR (x,y) = exp iw(x cos 6 - y sin 6)

I'onde incidente étant donnée par (0.12)
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ii) Expression du champ diffracté u*

Elle fait appel a la fonction de Fresnel :

+oc0

o2 2
(023) F(x)=e e dt

qui est une fonction tabulée dont les propriétés sont bien connues (voir [Lu ]).

En fait, c'est le champ total ur qui s'exprime simplement a l'aide de F(x). En
coordonnées polaires (r,0) cette expression s'écrit :

1 T RS . [0+ 0©
(0.24) Ur r,®)= 7 expi (or - 71-) {F(sm (T )\/{c;r-]+ F(sm ( 5 WJ}
T

Le champ u* étant alors simplement défini par :

u* =up - ug

A ce niveau, la séparation champ géométrique-champ diffracté u* apparait
totalement arbitraire. Elle se justifie lorsque 1'on examine le comportement
asymptotique a l'infini (c'est-a-dire, loin de l'extrémité de la fissure) des
champs ug et u*.

En effet, contrairement au champ géométrique, le champ diffracté u* décroit

1
comme —. De fagon plus précise, on montre que :

r
eia)r
u*(r,0) ~ A(8,0)
Jor
Ir— 400
(0.25)
5 cos(%e sin(%@) x
A®,0) = ,\/_—- %
T  cos@-cos®
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Autrement dit, l'onde diffractée u* se comporte exactement comme une onde
sphérique divergente émise par l'extrémité O de la fissure dont l'amplitude
varie le long du front comme la fonction © — | A(8,0)|. Les fronts d'onde
asymptotiques associés a u* sont donc des cercles centrés sur l'origine et le
diagramme d'amplitude est la courbe (paramétrée par 8) d'équation polaire
r=|A(,0).

1l est & remarquer que :

~ le champ géométrique ug et le champ diffracté u* sont discontinus le long
des demi-droites ® = + 6 (qui délimitent les zones d'ombre Qg et réfléchie
QR) mais le champ total ug est lui continu dans I'ouvert Q.

- I'amplitude A dépend de l'angle d'incidence 6, de l'angle d'observation ©

mais est indépendant de la pulsation ® ; elle tend vers +eo lorsque © — + 6.

Nous illustrons maintenant le résultat (0.24) en représentant a l'aide des
formules (0.24) et (0.23) :

— le champ total uf,

— le champ diffracté u*,

pour différentes valeurs de l'angle d'incidence 6.

La représentation choisie est issue de la sismique: on considére, pour chaque
x = jAx, la fonction :

y > ur ou u*jAx,y)

et on trace son graphe en «noircissant» les parties de la courbe dépassant un
seuil, convenablement choisi, et en «blanchissant» les parties situées en deca de

l'opposé de ce seuil.

Ce genre de visulaisation permet de mettre en relief les points qui vibrent en
phase. Ce procédé est bien adapté a notre probléme.
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0.4. PRESENTATION DES SCHEMAS D'APPROXIMATION

La famille de schémas numériques que nous étudions est trés classique. 1l s'agit
d'une famille, dépendant d'un parametre réel A variant dans l'intervalle

1
[? , +oo[ , de schémas variationnels construits sur une grille réguliére de pas h

dans les deux directions. Nous supposerons (c'est ce qui rendra I'analyse possible)
que la fissure I' coincide avec l'une des lignes du maillage dont les nceuds seront
les points Mpq de coordonnées (ph, gh), p et q variant dans I'ensemble Z. Le
traitement de la fissure nécessitera d'associer deux nceuds & chaque point Mpq de
I', c'est-a-dire pour q =0 et p 2 1, soient M;q et M;q Les points M;q

+
matérialisent les noeuds de la 12vre supérieure de la fissure (I' ) etles points M

ceux de la lévre inférieure (I'"). Ce dédoublement permet de modéliser des
fonctions discontinues le long de la frontiere I'. Notons que par construction la
solution approchée sera nécessairement continue a l'extrémité de la fissure (on
peut par exemple associer A la solution discréte son interpolée Q1 [Ra], voir
paragraphe 2.1 pour plus de détails).

ALLI
T

)
)

—3 X

et

L 4 $—o—

T 17T 71 T T
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F
L'espace V, dans lequel on cherchera la solution discréte sera constitué d'éléments

uy, définis par :
uh = («up'q))p ye 1’ (u )pZI ’ (u )pZI PR )

oulI = {(p,q) # (k,0) ,k € N} désigne I'ensemble des indices des nceuds intérieurs
au domaine Q.

- ((upg(p,q) € I désigne la solution a l'intérieur
(u;, ()p21 désigne la trace de la solution sur la 1¢vre supérieure

de la fissure

(uplo)p> 1 désigne la trace de la solution sur la 12¢vre inférieure
de la fissure
Ugo valeur de la solution a I'extrémité de la fissure.

Les équations du schéma, ou équation de Helmholtz discréte, se séparent en :

- les équations aux nceuds intérieurs Mp g, (p,q) € I qui sont de type classique et
couplent neuf nceuds

— les équations aux noeuds M 00U M_ poqui couplent six noeuds
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~ L'équation a l'extrémité de la fissure qui couple dix nceuds

Nous ne donnerons pas ici le détail des équations qui seront explicitées au
paragraphe 2.2. Quoi qu'il en soit, I'équation de Helmholtz discréte s'écrit sous
forme abstraite :

(0.26) 'Ah up + w2 u, =0

A, désignant un opérateur aux différences appliquant Vf‘ dans lui-méme. Pour
faire le lien entre les cas discret et continu sur le plan de la structure
mathématique des problémes, il sera utile d'introduire le sous-espace de
Vi, soit Vi nLi, des éléments u; pour lesquels :

2

2 5 2 _ 2\h 2,
020 T lupl w2 3 futa e luna B v P2 v

pel pz1 2

Vi nLi n'est autre que I'équivalent discret de l'espace LZ(Q). On peut bien entendu
munir l'espace Vi rﬂ..lz1 ainsi défini d'un structure d'espace de Hilbert pour la

norme :

- 2
2 2, + .2 _ .2\ h 2,
©028) lluyll™ 3 Tuygl h+ 3 {lus U+ lu 1) —+lul h

pgel p21 2

On vérifie aisément que l'opérateur Ap est un opérateur autoadjoint positif sur
F 2
V,NL, de telle sorte que I'équation de Helmholtz discréte s'inscrit dans le méme

cadre mathématique que I'équation de Helmholtz continue, l'opérateur Ay
venant se substituer a I'opérateur A défini par :
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1 2 __-ou
0.29) D(A) ={u eH(Q)/Auel (Q);—nlasz=o}

Au =-AuVue DQ)
0.5. LE PROBLEME DE DIFFRACTION DISCRET

Comme en continu, le probléme de la diffraction consiste en la recherche d'une
solution particuliere de (0.26) sous la forme:

(030) u,=up=u + up

ol u:‘ désigne l'onde incidente, qui estla donnée du probleme et ug estl'onde
diffractée.

L'onde incidente est une «solution» de l'équation d'Helmholtz «sans fissure».
Elle est construite de la maniére suivante :

Soit vy, un élément de l'espace des fonctions test sans fissure :

031 Vy={v,=@, D e

solution de l'équation discréte

(0.32) Apvp+@?vy=0

ou Ay, désigne l'opérateur «Laplacien discret» qui coincide avec l'opérateur -Aj,
aux nceuds intérieurs du maillage :

(Ap vh)pq =-(Aq Vh)pq pPel

. h . e
L'onde incidente u; est alors définie par :
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)
(ul)p,q =V pgel
W) =V pe N*
(033) < Vpo po
- - »
(uI)Pp =V po pe N
| (ul)o,o = Voo

Notons que, par construction, 'onde incidente est continue sur la fissure au sens
du raccord des valeurs de l'onde sur les lévres inférieure et supérieure de la
fissure : '

©39) (), = @,

(Ainsi, on peut identifier V, au sous-espace des fonctions de Vi qui sont continues

au sens précédent), mais Que I'équation d'Helmholtz initiale (0.26) n'est pas
vérifiée sur la fissure, autrement dit:

2
(0.35) -gp, = Ahu?—m u? #0

De fagon plus précise, gy, est a support concentré sur la fissure, au sens o :
(0.36) 8pq=0 V(ppgel

Par linéarité, il est alors facile de voir que 1'onde diffractée discrate est solution du
probléme non homogene :

h 2 h
(037) -Ayup+o up =g,

qui est I'équivalent discret de I'équation d'Helmholtz avec donnée de Neumann,
non homogene (0.13).

En pratique, nous nous intéresserons comme dans le cas continu, 2 une onde
plane harmonique incidente dont la direction de propagation fait un angle 6 avec
la fissure. 1l s'agit bien entendu d'une onde plane numérique de telle sorte que,
compte tenu du caractére dispersif du schéma numérique, cette onde n'est plus
donnée par la formule (0.12), mais par:
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(0.38) qu=expi(lg(x+kyy) x=ph , y=qgh

ol le vecteur d'onde k = (k,, ky) est entierement déterminé par :
(0.39) Dp(wk)=0

(0.40)  (kyky) = @y, () (cos 6, sin B) @y, (8)>0

ou (0.39) n'est autre que la relation de dispersion numérique du schéma pour
I'équation aux nceuds intérieurs, c'est-a-dire celle qui correspond 2 l'opérateur
-Ap (voir [Ba ], [Be] ou [PR ]).

Bien sidr, comme c'est aussi le cas en continu, la solution de (0.37) n'est pas
unique. Aussi convient-il de faire le choix de la solution physiquement
acceptable, ou solution sortante, que 1'on définit a I'aide du principe d'absorption
limite :

h . eh
(0.41) up = lim u’
£E—~0

ou lasolution «<amortie» ugh est définie de facon unique par:

eh . eh 2 eh
A, ul +iewuy +O uy =
(0.42) ;D D D &
E F 2
up, thr\Lh

Ainsi, le calcul effectif de I'onde diffractée ug seffectuera conformément 2 la

démarche adoptée pour le traitement du cas continu, a savoir en deux étapes:
. . gh
¢ calcul dela solution amortie up

® calcul de ug par passage a la limite (¢ — 0).
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C'est 2 nouveau auniveau du calcul de ug‘ que sesitue la plus grosse partie du

travail. Nous n'entrerons pas ici dans le détail technique, les calculs qui seront
exposés au chapitre 2. Il est cependant intéressant de donner les principales étapes
du calcul pour montrer le parallele avec le traitement du cas continu exposé plus
haut.

Nous distinguerons cinq phases:

(i) Réduction a un probléme dans un demi-espace

En mettant a profit les symétries du probleme, on se raméne a un probléme
vérifié par larestriction de ugh au demi-espace Ri; ce probléme est du type

équation de Helmholtz avec données aux limites de type mixte :

2
(Ahuel';‘-i-ieco + 0 ueD’h=0 peZ,q21
0.43) 5 u‘:‘)'h =0 en (p,0) , p<0
ho .o eh 2 oeh
A Uy +ieou +o ull =g en(po), p>0

(ii) Utilisation de la transformation de Fourier partielle dans la direction x

En mettant a profit l'invariance du probléme par translation dans la
direction x, on peut faire appel a la transformation de Fourier discrete dans la
direction x :

lug® oq = [0 ® ke [— %g-]

(La transformation choisie sera précisée au paragraphe 2.3).

On montre alors que la suite (Gg‘)q (k),q21, est solution d'une équation aux

différences du second ordre dont la solution générale L2 s'écrit sous la forme:
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(0.44) (Gg“)q(k) = A, (k) PEOR

ol gp(k,m) est un nombre complexe de partie réelle strictement positive
déterminé a partir de la relation de dispersion du schéma numérique et

A
A, (k) désigne une constante qui rested déterminera l'aide des conditions

aux limites.

(iii) Ecriture d'une équation de type Wiener-Hopf satisfaite par la fonction

A
k — A, (K)

Elle s'obtient simplement en injectant la formule (0.44) aux nceuds q =0 du
maillage.

(iv) Résolution de 1'équation de Wiener-Hopf

C'est le point clé de I'étude. 11 sera détaillé au paragraphe 2.3.

v) Obtention d'une expression semi-analytique de la solution amortie

Cette expression sera obtenue par transformation de Fourier inverse. Elle se
présentera sous la forme d'une intégrale le long d'un contour du plan
complexe.

Il reste alors dans une deuxiéme étape a effectuer le passage a la limite quand
€ — 0. En pratique, ce passage & la limite n'est explicitement faisable que si

R . . ' . h : <
1'on connait explicitement I'onde incidente u; considérée. Nous ferons ce

passage a la limite lorsque cette onde incidente est I'onde plane harmonique
définie par (0.38) et (0.39).

Décrivons maintenant, au moins de fagon qualitative la solution obtenue.

Décomposition de la solution

Nous décomposerons dans un premier temps la solution totale uy sous la forme:

h h h

(0.45) up = u
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: champ diffracté par I'extrémité de la fissure

ug : champ géométrique numérique
u

Cette décomposition est bien entendu I'équivalent discret de la décomposition
(0.45).

i) Expression‘du champ géométrique ug

Q: = {(©),0<0<86, (0,6) } zone d'ombre numérique
Q; = {(r®), -@h (0,0) < ® <0} zone réfléchie numérique
Q;l = {(r,®),0¢[-6,0 (0] zone incidente numérique
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a partir de quoion a:

h

( ug = u:‘ pour (ph,qh) € €

h

(0.46) < ug =0 pour (ph,gh) € Q_
h

| ug = u;' + u; pour (ph,gh) € Q,

L'onde réfléchie u ; étant définie par:

Wp)na e = expilk x-ky-wt) avec (xy) = (ph,gh)
(0.47) D, (k) 0

(ky-k)

coh(e) (cos 8, -sin 0) o)h(e) >0

~ On notera dés 4 présent que :

— La zone réfléchie numérique et la zone d'ombre numérique sont, comme dans
le cas continu symétriques I'une de l'autre par rapport a l'axe de la fissure,

- La zone d'ombre numérique difféere de la zone d'ombre exacte dans la mesure
ou:

0,(w0) # 6 pour h#0

On donnera un procédé géométrique simple de construction de l'application

8 — 0, (w,0). Cette construction s'appuie sur les courbes de lenteur du schéma

numérique (voir [Jo}), c'est-a-dire les courbes du plan (kx,ky) d'équations :
(048) Dylwk)=0

On illustrera en outre la convergence de la zone d'ombre numérique vers la
zone d'ombre continue en établissant que:

* 2
©,(,8) = 6(1 + 0( hI)
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ii) Expression du champ uj,

Méme apres passage a la limite quand € — 0, cette expression se présente sous la
forme d'une intégrale dans le plan complexe. D'un point de vue pratique, la

comparaison de u* et u, est plus facile si on s'intéresse au comportement

asymtotique de la solution loin de la fissure. C'est 'étude de ce comportement
asymptotique qui fera l'objet du chapitre 3. Elle fait appel a une méthode de type
«phase stationnaire», qui permet l'analyse du comportement d'intégrales de fonc-
tions oscillantes le long de contours du plan complexe (voir [BP], [ No]). Les
calculs & mener sont en tous points similaires &8 ceux menés dans [ Ba] pour
I'étude du comportement des fonctions de Green discrétes. Ils permettront

d'établir que, au moins lorsque le pas h du maillage est choisi suffisamment petit

visa visdelalongueur d'onde A = = .

1)}

1qar
Ah(m’ e ’ G')) C:\o((l), (2)]
e

»*

(049) wu, ~

ro+e 4Yor

(pour (ph,gh) = (r cos ©, r sin ©))

ol les quantités c::(a),h) et A (0,0,0) sont déterminées a partir des propriétés géomé-
triques des courbes de lenteur du schéma numérique par l'intermédiaire de
formules qui seront explicitées au chapitre 3.

Laformule (0.49) montre qu'asymptotiquement, le champ diffracté u; se comporte

comme une onde shérique «perturbée» dont:

- les fronts d'onde seront les courbes homothétiques de la courbe d'équation
polaire :

050) r = c (0,0)

- L'amplitude décroit comme r!/2 et se répartit le long du front d'onde
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proportionnellement a la fonction ¢ — A;(®,0,0).

Ces résultats peuvent étre illustrés graphiquement par la représentation de deux
familles de courbes :

- les fronts d'onde asymtotiques, donnés par I'équation (0.50) (pour différentes
valeurs du parameétre adimensionnel wh) ;

- les diagrammes d'amplitude asymptotiques, c'est-a-dire les courbes
représentant, en coordonnées polaires les variations des fonctions
© - ApL(0,0,0) pour différentes valeurs de l'angle d'incidence 6 et du produit
wh.

Comme le lecteur l'aura compris, seuls deux parametres adimensionnels
interviennent au niveau des résultats asymptotiques, A savoir :

- I'angle d'incidence 6

2n
- le produit wh = N ou N désigne le nombre de points de grille par longueur

A
d'onde (N = F)'

Signalons que lorsque le nombre de points par longueur d'onde devient
insuffisant, 1'expression (0.49) n'est plus valable et un certain nombre de
phénomenes parasites purement numériques prennent naissance. Certains de ces
phénomenes seront décrits au chapitre 3.

Remarques sur l'étude de la convergence de_la solution approchée vers la

solution exacte.
Les schémas (S)) que nous considérons étant tous du second ordre, on pourrait
s'attendre a ce que la solution approchée uy converge vers la solution exacte u en

O(h2). En fait, il n'en est rien et on verra que, pour tous les schémas Sy, on a:

u-uh=O(h) !
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D'un point de vue théorique, cette perte d'un ordre doit étre attribuée a la
singularité du domaine Q qui entraine une singularité de la solution, de telle
sorte que les théorémes généraux d'approximation pour les problémes
variationnels ne peuvent plus étre appliqués ([Ra], [Ri], [Ci]). A un niveau plus
technique, cette perte d'un ordre apparaitra clairement au niveau de la méthode
de Wiener-Hopf et plus précisément au cours des phases de décomposition
multiplicative et additive de Wiener-Hopf qui seront décrites notamment au
début du chapitre 1.

Nous serons du reste naturellement amenés a distinguer, au cours de l'analyse,
deux sous-classes de schémas numériques :

3

1
— ceux correspondant a 5 < A< T

3
— ceux correspondant a T < A< oo

Ces deux classes de schémas se différencieront notamment au niveau de l'étude
du comportement asymptotique de l'onde diffractée et plus précisément des
phénomenes parasites dus a la discrétisation spatiale.

Signalons enfin que :

3 .
— la distinction entre A < vy et > T s'introduit de fagon naturelle lorsque l'on

étudie la géométrie des courbe de dispersions.

e . . . h
—la perte d'un ordre d'approximation n'intervient qu'auniveau du champ u.

diffracté par la pointe de la fissure et non pas au niveau du champ géométrique
qui, lui, est bien approché a l'ordre 2.
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CHAPITRE 1

RESOLUTION DU PROBLEME CONTINU
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1. RESOLUTION DU PROBLEME CONTINU

Dans ce paragraphe, nous traitons completement et en détail le cas de la solution
exacte. Bien str, ni le résultat obtenu ni les techniques utilisées ne sont nouvelles
et notre présentation suivra pour l'essentiel la démarche exposée dans Noble
[No ], tout au moins en ce qui concerne la partie «calcul de la solution»
proprement dite. Notre objectif dans ce paragraphe est triple. Il s'agit avant tout
d'introduire les principales notations et les principales quantités qui nous
serviront de référence pour la comparaison de la solution discrete et de la
solution continue, ainsi que de fixer les principales étapes du calcul qui guideront,
comme la rédaction essaiera de le faire apparaitre, les calculs pour le traitement
des schémas numériques (nous nous attacherons dans la mesure du possible 2
faire un parallele entre les chapitres 1 et 2). Il s'agit également de donner une
présentation simple de la méthode de Wiener-Hopf, beaucoup plus difficile a
comprendre sur le traitement, plus complexe, du cas discret. 1l s'agit enfin, et c'est
sans doute 1a l'apport essentiel de ce chapitre sur le plan théorique, de faire une
rédaction aussi rigoureuse que possible sur le plan mathématique, ce qui
semble-t-il, n'avait pas été fait auparavant. Nous avons choisi notamment de
présenter l'ensemble des calculs dans le cadre Hilbertien familier aux spécialistes
des équations aux dérivées partielles. Cela ameénera, comme on le verra, 4 une
vision nouvelle de la technique de Wiener-Hopf.

La rédaction de ce chapitre est organisée comme suit. Aprés avoir réduit le
probleme de la diffraction 2 un probléme dans le demi-espace R2, (section (1.1),
nous menons succintement l'analyse mathématique de base du probleme
approché défini a l'aide du .principe d'absorption limite (section 1.2). Nous
montrons l'existence et l'unicité de la solution approchée uf, € représentant le
parametre d'absorption. Le probléme théorique du passage a Ia limite quand € = 0
ne sera pas abordé ici. La partie correspondante de ce chapitre restera donc
formelle.

Dans une deuxiéme étape nous menons de fagon rigoureuse les calculs qui
meénent a une expression semi-analytique de la solution approchée u€. Comme
nous l'avons déja dit dans le premier chapitre, c'est a ce niveau qu'intervient la
méthode de Wiener-Hopf. Lorsque les données du probleme sont trés régulieres,
il est facile de présenter cette méthode dans le cadre des fonctions analytiques, tel
que c'est fait dans Noble [ No] par exemple. C'est ce que nous avons choisi de faire
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au préalable, afin de nous familiariser avec cette technique, dans une
sous-section 1.0.

1.0. La méthode classique de résolution

Rappelons que si I'on introduit la transformation de Fourier dans la direction x
définie par:

400

A 1 ) 1
ok) = J o(x) e T gx Voe L (R)

alors (voir chapitre 0), on montre que :

2 2 . 172
a'ky) = A () gk To tied Ty

2 2 . 12
Re(k’- @ +iew) /> >0
Bien str, par construction :

A (k) =1 (k,0)
€ €

Mais si nous utilisons la conditions de Dirichlet ué(x,0) = 0 pour x < 0, A(k) peut
en fait étre exprimée comme :

‘o

1 —ikx
Ae(k)=ﬁ u.(x0)e dx
]

Introduisons maintenant un autre demi-transformée de Fourier, 2 savoir:

0

1 ou’ —ikx
B.(k)=— —(x, dx
¢ (k) Wor 5 (x,0) e

—.
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du
alors la condition de Neumann — (x,0) =- g(x) pour x >0, se traduit simplement par :

oy

2
D (-0 +iew)” A 1)+ B (- gk =0

avec:
~ 1 = —ikx
k = ———
g (k) Jz_nJ: gx)e  dx

c'est-a-dire une équation linéaire & deux inconnues, ce qui est a priori insuffisant
pour pouvoir conclure. Or, aussi paradoxal que cela puisse paraitre, la méthode de
Wiener-Hopf va permettre de résoudre (1.1) de fagon unique ! En effet, il faut se
rappeler que les inconnues cherchées AE(k) et BE(k) sont des fonctions de la
variable k et non pas des simples scalaires, afin de faire appel a des arguments
d'analyticité et de comportement a l'infini. Pour cela, il va falloir prolonger les
fonctions A(k) et B(k) au plan complexe et dans ce but nous ferons les hypotheses
simplificatrices suivantes :

lg(X)l < Ce-cilx| Vx>0
12) A« |ue(x,o)| < Ce'a‘lxl Vx>0

Ju
15;(&0)' < Ceﬂl’d Vxe R

€

pour o > 0, hypoth@ses qu'il sera toujours loisible de vérifier a posteriori. On peut
alors définir les fonctions :
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(1.3)

pourImz< o

pourImz<

pourImz>a

Si nous introduisons alors les domaines du plan complexes :

D'(0) = {z/Imz >-a}
D (o) = {z/Imz < a}
B () = {z/ |Imz| < &} =D (@) A D ()

11 est facile de vérifier que :

. ’g:(z) et A:(z) sont analytiques dans D (c)

. B;(z) est analytique dans D'(ct)
et que, sur l'axe réel :

eVke R A (k)=Ae(k)

' ™ 4

eVkeR B (k)=B£(k)

[}
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S z . Imz

fD“(a) | f |
B~ analytique N a////L////// /////% z
T, |

Nous définissons maintenant un prolongement analytique yg(z) de la fonction
k — (k2 - @2 + iew)1/2 dans la bande B(B), avec p = Im(k2- &2 + iew)1/2>0:

( 2
Y s(z) = (z2 -0 + iem)m

) ye(z) analytique dans B(B)

2
1 0=0-0 + iew)

Un tel prolongement est possible et uniQue dans la bande B(f) (cf. [No]). Nous en
donnerons un au cours des calculs. Ainsi, en prenant n < inf (¢,a), la fonction
z = (22 - ®2 + iew)1/2 A+(z) + B7(2) - g*(z) est analytique dans la bande B(n) et
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s'annule sur l'axe réel. Elle est donc identiquement nulle dans B(n) ce qui méne 2
I'équation de Wiener-Hopf :

2 -
(19 @0 +iew)”Al@+B@-FT@=0 Vz ¢ B

Le point délicat du calcul, quoique dans notre cas ce soit particuliérement simple,
réside dans l'obtention d'une décomposition de Wiener Hopf de la fonction

+ -
z — vy (z), c'est-a-dire 1' obtention de deux fonctions y (z) et v (z) telles que :
4 € €

([ + , + 12
ys(z) est analytique dans D (g) et Iys(z)| <Clz|

- ) - 12
J Y (2) est analytique dans D (e) et |ye(z)| <Clzl

| YE(Z) = y:(Z) Y;(z) dans B(e)

Une fois cette décomposition réalisée, aprés avoir remarqué que y; (z) nes’annule
pas dans la bande B(n1) nous pouvons réécrire :

(15) y:(z) A'(2)-

C'est 2 ce niveau qu'intervient la deuxiéme phase importante du calcul qui

/\+(z)
consiste a écrire la fonction G (2) =g_ comme la somme de deux fonctions (et
: D YE(Z) . .

non plus le produit), I'une étant analytique dans le demi-plan D*(11), l'autre dans

le demi-plan D™(n), chacune d'entre elle satisfaisant une condition a l'infini. Nous
écrivons donc:

G(@2) =G +G (2
£ £ [ 4

ou:

1.7



r G:(z) est analytique dans D (n))

) G;(z) est analytique dans D'(n)

+ 1/2 - 1/2
\ Ics(z)l <Clzl et lc;e(z)l <Clzl

Moyennant quoi nous aboutissons a :
N B (2)
+ + € -
(16) v@2A @-G@) = - +G (2)
€ £ € - €
¥.(2)

Il reste alors a remarquer que :

,

z—> Y:(z) A:(z) - G:(z) est analytique dans D" (1))

) B (z)
£

zZ—-—

vs(z)

+G; () est analytique dans D' ()

pour remarquer que la fonction H(z) définie, de fagon unique, par les formules :

H(z) =7.(2) A'(2) - G'(2) dans D'm)

3 B;(Z)
H(z) =-

+ G;(z) dans D'(m)

Y;(z)

est analytique dans C. Par ailleurs, elle vérifie, compte tenu des hypotheses (1.2) et
+ - -
du comportement a l'infini des fonctions (ye,ys, G:, Ge), la majoration :

|H(z)| <Clz]172

Par conséquent, d'aprés le théoréme de Liouville [Ca] H(z) est identiquement
nulle. En particulier :

Y:(_Z) A:(z) - G:(z) =0 dansD(n)
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Donc, sur l'axe réel on a :

G;‘(k)

17) AK= —
£ +

Y, (k)

ce qui détermine AE(k) et par conséquent la solution obtenue par transformation
de Fourier inverse.

A ce stade de I'exposé, il nous semble important de faire quelques remarques.
L'obtention du résultat est lié a la résolution des deux problémes suivants :

1. Etant donnée une fonction G(z) analytique dans la bande B(n), trouver deux
fonctions G+(z) et G-(z) telles que : (décomposition additive)

(G(z) =G'(2) + G(z) dans B(n)
G'@) analytique dans D (n)

P,

G (2) analytique dans D'(n)

- : 12
| G'(2) et G(2) sont bornées en module par C|z|

2. Etant donnée une fonction ¥(z) analytique dans la bande B(n), trouver deux
fonctions y+(z) et v (z) telles que (décomposition multiplicative) :

2 = Y@7(@ dansBm)
4 ‘y+(z) analytique dans D ()

y-(z) analytique dans D+(n)

N . 1/2
L ¥ (2) et Y(z) sontbornées en module par Clzl
On peut montrer que :

e la décomposition G — (G*,G") n'est unique qu'a une constante additive pres,
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e la décomposition ¥ — (y*,y’) n'est unique qu'a une constante multiplicative

pres.

Cette non unicité peut paraitre surprenante dans la mesure ou le résultat (1.7)

ES
dépend directement du choix de G: ety c est-a-dire des décom positions

+ = -
Y.~ (ye, ye) et GE - (G:, Ge)' En fait, il convient de signaler que:

+ -
- le choix de la constante additive dans la décomposition G, — (G e G E) sera

fixé par des conditions de régularité sur la solution recherchée (on cherche
I'unique solution L2) ;

+ -

- le choix de la constante multiplicative dansla décomposition 7y, = (¥, ¥,)

n'a aucune incidence sur le résultat comme le montre l'analyse de (1.7).

En ce qui concerne l'obtention explicite des décompositions, on verra que
celle-ci reste trés simple pour le traitement du probléme continu. Il n'en sera
pas de méme, loin s'en faut, pour le cas du probléme discret.

Concernant l'existence théorique de ces décompositions, signalons que certains
résultats, dans des hypotheses raisonnables, existent. Ainsi les formules:

oo +iC
+ 1
G = in Zi(—c—)dc -N < o < Imz
-z
o +iG
(1.8) W i
. 1
G@ = 5m CC;—(%dC Imz < 6 < 1

définisent, sous réserve que les intégrales convergent, une décomposition
G — (G*, G7). On peut alors obtenir la décomposition multiplicative en
raisonnant sur la fonction log G.



Nous donnerons ici une autre approche de la décomposition G - (G+, G7),
plus appropriée a notre propos, qui fera appel a la transformation de Fourier et
qui permettra de retrouver (1.8).

La difficulté que nous résoudrons au paragraphe 1.3 consiste a faire rentrer
tous les calculs que nous venons d'exposer brievement, dans un cadre
mathématique rigoureux. Le résultat de cet effort sera l'obtention de
théorémes moyennant des hypotheses beaucoup plus faibles que celles faites
ordinairement. Ces théorémes viendront compléter ceux de la section 1.2.
Pour intégrer la technique de Wiener-Hopf dans le cadre Hilbertien des espaces
de Sobolev, nous serons amenés a raisonner non plus directement sur les
fonctions analytiques mais sur les propriétés des transformées de Fourier de
fonction L2 causales ou anticausales. Ces résultats seront obtenus a l'aide
d'argument de densité et continuité. Dans la section 1.4, pour des données
réguliéres, nous passons a la limite quand € — 0 pour obtenir la solution du
probléme général de la diffraction a partir du principe d'absorption limite. La
section 1.5, la derniere de ce chapitre, est consacrée a la diffraction d'une onde
plane incidente. Nous menons les calculs et donnons l'expression analytique
de la solution puis étudions les propriétés de cette solution.

1.1. Les équations du probléme. Réduction a un probléme dans le demi-espace

Nous considérons donc I'équation d'Helmholtz dans le domaine Q = R2 - T avec
condition au bord de Neuman, au sens précisé au chapitre 0:

2
AuT + couT = 0
(1.9) Ju
-——T = 0
on IF B

et nous cherchons une solution sous la forme:

ur = Uuj+up

ol uy est I'onde incidente, solution de I'équation d'Helmholtz dans tout l'espace,
(donnée du probleme) et up l'onde diffractée recherchée solution du probleme
non homogeéne :
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Aup+® uy = 0 dansQ
(110} 4 3, du,
S " T am sur I

Ce probléme est en fait équivalent au probléme suivant (avec des notations
évidentes, voir introduction) :

( 2
AuD+m uy = 0 dans Q
8uD .

(1.11) < jay—(x,o) = -g(x) x > 0
auD )
— (x,0) = +g(x) x >0
Ly &

du,
ol gx) = + $ (x,0)

I1 est clair que la solution sortante unique de (1.11) est impaire par rapport a y. Il
suffit en effet de remarquer que si up(x,y) est solution de (1.11) alors -up(x,-y) est
également solution de (1.11). par conséquent, up étant réguliére dans Q on en
déduit que:

up(x,0) =0 pour x < 0

Par conséquent, nous avons montré (de facon formelle) que la restriction au
demi-espace R2, de up était solution du probléme mixte :

2
(AuD+co u, = 0 dans Q
Jdu
. D
112 —— (x,0) = -g(x) pour x > 0
dy
| up(x,0) = 0 pour x < 0

Réciproquement, il est facile de voir que si up est solution de (1.12), alors sa
prolongée par imparité (par rapport a la variable y) est solution du probléme
initial (1.11) ; en ce sens, les problemes (1.11) et (1.12) sont équivalents et c'est donc
au probleéme dans le demi-espace R2,, (1.12) que nous nous intéresserons dans

toute la suite.
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Pour analyser (1.12), nous passerons comme nous l'avons déja dit, par le principe
d'absorption limite qui consiste rappelons-le, & considérer la solution sortante de
(1.12) comme la limite quand &€ — 0, de I'unique solution L2 du probléme «avec
amortissement»

(1.13) <

2
Au; + u; + ie® u; =0 dans Ri
u;(x,o) =0 x<0
auf)
—a; (x,0) = -g(X) x>0

C'est ce probléme que nous allons étudier en détail dans les sections 1.2 et 1.3.
Afin de ne pas surcharger les notations, nous oublierons dans ce qui suit l'indice
D correspondant a I'onde diffractée et ferons donc le changement de notation :

£ £
up—u

uD—>u

1.2. Analyse théorique du p.robléme approché

Nous considérons donc le probléme :

,

2
Au® + (® + iew) u =0 dans Ri
(1.14) {4 u=0 sur (T')
au 0
W x,0) = - g(x) X >

Le but de cette section est I'obtention d'un résultat d'existence et d'unicité pour le
probléme (1.14). Ce n'est qu'au paragraphe 1.2 que nous donnerons la méthode
d'obtention de cette solution. Nous ferons ici I'hypothese :

(1.15)

ge H-1/2(R)
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Nous avons alors le :

Théoréme 1.1.

Avec l'hypothese (1.15), le probléme (1.14) admet une solution unique u€ dans
HI(R2)), telle que Du¢ appartienne a L2(Re,). De plus on a les estimations a priori

(I1.11 désignant la norme usuelle de L2(R2,)) :
)
e +Q
E®
1 )
c + O
<
am vl 22| gl
E®
‘ » 12
¢ 1+w) 4 2 24p
(1.18)  llAull |1+ 5 (@ +& o) ”g”-m,r
EW

ou |lgl |-1/2,I‘ désigne la norme de g dans H-m(I")

Démonstration

Dans tout ce qui suit nous noterons :

wv)=| uvdxdy Vu,v)e LR

2
R,

2 2
[ull =J lul dxdy Vue LZ(Ri)
K,

La formulation variationnelle de notre probleéme s'écrit alors simplement :

(1.19)  (VuE,Vv) - (02 + iew) (uE,v) = <g, Yo ut>p
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oll nous avons poseé :

o I'={(x,0), x>0} (lafissure)

e <> _ladualits a0, 140

* v, I'opérateur tracesur ' (y e L (Hl(Ri), 1)

Il est alors classique que le résultat d'existence et d'unicité découle, grace a la
méthode de Galerkin ([Da]), de l'obtention formelle des estimations a priori
(1.16) a (1.18).

Pour cela nous faisons v = ut dans (1.19) ce qui nous donne la premiere identité :

|1 Vuel 12 - (02 + iew) | |ug] |2 = <g, yo ut>p

D'olt nous tirons les deux égalités :

2
eo | lull” = Im (<gy, us>r)
(1.20)

2 2 2
vu®l] - o Hu®l] =Re(<g,'y°ue>l_)

Dans une deuxiéme étapé, nous multiplions par Aug l'équation :
(1.21)  Auf + (0? +iew) u€ =0

puis nous intégrons le résultat sur R2,. En utilisant les conditions aux limites
nous obtenons :

| 1Aug] |2 - (@2 + iew) | | Vug! 2 = (02 + iew) < g,y ue>r

d'oll nous tirons les deux égalités :

€ 2 2 £
ew [|Vu'l| =Im (@ +iew)<g, v, u >)
(1.22)

2 2 2 2
HAuEH -m”uell =Re (o +ieco)<g,youe>)

1.15



De (1.20) et (1.22), nous déduisons aisément :
(1.23)  ea(l [uel12+ 1| Vu€||2) = Im (1 + 02 + iew) <g, Yo uE>)
Or, nous avons l'estimation :
|Im (1 + @2 + iew) <gvoue>) < [ + w22 + 20?]1/2 | gl | 4 o | | youel lar

(ot ||.1l désigne la norme dans HS (I')) et par le théoreme de traces dans
H!(R2,) nous avons :

Iy uell1/2 r< (uel 12 + || Vuel [21/2

ce qui reporté dans (1.23) fournit l'estimation :

2 2 2
v < | Qredrea | e
u 20)2 8 1ar
€

et il suffit alors de réutiliser 1'égalité (1.21) pour obtenir I'estimation sur
| Ivuella.

Remarque sur la régularité requise pour la donnée de Neuman g(x)

On notera que si le probleme 1.14 admet une solution dans H1(Q) alors
nécessairement, sa trace sur I" = {x,0), x > 0} vérifie :

1/2
(124) 7y, u'e HZ (D

Nousrenvoyons a [Li] pourla définition de Hl{f . Rappelons simplement que

H:',f (') estl'espace des fonctions de H'"” () dont le prolongement par 0 est dans
H1/2(R). Cet espace est strictement inclus et dense dans H1/%(I').

Cette remarque permet de s'apercevoir que le résultat d'existence et d'unicité

pour le probleme (1.14) peut s'étendre a des données g moins régulieres que
H-1/2(T), A savoir :
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l 1]
(125)  ge (HH(D)
. . . -12 12" . . . .
(Par dualité, il est clair que H "' > (Hof) avecincdusion dense mais stricte).

De la méme fagon, le lecteur se convaincra aisément que les résultats que nous
établirons au paragraphe 1.3 s'étendent sans difficulté majeure (si ce n'est

technique) a des données dans l'espace (Hlo/b'(l‘).

Remarques sur le passage a la limite quand ¢ - 0

Notons que les estimations sur | |u€ll, || Vuéll, ||Au€|| données par (1.16),
(1.17) et (1.18) explosent en 1/¢ quand € = 0. En fait, on peut effectivement
montrer que ces normes explosent lorsque € tend vers 0 et ce, non a cause d'une
perte de régularité locale, mais en raison du comportement de la solution a
l'infini. En fait, on peut montrer que la solution approchée u€ converge
effectivement, mais seulement localement :

£ 2 2
(1.26) u —u dans L R)

C'est le principe d'absorption limite. La fonction limite u est appelée solution
sortante du probléme limite :

( 2 2
Au + ® u = 0 dans R N
u(x,0) = 0 x <0
Ju

~ éy(x,o) = -g(x) x>0

et peut étre également caractérisée par une condition a l'infini dite condition de
radiation de Sommerfeld. Pour ce qui concerne le principe d'absorption limite
qui n'est pas ici notre propos, nous renvoyons le lecteur a Wilcox [Wi] par
exemple.

Pour ce qui nous concerne, nous nous contenterons de savoir que la solution
sortante u qui nous intéresse est obtenu par passage a la limite. II est donc
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naturel de décomposer le calcul de u en deux étapes, comme nous l'avons déja
dit au chapitre 0.

(i) Calcul de la solution approchée ug : c'est I'objet de la section 1.3.

(ii) Passage a la limite quand € — 0: c'est I'objet de la section 1.4.

1.3. Calcul de la solution approchée par la méthode de Wiener Hopf
a) Utilisation de la transformée de Fourier

Nous utilisons la transformation de Fourier partielle dans la direction
transverse x :

F
us(x,y) e ﬁe(k,y)

ol la transformation choisie prolonge a L2 celle définie sur L1 par:

+-o0

oK) = o) e ™ dk

7

-0 .

Des propriétés de F nous déduisons que, pour chaque valeur de k, la fonction
1€(k,y) est solution de l'équation différentielle ordinaire :

da®
dy2

2
(127) +—(ky) + @ - K + i) (ky) = 0

L'unique solution L2 de (1.27) est évidemment donnée par :

¢ A AL
aky=A(Ke
(1.28) £

A £
As(k) =1 (k,0)
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ou la fonction Yg(k) est définie par :

2
v () = (@ - K +iew)”
(1.29) €
Re(ys(k)) >0

Il reste maintenant a utiliser les conditions aux limites pour déterminer la
fonction 0g(k,0). Notons que la formule (1.28) peut se réécrire :

ol Rg désigne l'opérateur de relévement linéaire continu de H!/2(R) dans
H1(R2,) défini par :

e PO AL 4
(Rs<p)(k,y) =@k) e

I'égalité ci-dessus traduisant simplement que:
(1.30) Aut + (02 + iew)ut = 0 dans R2,

Remarquons alors que.de (1.28), nous tirons 1'égalité :

€

(1.31) da (k,0) = -y (k) a°(k
. r:a ,0)—-')(e ) ,0)

Autrement dit, si nous introduisons l'opérateur Tg par:

- T
£
Hm(R) > H']/Z(R)
F l l F
A
1R Te -112
FH "(R) » FH “R)
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b)

A A A
avec: (Ts(p)(k) = 'ye(k) o(k)

(memn==%&)eswm/u+mﬁjﬂmwelﬁm}

11 est clair que Tg est un élément de L (H1/2(R), H-1/2(R)) et que l'égalité (1.31)
peut se réécrire :

€

Ju e
(1.32) vy, £ = Ts('yo u)

Décomposition de Wiener-Hopf multiplicative de I'opérateur Tg :

Nous allons maintenant donner une décomposition de l'opérateur Tg sous la
forme:

(133) T =T0oT
£ £ £

T e L H4R), LXR))
ou f 2 -1/2
T e LIL'R), H "R)

qui va étre l'équivalent sous forme «opérateurs» de la décomposition
multiplicative de Wiener Hopf dont nous avons parlé dans le préambule de
ce chapitre.

Pour cela, nous définissons deux fonctions dans le plan complexe :

+ 2
y@D=z-K)? Kk =(o +iea)? Rek >0
(1.34) ) € €
v (@ =z+k)"7?
£ £

ou les racines carrées sont déterminées a partir des coupures du plan

complexe suivantes :

1.20



Imz
A

ke

---1-p




€ €
Notons quelorsque ¢ = 0, f ~ 5 et que pour tout g,  est supérieur a 5

Le choix exact des coupures pour les fonctions yY*¢(z) et y(z) n'est pas réellement
important, mais il est fondamental que l'on ait :

e la coupure pour y*(z) est incluse dans le demi-plan complexe {Imz > 3}

e la coupure pour Y.(z) est incluse dans le demi-plan complexe {Imz < -f}.
Nous pouvons alors résumer les propriétés intéressantes des fonctions y*(z) et
Y-e(z) dans le:

Lemme 1.1.

Les fonctions Y*¢(z) et ¥ "¢(z) ont les propriétés suivantes :

(i) 7v*¢(2) est analytique dans D(B) = {Imz < B}
¥ “¢(2) est analytique dans D¥(B) = {Imz > -B}

(ii) La fonction Yg(z) = y*¢(2) ¥ ¢(2) est analytique dans la bande B(B) = {-B < Imz < f}} et
prolonge la fonction yg(k) définie par (1.34).

(iii) Les fonctions y*¢(z) et v "¢(z) sont majorées en module par C |z|1/2,

(iv) Il existe des constantes positives C+(w) et C*(w) telles que :

C.(@) Y. (0 .

Vk e R P N ol
€ a+ k" €
C.() ¥ (k) .

Vk € R —_— £ - < (ﬂ
e 1+1O7 €
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Démonstration du lemme

Les points (i) et (ii) sont pratiquement évidents.
Le fait que vg(z) prolonge Yg(k) vient du fait que pour k réel on a:

+
Re ‘ye(k) >0

Re y;(k) >0

comme l'indique le dessin ci-dessous :

Fm z
?

ke

coupure Y

coupurey"
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Le point (iii) est immédiat et (iv) résulte du fait que y*.(k) ne s'annule pas pour k
décrivant R et est équivalent 2 |k|1/2 lorsque k| tend vers +ooJ.

Nous pouvons maintenant définir les opérateurs T+, et T-, par les diagrammes :

T T
'Y __fyp H®) H"R) —fp HR)
E l l F F l l F
A, AL
Te Te
s+1/2 s s+1/2 S
FH ——p FHR) FH “(R) ———» FH(R)

avec par définition :

ALA + A A 2
(Te o) (k) = 'Ye(k) o(k) Voe L'(R)
(1.35) A A
- - A A 2
('I"3 ¢) (k) = ‘Ys(k) ¢ (k) Voe L'(R)

Bien entendu, on déduit des propriétés des fonctions y*. et vy -, énoncées au lemme 1.1
que: :

o T +(resp T¢) est un isomorphisme de Hs + 1/2(R) dans Hs(R), pour tout s dans R.
En particulier, on voit que :

T e LHR); UR))

T e LL'R); H YAR)

T=ToT"
14 £ £

et l'on obtient ainsi la décomposition de Wiener Hopf multiplicative de Tg. On
notera que, lorsque € tend vers 0 les normes de T+, T;- et T, explosent comme 1/,
ce qui est a rapprocher des estimations obtenues au théoréme 1.1.

Nous désignerons par S.* et S;- les opérateurs régularisants de HS(R) dans
Hs*+1/2(R), inverses respectifs de T¢* et T,~. Par transformation de Fourier, ils sont

bien entendu définis par :
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( A
(S! k) = ?i—) Ve LXR)
Y, (k)
(1.36) s
OOE hidaid V pe LR)
Ye(k)

En notant par ailleurs les correspondances :

( . I:"l ikex
e
— — % (1+D) —1, el (R
'Y+(k) x loc
€
{ -1 -iksx
1 F e
— —> (- —1 eL (R)
Y.(k) -X loc
\ £

on peut donner une autre définition des opérateurs S.* et S;- par (si ¢ € D (R) par

exemple).

X ike(x-y)

+ ) e
S ox)=(01+ i)J
€ ,X—y

+oo ik (x

(s; e)(x) = (1-1) J

¢(y)dy

-0

(1.37) <

<p(y)dy

Ik

Par ailleurs, remarquant que :

(., (k-k)

Ye(k) = "—T—s—
Yo

k+k)
£

Y00 =

yg(k)

on en déduit que les opérateurs T+ et T, sont reliés a Sg* et 5S¢~ par :
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+ 1d

T.¢ = —— (S g)-k S ¢
8 -

(1.38) idxe™ “eve
To = 196 peks
E(p Td—x e(p)+ € s(p

Enfin, les propriétés d'analyticité des fonctions y.*(z) et ¥.(z), que nous n'avons pas
encore utilisées vont conférer aux opérateurs T+, T, Sg* et S~ des propriétés vis a vis
des fonctions causales et anticausales qui se révéleront essentielles par la suite. Ce
sont ces propriétés qui se substitueront a l'utilisation du théoréme de Liouville.

Nous allons en fait énoncer et démontrer un résultat assez général qui concerne un
opérateur A+ A symbole prolongeable analytiquement dans un demi plan complexe.
Plus précisément, nous considérons un opérateur A+ tel que:

1
eA"elL (H3<R>~,rf*"<R»,s<7,azo

A
o (AY )K) =AT(K) A$(k)

* Le symbole k — A(k) se prolonge en une fonction analytique dans le
demi-plan complexe {Imz < 0} satisfaisant une majoration :

(1.39)

A
|AT )| sC1+ 1z az0

Nous avons alors le :
_Lemme 1.2:
Si l'opérateur A+ satisfait les hypotheses (1.39) et si ¢ est & support dans R+ alors A*g

‘est également a support dans R*. Formellement A+ transforme une fonction causale
en une fonction causale.

Démonstration du lemme :
Nous supposons tout d'abord que ¢ € D (RY).

Sa transformée de Fourier @(k) se prolonge en une fonction analytique par la

formule :
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400

J o(x) e dx
2 -

o(z) =

qui dans le demi-plan {Imz < 0} satisfait une majoration du type:

n

Vz /Imz<0 | p@)] < —
1+ zl)

et ce pour tout entier n.
En particulier, la fonction k — A(k) ¢ (k) est dans L1(R) de telle sorte que l'on a:

+oc0

1 .
(A% () = —— J A1) &) ™ dx

S

-=0

+R

= Ii LJ At o (&) e dk
R—eo /21!: e

Soit, grice a l'analyticité de A(z) et ¢(2) :

A'Qr) = lim —‘[ A*2) 6(2) e dx

1
R—-)oo,/ﬂ

g

ou1 I'g désigne le demi-cercle de rayon R inclus dans le demi-plan {Imz <0} :

Fm 2
I He 2
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Considérons maintenant x < 0 et paramétrons le demi-cercle I'g par z(8) = Rei®, pour

<9 <0.

Nous avons la majoration :

-RIx| Isin®]
Ce

0) n

/\+ A DQ(
A (z(8) p(z(®)) e < —
(1+R)"

Un rapide calcul montre alors que :

T
2 ZRI le
A . 2C - X
A*(2) 9(z) ™ dx s——— | " a0
(1+R)" 0
T'r
zcn l_e-Rlxl
a+R"® Rlxl

Sin +1 > a, on voit par passage a la limite que :
(At@)(x) =0 pourx<0

Soit maintenant ¢ € HS(R) a support dans R*. Comme s < 1/2, un résultat de densité
nous permet de construire une suite ¢, telle que:

Pp =@ dans H'(R)
¢.€ DR
P
Soit alors ¥ une fonction test dans D (R) :

<A*@, ¥> = lim <A+<pp, ¥>
P > +oo
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par continuité de A dans HS mais :

+o00

<A"g o ¥> = J A" 9,00 ¥x) dx

-on

it
o

car A*g et ¥ sont de supports disjoints. Donc :
<A'g,¥>=0 Vye DR)e> suppA ¢ c R" 0.

Bien entendu, on aurait un résultat équivalent pour un opérateur A- dont le
symbole se prolongerait analytiquement au demi-plan {Imz 2 0}.

En particulier, nous tirons de ce lemme le:

Corollaire 1.1.:

Les opérateurs T.* et S+ préservent la causalité des fonctions. Les opérateurs T et S¢-
préservent l'anticausalité des fonctions.

c) Décomposition additive de Wiener Hopf dans L2(R)

Soient IT+ et [T~ les deux projecteurs de L2(R) dans lui-méme définis par :

{ M) =gx) six>0
M () =0 six<0

{ Mot =) six<0
Moe(x)=0 six<0
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qui ne sont autres que les projecteurs orthogonaux sur les sous-espaces :

LR = {pe L’R) / ¢(x) =0 pour x < 0}
(sous-espace des fonctions causales)

LXR) = {pe LAR) / ¢(x) = 0 pour x > 0}
(sous-espace des fonctions anticausales)

et nous avons donc :

LX®) =1*®RYH e LAR)
I =ITeoIl
M= =0

Par transformation de Fourier, nous définissons deux nouveaux projecteurs
orthogonaux, soient G+ et G-, a I'aide des formules :

{ G'=F oI'I+oF'1
G =Foll oF?

qui correspondent aux diagrammes :

) IT n

UR) o LR) UR) —_p LAR)
F l l FF l l F

2 G+ 2 2 G- 2

L'R) —— LR) LR) ——» L(R)

G+ et G™ ne sont autres que les projections orthogonales sur les sous-espaces F L2(R*)
et FL2(R).Ona:
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LR =F LAR") ® FL'®)
I =G &G
GG=GG =0

Donc en particulier :
A 2 . + A"
{V(p e FUR) G'$ =0
+ _At
v{ e FXRY G =0
et par ailleurs :
VoeLXR) $=G*4+G
qui n'est autre que I'équivalent dans L2(R) de la décomposition additive de Wiener

Hopf présentée en préambule, chaque terme de la décomposition étant cette fois
obtenu par:

1. Transformation de Fourier directe
2. Troncature a un demi-espace
3. Transformation de Fourier inverse

Cette fagon de définir les opérateur G* et G~ est celle qui s'introduit de la maniére la
plus naturelle pour la résolution de notre probléme. Il est toutefois intéressant de
donner une deuxiéme caractérisation des opérateurs G* et G~ qui est particulierement
utile pour le calcul des solutions et I'étude de leur comportement asymptotique.
C'est notamment l'équivalent «discret» de cette seconde caractérisation que nous
utiliserons pour analyser les solutions approchées. De fagon précise, cette deuxieme
caractérisation, pour l'opérateur G* par exemple, s'applique au cas ol :

e La fonction k — $(k) se prolonge analytiquement en une fonction ®(2) dans une
bande du plan complexe (I 1m(2)| <1} ce qui est le cas des fonctions de l'espace
W(n) formé des transformées de Fourier des fonctions de L(R) telles que :

lp(x)! <cenlxl
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11 est clair que, pour tout n, l'espace W(n) est dense dans L2(R). Nous avons alors le
résultat classique suivant ([No]), dont nous donnons une démonstration simple :

Théoréme 1.2

Soit ¢ une fonction de W(n) et ¢ un réel strictement positif tel que 6 <m, on a les

formules :

(1.40) i
0o+ i0
+oo -G A
. 1 ¢(2)

Démonstration :

Faisons-1a pour G*. Nous avons par définition :

+oo

J F' @y e™dy
0

G oK) =
2n

Mais, compte tenu des propriétés d'analyticité et de décroissance de ¢(2), il vient:

too +iC

. 1 i
E D) =—— #(2) ¥ dz

J2x

-oo+io
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de telle sorte que :

+o0 +o0 4+ iG
1 i -
G ) = _[ J #2) e dz |e™ dz
2
0 o +i0

Compte tenu de signe de o, la fonction y — exp iy(z - k) est sommable sur [0, +o<[,
pour z ={ +ic, de telle sorte que nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini et
obtenir :

+4co

+oo +i0
1 A Mz -
G §c) = — [ (k) J ™ Fdy |dz
2r

oo + ¥ 0

ce qui donne le résultat aprés avoir remarqué que :

400
iy(z - k) _ 1
[ € dy = itk - z)

0

On remarquera, a la lecture des formules (1.40) et (1.41), que I'égalité G+t + G¢p =¢
apparait comme une conséquence de la formule intégrale de Cauchy. D'autre part, les
opérateurs G* et G sont reliés trés simplement a la transformation de Hilbert, qui est

l'opérateur unitaire dans L2 défini par:

+°°A
1 A
(H@(k)=—v.p.4[ ﬂdc (sige D)
T k-c : o

-o0

grace aux formules :

A,
+A P 1 A
G(p-.5+—2-H(p
(3 1A
-
Go=7-7zHe
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11 suffit de remarquer que, en utilisant le théordme de Cauchy, pour ¢ dans W(n) il
vient :

A
1 ¢(z)
Gom) =— | 4k
¢ 2ni | k-2
+
r
£
A
-A 1 ¢(2)
G (P(k) = 2—;1- E—_—z dk
B

ou I'g* et I';* sont les deux contours du plan complexe ci-dessous :

Jo;zz
r;- . f\ . A t@ﬁz
- A

2€

d) Ecriture et résolution d'une équation de Wiener-Hopf fonctionnelle

Nous partons de (1.31) que nous réécrivons :

, do .
142 — 5 ko) +7,(0 0 (ko) =0

£
Y.(k)
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ou encore, sous forme opérationnelle :

€

14 |, o Ty’
(. 3) SE 'Yo-a? +T5(Y0u)=0

les deux égalités (1.42) et (1.43) étant A prendre au sens de L2(R).

Nous faisons maintenant la décomposition additive de la fonction

da
k - —— — (k,0) sous la forme :
¥ (k)
v (k0) v v,
—=G'| — |{W+G| = [W
Ys(k) Ye . Ye

ou nous avons posé, pour simplifier :

( auE
vs(x,y) = T (x,y)
] A d_
v (k,0) = — (k,0)
(€ dy

Nous obtenons ainsi :

A
+ 98 - ve +
149 G'|= |0+C| = [W+y )2 (ko) =0
‘YE YS

soit I'équation de Wiener-Hopf fonctionnelle :
(1.45)  (IT*0S) (Yo ve) + (IT70 S7p) (Yove) + Te (Yo ue) =0

(1.44) ou (1.45) n'est autre que I'équation linéaire reliant y, u€ et y, v¢ sachant que
I'équation d'Helmholtz (1.30) est satisfaite. Nous n'avons pas jusqu'ici utilisé les
conditions aux limites. Il s'agit de trouver l'unique solution (y, ug , Y, Ve) de (1.45) qui
satisfasse en outre :
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1/2

dans H'“R")

il
o

YU, IR
(1.46) 12 .
-g dansH ""(R))

+
‘YOVEIR

On a alors bien évidemment 1'équivalence :

u_solution du probleme (1.14)

(1.47) L

Jdu
(You J solution de (1.45) , (1.46)

e
8'05;

u = R yu

€ € £

ce qui montre d'ailleurs que le probléme :

12 -12
Trouver (y, u,Y, ve) e H " R)xH "(

“solution de (1.45) et (1.46)

R) -

admet une solution unique. Nous avons donc ramené la résolution du probleme
(1.14) a celle de ce probleéme.

Pour énoncer le résultat, il est utile d'introduire l'opérateur P de prolongement
par 0 défini de fagon précise par :

p-HAD =—> HAR)
Vye Hm(R) <P(p,\|/>=<<p,1'[+\y>r

(ou [T+ désigne I'opérateur de restriction défini précédemment dans L2(R) et qui
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applique H1/2(R) dans H!/2(T')). Nous poserons :
gk) = F (Pg)(k) e FH1/2(R)

Nous allons montrer que, conformément aux calculs formels menés en
préambule, l'unique solution de (1.45) qui satisfait a (1.46) est donnée par:

,

1 (g
ak,0)=—0G | — |(k)

£ + -
ys(k) {ys J

(1.48)

Y

€

A
v (ko) =y (k) G’ [E_J )

\

ce que nous pouvons énoncer de la maniere suivante (ce théoréme est le
théoréme clé du chapitre) :

Théoréme 1.3

L'unique solution de (yg ug, Yo ve) dans H!/2(I') x H-1/2(I') de I'équation
fonctionnelle (1.45) qui satisfait les conditions (1.46) est donnée par :

Tou, = (S: oIl o S;) Pg
(1.49)
- + -
Yo V=" (T oIl 05)Pg

de plus, l'application g — (g ut, Yo vé) est linéaire et continue de H-1/2(I") dans
- HYV/2(T) x H1/2(TD).- o S

Démonstration du théoréme :

Notons tout d'abord qu'il est immédiat de vérifier que l'équation fonctionnelle
(1.45) est satisfaite par le couple (Y, u€, Yo v€) donné par (1.49). Il reste a vérifier les
conditions de (1.46), on obtiendra ainsi une solution du probleéme (1.14) a l'aide de
I'opérateur de relévement R€; comme cette solution est unique le probléme sera

résolu.
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La premidre condition y, u€/R+ = 0 signifie simplement que 7y, u€ est dans
HI/2R) AL2RH).

Yo us\R- =0 & 7, u'e LZ(R+)

Mais g u€ = S+ (II* 5S¢ Pg) donc, comme [I* S-, Pg est dans L2(R+), d'aprés le
corollaire 1.1 on a bien v, u€ € L2(R+) n HI/2(R).

Il reste A vérifier la condition y, ve | g+ = -g, c'est-a-dire que:
Voe D() <YoVE, > =-<g, o>

Tout d'abord, donnons l'idée du raisonnement. Si YovE et Pg étaient, ce qui n'est
pas le cas, élément de L2(R), il s'agirait de montrer que [T+ (y, v€) = -Pg.
Or formellement :

IT* (yo v&) = -(IT* o T )1+ 0 S7) Pg
Mais par ailleurs, comme []* =1-]]":

I+ 0 - (Pg) = S¢(Pg) - IT0 ;- (Pg)
Donc :

[M*(yo v&) = -IIHN(Tg 0S.) Pg +IT* o (T (IT" 0 S.)Pg)

Nous utilisons alors le fait que, formellement :

{ T 0§ =1
£ €
I'I+(Pg) =Pg
pour obtenir :

IT*(yo vE) = -Pg + [1* (T-(IT"0 S-p) Pg)
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I suffit alors de remarquer que :
(IT'0S+)Pg est a support dans R*
= T-(IT"05-)Pg est A support dans R~ (Lemme 1.1)
= [IHT-(IT0Sx)Pg) = 0 = [T*(yov,) = - Pg.
Cette démonstration n'est toutefois pas valable du fait que Pg et yovE étant
seulement des éléments de H-1/2(R), leur image par [T+ ou IT" n'a pas de sens.

Pour aboutir au résultat, nous allons devoir procéder par régularisation, densité et
continuité. Nous décomposons notre démonstration en deux étapes :

(i) Obtention du résultat lorsque g est dans L%(T')

Nous introduisons l'opérateur «régularisant» J-, de H'1/2(R) dans H1/2(R)
défini par :

-1

T @) = (1 +‘§ ) (k)

Bien entendu, J-, estune approximation régularisante de l'identité dans

- k
H 1/Z(R) dont le symbole (1 +1i F) se prolonge analytiquement dans le demi-

plan {Imz 2 0}.

Posons alors :

50 4, v9,=T,q,v9e H ®)

Nous avons :
£ SRS S
(%o v )p = -IP(TE I Ss)Pg
soit en écrivant que [T+(S-, Pg) = S+ Pg - [1"(S. Pg) :

(1, v, = T(Pg) + 0,0 T) AT S, Pg)
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Nous pouvons alors appliquer le lemme 1.1 A I'opérateur JFpoTe ;ona:
o T;)(H'S;Pg) e H”®R AL (R)
On en déduit que :

" «,v), = -IT'G, Py

Or J-, Pg — Pg dans L2(R¥) et comme [[*Pg = Pg ; il vient :
(1.51) [IT*(y, Ve)p — -Pg dans L%(R)
Mais, par ailleurs, nous savons que :

(Yo VE)p = Yo VE déns H-1/2(R)

Soit alors y une fonction test de D (R+), il vient :

<Y, ve,\y> = lim <(y, vc)P,\y> d'apres (1.50)
potee
400

= lim J’ (¥, v'), 00 ¥ () dx

P""""o

400

= J g(x) y(x) dx d'apres (1.51)
0

=-<Pg,y>

Ce qui montre effectivement que :

Y(:VEIR+ = -8
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(ii) Obtention du résultat dans le cas général g e H-1/2(I)

Il suffit d'établir que l'application :
(1.52) g-((S,0ll"0S)Pg,-(T,0l1 0S) Py

est continue de H-1/2(I') dans H!/2(R) x H-1/2(R) puisque I'on sait déja que
ou’

I'application définie par g — (¥, u®, A 3y-) , olt u° est la solution du probléme

(1.14) est, d'apres le théoréme 1.1, continue. Par ailleurs, elle coincide, d'apres

I'équivalence (1.47) et le point (i), avec l'application (1.52) sur L2(I") qui est un

ensemble dense de H-1/2(I'). Or la continuité de (1.52) est évidente d'apres les

propriétés des opéréteurs T, S¢ et S*.. Ceci acheve la démonstration.0.

L'utilisation du relévement R, nous permet bien sQr d'obtenir le résultat
suivant :

Corollaire 1.2

La solution unique du probléme (1.14) est donnée par :

u€ =Rg (St.0[1*0S) Pg

Les résultats des théorémes 1.2 et du corollaire 1.2 apportent une solution
théorique, mais un peu abstraite, 2 notre probléme. Nous allons maintenant
donner une expression calculable dans le cas de données g assez régulieres. Pour
cela nous supposerons maintenant que, pour 1 >0:

(1.52) g(x) < Ce-nlxl
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e) Expressions pour le calcul de la trace de la solution u€ le long de la fissure :

_Théoréme

Si g satisfait I'hypothese (1.52), la solution ug sur la fissure est donnée par l'une
des deux expressions équivalentes suivantes :

+ootiG A
J - g(2) iz
ye(z) (k-2)

(1.53) ﬁe(k,o) =
2imy, (k)

~oo+iG

400

(1.54) us(x,O) =J' Ks(x,y) gly)dy

(o]

olt le noyau K¢ est défini par:

min(xy) ik (x-& ik (y-&)
1 J e € e £
K&y = — dg
£ 14
. x-& Jy-&
.Démonstration :

Le point (i) est une conséquence du théordme et le point (ii) est une conséquence
des caractérisations des opérateurs S+ et S-; en termes de produits de convolution.

f) Expressions de la solution ug dans le demi-espace:

Connaisant ug(x,0) a l'aide du théoréme on en déduit deux expressions possibles
de ug dans tout l'espace :

400
< Ky .
(155) @ (xy) =J akole® e dk

-0
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+co

(1.56) ue(x,y) = J Ge(x-i,y) UE(F,,O) dg

-0

ou le noyau Gg est donné par : (cf. [Ac] page 286)
i d (. @
Gy = 55 {H; (k, /x+y )}

1.4. Calcul de la solution sortante par absorption limite

Nous ne donnons le résultat que dans le cas d'une fonction g suffisamment
régulitre satisfaisant I'hypothese (1.52). Alors les passages a la limite formels sont
parfaitement justifiés et il est aisé d'aboutir au résultat que nous allons
maintenant décrire.

Lorsque g est suffisamment régulidre et satisfait I'hypotheése de décroissance (1.52)
la solution sortante du probléme est donnée, sur l'axe de la fissure, par
I'intermédiaire de sa transformée de Fourier, aprés passage 2 la limite a l'aide de
la formule :

82)

[
2iny (k) r‘{(z) (k-z)

(1.57) ak,0)=

ou I désigne le contour du plan complexe ci-dessous :
J‘m 2
LALLLLLLL LAY LS LSS L LS
N HKe:

Ml

L\ ° -—
- +W

N TTIIIITIIIINTITITII 77
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et ol les fonctions Y*(z) et ¥(z) sont définies comme étant les racines respectives
de (z - w) et (z + w) associées aux coupures du plan complexe ci-dessous.

J‘m 2

/.~ coupure
w pout ¥*(z)
—
W e z
\coupure
pour Y~(z)

En partant de la formule (1.57), on obtient une expression directe de la solution
sur la fissure:

400

(1.58)  u(x,0) =J Kx,y) g(y) dy
0

ol le noyau K(x,y) est donné par :

min(xy) |
1 -9 Joy-
Kixy) = =

dg
A Vx-§ Jy-§

Connaissant la solution u(x,0) on calcule alors la solution dans tout l'espace,
alternativement par l'une des formules :

400

i dk
(159)  utxy)= J fi(k,0) e ™ ™ —

J2n

-0
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avec

1/2 .
/ sik>w

2 2
{Y(k) =k -0)
2
=i(w -kz)l/2 sik<w
ou bien

+o0

(1.60) ulxy)= J G(x - &€,y) u(§,0) dx

ol le noyau G(x,y) est donné par :

i

—2—:—;’{H:)2)(cn\/x+y)}

Glx,y) =

1.5. Etude du cas de la diffraction d'une onde plane

1.5.1. Calcul de l'onde diffractée

Nous supposerons dans ce paragraphe que l'onde incidente est une onde plane
dont la direction de propagation fait un angle 8 avec la direction de la fissure. Ceci
correspond a prendre comme donnée de Neumann sur la fissure la fonction :

(1.61) g(x) = -iwsin® exp im (x cos O)

D'un point de vue purement théorique, il existe une difficulté technique due au
fait que la fonction g(x) donnée par (1.61) ne satisfait pas les hypothéses pour
lesquelles les résultats des sections(1.3) et (1.4) ont été établis. C'est pourquoi il
convient, pour définir I'onde diffractée associée a 1'onde plane de procéder en
plusieurs étapes :

(i) On approche g(x) par la suite 8n(x) définie par:

gn(*) = -iwsin® expiwxcos§.eNX
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(ii) On calcule la solution approchée uy(x,y) puis on passe a la limite quand n
tend vers 0.

Pour calculer la solution approchée up, nous allons utiliser les résultats obtenus
au paragaphe précédent. En effet, la donnée gy satisfait (1.52), nous pouvons
appliquer la formule (1.57), ce qui, compte tenu de:

-isin 6

(162) g(2)= ——m—
g" ,/ 2n (z-zn)

;2 =m00s0 +in

nous donne simplement :

-iwsin 0 dz
(1.63) On(k,o) = —_— J

ey ) z-z2)x-2)7@
)y o -2 )k-2)7

ol (I') est le contour déja défini au paragraphe 1.4. Nous pouvons écrire que, si
I'R={zeT; |zl sR}:

-iosin 0 dz
ﬁ'ﬂ(k’O) = T lim l[ -
(2r) "y (k) R T (z- zﬂ) k-2)v(2)

Nous introduisons maintenaht (CR), le demi-cercle de centre O ef de rayon R,
inclus dans le demi-plan Imz > 0 et Qg l'ouvert de C délimité par (Tg) U(C R) :

Ion -

(GR)

Qr
oM
AN | v | ez
-y AN

\

coupure pour Y~(z)



11 est facile de voir que y(z) = {Y(2)(z - )} (k - 2}-1 est méromorphe dans Qg, son
unique pdle étant zy. Par ailleurs, il est clair que:

lim J' y(z)dz |=0
R—0
Cr

Par conséquent, par application du théordme des résidus, il vient
immeédiatement :

- iwsin 6

(1.64)° ﬁn(k,o) = ———— . 2ix Res (\y,z )
(27t) y (k)

Comme :

1 1
Res (y; zn) = — .
'Y (211) (k' zn)
Ona:

o sin 0 1

VESTCRTERICRSY

(1.65) G (ko) =-
n

Soit encore :

 sin 6 1
,/ 27 (- @)/ 2 (@ cos 0.+ in+ ) /> (@cosB +in-k)

(1.66) 1 (k,O)

La solution est donc donnée par :
2 2172
. k- )
 sin 6 e Y

(1.67) 14 (ky)=
n v 2r ((1 + cos 8) + in)l/2 (k- co)l/2 (k- wcos 8-in)

ol nous avons supposé implicitement, pour A € R:
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1/2 ‘

{K ﬂ si A >0
1/2 -
A = -i/-A si A <O

Par suite, par transformation de Fourier inverse, il vient :

$oo
. 2 21
1 wsin 0 J (O @) 2

(1.68) u (x,y) == dk
n (-w)? (k - © cos 8 - in)

2 (o(1 + cos 9) + in)m

-0

Le passage a la limite quand n tend vers 0 peut se faire de deux maniere
différentes. D'abord en utilisant le fait que la fonction k — (k - ko in)-1 converge
vers (cf. [Da)) :

1 :
vV.p. (k-ko) -in ok -k )

On obtient alors aisément le résultat suivant :
1 io(x cos 8 +ysin )
upey) = =e o 4

2
(1.69) . 12 te eﬂ,mia‘zqm},'lfz’d

+ 20 s'n(e) J dk
in| = |v.p. ,
2n 2 (k-m)m(k-moose)

On obtient une autre expression de up(x,y) en interprétant (1.68) comme une
intégrale dans le plan complexe le long de l'axe réel. On peut alors déformer le
contour, en un autre contour (I'y) comme indiqué ci-dessous :
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wcosH . (Fg) Re 2
- ——
\/ W

(o cos 0 est 1a limite de w cos 0 + in lorsque 1 — 0)

Ce contour étant fixé, on peut alors passer a la limite a I'aide du théoréme de
Lebesgue et ainsi obtenir :

. 2 2
- (@cos- )2 &% g 0y
(1.70)  ulxy) = i —7 dz
1 (z-0) " (z-ocos 0)

C'est en fait une expression du méme type que nous obtiendrons pour la solution

approchée uhp(x,y). Une telle expression est particuliérement utile dans la mesure
ou:

(i) Elle permet d'étudier le comportement asymptotique de la solution lorsque
r = (x2 + y2)1/2 tend vers +co A partir d'arguments de type phase stationnaire.
C'est cette analyse asymptotique qui sera menée au chapitre pour l'étude de
la solution discréte. '

(ii) C'est a partir de cette expression que l'on peut démontrer a l'aide du
«changement de variable» complexe z = cos(0 + it), t e C, que cette solution
s'exprime de fagon simple avec la fonction de Fresnel. Nous renvoyons le
lecteur 2 ([No]) pour les détails du calcul et nous contentons de donner le
résultat (déja donné en introduction):
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u;(rcos®,rsin @) =

+oo0

2 2
Avec F(¥=e J e du,xe R
X

1.5.2. Quelques remarques instructives

(i)

Obtention directe des formules (1.69) et (1.70) :

Nous avons choisi de calculer la solution uy(x,y) en appliquant les résultats
généraux que nous avions obtenus au paragraphe (1.4) pour une fonction g(x)
quelconque. On peut en fait «court-circuiter» d'une certaine maniere
l'utilisation de ces formules, en revenant au calcul de la solution amortie
Uy e- En fait nous savons (cf. théoreme 1.2) que:

1 g (k)
ﬁﬂ E(k) = G+ 11
pALVI R ALY
+ gﬂ )
Dans le cas de 1'onde plane, le calcul de G | —— |peut se mener sans faire
¥ (k)
€

appel a l'expression intégrale obtenue au théoréme 1.1.

En effet, nous pouvons écrire :

A A
8, (z) 1 1 \A gn(z)
(1.72) = [ - — ]gﬂ(z) +

Ys(z) ye(z) ye(zn) ye(zn)
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11 suffit alors de remarquer que, comme zy est I'unique pole de g;(2) et est situé
dans le demi-plan Im(z) >, on a, avec > 0:

1 1
o[ —-— %n(z) est analytique dans {Imz < 3}
ys(z) Ye(zn)

é\n(z)

est analytique dans {Imz < B}

Ys(zn)

Autrement dit (1.72) n'est autre qu'une décomposition de Wiener Hopf

A
g (2
additivede n_ qui satisfait en outre les propriétésrequises de décroissance
Y(2)
€

a l'infini. On en déduit aisément que:

Par conséquent, nous en déduisons :

§n<k)
a_ (k)=——
AORACE)

soit encore, aprés passage a la limite quand &€ tend vers 0:

§n<k>

a (k) = - -
Y(k)Y(Zn)
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Nous avons ainsi retrouvé directement la formule (1.65) puisque

-i®wsin ©
g (k)= .
n Jon k-2 )

(ii) Vérification a posteriori que la fonction up donnée par (1.69) ou (1.70) est bien

solution du probleéme.

Il est instructif de travailler, au moins formellement, sur l'expression (1.70)
pour vérifier que la fonction up est bien solution du probleme.

Posbns:
] N .
k) = v & y&
1.73) < )
W = &-0)"? = lim - (@+ig)"?
e—0

on a, en posant k, = @ cos 8 :

¥ k) exp ikx - Y(k) y d

k
2ix

(1.74) uD(x,y) = - —
¥ (k) (k-k)
0

D'aprés ce qui préceéde, cette fonction satisfait 3 conditions que nous allons
vérifier maintenant.

a) _Conditions au points (x,y) intérieurs a R2, :

Formellement, 1'égalité :
(@2 +A)upxy) = 0 Vixy) € Q
est vérifiée, parce que l'exponentielle intervenant dans l'intégrande satisfait :

(02+A) exp (ikx-yk)y) = 0 pour tout k
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b)

Condition en (x,0) pour x < 0

Ona:

'Y+(k ikx
175  uyx0) = - ? J oxp fkxdk

2i +
Tl Y&k
%]

On remarque que cette expression ne fait pas intervenir y (k) ;. on peut donc
déformer le contour dans le demi-plan inférieur:

(176)  upx0) = -

Supposons x < 0, ona:

lexpizxl < 1 . danscedemi-plan. |
branche de ¥*

>
Imzl
| wcos8 [+w PRoz

Schéma du contour :
On remarquera la disparition de la branche de (k + w)1/2
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c)

Cette inégalité, jointe au comportement asymptotique de l'intégrante de (1.76)
nous permet alors facilement d'obtenir :

up(x,0) = 0 pour x < 0

Condition en (x,0) pour x > 0

Ona:
W Y‘k)J' (-7(k) ©P+ikx dk
- (X,0) = -—
ay 2in i 'Y+(1<) (k-k)
0
soit :
du Y& [y expikedk
D _ y(k) expi
(177) Ty— (X,O) = %in [ (k - k,)
r

Cette fois-ci, c'est y*(k) qui a disparu ; on déforme dans ce cas le contour dans
le demi-plan supérieur, en prenant soin de prendre en compte le pdle de la

fonction intégrande: ' :
* Iz

< branche de ¥~ 1.53



On remarquera la disparititon de la branche (+ k - ®)1/2

On obtient :
3 (k) :
Up Y ) ¥ (k) expikx
—a—}T' (X,O) = —H— 217w Res k-—kx ’ = kx
zZ) expizx
+ lim Y—————-—( ) Zp
R—> +00 (z- x)

+
R

Si x est positif, exp izx est évanescent a l'infini dans le demi-plan supérieur.
On peut donc montrer que :

au Y [ .
D X - .
3 (x0) = i {211: vk ) expik x + 0}
Ou encore :
dup,
o (x0) = yk) expikx = -iwsinfexpik x

On a donc bien :

Jdu du
D I
3y x0) = - 3 (x,0).
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CHAPITRE 2
ETUDE DE L'APPROXIMATION NUMERIQUE
DU PROBLEME DE LA DIFFRACTION

2.1



2.1. PRESENTATION D'UNE CLASSE DE SCHEMAS NUMERIQUES
DU SECOND ORDRE

L'objet de cette section est de présenter la classe de schémas numériques que
nous avons choisi d'étudier. Nous commengons par présenter ces schémas en
milieu homogeéne (Paragraphe 2.1.1) puis en milieu fissuré (Paragraphe 2.1.2).
D'une fagon générale, ces schémas sont construits a partir d'un maillage régulier
du plan R? caractérisé par un pas de discrétisation que 1'on note h. La solution
numérique est alors évaluée en chaque nceud (ph, gh) du maillage. D'un point
de vue notation, nous utiliserons les deux écritures :

uh(ph,gh) ou uhplq

pour désigner la valeur de uh au nceud (ph,gh). La premiere notation considere
uh comme une fonction discréte tandis que la seconde la considere comme une
suite indicée par Z2. uh peut également étre définie sur R2 tout entier en
convenant de poser :

( h h h
u(xy) = uf(phgh) = Upg
J si (p-l)h < x < (p+-}'-)h
2 2
) 1 1
\ et si (q-i-)h Sy < (q+?)h

Cette derniere extension peut étre utile pour comparer cas continu et cas discret.
2.1.1. Le schéma non perturbé dans tout I'espace et ses propriétés

Nous désignons par R?, un maillage régulier et uniforme du plan, de pas h dans
chacune des directions x et y.
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A ce maillage nous associons l'espace de Hilbert :

~

2
V,nL = {vh=(vi)/§'.|vﬁ| h2< + oo}

Nous allons construire une classe de schémas variationnels pour le laplacien, a
partir de la formule de Green:

2.1) (-Auy,vy) = (Vu,Vv) = a(uv)

Pour cela, nous allons construire 1'équivalent discret, dans Vy, N L2, de la forme

bilinéaire a(u,v). Dans ce but, nous introduisons deux opérateurs
d'interpolation :

p, : V,nLi - HR)
4 @ VynL > H®)

ol gy est l'opérateur d'interpolation Q1 (cf. [Ra]) associé au maillage R?; et py,
I'opérateur d'interpolation P1 (cf. [Ra]) associé a la triangulation Ty, ci-dessous
(les nceuds de cette triangulation coincidant avec ceux du maillage R?).
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On définit alors, A désignant un parametre de pondération, 1'équivalent discret
de la forme bilinéaire a(u,v) par:

22)  ap(uv) = (31. - 2) a(ppup,Pr Vi) + (3 - 3A) alqy, up, Gy Vi)

a partir de quoi on définit 'opérateur «laplacien discret» Ay 3 par:
23) (Appup vy = ap 3 (up , V)

oit (.,.) désigne id le produit scalaire dans V;, n L2,

11 est alors facile de voir que sivy, = -Ap, up,ona:

1

5 {4\ Vi +(1-20) (v T Vi T VitV i-l,i)

V. =
(2.4) K h

+A-DO o * Vi ¥ Vi ¥ Vi) )

ce que l'on peut représenter de fagon symbolique par :

x=1 1-2\ A-1

:
R L) LN 1-2)
A-1 1-2\ A-1
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On construit alors un schéma du deuxieéme ordre de l'équation d'Helmholtz
dans R2:

(25) Au+w?u =0
avec l'équation aux différences :
(26) Ah,l uy + o? u, = 0

La relation de dispersion de (2.6) s'écrit, si I'on désigne respectivement par k, et
k, les variables de Fourier dans les directions x et y :

27) @ = Dy k = Gk, k)

ol la fonction Dy 5 (k) est définie par :

(2.8) Dy k) = %(4% +2(1-24) (cos k) + cosk.h) + 4(h~ 1) cosk h cos k h)

ce que l'on peut aussi écrire :

4 ) . 2kh o kh . 2kh a2 kh
(2.9) Dm(k) —P{sm T+ sin T+4(K-l)sm > sin >

Il est clair sur la formule (2.9) qu'on a une approximation du second ordre. Du
reste, un développement limité prouve que:

2
2 h 4 4 2.2 2 1 4
@100 D, = [kl -5k +k +120-Dk k) + [kl Okl n)

5
On notera que la valeur A = 3 joue un réle particulier dans la mesure ou :

2 4
+ 1kl odxl nh

4 2
D (k) = Ikl2 [kl h
R V)
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On obtient alors le schéma le plus «isotrope» de la famille, connu sous le nom
de schéma d'Arakawa ([Dal ]).

On peut montrer que I'opérateur -Ay ; est auto-adjoint dans Vy, N L2, et qu'il est
positif si et seulement si :

1

211) A 2 >

hypothése que nous supposerons satisfaite dans toute la suite. Il est alors
intéressant de calculer la norme de l'opérateur -A;, ; A l'aide de la formule:

- = D
-4 11 sup D, , |
keR

Un calcul simple permet d'obtenir :

7
Y(r
212)  Ha Il = —(2-—) / :
(2 h .
[A
ol la fonction ¥(1) est définie par : / :
|
'
(90) =4 si ~<rs> /1 & >\
7 z 13
‘ 2 4

3
4

vy - s(3-1) s s

Le comportement de trois schémas numériques appliqués a l'équation
d'Helmholtz a déja été étudié dans [Ba]. Cette étude repose sur l'analyse des
courbes de lenteur du schéma qui vont jouer également un réle important au
chapitre 3 au moment de I'étude du comportement asymptotique de l'onde
diffractée. Rappelons que ces courbes sont, par définition, les courbes du plan
(ky,ky) d'équation Dy (k) = w?. 1l est clair sur I'expression de Dy, (k) qu'elles ne
dépendent que du parameétre adimensionnel wh. Par ailleurs, la fonction Dy, 3(k)
étant périodique de période 2n/h dans chacune des directions ky et ky , il suffit

de s'inté ! 'dl[“"][““]
e s'interesser a la portion de plan TRl Xl R Rl
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Bien entendu, ces courbes n'existent que lorsque w2h2 parcourt l'intervalle
[0,#(M)]. Lorsque ®w2h? est strictement supérieur & W(A), il n'existe pas d'onde
plane numérique propagative de pulsation ®. C'est la géométrie des courbes de
lenteur qui va permettre de distinguer deux classes de schémas. Il est clair que,
en vertu de la consistance du schéma, les courbes de lenteur sont, pour les
petites valeurs de wh, proches du cercle w2 = Ikl|2 correspondant au cas continu
et ce, quel que soit le schéma considéré. Mais lorsque wh augmente, ces courbes-
évoluent de deux fagons différentes suivant la valeur de A :

3
(i) lercas: A > T
Lorque wh augmente, le cercle initial se déforme juqu'a ce que, pour
22 . T T T N
® h™ = 4, la courbe touche les c6tés du carré K, = [- T F]x[- T F]

aux points d'intersection avec les axes de coordonnées. Puis, lorsque
4 S ®2h2 S ¥ (L), la courbe de lenteur se sépare en quatre branches
symétriques les unes des autres par rapport aux axes de coordonnées
comme indiqué sur le schéma ci-dessous.

ky ky R

S

J/
VARN
(]

0<w?hi<s wih?=4 LSwlh2 <\
(ii) 2eme cas % S A< %

Pour décrire le comportement des courbes de lenteur dans ce cas, il convient
dans un premier temps de partager le carré K, en neuf secteurs délimités par

et cosk h =

et 3 zones, comme indiqué
1-2 Yy o21-2

les droites cos k xh =

ci-dessous :
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Pour les petites valeurs de wh, la courbe de lenteur est une courbe convexe
qui occupe la zone 1 et enfle régulierement tout en prenant
progressivement la forme du carré délimitant cette zone. Lorsque w?h? atteint
la premiere valeur critique w?h? = 8(2\ - 1), 4 branches apparaissent dans les
quatre secteurs dela zone 2. Elles apparaissent comme quatre quarts de cercles
déformés, centrés aux quatre sommets du carré Ki, qui tendent vers les
segments limites de la zone 2. La courbe centrale et les quatre arcs

supplémentaires atteignent conjointement leurs formes limites lorsque

2 2 1 2 1
oh = —— . Lorsque ® h2 varie de —— a 4, la courbe se compose de 4 bran-

ches occupant les 4 secteurs de la zone 3. Ces quatre branches convergent
progressivement vers les 4 points d'intersection des axes avec le carré K.
Nous illustrons I'évolution de la courbe de lenteur lorsque wh varie sur les
schémas ci-dessous :

ky LKy | "y ;ky

N ﬁ”ﬂ )

A .

O T =

T
0<WPhl<BA-1 - B2A-Newlhlete 22 ] RIS
' ' ™~ X
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Pour mieux illustrer ces deux classes -de schémas, nous montrons sur les
figures 1 a 5 l'évolution de l'ensemble des lignes de niveaux de la fonction
Dy (k) lorsque A varie, ce qui permet de mieux comprendre la continuité du
phénomene en fonction de A.

3
1l est clair que le schéma A = T joue un rdle privilégié. C'est en effet le seul pour

lequel les courbes de niveau sont toutes constituées d'une seule composante
connexe, convexe qui plus est (cf. figure 2). A titre indicatif, signalons que ce
schéma est donné par la «molécule» suivante :

-1H-2H4-1

1 T T 1

A3 = —— (2122
T 4h? | I
-2

Comme on le verra, la géométrie de ces courbes influe directement sur le
comportement asymptotique de l'onde diffractée. Elle intervient aussi
indirectement pour l'obtention de la solution elle-méme. En effet, au moment
de l'application de Wiener-Hopf et plus précisément au niveau de la
décomposition multiplicative de Wiener-Hopf, on établira un lien entre la
géométrie des courbes de lenteur et I'étude de l'analycité et des branches de la
fonction yh(z), équivalent discret de la fonction ¥,(z) = (22 - ©? - iew)!/2 rencontrée
dans le cas continu. Cette remarque prend un relief particulier lorsque l'on sait
I'étude. Pour clore ce paragraphe, signalons qu'une deuxiéme valeur charniére
de A apparaitra au moment de l'étude asymptotique menée au chapitre 3. Cette
valeur est A = 1 et correspond au cas du schéma P1 ou schéma a 5 points.
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3
Cette valeur charniére permet de distinguer les schémas de la classe (i) (X =T )

au niveau de la géométrie des courbes limites correspondant 3 w2h2 = 4, comme
illustré ci-dessous :

ky ky &)

]
3 <A<t A=1 A>1
L

Ainsi, le schéma P1 joue-t-il un réle tout a fait particulier dans la mesure ou
c'est le seul de la famille (i) pour lequel la convexité de la courbe de lenteur reste
constante le long de cette courbe et ce, quelle que soit la valeur du paramétre wh.
Les conséquences de cette propriété apparaitront clairement au chapitre 3.

2.1.2. Le schéma dans le domaine avec fissuré

Comme on l'a déja présenté en introduction, on dissocie les nceuds de la levre
supérieure de la fissure et ceux de la l2vre inférieure de la fissure au niveau des
nceuds {p 21, q =0} correspondant 2 la demi-droite T = {(x,0) , x 20}. Ainsi a
chaque couple (p,0), p 21, on associe non plus une valeur de la solution discrate
mais deux valeurs, A savoir :

° u; o- trace delasolution surlalevre supérieure de la fissure

. u; o: trace de la solution sur la lévre inférieure de la fissure

On définit ainsi l'espace de Hilbert VF, n L2, des solutions dans le domaine
avec fissure, A I'aide de la norme hilbertienne :

2 2
e M= = o PR+ 3 et P s o 1M a1
PA g1 PP 2 00

G 0
(pgel p21 P 2
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ou bien entendu l'ensemble I des nceuds intérieurs est défini par:
I = [ZxZ] [N*x({o}]

Pour construire le schéma d'approximation (S,) de l'équation d'Helmholtz,
nous écrivons cette équation dans le domaine avec fissure Q sous la forme :

(214) -Au+02u = 0

olt A est l'opérateur auto-adjoint dans L2(Q) défini par :

1 2 du
DA) = {ue H(Q)IAueL(Q),a—l = o}
n r
(2.15)

Au = -Au VYu € D(A)

auquel correspond la formulation variationnelle :
2.16) V(u,v) € DA)x H(Q) (Auyv) = a(uv) = (VuVv)

Pour construire le schéma nous introduisons, conformément a ce qui a été fait
en 1.2.1, les opérateurs d'interpolation P1 et Q1 sur l'espace VF, n L3, :

. 1
P :V,NnL - H (@)

Qh: V: N Li - HI(Q)

On construit ainsi des fonctions qui peuvent étre discontinues le long de I'. Pour
illustrer ceci nous avons représenté sur la figure 6 les fonctions de base
engendrant les espaces pp(VF, n L2).
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Bien entendu si on identifie le sous-espace des fonctions VF, N L%, qui sont
continues sur la fissure (c'est-a-dire pour lesquels u;o = u;p , Yp 2 1a

l'espace Vi, N L%, il est clair que les opérateurs Py, et Q; définis plus haut
prolongent ceux définis au paragraphe 1.2.1.

On définit alors l'opérateur Ay, , (équivalent discret de A), par la formule :

(2.17) (Ah,luh,vh) = GA-alpyu,,p,vy)+B-30)alqu,,q v,

Bien sdr, par construction méme, l'opérateur Ay, ainsi défini prolonge
I'opérateur -Ap, construit au paragraphe 1.2.1. Il suffit donc de donner les
valeurs de vy, = Ap; u; sur les nceuds de la fissure pour définir complétement
Aj . étant entendu que, aux nceuds intérieurs, Vp,q €st a nouveau donné par la
formule (2.4). On obtient :

+' _ 1 l + + +_
218 Voo = }—1—2 {-4 upl°+(27\.-1)(up_1p+up+llo+2up,l)
+2(1'7‘)(up-1,1+up+1,1)} |
- 1 - . -
219 vp'o = h_2[-47Lup’°+(27L-1)(upm+ulM’o+2up,1)
+2(1-2) (u p-l,-1+up+l,-1)}

1
v, = }—‘i{-47tu;,°+(1'”‘“1,1*u-1,1+“1,-1+“-1,-1)
(2.20)
- ru g ru g s (g bugg))

Le schéma d'approximation (S;) de 1'équation d'Helmholtz (2.14) s'écrit donc:

(221) - Ah,l Uy + 032 U, = 0 (S)\)
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2.2. LE PROBLEME DE LA DIFFRACTION. REDUCTION A UN PROBLEME
DANS LE DEMI-ESPACE

Comme en continu, le probléme de la diffraction que nous considérons consiste
en la recherche d'une solution particuliere de (2.21) sous la forme:

222) u = up = ui\ + u};)
oltu :‘désigne l'onde incidente,ug I'onde diffractée, u;‘-le champ total.

L'onde incidente est une «solution» de lI'équation d'Helmholtz discréte «sans

fissure».

Elle est construite a partir d'une solution de I'équation :
@3 oA V=0
23) o v+ na V1 =

v étant choisi, on définit l'onde incidente dans le domaine fissuré via:

(G, = @), a%0, pPe Z
(ur)p,o = (V.?)pp p<so
2249 { . .
(u‘)p,o* = Py, p>0
| @y = D, p>0

On notera la «continuité» de l'onde incidente sur l'axe de la fissure: l'onde
incidente a la méme valeur aux nceuds situés de part et d'autre de la fissure:

h
+ o (ul )
p.© p.o

225 @))

Bien sir, l'équation d'Helmholtz initiale n'est pas vérifiée sur la fissure,
autrement dit:

2

h h
'Ah,xul +0 u #* 0
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De facon plus précise, si :

2
(226) 2hg' = -A,uf+© uy

gh est une fonction discréte a support concentré sur la fissure au sens ol :

(8Ypq = 0 si(p@ = (po%, (o), p>0

(Ia notation 2 hgh est choisie de telle sorte que gh soit une approximation de

auI

¥ que nous avions notée g dans le cas continu).

Par linéarité, il est facile de voir que l'onde diffractée discréte est solution du
probléme non homogeéne :

2 p h h
227) o uD-Ah,L up = -2hg

qui est l'équivalent discret de l'équation d'Helmholtz avec donnée de
Neumann, non homogéne.

Un calcul simple montre que gh s'écrit sous la forme :

(gh)p°+ = 2h (@-» [(u p+-11+ (uh)Pu h)p-l,-l- (u:‘)pé-l,-l]
EONE G CRREICRD

g _ =-@) ,

L po po

gh est, en particulier, antisymétrique; Cette propriété se transmet naturellement

. , . h
au champ diffracté up;ona:

h h
(uD)p,q = ’(uD)p,-q Vq#0
(2.29)
h
(up),, = 0 Vp<0
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(On remarquera que le champ diffracté est, par construction, nul sur la pointe de
la fissure, c'est-a-dire en (ph,qh) = (0,0)).

2
. . - h . . .
On introduit alors 1a restriction de up au demi-plan supérieur (Ri) ,soitu , par:

(  h h .
(u )P,q = (uD)p’q si peZ,q>0
h h
(230) { (W), = (up),, si p<O
h h
(u) = (uy) si >0
| po D oto P

uh est solution du probléme :
2 h ,+ h h
231) wu-A u = -2hg
hA
oll on a noté A*, ; l'opérateur borné de :
L2((R%)*Y) = VR n L2((R)Y)

et qui est défini par :

( h
D) = {oe V' o0 ph) = 9, =0, vpso}
232) <{ (AT - = - ;
(2.32) (Ah,x(p)p,q (Ah,l(p)P'q (Ah,x(p)p,q siq>0
+ .
| AP = A0, sip.> 0 ;

Nous avons donc ramené notre probléme de diffraction a celui de la
détermination de uh. uh est solution d'un probléme mixte discret dans le sens
ou:

e uh vérifie I'équation d'Helmholtz discrete en chaque nceud (ph,qh) o1 q > 0,

e uh(ph,gh = 0) est nulle pour toutp < 0
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o uh(ph,gh = 0) vérifie une équation particulidre ou intervient la donnée de
bord gh.

Bien str, comme c'est le cas en continu, la solution de (2.31) n'est pas unique.
Ainsi, on convient de choisir la solution physiquement acceptable ou solution
sortante, que l'on définit a l'aide du principe d'absorption limite :

(2.33) uh = lim ue'h

+
elo

ol la solution amortie est définie de maniére unique par :

gh

2
239 (@ +iewu™ - AT B = -2hg

La section suivante est consacrée a I'étude des propriétés puis a la détermination

de la fonction u&h,
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2.3. ANALYSE THEORIQUE DU PROBLEME DISCRET

Nous abordons, dans cette section, l'analyse théorique du probléme discret.
Nous avons essayé de construire l'exposé de fagon analogue a ce que nous
avions fait pour le cas continu. D'autre part, nous avons choisi, de rassembler en
annexe tous les calculs (et ils sont nombreux!) et les détails techniques de
manieére a faire ressortir la logique de la démarche suivie.

Cette section est construite de la maniére suivante : Aprés avoir obtenu des
estimations a priori sur la solution discréte (théoréme 1.1 de la section 2.1), nous
commengons la construction de son expression explicite en définissant les
transformées et demi-transformées de Fourier discrétes (paragraphe a). Celles-ci
seront utilisées pour ramener le probléme a celui de la détermination de la trace
de la solution sur la fissure (définition du relévement discret dans la proposition
2.2 du paragraphe b). L'écriture des équations de Wiener-Hopf discrétes
(équations (2.6.3) ou (2.6.4)) est obtenue au paragraphe c. Sa résolution, menée au
paragraphe e, nécessitera de construire au préalable une décomposition de
Wiener-Hopf multiplicative discréte (Lemme 2.1 du paragraphe d). Le résultat
principal que nous obtiendrons alors est contenu dans le théoréme 2.2.

Enfin, nous donnerons au paragraphe f une expression plus explicite de la
solution lorsque la donnée au bord est trés réguliere (théoréme 2.3). A cette
occasion, nous serons amenés A préciser la notion de décomposition de
Wiener-Hopf additive.

Nous considérons donc le probleme :

2
(2.35) -A;kus'h + (0 +iew) e = -2n gh

" ol gh est une donnée de «bord», c'est-a-dire: - o -

2.17



(2.36)

gh

gh 2 .
@A, u"), + (@ +iewu o =0 pour q21 pe Z

P4

h eh
(v, u ), =0 pour p< 0

h 2 h
(v, Ah,k ue'h)p + (0 +iew) (v, ue'h)p = -2h g: pour p >0

Ce probléme peut s'écrire encore plus explicitement en adoptant les notations :

(2.37)

a
b

22-1
1-2

2 2
€ = o h"+iewh -4A

sous la forme :

(2.38)

(2.39)

(2.40)

eh eh eh eh )

&h
u__ +a(u +u + +u
Ch(e) pPA ( p+lq pq+l um-l Pl4q

eh eh gh &h
+b (up-!-l,q+l + up-l,q+l + up+l,q-l ) =0

VpeZ : vqe {1,2...}

ue’h = 0 vVpe (..,-2,-1,0}

p.o

gh gh

gh gh
G, (e U+ a(upﬂ,o +2 U, + up_l’o)

eh gh h
+2b (up+1,l + up-l,l) = -2h gp

Vpe {1,2,..})

2.3.1. Estimation a priori

Le but de cette sous-section est d'obtenir un résultat d'existence et d'unicité de la
solution du probléme (2.35). Puis, dans la section suivante, nous donnerons une
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description de la méthode qui permet de construire cette solution. Nous faisons
ici I'hypotheése :

41) g e U'R)
C'est-a-dire :

(2.42) > | | h < +oo
p>0 gp

Nous avons alors l'équivalent du théoréme 1.1.

Théordme 2.1.:

Sous 'hypothese (2.41), le probléme (2.35) admet une solution unique u&h dans
L2((R?)*).

De plus, on a l'estimation a priori :

12 12
e,h ¥ 2, en2 2 E{ 2}
(£ 5 wnats 25 wnall < 2 5 {Z n1g

q=1 p=-e 2 p=1

soit, sous forme plus abstraite :

h 2
(2.43) ||u€||2 s, S I|g||2+
L* R £® LR

Preuve :

Elle se construit d'une maniere trés similaire a ce que nous avions fait dans le
cas continu. On commence par travailler formellement sur les équations pour
établir l'estimation a priori puis on conclut par des méthodes classiques en
analyse numérique (méthode de Galerkin).

Soit donc u&h une solution de (2.38), (2.39) et (2.40). Supposons q21 et p
quelconque on a:
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2

. 2 ¢h eh gh
(0 + iew)h upq -4 + 2r-1) (up’qﬂ up’q 1t upH’q +
gh &h
1) A% ‘“p+m+1 FU U F Ui = O

Multiplions cette égalité u:'l:l et sommonssur qvariantde 12 I'infini et sur pva-

riant sur Z ; il vient, aprés réarrangement des termes :

T 3 {lu 8’}‘I (@ h%+ iewh)

=1 p=-o
ch gh eh
+(1-2) (u P*l'q a-2 Ut uplq-l) Upa
: &h gh eh
(2.44) +(2r-1) (u 2up'q+u q)up’q

+(20-1) (u -2 ue'h eh y B

pq+l P4 +tu Prq 1) uPﬁl
gh gh gh
+(1- 7\)(up+l'ql -2u ’q-i- up_l’qﬂ) up'q
=0

Utilisons les quatre identités :
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pandi g &h &h 2 g &h gh &h
=-3 2 | ~upl - Eoup) g -us
q=0 p==e Pp+lg+l p=- ’ 7
+oo ‘o0
¢gh gh gh gh
- u -2 +u u
2_: ? [ 1,91 P4 pl,q+1] P4
q=1 p=-o
+o0 +00 2 +o0
€h &h gh €h eh
- qZ_o P‘T‘ Upi01" Upaqal Upo Mp1p-Up

Nous obtenons, en ne retenant que la partie imaginaire de (2.44) :

2 T h 2 T eh h
ewh® 3 T |ull -Im{m-l) T ouf o
q:l P:-oo Pq P=-°° P P, po

400
+(1-0 3 us,h gh o gh eh )} = 0

)

p= po (up+l,1 - up,o + up-l,l

soit encore :

400 oo 2 +oo
eoh” £ X lu’l -Im{(2l-1) S uhu®

q uP'O uP1
=1 = —00 ’ = =00 ’
(2.45) =>p . P
th gh &h
+(1-2) ? [ulM’1 + up-l,1] uplo } = 0

Par ailleurs,siq = 0, p > 0 on peut écrire :

2 9 . 2 gh gh gh gh
(o h™ +iewh) uplo -4A up,o +2(1-2) (up a1t up-l,l)

+A-D W +u™™)

pt+lo up~l,o = -Zhg

P
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Multiplions cette égalité par u::: et utilisonsla condition : {u:": = 0sip < 0};
on obtient :

400 2 +oo I
3 emhzlu:,'tl +2Im{(1-l) pY [us’h +ut ] &h

p o pow - PP Yp1 1%po
e gh eh T,h
(2.46) + (2L -1) Pz:'“ [upﬂp + up-lp] Ypo

R R
= Zth{p)i,lgpupp}

En combinant (2.45) et (2.46) on a encore :

+oo h e

2 Im{ X 8 Upo

SR T [Tl S P PN S B
pewe | q=1 PA 2 pe | T

d'ou la majoration :

2
paig ¥ 2, ¢n2 h eh
) { 2 h IuP'ql iy |upp|

p=-e q:l
1
N PR P
< —| X |gp| lu p|
E® p=1 p=1 P

soit encore, en majorant le dernier terme de l'inégalité :

2 12
paig = 2, ¢n,2 h h 2
)y {): holuzel + 5 lupll
p:-oo q:l

1
2/2 [ 3 | “Izh]ﬂ
ew /h Lp=1 &

c'est 1'égalité recherchéed.

Remarque : On notera que la constante intervenant ci-dessus explose quant h

tend vers 0. En travaillant un peu plus (de maniére similaire a ce
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que nous avions fait dans la deuxiéme partie de la démonstration
du théoréme 1.1), nous pourrions obtenir un résultat plus fin,
analogue a celui du cas continu.

Cette majoration nous permet de conclure a l'unicité de la solution, si celle-ci

existe. L'existence de la solution peut se montrer de maniere trés classique en
suivant la démarche :

i) Considérer le probleme «tronqué» :
- {A us'h} + (a)2+ iew) (ue'h) =0
h K PA K 'pq

pour -K<p<K , 1£q<K
—(you;h)P = 0 pour -K<ps0

2 h
-y, A, uih)P + (0 +iew) (y, uf:)P = -2h &
pour 0 < p< K

--(uf:l)p'q =0 pour lpl 2k ou Ilq 2 K

ii) Etablir, de la méme maniere que précédemment, la majoration :

il < clighl
K Lkadh L&}

iii) Utiliser le fait que le probléme précédent est de dimension finie pour

. ey - . . R 5 S
conclure A l'existence de |

iv) Raisonner par passage a la limite (K — +o0)

lim u;h = us'h dans L2 ((Ri)+)
Ko 400

Nous ne détaillerons pas ici ce procédé (d'ailleurs trés classique) puisque nous
construirons de maniere explicite, dans les sections suivantes, la solution de u&h,
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2.3.2. Construction de la solution

a) Transformée et demi-transformée de Fourier discréte

Soit ct un élément de L2(Ry,). On définit sa transformée de Fourier :

< . h
l/ZL.l.m. Z h_exp-inhk
(271;) n=—oco

(2.47) FEc'(k) =

=l a

Fc hest alors élément de Lz(— ,%) ensemble des fonctions de carrés sommables,

2% périodiques.

On peut, bien sir, reconstituer ch a l'aide de sa transformée de Fourier : c'est
la synthése de Fourier :

(248) c(hn) = cp =

L.i.m. f Pch (k) exp inhk dk

@2n) 12

Nous utiliserons également la notion de demi-transformée de Fourier :

Si ch est élément de L2(R,) on pose :

(F. N = Fl}. N o
(2.49)
(F~ N = Flim. N

. 2
ol, nous avons défini I'I; et H; comme les projecteurs de L (R,).

ML c) = c sin>0
(2.50)

si n €0

~
—
(9}
s
I
o
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+ h ]
(I'Ihch)n c, si n > 0~

(2.50) N
Mc) =0 si nsO
- h .
(IL,c), = 0 si n>0
(2.51)
* h h .
(Mc), = ¢, si n<0
I-';ch et I-',:ch sont également des fonctions de Lz[—%,%} Leurs propriétés

remarquables sont résumées dans la proposition suivante :

_Proposition 2.1.:

. h 2 S | « . h .
Sic e I'(R),lafonctionF (z) = 2 hc, exp -ihkn
n=

est définie sur l'ensemble

P = zeC| Imz < 0}

T
ol1 elle est — périodique et ol elle admet le comportement asymptotique :

h
hc1
Fz) ~ W exp -ihz Imz — -0

De plus, on a I'égalité :

F;ch(k) = lim F (k+it) dans L2(~-;% ’ K)

T—0

De méme la fonction :

- 1 0 A
F(z) = — < hc exp -ihkn . -
(2n) " n=-
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est définie analytique sur l'ensemble :

P- = {ze C|lImz < 0}

2n
ou elle est T périodique et ol elle admet le comportement asymptotique :

F(z) ~ —7 {c:)l + cf‘l exp ihz} Imz — +o

2n)

De plus, on a I'égalité :

- T T
Frc"() = lim F(k+it) dans Lz(--—,—)
. k' h

T—0

- . . h
Dans toute la suite on utilisera la méme notation pour désigner F ;c et F'
. - h - T .
(respectivement F, ¢ et F ). On pourra alors écrire 1'égalité :
.

h + h - h 2 T
ic (k): ic (k) +FhC (k) dans L (-F'F)

F;:ch (z) analytiquesur P’
avec

Fy ! (z) analytiquesur P’

Preuve de la proposition :

Elle repose sur le caractére sommable des séries définissant F+ et F~ et des
convergences : -

h 2
- c 1{n>0} dans L(Rh)

h 2
- ¢, 1 .o dans L(Rp)
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b) Premiere réduction du probleéme :

Par analogie au cas continu, cette phase consiste a intégrer I'équation (2.38) en
y = gh, une relation de recurrence se substituant a I'équation différentielle du
cas continu.

Pour cela, on commence par effectuer une transformation de Fourier dans la
direction x : ph.

2,2+ 2( ® W
Fh:L((Rh)) - L(-F’F;L(Rh))

(252)
u® > 0 &y = (FuMky

soit (en posantﬁ (k) =q° (k,y) pour y = gh):

ch _
b, (k) =

1 gh
L.im. | Y u_.exp-iphk
(27t)1ﬂ ( P PA )

I est bien connu que F j, est une isométrie ; on l'utilise pour transporter les
équations aux différences dans le plan de Fourier.

Nous commengons par transformer les équations (2.38) ; pratiquement cela
revient & multiplier cette équation par exp - iphk et 2 sommer sur p. 1l vient:

+o0
(e X hu exp -iphk + a E hup#lq exp - iphk
p:-oo p_-oo
s . e e S
+a X hu_ ., exp- 1phk+a z hu 1 €XP- 1phk
p=-° Pq+ P—-oo '-
- eh
+a P? hu Upq €XP- iphk + b P_Z hup+lq+1 exp - iphk
g gh
+b pg‘, hup+l,ql exp -iphk +b PZ huplq+l exp -iphk
b = h £h ivhk =
+ p) Upiq1 €XP-ip = 0

e
i
4
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soit encore, en utilisant :

< eh . . oy &h .
2 h U q €XP - iphk = exp-ihk ¥ h Upq €XP - iphk
P=—°° P=-“
oy eh : : = &h .
Z h Upy1q @XP - iphk = exp+ihk ¥ h ug, exp- iphk
p:-eo p:-oo
On obtient :
(a +2b cos hk) (A, ) + 87, (K)
eh
+ (¢, (&) + 2acoshk) ag k) = 0

ou, de maniere équivalente :

(A~ 1+2(1 - 1) cos hk (@ 5y () + 253 ()

(2.53)
2

o h’+ iewh - 44 + 224 - ) coshk) 25" (k) = 0

(2.53) est, pour presque tout k, une équation ou recurrence du second ordre,
son polyndme caractéristique est donné par:

(2.54) (a+ 2b cos hk) r2 + (¢, (€) + 2a cos hk)r
+(@a+2bcoshk) = 0

Les deux racines de (2.54) s'écrivent :

&h .
r; (k) = exp 1h(pe’h(k)

(2.55) .
€, .
r, (k) = exp-ih P p (k)

ol @ (k) est un complexe vérifiant :

¢, (€) + 2a cos hk
(236)  coshe, () = - S S T
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On remarque que (2.56) n'est autre que la relation de dispersion des ondes
planes numériques dans un milieu dissipatif: (k9. (k)) est une
paramétrisation de la courbe de dispersion.

Afin de choisir une détermination de ¢, (k) remarquons que si € > 0,

nécessairement @, (k) ne peut étre réel (cf. Lemmes Al.1 et A1.2 de l'annexe
A.1). nous conviendrons de choisir @g (k) tel que:

Im (ps'h(k) > 0

]

Ced posé, nous pouvons intégrer notre équation sous la forme :

| T
Réelleg (k) e ['F'

= A

22" () = AK) expiq 9y (k) + B(K) exp -ip@,y, (k)

Comme nous ne pouvons retenir des solutions explosant a l'infini,
nécessairement :

Bk) = 0
d'ou :
&h . &h .
257) ;) =1, (k) exp (iq @y K)

Cette formule permet de construire I'équivalent discret R;; du relévement
R du cas continu en considérant le diagramme :
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2 2, 2.+
R,: L®R) > LR

(X 2
N S P I |
Re.h L(h'h) (

R 2 +
’ F ’ (Rh) )
v'(k) ~ R, V'K = explige,, R v'K

:rla

-

On a alors la proposition :

Proposition 2.2 :

Le reléevement R; ;, défini par :

(258) Fy(Reuv) () = expliqh @, W] F, v, &)
est continu de L2(R;) dans L2((R%)+)

et on a l'esimation :

172

h h
@59) IR, Vil, ,. s sup v,
A®dh 2thth o (k)) LRy

' Démonstration : il suffit d'écrire les égalités :

2
h e R2
IR v || = h® Z Z (R vh)2 = 3 v lp
eh " LA®DY q=1 p=—e pa’ 2 peme
® T
h h
too " h 2 h h 2
=h I | Fpv I exp-Zhlmcps’h(k)qdk t 5 Fnv &) dk
q=l T T
Y "k
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=) A

1+exp-2hIm (peh(k) A

2
= h lv, () dk
2(1-exp-Zh Im §_()

n
h

h h, 2
sup vl 2
k |2th(h (pe'h(k)) LRy

Nous avons donc ramené notre probléme a la détermination de la trace de
la solution sur la fissure .
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o)

L'équation _de Wiener-Hopf

Afin de calculer la transformée de Fourier de la trace de la solution discrete
sur la frontiére, les conditions aux limites sont utilisées pour obtenir une
relation liant 0,20+ et @,&h-. On aboutit & une équation de Wiener Hopf que
I'on résout par des méthodes classiques.

Transformons par Fourier 1'équation (2.40) : pratiquement, cela revient a
multiplier 1'équation par exp - iphk et 4 sommer sur p 2 1; il vient:

= &h . T eh .
¢, (€) Zl uss exp-iphk  + 2a Zl us, exp - iphk
pP= p=

gh

+ a( =z Up,i0 ©XP- iphk) +a 1 Usio exp-iphk)

™M1

P
+2b| X u;hu exp-iphk)+2b(

+oo h .
1 > u:u exp - 1phk)
p:

p=1
< h

= -2h X exp - iphk
P:l % .

Utilisons les formules d'intégration par parties discrétes:

- 3 . ° = elh . £,h

> Unito exp-ihkp = explhk{ p Uoo exp-xphk} -uyp

P=1 ’ P=1 ’

= . . ay gh . gh

z Ui OXP- ihkp = expihk ):1 u;, exp- iphkp -u;;

p=1 p=

oy ¥ eh gh .

2 u 10 €XP- ihkp = exp-ihk El us o exp -iphk¢ + u_  exp -ihk
p=1 p=

iy : ' : - . &h . h )
Y u,,,exp-ihkp = exp-ihk{ pX uil exp-lphk)-l—ui1 exp - ihk
p:l ’ P=1 ’ y

Nous obtenons :

+

+
h h . h " .
+ (—2 )1/2 {2b uf),l exp -ihk - auilo - 2bui1} = -2hF,g;,
T
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Utilisons les relations :

Al h h
ﬁ; k) = ﬁg (k) (uf,lp = 0 pour p < 0)
+ -
a0 = 2w - o

eht eh
expih (ps,h(k) ﬁo k) - ﬁl' (k)

et remarquons que l'on a :

cp(e) + 2acoskh + 2(a +2bcoskh) expih @g;(k)
= (a+2bcoskh)(expih @ (k) - exp-ih ¢gpk))

Nous aboutissons a 1'équation :

+

2i (a + 2b cos kh) sin @_, (Kh 2™ (0

(260) | -2(a + 2bcos kh) 8% (k)

h gh . eh eh
*—5 {2b uy; exp-ihk-aujp-2buyy 1 = -2h Fy, (k)

(2r)

(2.60) est l'équation recherchée, c'est-a-dire une équation reliant les
transformées de Fourier de suites causales (i.e. nulles pour ph < 0) et
anticausales (i.e. nulles pour ph > 0). Notons toutefois que le parallele avec
le cas continu (équation (1.1)) n'est pas immédiat. Pour le mettre en
évidence, nous allons travailler encore un peu sur l'équation et introduire

un opérateur «dérivée normale en (qh = ?)discret» dont la définition quoi-

que un peu artificielle permet de faire le lien avec le cas continu.

Nous partons de l'égalité :
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2(a + 2b cos kh) E u exp ikph
P_
gh

0
eh .
= 2p=2m I:bup\‘11 tau,; + bupu] exp - ikph

+2bug} exp-ikh - 2buj

Choisissons & réel et utilisons la propriété de causalité de u .Ona:

2(a + 2b s kh) Z u exp ikph

p_-ovo
1 eh eh . eh eh gh . eh :
= 2h Z {[ uptaut bup_l 1] [§ U0t (1-2 & uy+ 3 upm]} exp- ihph

p—-oo
+2§u +2bu , &p -ikh- 2bu

1
Le choix & = 5y = oy A permet d'écrire :

-2(a+2bcoskh)u (k)+ —% {Zbu01 exp- ikh- au 2bu

(2n)
-2h 0 1 eh gh gh
= > {[bu 11+au 1+bu'11:|
(21c)1/2 p=-= h pr P P

-[- ; ;‘10 + (1+a) u;'; - ;-u::;,o]}exp-iphk
D'ou I'idée d'introduire les opérateurs de trace discrets suivants :
b, @YY e RYXIERY)
S VNN

avec :
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h

h
A vh)p

1
2.61) (a‘;v")P = B—{(l-l)v;_u-i-(Zl-l)vg'l-l-(l-l)vg_u

1 h h 1 h
-[ (E- - )‘)Vpn,o + 2\ Voo (? - k)vp_w] }

32 est un équivalent discret, précis a I'ordre 2, de l1a dérivée normale sur l'axe

h
y =<

Définissons 15 fonction :
4 :
(2.61) ye'h(k) = T (a + 2boos kh) sin ((pe 'h(k)h)

L'équation (2.59) se réécrit sous la forme :

h -
263)  Yen@ ¥ Fpu™ () + Froru™® = Fig"

C'est I'équation de Wiener Hopf recherchée.

De méme que dans le cas continu, on peut introduire l'opérateur T, défini

par:
T L% 2
eh C (R) —> L'(R)
u -
- Tt’h.u
F
h 1
Fh
A if T ox
- — e T
ot V(5 5) ——(-£.2)
o — T " =y ®a'w
€h - Ye,h
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et écrire I'équation (2.62) sous la forme :

h ¢h - _h sh h

+
(2.64) Te,hlo.you + Hh'an“ =g

C'est I'équation de Wiener Hopf fonctionnelle discrete.

Décomposition de Wiener Hopf multiplicative de l'opérateur T,y

Nous allons & présent donner une décomposition de l'opérateur T, j sous la
forme:

(265) Ty =T, 0Ty,

T, ¢ LR, LR

T, e LRy, LR

qui va étre I'équivalent de la décomposition multiplicative du cas continu.

Pour cela, il nous faut décomposer la fonction ¥, ;, sous la forme d'un produit

+ -
de deux fonctions v, et 7y, 1'une étant définie analytique, bornée alinfini,
T périodique sur le demi-plan P, l'atfh'e sur le demi-plan P

Pour cela, considérons :

- @¢ 1(0) la solution de :
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2

2 h
cos(p (0)h) = 1-(0 +iew)—
(2.66) eh 2

4
Irn(pslh(o) > 0 , Réelle (pe'h(o) € [O,K]

n -
(pe'h (F) la solution de :

T

( ( )h) ! [(2 i )hz 4x+1]
cos|@ | — = —— | (0 +icw)—-
(2.67) ehih 4r-3 2
mo |— 0 . Réell T [ T “[
%(H) >0 e%h(ﬁ) Y

Définissons (z)!/2 en coupant le plan complexe de la demi-droite des réels
négatifs et en choisissant la détermination principale du logarithme:

Posons :

( + ih T ) 12
th(Z) =P}, exp -z-[cp&h(o) * P (F)] [1-expih ((pe'h(o) -2)]
(2.68) < 12

| [1-omin o, (2)-2]
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(

2.69) 1
[1 ih -
e ((pe,h(-ﬂ
avec :
1/4 i
lan -3 iy s 3
p, = ——— € si —
h (Zh)VZ 4
(2.70)
1/4 .
5 lar -3l i3 o1 < 2
h = —m— Sl — < < -

On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.1 (une décomposition)

Il existe T,(¢) > O tel que:

- ) ih T . 12
ys'h(z) = ipy exp --4—[(p&h(o) + (p&h (Tf)] . [1-expih ((peh(o) +2)]

)+

+ 2n
- ye’h(z) est analytique , T périodique , non nulle sur le demi-plan :

7.(®)

P = {ze CIImz<——}
£ h

- 2%
- Ye’h(z) est analytique , T périodique, non nulle sur le demi-plan :

) { th(s)}
Ps,h = z e Clmz > e
-Yen(z) ~ Cte Imz — -
-Yen(@ ~ Cte Imz — +oo

de plus, on a I'égalité :

(271)  Yn(@) = Ten@ Yen@
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pour tout z de la bande :
Be'h = P+€'h h P-e'h

ainsi que les développement asymptotiques :

( + + _

‘y&h(k) - 'ys(k) = o(h)
2.72 ; o~ -
2.72) A 'ye’h(k) 'ye(k) = o(h)

7,00 - 700 = o)

La démonstration de ce lemme est un peu longue et technique, nous avons
choisi de la rejeter en annexe.

D'autre part, on trouvera dans cette annexe une description des singularités

+ -
des fonctions ¥,y et Y. Celles-d consistent notamment, pour chacune des

deux fonctions, en deux familles de branches issues des points :

+
+(p£, (o) + —Z poury .

( 2r -
-Q h(o) + TTZ poury
‘ i 2n
| " Pen, (g) ty 2 branches de ygp(2) |
Beh
B
pre,,,(hl)
 Wenl0)e |
no ~ .
- | [+
h h
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- 1[7 +
h h
! “Pc,h(m
- :
-wg.h(B—) L
0,
Be,h
n,.-
Bt,h
branches de Ycpl2)
En notant que l'on a :
273)  @pl0) ~ (a2 +iee)1/2 si h—0

T -1 +4A .
(2.74) cos (q) &h(-ﬁ-)\ ~ YT si h >0
3+

On voit que la discrétisation ameéne, outre la périodisation des singularités
(qui est naturelle puisque l'on travaille sur des séries de Fourier), une
deuxiéme singularité, qui n'a pas d'équivalent dans le cas continu, et qui
s'éloigne a I'infini lorsque h tend vers 0.

D'autre part, on notera la perte d'un ordre d'approximation induite par la
décomposition (cf. (2.72)) : la décomposition multiplicative de Wiener Hopf
n'est précise qu'a l'ordre 1. Nous retrouverons ce phénomene lorsque nous
décrirons la décomposition additive.

: - - '
Nous pouvons maintenant définir les opérateurs T , et T , par les

diagrammes :
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T T

R S ®, 'R, 0 ®,)
F, F ;" Fy F :

A, 2
(eREd) )
avec par définition :

(T2, $h) © = 1,0 Qh(k)

(2.75)

N\
o W
Y
'6>=r
N’
?
uas?
]

- A
Y, &) @, (K)

- + -
T;h et T, sonttous deux des isomorphismesde Lz(Rh) »Yen (k) et vy &) nes‘annu-
lant pas sur R.

Nous désignons par S;h et S;h les opérateurs inverses de T;h et T;h. Par

transformation de Fourier, ils sont bien évidemment définis par:

b Fy 05 (k)
(e B0
Pep (k)
(2.76) <
R T
F,. (sm(p )(k) 1 i
Pen k)

+ -—
Les propriétés d'analyicité des fonctions v, et Y., vont, de méme que dans le

+ + - . .
cas continu, conférer aux opérateurs T, et S, T , et S, des propriétés vis

vis de la causalité et de l'anticausalité. C'est 1'objet du :
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Lemme 2.2:

Si-Ay e LLIRY LIRY

+ ~* ~
“(AD. 9, (K) = (ApK) op(K)

~+
- le symbole k — A}, (k) se prolonge en une fonction analytique, _ZETC__ pério-

dique et satisfaisant une majoration du type :

At
Ah (Z) <C

' 2
Alors A; transforme toute fonction de L2(R;) en une fonctionde L (R;) .

En d'autres termes, on a :

si (pp)(ph) = 0 Vp<0

alors (A;(ph) (ph) =0 Vpso0

Démonstration du lemme:

Elle est beaucoup plus simple que celle relative au lemme 1.1 du cas continu
car on n'a pas besoin de raisonner par densité.

Soit ¢h un élément de L2(R+*,) on a si p est un entier négatif ou nul :

n
h

A A
(AL 9) (Ph) = m A (k) ¢, (k) exp iphk dk

2.42



Mais ¢h étant causale, on peut utiliser la proposition 2.1 pour affirmer que
~h

h -
¢ (k) =F ; ¢ (k) est prolongeable en une fonction analytiquesur P .

Utilisons le contour dessiné sur la figure ci-dessus pour écrire :

+ 1 IN A
v

AB
.
+ 1 A Ah .
12 A((z) ¢ (2) expiphzdz
@r) " J
BC
1 r A Ah
+ —3 A(2) ¢ (z) expiphzdz
(2r) Jp

Utilisons la périodicité pour affirmer l'anihilation de l'intégrale le long de AB
par l'intégrale le long de CD. 1l reste:

+ A, Ah
(A, 0) P < |A; . +iR) |lp (A +iR) | exp-ph RdA

(21t)1/2

h

Ah
soit |(A;<ph) (ph)| < Cte exp-phR sup lg¢ (A +iR)I
A

or, toujours d'aprés la proposition 2.1 :
 sup " +iR)| ~ Cteexp-hR

dot |At e @) = 0 si pso 3.

Pour notre part, nous utiliserons bien sqr le corollaire suivant :
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Corollaire 2.1:

+ + . ] - -
Les opérateurs S, et T , préserventla causalité tandis que les opérateurs S, et T
préservent l'anticausalité.

On peut préciser la structure des opérateurs S:’h et S;h:

A o + -
En effet, de laméme fagon que pour le cas continu, S en €t Sgy sont des
+
opérateurs de convolution et leurs propriétés (causalité pour S, , anticausalité

pour S;h) se transmettent aux fonctions discrétes qui les représentent.

On adonc:

h TS (x;=qn)v, (x -x, = (p-gh)

(S:'h vh) *p=Ph) q=0

(2.77) 0
h X S;h(xq=qh) Vi 06X = (p-h)
q=- 4

(S;'h Vh) (xp = ph)

(On confond ici, par abus de notation, l'opérateur et sa fonction de
convolution).

Le calcul de l'expression analytique des fonctions S:’h et S;h n'est pas

immédiat; un calcul assez long, que nous avons détaillé en annexe, permet
d'obtenir le résultat suivant:

. Proposition 2.2 :

+ = -
Sen et S, 1, sont données par les relations :

. - P . .
+ + ot _ + + ) .
078) Se’h(ph) = S SS’h(ph) = h qEOSE ’h(ph)Selh(qh ph) si p20
S:'h(ph) =0 sip<O
s (ph) = 0 sip>0
@79 3 | o o _
Ss,h(ph) = s," 8£Ih(ph) = h X ss'h(ph) Se'h(qh -ph) si p<O

9=p
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avec :

( - X, 1
1+i [ o h ] 7). oo
280) s* (x_=ph) = { 7172 P19, 0%+ 7 X StP
ech P h (P )
j—+1
h
L0 si p<O
(0 si p>0

(281) s . (x_=ph) = < +1-i h
eh p- P | T/zexp['i(ps,h(o) (x -—)]

3
E )

et
(4x-3)'"4(2 )1/2 (x Ryl \R* 2
| )
s p20
0 si p<O
(0 sip>0
: [+3)
1 172 T-—+—
. -3 (2 . n h h 2
oo |G o (1) ] T
F(-FP+1]
R .- - - P, | ~— T i e e — e . s‘ pZ 0__

De plus, on a les développements asymptotiques, lorsque h tend vers 0:

. . exp ike xP
(2.84) sslh(xp) - Se(xp) = 1+i) ——— 1 {xp > 0}

X
|
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) ) _exp -ike X5
(2.85) ss,h(xp) - Se(xp) = (+1-i) ———— l{xp > 0}

=X
P

(2.86) Bropetdy - 8(xp)

dans le sens o, lorsque h tend vers 0 :

) dtenlxy) —» 0 si xp#0
enlxy) = 0 si xp#0
[ + pang
Opp p = R 2 3,00) =1
. p=0
i)
r . oz _
SS'h(xp) dxp = h - Se'h(xp) -1
Interprétation :

La fonction discrete S;h s'exprime comme la convolution de deux fonctions
discrétes causales. L'une est indépendante de A, c'est-a-dire du schéma, et est
une approximation de S:'h. L'autre dépend de A et est une approximation
de l'unité qui module la premiere. Bien entendu, la méme assertion est vraie

pour S;h en substituant anticausal a causal.

Remarque :

Il faut bien prendre garde de distinguer le «degré» de causalité de la fonction
H;u E'h, qui est a support dans {1, 2, ...} de celui des fonctions définies ci-dessus, S:Ih

par exemple, qui sont a support dans {0, 1, ...} ; le signe +, signe distinctif de la
causalité, ne permet pas a lui seul de faire cette subtile distinction !

e) Résolution de l'équation de Wiener Hopf

Nous avons a présent tous les éléments pour conclure:
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Utilisons la décorr{position multiplicative pour réécrire 1'équation de Wiener
Hopf (2.63) sous la forme :

h - - -
T:'ho I1, (y,0 u® + Sen0 Iy- (a‘,:u"‘b = Se’hgh

Décomposons le second membre de I'égalité a l'aide de la décomposition
additive :

+ + - _h - - h
Sg’h gn = Ilo Sg,hg + 110 Sen8
pour écrire :

+ h . -
Tgollht, uw-Mios,, @)
= -5, 0 I @pu™) + ;0 S,, @)

Or d'apres le corollaire (2.1), le premier terme correspond & une fonction
causale (i.e. élément de L2(R+y)) tandis que le deuxiéme est une fonction
anticausale (i.e. élément de L2(R7,)) d'ol la nullité de chacune des deux
fonctions.

on a donc:

+ + h gn _+ - n
Te'hol'lh.you -HhoSe'hg =0

- - b gh . - h
-SelhoI'Ih-anu +1'IhoSe'hg = 0

d’ou les solutions :

+ h &h

I _ S+ * .~ h
A e'hoIIhoSe’hg )
" 4hogh - . - h

Lo u" = Te,h ofl, o Ss,h g

et, en particulier :

h gh + + - h
Yoo u” =5,0ll;05.,8
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c'est la solution recherchée.

Remarque:

On notera que la démonstration relative au cas discret est plus simple que celle
attachée au cas continu ou il faut raisonner par passage a la limite. Cela est da
principalement au caractére borné des opérateurs aux différences.

Nous résumons le résultat obtenu dans le théoréme suivant :
Théoréme 2.2.:

La trace (Yt ush) de l'unique solution du probléme discret (2.38) - (2.39) -
(2.40) :

&h gh

2 + h h
(287) (o +iew)u +A,u” =-2hg

sur l'axe {u; = qh = 0} est donnée par :

. h -
2.88) (y u™ = (S:,ho IM,o Sew g

+
® se,h'

fonctions associées sont décrites dans la proposition (2.2).

S;h sont les opérateurs de convolution causal et anticausal dont les

o H; estl'opérateur de restriction a1'ensemble {ph; p2 1}.

En utilisant le relévement R, j, on obtient, bien siir, le corollaire suivant :
Corollaire 2.2 :

L'unique solution du probléme discret (2.89) est donnée par :

: -, _h
u™ = R,0(5, 0T}05,)g

ol R, p, est le relévement, défini dans la proposition 2.1.
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Nous allons, a présent, donner une expression plus calculable de la solution de
notre probléme. Pour cela, nous considérons des données plus régulieres. Plus
précisément et par analogie avec (1.52) nous supposerons désormais que l'on
a:

qlx |
(2.90) lgh(xp= ph)| < CenxP

ou n est un nombre réel positif.

Expression de la solution pour des données réguliéres, décomposition de
Wiener Hopf additive discréte

Théoréme 2.3 :

Si gy satisfait I'hypothese (2.90). la solution uéh du probleéme (2.38) - (2.39) -
(2.40) est donnée par l'expression :

n
iy
291) u™"( o ! 4eh _ - '
. ph,gh) = % u’ (k,ph =0)expi [hpk + hqo (k)] dk
(27t) E,h
T
“h
avec :
n -
F+K’ R ( )dz
A -h z
292) &'k, ph=0) = ——— - 5
2n Ye,h(k)' A 'h(z) (1-expi(k-z2)h)
-ptio
(e)
0<o< inf(v,thTJ

(c'est-a-dire & positif assez petit)
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Démonstration

Notons tout d'abord que la premiere formule est immédiate (et d'ailleurs
vraie pour des données gy de LZ(R+y)) car elle n'exprime rien d'autre que le
résultat que nous avions obtenu lors de la réduction du probléme (paragraphe

b).

Il ne reste donc a démontrer que la formule portant sur la trace de la solution
sur la fissure.

Nous partons de l'expression :
&h + -
u’(ph,gh=0) = (Se’h oIl, o Se.h) (ph)
pour écrire :

~Eh _ _ - 1 ~
u (k,qh=0) =(FoS 30 F ) (Follyo F ) (FoS,,0F ) gyk)

soit en utilisant (2. 76) :

Fal
. k)
Agh 1 + gh(
u (k,qh=0) = —:—Gh[ - ]
Ye'h(k) Y, 'h(k)
avec :
4 ( x 3\
- R - —_ _— . E‘ . - —
G = 2 S5 k) expipkhdi ipk
nVh = @ 2 v, (k') expip exp - ip
(293) < T
L "h y,
+ + -1
Gh = Fo I'Ih oF

G;est I'équivalent discret de l'opérateur G'du paragraphe (1.c).
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Pour conclure, il nous suffit donc de démontrer le lemme :
_Lemme 2.4:

Si Ch est élément de Wy (1), espace des transformées de Fourier des fonctions
discrétes vérifiant (2.90), on a l'équivalence:

299 GiLv() = (Fol,oF ™),
% +ic
299 GIo) = = %® -
. Vv = — Vv
h "k 2n " 1-expih (k-&)
-;+b

avec 0 < 6 < 1

Preuve du lemme:

La condition (2.90) implique que ;;h(k) est analytique sur la bande du plan
complexe :

B, = ze Cl-n<Imz<n)

2n
De plus, cette fonction est Y périodique, car transformée de Fourier d'une fonc-

tion discrete. En utilisant cette périodicité et le théoréme de Cauchy, nous
pouvons comme pour le lemme (2.2) remplacer dans (2.93) le

segment =

T N X N
[- T F] en le segment [- — —] +ic.On aalors :

h’'h
n \
—+ic
t+ A h = A ) .
G, v k) = &) Z_‘,l* v,(€) expiph& df jexp - iphk
p= -
SN J
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Sur le nouveau segment d'intégration, la série :

Y expihp (€-k)
p=1

est normalement convergente, on peut donc permuter signe somme et signe
intégration. 11 vient:

—+ic
exp ih (€ - k) d§
—_— v
(2r) R 1-expih (§-K)

-— +ic

+ A
Gh vh(k)

ce qui est l'expression recherchée.

Remarque :

N N ' + [ ]
Comme en continu, on peut exprimer I'opérateur G, al'aided'une valeur

principale, on trouve:

Ah
i Ah

7 the

+Ah

(p .
(296) Go = o+

ol Hy, est 'opérateur de L2(R;,) dans lui-méme, défini par:

h
A 1 A o
(Hh (ph)(k) = = v-p- Fh(k -0 O dl
2.97) .
h
F.(0) . th
| b T 1- expih{

Ce résultat est 2 comparer avec celui obtenu au chapitre 1:
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A FaS
A
(o% - 3+ L Ho
29 | oo
A J <p(C)dC
He = —v pP-

En particulier, on notera, que lorsqueh — 0:

1
2.99 F - — = 0
299 |F© k_CI (h)

La décomposition additive discrete peut, en ce sens, étre considérée comme
une approximation, d'ordre1 (seulement!) de la décomposition additive

continue.

Les formules que nous venons d'établir vont nous permettre dans la suite
d'effectuer le passage a la limite € = 0, c'est-a-dire de calculer la solution
«sortante» par absorption limite.
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2.4. CALCUL DE LA SOLUTION SORTANTE PAR ABSORPTION LIMITE

Le but de cette sous-section est d'obtenir 1'équivalent pour le probléme discret
des résultats que nous avions obtenus sur la solution sortante du probléeme
continu (sous-section 1.4). La encore, nous ne chercherons pas a obtenir un
résultat optimal et nous ne donnerons une expression de la solution que pour
des données régulieres (satisfaisant I'hypotheése (2.90)).

Le passage 2 la limite € | 0+ ne peut se faire directement sur la formule du
théoréme (2.3). De méme que dans le cas continu, on va utiliser 1'analycité de la
fonction intégrande pour déformer le segment d'intégration en un contour sur
lequel le passage a la limite sera loisible. Bien sQr, cela ne pourra se faire que
lorsque nous aurons examiné soigneusement les singularités des fonctions
impliquées. C'est ce que nous ferons dans le paragraphe 2.4.1.

Dans le paragraphe 2.4.2, nous détaillerons suivant le schéma (valeur de 1) et
suivant les valeurs admissibles de la fréquence adimensionnelle (valeur de wh)
le nouveau contour d'intégration.

Ces contours interviendront dans l'expression de la solution sortante que nous
donnerons dans la proposition (2.3) du paragraphe 2.4.3.

a) Description des singularités et comportement asymgtotigué lorsque g tend

vers 0

Nous cherchons dans cette section A définir :
T

h

lim u”(phgh) = lim | 0"k qh=0) expi(phk +qho_ (K)dk

s—*O" e-0

A
aerh -h gh(z) dz
(k,gh=0) =

2n y;h(k) x 'y;’h(z) (1 - exp ih(k - 2))
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Ces formules font intervenir les fonctions :

+
zZ 2 Y@

- +
Z 2 Yen (2) = iy, n(2)

z = {expih @.(2)q} = {expih q;e’h(z)}q
z - gh(z)

L'hypothése (2.90) nous permettant d'assurer l'analycité de la fonction gy, sur
la bande

B, = {ze C/-n < Imz < n},

celle-ci ne posera pas de difficulté lors du passage a la limite.

Parallélement, en utilisant les 4 relations :

(2.100) expih ®, h(z) = oosh ®, 'h(z) + isinh ®, 'h(z)

2 2
o h™ + iecohz) +4A - 2(2A-1) cos hz
227 -1 + 2(1-A) coshz)

(2.101) cosh ®, 'h(z) =

ih 7,,@
@r-1 + 2(1-A)coshz)

(2.102) sinh ®, 'h(z) =

(2.103) Y 'h(z) Y:h(z) Y; h(z)

~ On obtient la formule :

2 + -
-( h2 + iscohz) +4)-2(2L-1)cos hz-2h Y, h(z) Y, )‘(z)

(2.104) ihe ()
expiho (2 2(2A -1 +2(1 - A) cos hz)

Ainsi, les singularités des fonctions intégrantes sont, sur une période :
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* T
1) Les deux branches de Y, h(z) qui joignent ®, h(o) eto (F) a l'infini suivant

des lignes verticales ascendantes.

h
des lignes verticales descendantes ; ces deux lignes verticales se déduisant
des deux premieres par une symétrie centrale par rapport a l'origine.

- T
2) Les deux branches de 1A h(z) qui joignent - ?, h(o) et-¢_ . (—) a l'infini suivant

3) Les points £ ¢*, annulant le dénominateur de (2.104) et définis par :

wsthgny o “BD
h 2(h - 1)
v
(2.105) ) Im ((P*h) > 0 et Réelle q)"'h = 0 ou F

ou bien

T
‘ Im (¢*) 0 et Réelleg*, € [0, —].

h
¢*, peut étre, suivant les valeurs de A, réel ou imaginaire pur.

Plus précisément, un calcul simple montre que :

(1 \ -3 N [On]
Sl-i-< <z (phe ,—h—
{43 * .
s1-Z<l<l *, € iR
(sil < A < 4o (p”h<§7f1+iR+

Ainsi, si A est supérieur A 0.75, les points + ¢*, sont, quitte a diminuer n,
hors de la bande B,

Par contre, si A est compris entre 0.5 et 0.75, la fonction :
k - expihgg,(k)

apparait comme singulire aux points + ¢%, éléments de la bande B,..
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En fait, il n'en est rien. On peut montrer que la fonction :

= i i *
z, (K = expih (pslh(k) si k # oY
ze,h & (p*h) =0
est définie, continue, analytique, au voisinage de chaque point + ¢*, !
La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 2.3

Si C(z) est une fonction analytique au voisinage d'un point z, et nulle en z,,

le systéme :
(1 @) 1 7 1
?[ze,hz * z @) = T@
(2106) |
Ize'h(z)| <1

définit une fonction analytique au voisinage du point z,, nulle en ce point.

Preuve du lemme:
Quitte a diminuer le voisinage de z, o1 C est définie, on peut supposer :
lc@)| < 1

mais alors le systéme (2.106) se résout en :
/ 2
[1-/ 1-C(2)]

expression qui est telle que:
C(z)
2

z:?9 = @

= 0 enz = z,

z (2) ~
e,h()
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Les points £ ¢*, ne sont donc pas des singularités pour l'intégrande.
Toutefois, il est clair que I'argument ¢, (k) ne peut étre défini aux points *
¢*y, ces points étant des singularités de type Logzenz = 0.

En travaillant un peu, on pourrait montrer qu'en enlevant, en plus des
coupures 1) et 2) déja décrites :

—une branche issue de ¢*, et joignant l'infini par une ligne verticale
ascendante,

— une branche issue de - ¢*, et joignant l'infini par une ligne verticale
descendante,

on pourrait définir une détermination de ¢, (k) qui soit analytique sur son

R L1

domaine et dont la partie réelle est comprise entre - T et

Nous ne nous attarderons pas sur ce point, car nous n'aurons pas besoin de
ce résultat par la suite.

D'apres cette étude rapide, les singularités sont donc uniquement constituées par
les deux familles de branches 1) et 2). Lorsque € tend vers 0, les branches
verticales se meuvent dans le plan complexe en suivant le déplacement de leurs

T
pointes, + o, h(0) et o, (F) . (cf. figure ci-contre).

Nous convenons de poser :

90 = lim ¢ (0
el0" ’
(2.107) - -
P (F) =lim @, (—h—)
elo”
zelh(O) = expih(pe’h(O)

(2.108) T -
ze’h (F) expih (pelh (F)
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branches de Y¢n(2) t

Y

A

tp:--z;:-‘- # / ’i ¥ oh
e \0°*|¥ /.
; n)i /.
0 %'h(i‘-l A
e\ 0* /H
/‘\Pe'h(m
) TH “:::"_fi':_'::'___jlf:::"___'_d_'::_" i lr:'
-, 1(0) .
i .: e\ 0* B
H/ -@e,hll B
'/ | " ; eN0*
* | ./ ; * # 21
=Ph i* ./ p, -¢n+—h~

branches de Y p(2)

Déplacement des singularités
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z,(0) = lim zs'h(O) = expih ¢ (0)
elo’
2109 4§ . . . . .
Zh(g) = limz (F) = exmh(ph(g)
#_ "’
L elo

z% = expiho*

(2.110)
¢*, défini en (2.105)

Le passage 2 la limite € | 0* dans les relations (2.66) et (2.67) permet d'obtenir :

2
(2.11) 0 = 1 m—hz
) costhe, (0)] = 1- 5
cozh2
47-1-—

2.112) (h(p (“ %
. COSs h T;)) = 41
-3

T
Les quatre points + ¢, (0) et £ @, (F) sont, presque toujours, distincts comme le

montre la relation :

. 2 .
cos (h ¢, (0)) - cos (h ?p (%D alra (1-0 h’(1-1)

Ils posseédent deux propriétés remarquables : leurs cosinus est réel et ils sont
limites de complexe de partie imaginaire positive. Ils ne peuvent donc

appartenir qu'aux ensembles :

T
3) +— + iR
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On observera que ces points peuvent atteindre l'axe réel et appartenir au
segment d'intégration. Ils induisent alors une singularité qu'il convient
d'étudier soigneusement.

L'étude analytique des expressions (2. 100) (2.103) conduit a distinguer deux cas :

1) A 3

> 7

2)1 A 3
7 <M< T

Pour chacun de ces cas, nous avons choisi d'illustrer I'influence du parametre
wh sur la position des branches, en représentant :

a) laposition de z,(0) et de z, (%) dans le plan complexe,

' n
b) les branches issues des points £ ¢, (0) et £ @, (F) dans la bande :

{ C;-L < Réell “}
Z < ,'H< eez<—h—

¢) legraphedelafonction

o) = lim ¢ () si @k e R

K el 0

0 sinon

(On obtient ainsi une partie de la courbe de dispersion définie en (2.1.1)).
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A) A > 3/4

Lorsque wh croit de 0 a 2, z,(0) décrit le demi-cercle supérieur dans le sens
direct en partant du point d'affixe 1. Pendant ce temps z,(r/h) part d'un
point d'affixe réel compris entre 0 et 1 pour atteindre le point d'affixe 1:

n
_)1
ol

x % | .
-1 1 h g0 | 10 R ~onl0] | eni0)

- ()
R

wh~0

enl0)

n .
- W T to h.h - o(0) + (0]

wh croit de 0 3 2
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wo-i2" e
o) = -ent &) - -
h [ ] h

=@ O

[
= |

-1 1 ~n(0) To (0] ﬂ h

wh=2 (on notfera 'apparition des branches périodiques)

Augmentons encore wh de 2 jusqu'a / 8(2A - 1) ; z,(0) parcourt une partie

n
du segment (-1,0] tandis que 2, ('ﬁ') décrit le demi-cercle supérieur :

| ]
i
(
Ih(l) /I\ ! T
h H </ I
1 I I 4
i i
\ : = J (0) E |
S I L ]
- Ny = '% 'hl N =
1 -NF_ :o L -tp,,(—h-) %(?)
- 1 n — '
-0} H - gyl0)e &8
& : e _h_
! .
1
l i J

wh croit de 2 3 V81
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De méme que pour la valeur 2, la valeur \/ 8(2X - 1) est une valeur singuliere
pour laquelle on a le schéma suivant :

a - \J

] !

1 , |
l! | \ !

1

I i lwm

1 ! T

i . !

1 N, <1 n

“Ppl—)-= | (=)

'8 "h ! ?h h _l' n n
-] n 10 x, 2n W_N h
~onl—= (Zyeé T — -

h RS
| |

n

i 1@- v (0)s 2"
i H SR
| 1
i i)
i ||
] 5

wh=v 8{2x-1)

T

Enfin, lorsque wh dépasse / 8(2A - 1) (c'est-a-dire la norme de l'opérateur AL

n
comme indiqué en 2.1), z, (0) et z,, (—)se dirigent vers le point O, suivant le

segment d'affixe }-1,0[:

h

/T\Q' : i’T\
%(0)-1—“1 ™ E ™o 0
i ! RN
n, 2n 1 n, 2n
pe I
]
|
. n ! n
-1 1 °T 0 ® - _._E
1 ——
|
-l X) LI 1
U i
- ! Ig - L2
N2 : ”\i/
wh>V 8(Z\-1)
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On notera que dans le cas ou A est inférieur a 3/4 une seule singularité appa-

T ,
rait sur le segment [- T F]’ Dans le-deuxiéme cas, (1/2 < A < 3/4), il
peut en étre autrement.
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B)1 A 3
7 <A< T

Lorque wh croitde 0a / 8(21 - 1), z, (0) décrit une portion du demi-cercle supé-

T
rieur tandis que z, (——) joint un point du segment [-1,0] au point d'affixe 1.

h

n
—)
z: %(h_T

4
n wl0) P n n
-1 1 --h— * [s) * ’_h- -F_
_h —gr -0 o

!
1
]
S i
(Zh)- - L__n_
_ lph(h) - : I
|
|
1

wh~0

= l0)

w0

wh croit de 0 3 vV 8(2x-1)

2.66
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- %(0)
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-1

I
)
{
|
2 ! -
i 2
n n
i) | e
pt BRECE I IS et B VA
-l. *_—Wh( ) ! h _';h 0-“— -: ’-::-
v b ot t 10 400} Fr 2 b L -
Sl B R
Ry 22 \ {
et e |
I
(1:)" ' :
| | : l
. ]
‘ '
wh=Y8(2A-1)

1 T
Lorsque wh croit de / 8(2A-1) a / —rl z, (F) décrit une portion du demi-

cercle inférieur tandis que z,(0) continue de décrire une portion du demi-
cercle supérieur. Ilest important de noter que le segment [z, (2]

!
sépare les deux portions de demi-cercle : les points £ ¢, (0) et £ ¢, (-H-) sont

toujours quatre points distincts.

N

-1 1 - ppi0) _%(0)

iz &

wh croit de V8{2x-1) 3 V1/{1-)A)
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-1

1
La valeur wh = | Y est particuliere. En effet, dans ce cas on a les égalités

remarquables suivantes :

- 50 - (5(3)]

cos (h ¢,(0)) = cos (h ?, G:- D = cos (h ¢*))

ce qui correspond au schéma suivant :

7y = z,0)

(0}

2 = 72
“=— h

wh=y 1/{1-A)

Lorsque wh augmente jusqu'a 2, les points se séparant de nouveau, z,(0)
I b
decrivant l'arc de cercle (z,,-1) dans le sens direct tandis que z, (F)

1
parcourt l'arc ((z;) ,1) dans le sens direct :
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-1

n
W‘F)

5.

wh croit de Y1/(1-A) 3 2

wh

s

Fo

(zn!

Wwh=2

=l a g

n
(0)- —
iy

-_'Pn“?)

w(0)

%(0)

n
%(T\" .
é . .
H— o
’ “W; F ° n

2.69

n
- u{0)e &=
‘h”’h

L
I

\Ph(o)

~ppl )

)est le point d'affixe 1 tandis que 2, (0) est le point d'affixe -1.

2 est de nouveau une valeur singuliere ; elle correspond au cas ou




Enfin lorsque wh dépasse 2 (c'est-a-dire la norme de l'opérateur Ay ;), 2,,(0)

h
méme point mais en parcourant, A l'envers, le segment [0,1].

R
se dirige vers 0 en suivant le segment [-1,0] tandis que z, (—) rejoint le

o \7 T T
o %(0)-1—"-1 ! on(0)
nl)
h i o
“n : o n n n
LY " u A W
-% :_— N
-gnl )
- Y W%
o -9ni0) @ wllle =
(Zh) J/ J/ J/
wh>2
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Cette description fait apparaitre quatre cas particuliers :

- (wh)2 = 0: Cc'estle cas limite ol I'on passe du discret au continu. Les points

bL

T
- 37 et 3 sont rejetés a l'infini, tandis que les points + ¢, (0) tendent vers leur

valeur limite + o.

- (wh)2 =4 : pour cette valeur particuliere : h ¢,(0) et - h ¢,(0) sont égaux a

T n
2r pres tandis que h ¢ (-IT) et-ho, (F) sont tous deux nuls.

_(mh)2 = 8(2A-1) :'h(ph (%—)et-h(ph (%)valentnam pres.

- (wh)2 = (1-14)1 : ce cas n'est intéressant que pourlecas:1/2 < A < 3/4.
T
he (Oet-ho, (F) sont alors égaux a h ¢*,.

Dans toute la suite, nous supposerons exclus, ces cas «pathologiques».

2.4.2. Description des contours d'intégration

Nous allons détailler dans ce paragraphe les nouveaux contours d'intégration
qui interviendront dans l'expression de la solution sortante que nous
donnerons au paragraphe suivant. Ces contours sont construits de maniére a
éviter les singularités qui, au cours du passage 2 la limite € | 0*, pénétrent dans la
bande B,

D'apres I'étude qui précede, ces singularités, si elles existent dans B,, ne peuvent
étre que:

- un segment vertical ascendant issu du point ¢,(0) et son symétrique par
rapport a 'origine : (segment vertical descendant issu du point - ¢,(0),

n
- un segment vertical descendant issu du point ¢, (F) et son symétrique par rap-

port a l'origine.
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. — G ——— — — — — ——— —— —— o — . c—

~— branche limite de Y¢p,

L T
BTI T —=

%= branche limite de ‘(E h

T % h
Nous convenons de déformer le segment [- TR ] en un contour I' , joignant

L

n
™y a T suivant l'axe réel mais en évitant :

n
— le ou les points +¢, (0) et + ¢, (_h-) situé sur l'axe réel, par un demi-cercle dessiné

dans le demi-plan inférieur,

h
dans le demi-plan supérieur.

T _
- leou les points -9, (0) et - ¢, (—) situés sur l'axe réel, par un demi-cercle dessiné

D'apres I'étude qui préceéde, nous sommes amenés a distinguer 5 cas de figure:

3
a)l>z-et0<coh<2:

+
:J'|:l

N
rh \Ph(O)
e g\ S ﬁlﬁ -
h )11

I -pl0 '
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3 1/2
b) A > vy et 2 > oh < (8(2A-1)) :

' |
S —— - h | |
hil e | h
1 3 1/2
C)3<l<zet0<wh<(8(2l-l))
W;]l . wll

| - h

h |

1
2
e
j
-
=
Y
+
:rl_-_1

b -9 o
no b ) Ll LI W
- :t -3 4&* { +——
h l > h
A
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ot PAL) _— (0)
-:_. lb-/;\ o h T = $ e llph 4 +%-
- %(0)' At rh _%(l"‘.) o/

.

2.4.3. Expression de la solution sortante

Nous avons tous les éléments pour passer a la limite. Nous définissons :

[+ . +
yh(z) = lim v s,h(Z)

3=

@113) { 540
T2 = lin: Y e'h(z)
el0
ainsi que :

(2.149) expihq@(z) = lim exp(iho ) 1 (z))

eo+

Nous pouvons donner les expressions analytiques de ces fonctions. On a :
+ ih T ) 172
(2115) 7y,(2) = p,exp T ¢,(0) + ¢, T (1-expih(z-¢,(0)
12

(oo inea(z))

(2.116) y,-,(z) = iy;(—Z)
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i 1/4
"7 lan-3] L, . 3
e — S1 > —
172 4
|2h|
Qun  p, = 9
in 1/4
"7 lax -3 1,3
e —_— s1 — < < —
12 2 4
|2h |
T
¢,(0) et @ (T\-) étant définis par :
2
ho O] = 1 oh
COS 10 = -—
(2.118) h 2

T
Im(9,0) 2 0 , Réelle(g,(0) < |0, |

ms[h(ph(lz_)] -1 oh’
=] -

-3 24\-3)
Im( (n 20
(2.119) ¢ %\ 1

Si I'on pose :

21200 1@ = ljnl v, = T:‘ (A~ 1+2(1-1) cos hz) sin h ¢, (2)
elo

T n
Y,(z) posséde, sur le segment [- " —h—] la décomposition multiplicative :

+ - T X
R1) %® = WKW Ve |-z 5]

+ + )
Enfin, l'utilisation des fonctions y,(z) et y;(z) nous permet d'écrire:
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2 .
-0 h2 +4A-2(21-1)coshz-2h 7;(2) ¥, (2
22A-1+2(1-A) cos hz)

(2122) expihg(2) =

¢n(z) pouvant, sur 1'axe réel, étre définie par :

2
@ h’+ 41 -2(21 - 1) cos hk

cos (h @, (k)) =
2(2A -1 + 2(1 - A) cos hk)

Im ¢, (k) > 0 et Réelleg k) = m.hlt,m entier

(2.123) ou bien

Reéelle g, (K) e [o,%]

. i2A-1+2(1- hk
Irn(ph(k) si2A -1 + 2( l)cps 20

n
o

et <

h
L  si2A-1+2(1-A)coshk < 0

Réelle ¢, (k) e [-5 , o]

Ces notations étant choisies, nous effectuons le passage a la limite, € d 0*. Dans
une premieére étape, nous substituons, ce qui est loisible d'aprés la formule du

h T
Baron de Cauchy, le contour I' au segment[ "y F] dans 1'expression (2.91).

D'aprés ce qui préceéde, la fonction intégrande est alors continue et tend
continuement vers une fonction limite sur le chemin compact I'h. Nous
pouvons donc passer a la limite sous le signe somme. On obtient ainsi le résultat
que nous allons énoncer dans la proposition suivante :

_Proposition 2.3 :

La solution sortante du probléme :

@?ul + A+, ub = -2hgh
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définie par :

h . gh
u = limu
elo’
2
(0 + iew) TR T -Zhgh
Ah
est donnée par l'expression :
21240  u"hgh) = | 0"k, qh =0)expilphk + gh ¢ (k) dk
h
r
n .
—+ic
h A
-h 8,0 d§

2125)  a'k,qh=0) = - " .
2ny, (k) |, yn(t;) (1-expih(k-2z))

-F+b
des que gh véfifie :
(2.90) Ightph)| < Cemp vp > 0
Remarque :

+~
En observant que la singularité de la fonction limite v, (k) est de type 1/ \/E y

h T X
donc intégrable, on pourrait substituer aI" le segment[ TR F] .

Toutefois, nous préférons conserver le contour I'h car il s'avérera bien adapté a
I'étude du comportement asymptotique des solutions.
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2.5. ETUDE DE LA DIFFRACTION D'UNE ONDE PLANE NUMERIQUE

L'objet de cette section est d'étudier le cas ol I'onde incidente est une onde plane
harmonique et d'obtenir une solution directement comparable a celle du cas
continu.

Pour ce faire, la démarche adoptée est strictement calquée sur celle qui nous
avait permis de traiter le cas continu (section 1.5). Aprés avoir analysé et
présenté les ondes planes harmoniques, solutions du schéma en I'absence de la
fissure, on commence par évaluer la donnée g, équivalent discret de la dérivée
normale sur la fissure de 'onde incidente. Une deuxiéme étape consiste alors a
régulariser cette donnée afin de permettre l'utilisation du théoréme général (2.3)
et d'expliciter le champ diffracté. La solution s'exprime comme une intégrale le
long d'un contour dans le plan complexe. Une derniére étape, consistant a passer
a la limite dans l'expression obtenue, nécessitera de définir de nouveaux

contours d'intégration.

Dans toute la suite, nous serons amenés a manipuler de nombreux champs
scalaires ; il nous semble donc important de rappeler ici les notations choisies :

h .. ' . e . .
— u; désignel'onde harmonique incidente ; elle s'écrit sous la forme:

h . '
uy (ph,gh) = expilk,ph +k gh)
(ky, ky) est le nombre d'onde de I'onde incidente ; nous reviendrons dans un
premier paragraphe sur des notations complémentaires relatives & cette onde.
- u}l‘) désigne I'onde harmonique diffractée ;
- u}T\désigne I'onde totale, somme de l'onde incidente et de 1'onde diffractée :
h h h

h . T . . .
u jest, comme il estindiqué dans la section 2.2, un champ antisymétrique ;

h .
u p s'écritsousla forme:
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Ii

up (ph, gh) u"ph,gh) si pe Z,q>0

ug (ph,qh =0) uh(ph,qh =0) si p<O0

t u! (ph,gh=0" = u'(phgh=0) si p >0
ug (ph,gh =0) = -uh(ph,qh =0) si p>0

| up, (ph,gh)

-uh(ph,-qh) si pe Z,q<0

- ubh est un champ défini sur le maillage du demi-plan supérieur
{(ph,qh) | p € Z,q = 0} et vérifie un probleme analogue 2 celui que nous
avons étudié dans la section précédente.

2.5.1. L'onde plane incidente : présentation et notations

Par similitude avec le cas continu, nous introduisons l'angle d'incidence 6
comme l'angle que fait la direction de propagation avec l'axe de la fissure.

Si 'onde plane incidente est de la forme :

(2.126)  uh(ph,gh) = exp ik, ph + k;, ph)

(kk,) vérifie la relation de dispersion (cf. (2.8) - (2.10)).
217) @ = Dyalkk)

Cette relation a une interprétation géométrique simple :

Si M désigne le point tel que :

k
X
—_
_ -
OM = =K
k
y

alors M est un point de la courbe de dispersion dont nous avons parlé
abondamment dans la section 2.1.
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o

'
:r|:1

Par périodicité nous pouvons toujours supposer :

(4 n]
Y

Le travail que nous avons effectué nous permet de résoudre 1'équation implicite
(2.17) sous la forme:

kx,ky € [

ky = +ouky)

Convenons de définir le module du vecteur d'onde k = (k, , k) dans la direction
0 par la relation : o

®,(0)

0

<

G+ k)

(oh(e) <

v 2n

h

On obtient finalement les relations remarquables :

(2.128)

Ces formules peuvent étre éclairées en regardant leurs équivalents lorsque h

k= ®, (6) cos 0
ky = coh(e) sin 0
®,(8)sin8 = * ¢ [w, (0)cos 6]

tend vers 0. On a alors :
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'kx = @cosb , k = wsin®
lim 0 (6) =
h =0
2
lim g0 = (@ -k)"”
L ho0

Comme nous l'avons expliqué en 2.1, l'existence, au moins pour certaines
valeurs de l'angle 0, d'ondes planes harmoniques de vecteur d'onde réel n'est
assurée ici que si:

oh < [l

soit, de maniére équivalente :

wh < sup {2,/ 82Ar-1)}

condition que nous supposerons toujours vérifiée par la suite.

Cette condition n'implique toutefois aucunement l'existence et l'unicité de
vecteurs d'ondes de direction 8 pour tous les angles d'incidences. La encore, il
nous faut distinguer cinq cas:

3
SiA > T ¢ oh < 2,la‘courbe de dispersion est convexe et w, (0) existe et est

unique pour tous les angles d'incidence: il y a unicité de l'onde incidente.

n.
® wmam
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3
SiA > T et 2 < wh < /82A-1)

La courbe de dispersion est composée de quatre composantes connexes comme

T
indiqué ci-dessous ; il existe un angle 8, compris entre 0 et T tel que:

. T T 3n
si B e eh,3-6h ] —2-+6h,7t-9h U n+eh,-5-9h )

3r 3n
v —2—+6h,9h v —2—+9h,21t-9h
il y a existence et unicité de w, (8)

sinon,

- il n'y a aucune onde incidente dans la direction 6.

"
"

VL

-
-
v Ten

~N |~

n
N

1}
:I:
*
|2

1 3
si— <A < — et oh < 8(2A-1)
2 4

La courbe de dispersion est convexe et il existe une onde incidente unique dans

la direction 6.

)

.
:la

oju
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1 3 1
si?<7t<-z et /82A-1) < wh < /—-—

1-A

La courbe de dispersion est composée de 5 composantes connexes ; il existe un

n
angle 8, compris entre 0 et vy tel que:

. T T 3 3n
sif e eh,f-eh U —2—+6h,n-9h u[n+eh,7-6h U -2—+9h,27t-9h

il y a existence de deux ondes planes dans la direction 0 ; w, (0) existe mais n'est
pas unique !

sinon,

il y a existence d'une seule onde plane dans la direction 8.

*
F|»

_J A

— \ /
K/
5\

A (

{/_;—
|

e

1 3 1 :
si7<k<-z et —):<mh<,/8(2k-1)

La courbe de dispersion est composée de 4 composantes connexes ; il existe deux

1 2 n
angles 6, et 8, compris entre 0 et T tel que :

) [ll]nlnl[l 1:|37t131t‘1
si0 & |-6,,0, Ul 5 -0, 5 +8,|U[n-8,, T+, [U| 5-08,5+6,

il y a existence et unicité de I'onde plane dans la direction 6.
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. 2t 2 n 2 2 2 3 2 3r 2 2
sif e [eh,?-eh]u[—z—+eh,n-eh]u[n+9h,§—-6h]u[?+9h,21t-6h]
il n'y a aucune onde d'angle d'incidence 6.

sinon,

il y a deux ondes incidentes dans la direction 6.

x|

_]L_

J

—

1]
:'-

=

o

Quoi qu'il en soit, nous nous plagons dans la suite dans le cas ou wh est inférieur
a la norme de l'opérateur | lAA.hl |, soit :

(2.129) wh < max [2,/ 8(2A-1)]

et nous convenons de choisir 0 tel que :
(2.130) @y (6)sin® = + @, [, (6) cos 6]

ou, en d'autres termes :

@13) k= ¢ (k]
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2.5.2, Calcul de la solution

Nous commengons par calculer I'équivalent discret gh de la dérivée normale de
I'onde incidente. Nous rappelons que nous l'avons défini par l'expression :

priseengh=0 , ph21.

On a, plus explicitement :

2h
+(1-2) | @)

1
gh(ph) = —{ 2r-1) {(u;')pl1 - (ur)P'.l}

h h
p+11 " (ur)pn,-l + Qg+ Uy, |}

soit encore :

2i (A - 1) + 2(1 - A) cos (k h))
2h

gh(ph) = sin (k;h)expiphk, , sip<1

ou bien finalement (cf. (2.120)) :
(2.132) ghph) = -y, (k) expiphk, , p 21

(On a utilisé ici l'égalité ky, = + ¢y, (k,) et notamment le choix du signe + dont
nous avions convenu).

On remarquera que gh n'est pas réguliere a l'infini et qu'en particulier :
gh & LZ(R+h)

Comme dans le cas continu, on régularise gh en choisissant un nombre 120 et
en posant :

(2133) ghy = -th(kh)expiph(k,+in) , p 21

On remarque que l'on a bien :
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lim g (ph) = gh(ph) , Vp21

nlo*
h 2, +
g ¢ L(R,) etméme W,(n)

On est donc ramené a étudier un probléme associé & une donnée satisfaisant les

h
hypotheses de la proposition (2.4). On a,si u, désigne la solution sortante

) h
associéea g, .

1 h .
l/zJ 4_(k,ph=0)expith pk +hqe,(k))dk
h

2134) u
(2r)

—+ic

Fog, @
1,2 (L-expih (- +K)

2135) 0" (k,ph=0) =
n +
2y () |,

-p i

2136) F.g () h §° R (ph) exp-i h
, z) = ph)exp-ihpz
h8n (2n) ot 8,1

Un calcul simple montre que l'on a

D 70
(2.137) thn (2) = (21t)m 1-expih(z-(k +in)

L'intégrale intervenant dans (2.135) peut se calculer par la méthode des résidus

en utilisant le contour de la figure ci-dessous
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~n/heiA o — —e +T/heiA

) - Y
kx"."l
~n/hsic & —— L sn/heio
. e e n
-FI-,— - : |¢.ﬁ-

branches de Y. p(2)

T
L'intégrale le long du segment Tt i[o,A]ls'annulant par périodicité avecl'in-

i _
tégrale le long du segment -1-1-+i[A,0] et l'intégrale le longdu chemin

T T
[- T F] +1i A devenant nulle lorsque A tend vers l'infini, il reste :

-:—-i-b’ h
h Phgfl(z) dz
T -
- Y,(2) (1-expih (-z + k)
-—tio
h
h
Fyg,(2
= -ih Res /2 =k +in

¥,(2) (1-expih (- + k)

soit encore :
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—+ic

h th: (z) dz
)

7,(2) (1 -expih (-z + k)

7
- F +ic
h Y (k)

12° -
(2m) Yk +in)(1 -expih (k-k,-in))

= +

d'olt I'expression de uh;, :

¥, (k exp i(phk + gh ¢, (k)) dk
(2138) u (ph,gh) = h J *

+
@) Yk +in) ), %&(1-expih(k-k - in)
r

Passage A la limite

Pour pouvoir aisément passer a la limite (0 — 0+) dans l'expression ci-dessus,
nous allons, comme nous l'avions fait lors du passage a la limite € l o+,
déformer notre contour d'intégration I'h de telle sorte que la singularité k = k, se
trouve en dehors de ce contour.

Plus précisément, nous déformons notre contour I't, localement autour du point
k = k,, en un demi-cercle dans le plan inférieur :

h A
Nous appelons I'y le nouveau contour ainsi obtenu. D'aprésla formulede

h h
Cauchy, onpeut substituer le contour Iy 3 T dans (2.138) ; le passage a lalimite

est alors loisible;on a:
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[ si uh(ph,qh) = lim u:(ph,qh)
nio*

n h K& %K) [ expilphk + gh ¢, (k) dk
u (ph,gh) = — - -
'yh(k)) h yh(k) (1-expih(k-k))

(2.139)

2r

(2.39) estlerésultat recherché. Le calcul du champ total u}T\ est alors construit

suivant la démarche décrite précédemment. On obtient le résultat suivant :
Proposition 2.4 :
Supposons :
(wh)2 # 4 , 82A-1) , 1/1-2)

I'équation :

2y h

admet des solutions »sortantes» de la forme :

h  h h
uT-uI-i-uD

. _h . o
o1 u; est une onde plane numérique incidente :

u?(ph,qh) = expi(phk +qghek))
k

X

y 0 ©)sind = @k)

mh(e) cos 0
k

tandis que u; désigne I'onde diffractée numérique et est donnée par :
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h + expi(ph k+ gh ¢, (K)dk
u;(ph,qh) = ﬁyh (k)) fp P 47 On si q2 0+
) h YK (1 -expih (k-k))
Te
h h . -
| up(ph,gh) = -uy(ph,-gh) siqs 0

Ce résultat est bien siir 2 mettre en parallle avec celui obtenu sur le cas continu.
Concernant ce dernier, on avait :

ur = yy+up

(u;(x=ph,y=qh) = expi(phkx+qth
J k, = wcos

k, = ®sind
( +
Y &) | expi(phk + ghe(k)) dk

up (x=ph,y=qh) = T —
) K, y &).(k-k)
Lo(k) = -ivk)

Les différences entre cas continu et cas discret sont :

— les substitutions de w,(0) 2 ® et de ¢ (k) a ¢(k); elles sont dues a la
substitution de la relation de dispersion numérique a la relation de dispersion
continue.

+
— La substitution de y;(k) a y (k). Celle-ci survient lors de la décomposition
multiplicative de Wiener Hopf.

~ La substitution de la fonction singuliére en k = k, :
- ih

K2 opin& L)

a la fonction, également singuliere :
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1
k-k

X

k -

Celle-ci survient lors de la décomposition additive de Wiener Hopf.

h
~ Lasubstitution du contour borné Iy a T.

h
I'g dépend de wh etde A suivantles5cas:

3
1)k>2~ a) 0 < wh < 2

i

rh
n N\ B8  ke=wy(BlcosB Lup.,(m ]
R 0 == e &
h -1p,(0) . \ : 1 5
3
DA< 5 b 2<eh< /8201
--’_t_ e . ooum h 19 h kx .
h T

, 3 ’-——'ﬁﬁ +—
“Ph (F h
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1 3
2)?<7L<-Z- a) 0 < wh < / 8Q2A-1)

|

* *
~Ph K,  gnl0) P
i s % ¥ — +—:1-t-
- pyl0) K

|

!

I

1
::r|;-_1

2) -;—<7L<—3- b) /82\-1) < wh < J1/(1-2)

4

s 7 /]

X *
- Cph(h ) -9 ke wyi){  ¥h .
-h_ | oum— -9 —_
I._\./ "‘Ph(m i rh -\Ph(l h

1
2)?<9\.—3- o J1/(1-A) < woh <2

4

.‘-1

X bf\ %(_) k 1%(0)
“h

I
- %(O). -\ph(—)
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2.5.3. La solution sur l'axe de la fissure

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la trace de la solution numérique
sur l'axe de la fissure. Lorsque l'on se place en gh = 0, les formules se simplifient
et 1'on peut facilement inverser les formules de Fourier de la proposition 2.4. On
obtient alors la solution sous forme d'une convolution discréte finie qui fait
intervenir la fonction (cf. proposition (2.2)) :

(2140) S, = lim S’ ()
elo* o

On obtient ainsi un résultat «calculable». Des résultats numériques sont
présentés en fin de paragraphe.

Le résultat que nous allons démontrer est décrit dans la proposition suivante :

Proposition 2.5

La trace sur 'axe de la fissure de la solution du probléme de diffraction d'une
onde plane numérique est donnée par la relation :

. &R P
uh(ph,qh=0) _ Jexpihpk . > Zl S,(nhyexpihk (p-n) sip >
® n=
exp iphk, sips<0
avec
Symh) = h T si(mh)§ ((n-mh)sin <0
m=0
| Sp(h) = 0

2.93



<

+ i 1
s,(ph) = -\/—-Hl exp (i h ¢, (0) (p *T

| s;(ph) = 0 si p<O
( o+ L
o - S22 a3 3)
= —— | — ] exp|i — +— || ———
hP h w) TP R(n)\PT [(p+1)
{
si p20
+
| & (ph) = 0O si p<O
Remarque :

Ce résultat est a comparer avec celui obtenu pour le cas continu :

f

+ X
y (k) .
expik x - S(y)expik (x-y)dy si x 20
up(x,00 = | 2n 0
lexpik x si x<0
avec :
r exp i
S*'y) = (+i) P siy>0
) y
\ S+(y) =0 sinon

Les différences entre le cas continu et le cas discret consistent donc en :

1) La substitution du k, discret au k, continu ; elle est issue de la différence qui
existe entre relation de dispersion continue et numérique.
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2) La substitution de y;(k,) a y+(k). On rappelle que la premiére est une

approximation d'ordre 1 de la seconde.

3) La substitution de la fonction discrete :

S: = 1, 4 T Sph)1

o3k S o oo

(o S; est une approximation d'ordre1de S+(xp = ph))

a la fonction

Sy = 1ly > 0) 21

y

Preuve de la proposition 2.5 :

Nous partons de la formule (2.139) prise en gh = 0.

Sip > 0,ona:

+
ALY h iphk dk
u(ph,gh =0) = exp iphk  + n P

2t | 40 (1-expih (k-k))
r
0

h
Or, sur g ona I'égalité:

-h
T-expi(k-kJR) - hz exp imhk, exp - imhk

d'ol1 :

295



+
+ h Th (kx) g +
u(ph,gh=0) = expiphk - 2 expimhk S, ((p - m)h))
2x m=1
J avec:
+ 1 expi(p-m)hk
Si((p-mh) = Py
Vv 2r " ¥, (k)
To

h
La derniere égalité n'est autre, aprés avoir déformé I'g en le segment

T X
[ K —ﬁ-] , que la transformée de Fourier inverse de la fonction :

k- [y (k)]‘l = lim [y, (k)]-l
el

La conclusion découle alors de la proposition 2.2.

b) Résultats numériques :

L'objet de ce paragraphe est d'illustrer les résultats théoriques que nous venons
d'obtenir. Notre but n'est .pas d'étre exhaustif mais de mieux faire comprendre
comment est construite la solution numérique et en quoi elle differe de la
solution du probléme continu.

* La fonctions; (x = ph)

Rappelons que cette fonction est indépendante du schéma numérique
(indépendance en A). La premiere planche représente le graphe de la partie
réelle de cette fonction sur dix longueurs d'onde, et pour deux valeurs de wh :

{ oh =2x.H = 2r.0,1 (10 points par longueur d'onde)
oh =2r.H = 2n.0,2 ( 5 points par longueur d'onde)

Dans le premier cas (H = 0,1) on notera que l'approximation :

296



exp imx

+
s, (x) ~
X

est trés bonne au voisinage de l'origine puis se dégrade lorsque l'on s'en

éloigne : un déphasage de /3 entre solution numérique et continue apparait

a 10 longueurs d'onde de l'origine.

Cela est confirmé théoriquement. Un calcul simple montre que l'on a:

. 1+1i . h
lim s (x) = —/—_— exp i@, (0) (x+—)

X — +oo X 4

avec :

2h2
®

d'olt un déphasage asymptotique de :

H 47t21'1227tFx 1 1
S Ll B SRS R

2 4 2% %3

10

On remarquera que le terme en h est négligeable, a dix longueurs d'ondes de

l'origine, devant le terme en h2!

Pour cinq points par longueur d'onde, la comparaison entre continu et
numérique est difficile a effectuer a la seule vue du résultat (probléme de
représentation d'une fonction sous-échantillonnée). On notera toutefois la
spectaculaire dégradation de l'approximation au voisinage de l'origine.

' +
* La fonction §; (x = ph)

C'est la fonction qui va moduler la précédente pour donner sa particularité a

chaque schéma (5;) . 8*y, est dépendante de A.

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés au cas ot wh est petit. Si l'on

réécrit la formule de la proposition (2.5) sous la forme::
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1
. A, 0 r (P + 7)
{ 3, (ph) T €, —I?(p-i-—l)

T
expih @, (F)

et si I'on utilise I'équivalence (cf. Annexe A.c) :

;ah

[(lim & = &M avec

h-0

i Loae A 1
185 <A< o EA) e 1-1,0(
E % <h EQ) e 1041

¢

~1.0 ~Jrpy——p—p—————————
08 0 o9 11 13 15

T vy -

+
On voit que la fonction §, est une fonction trés concentrée au point ph=0 et

exponentiellement décroissante.
L'ensemble des schémas se subdivise en deux parties :

1,3
517< <—4— ona:

( 1
I‘(p+—-)

+ A 2
Sh(Ph) ~ R |§|P(-1)P —m— |§| <1

teo 4
h T 3 (ph) ~ 1
\ p=0
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3

siz<l Ona:

( r 1
P+3)

+ A
< 8,(ph) ~ |§|P TeTD &l < 1

too 4
h T 8 (ph) ~ 1
L p=0

ou l'on a noté :

. -1/2
A= lim A = (1-9
h-0

+
8}, est donc bien pour wh petit, une approximation del'unité.

* La fonction S; (ph)

Rappelons que cette fonction s'obtient par convolution discréte des deux
précédentes.

Nous avons représenté sur la planche suivante le graphe de ces fonctions
pour 10 points par longueur d'onde et pour trois schémas :

P, A =1)

Ql (A' = 2/3)
Arakawa (A = 5/6)

On ne distingue aucune différence notable avec le graphe de la fonction s; ; la

+
convolution par §, n'apporte aucune modification importante.
L 1 .
Il n'en est pas de méme pour le schéma limite (A = - | pour lequel la fonction

+ 1
8, apparait trés oscillante (&( = 3-) =-1 ) L'approximation de S; par son équi-

valent continu est alors trés mauvaise.
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e Lafonction 'Y; (kb

+
La fonction v, est obtenue lars de la décomposition multiplicative de Wiener

Hopf. Elle est un équivalent discret de la fonction :
vk = (k-0)1/2 =-i(w-k)1/2

qu'elle approche a I'ordre 1 (cf. Annexe Ao

h . . . .
Lenombred'ondeen x, k,, estlié alarelation de dispersion. Nous enavons

longuement parlé lors de la présentation de I'onde plane numérique. Ici, nous
nous contenterons de rappeler 1'équivalence:

k:: = ,(8) cos 6
@ (8) = o +0(h%)

On a donc:

+ + e
1A ~ ¥ (@cos8) = -i Jo Isin _2_|

v+(k,) est donc toujours imaginaire pur.

’ +
Nous avons représenté les parties réelles etimaginaires des fonctions yh(kb

pour 5 et 10 points par longueurs et pour trois schémas numériques (A = 2/3,
5/6,1). '

On notera la lenteur de la convergence, particulidérement sensible au voisinage
de 6 = 180 degrés, de la fonction discréte vers son équivalent continu. Vis a vis
de cet effet, le schéma P; apparait comme le meilleur tandis que le schéma Q
est le plus mauvais.

La solution sur l'axe de la fissure
Nous avons représenté les variations de la solution numérique sur

10 longueurs d'onde de I'axe de la fissure. Le nombre de points par longueur
d'onde est toujours choisi égal a2 10 tandis que l'angle d'incidence prend les
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deux valeurs 30 et 120 degrés.

Pour les schémas les plus classiques (P;, Q; et Arakawa), les résultats
apparaissent tous équivalents; si l'amplitude de la solution est treés
convenablement restituée, la phase de la solution numérique se dégrade au
fur et 2 mesure que l'on s'éloigne de la pointe de la fissure. Ce phénomene, lié

a la dispersion des schémas numériques, n'est pas véritablement spécifique a
la présence de la fissure.
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CHAPITRE 3 :
DECOMPOSITION DE LA SOLUTION - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

DE L'ONDE DIFFRACTEE - APPLICATION A LA COMPARAISON
DES SCHEMAS NUMERIQUES (S3)

3.1



Dans ce dernier chapitre nous exploitons les résultats théoriques obtenus au
chapitre 2 pour analyser les propriétés des schémas (S)) vis A vis de
I'approximation du phénomeéne de diffraction. Dans ce but, nous cherchons a
tirer une information facilement interprétable de la formule générale (2.139) en
étudiant le comportement asymptotique de la solution loin de la pointe de la
fissure (champ lointain). La premiére phase des calculs consiste & décomposer le
champ total comme la somme d'un champ géométrique et d'un champ diffracté
(section 3.1). Le champ géométrique est entierement décrit de maniere analytique.
Nous en déduisons des lois d'optique géométrique numérique et mettons en
évidence l'existence d'une zone d'ombre numérique. Au paragraphe 3.2, nous
étudions le comportement asymptotique de l'onde diffractée en champ
lointain{*). Nous donnons la forme générale du résultat comme la somme
d'ondes harmoniques divergentes «quasi-circulaires» dont l'amplitude décroit

1
comme —, si r désigne la distance a la pointe de la fissure. La forme asymptotique
r

du front d'onde est fonction du nombre de points par longueur d'onde. La
variation angulaire de I'amplitude de I'onde le long de ce front dépend également
du nombre de points par longueur d'onde mais aussi de la direction de
propagation de l'onde plane incidente. Signalons que, si plusieurs ondes peuvent
coexister dans le comportement asymptotique lorsque la discrétisation spatiale est
insuffisamment fine, il ne reste qu'une seule onde «quasi-circulaire» divergente
dés que le pas h du maillage est suffisamment petit devant la longueur d'onde.
Les sous-chapitres 3.3 et 3.4 sont consacrés a la description plus précise des résultat
généraux énoncés aux paragraphes 3.1 et 3.2 pour chacun des schémas S,, et 2 une
analyse fine des résultats de convergence correspondant aux notions de zone
d'ombre, de fronts d'onde asymptotique et d'amplitude asymptotique. La
section 3.3 est consacrée a l'étude du champ géométrique. Nous comparons
notamment, suivant les schémas et la direction de propagation de l'onde
incidente, les zones d'ombre exactes et numériques. La section 3.4 est consacrée a
I'étude du champ diffracté. Nous étudions dans une premiere étape les points de
phase stationnaire et montrons comment ces points sont reliés a la géométrie des
courbes de lenteur des schémas, courbes dont nous analysons les propriétés. Nous
étudions en particulier le nombre de points de phase stationnaire, qui détermine
le nombre d'ondes asymptotiques, en fonction du schéma, du paramétre wh et de
la direction d'observation. Nous déduisons de cette étude préliminaire l'allure

(*)La technique d'analyse fait appel, de fagon classique, aux méthodes de phase
stationnaire.
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des fronts d'onde asymptotiques. On retrouve les résultats déja obtenus dans [Ba],
ou ces fronts sont caractérisés comme les courbes polaires réciproques des courbes
de lenteur. On notera que cette premiere partie de 1'étude ne concerne que le
schéma intérieur et est complétement indépendante de la direction de
propagation de l'onde incidente et du schéma sur la fissure. Ces parameétres
n'interviennent qu'au niveau de la deuxidme partie, a savoir l'étude de
I'amplitude de 'onde diffractée le long du front. Nous comparons a ce niveau les
résultats exacts et approchés par l'intermédiaire des diagrammes d'amplitude
adimensionnels.

3.1. DECOMPOSITION DE LA SOLUTION APPROCHEE

Comme annoncé dans l'introduction de ce chapitre, nous allons nous attacher a

. - h
démontrer l'existence d'une décomposition du champ total ursous la forme:
h h h
ur - ug + U.

h h . . . -
ou ug et u., champs géométrique et diffracté, vont essentiellement se distinguer

par leurs comportements asymptotiques a l'infini. L'idée de la décomposition
vient du fait que l'analyse’ du comportement asymptotique quand r tend vers
l'infini, r désignant la distance a la pointe de la fissure, fait apparaitre une partie

principale d'amplitude constante (c'est ce qui définira le champ

1
géométrique) et un terme secondaire dont I'amplitude décroit comme —.

r

Plus précisément, nous considérons un point de coordonnées :

i

X, ph

Y = qh

Nous définissons :
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* La distance du point (x,, yo) & la pointe de la fissure :

r = |/ p2 + qzh
¢ L'angle d'observation © :

tg®=—h

et nous nous intéressons a la quantité :

lim u;‘. (xp,yq) = lim u.}; (r,®)

I — oo I — oo
u-l;- est le champ numérique total, somme du champ incident u;‘ et du champ
diffracté ug. Les paragraphes précédents ont établi que le champ total est donné
par la formule:

h . h
3.1) ug (xp, yq) = expi (k:(l xp + ky yq)

_ signe (y)

Sin F(k)expir ¢, (k,©)dk

h

To

ou nous avons défini :
- la phase ¢, (k, ©)
(32)  0,(k,® = cos®k + |sinO| g, k)

- la fonction Fy, (k) :

0 F . h
-ihy, (k)

33  Fk) = —
¥, (&) (1 -exp ih (k- k)

+
Y définien(2.115), ¢, en(2.122)
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Ainsi, le probléme se raméne a I'étude du comportement asymptotique d'une
intégrale oscillante le long d'un contour du plan complexe.

L'idée de base pour traiter la difficulté du probléme repose sur le principe
suivant :

h
Sile contour I'y peut étre déformé en un contour trés régulier et sur lequel la

fonction :
k - expiodn(k,®)

est de module inférieur ou égal a 1, il est possible d'utiliser une théoréme de la
phase stationnaire pour obtenir le comportement asymptotique.

La condition sur le module est en effet nécessaire: si elle n'est pas vérifiée, la
fonction :

r - expiroéy(k,®)
explose lorsque r tend vers l'infini !

Bien sdr, nous pouvons utiliser les propriétés d'analycité de la fonction
intégrande, que nous avons établies dans la section (2.4), pour, éventuellement,

h
déformer le contour I'y de fagon a se placer dans le bon cas, soit :

h
lexpi¢,(k,0) < 1  sur «[gdéformén»
ou, de manijére équivalente :

h
Im¢,(k,®) 20 sur «["gdéformé»

A
'R
certains points singuliers. (cf. Figures du paragraphe 2.4.a).

h
Rappelons que I‘6 est confondu avec le segment [ ] sauf au voisinage de

Notons que tous les points qui sont situés sur ce segment ont la partie imaginaire
de leur phase positive. En effet, pour ces points d'affixe réel, on a :
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Im ¢, (k0 = |sin®] Img,k) (ke R)
quantité qui est bien positive ou nulle, d'aprés la définition de @,(k) :

¢ (k) = lime¢ (k)
o AR &h

Im (pg'h(k) > 0

En premiere conclusion, seuls posent problémes les points du contour situés hors
T N . '
du segment [- " —H-] , & savoir:

- les points du demi-cercle situés dans le demi-plan inférieur Im(z) < 0, et
contournant le point k:, pble dela fonction F,,

— Les points des demi-cercles contournant :

¢ le/les point(s) ¢, (o) ou/et @, (%) , dans le demi plan inférieur Im(z) < 0,

T
e le/les point(s) -, (0) ou/et -, (F) , dans le demi-plan supérieur Im(z) > 0.
Remarquons que ces deux types de contournement n'ont pas du tout le méme
objet. Le premier cherche 2 éviter un pdle de la fonction intégrande tandis que le
second vise a contourner les branches de cette méme fonction.

Ainsi, le contournement du pdle k: par lebas n'est pas vraiment obligatoire. Si

h N
l'on substitue au contour Iy lecontour I'y différant du premier de par son

. h
contournement par le haut du point k_:

kl=w),(0)cosB
> , o ——

3.6



le théoréme de Cauchy nous donne :

ug(xp,yq) = expi (k: X, + k;‘ yq) -signe(yq) Res (F,(k) expir ¢, (k,0) , k = k:)

5= | Faexpire, k@) dk

h

To

Utilisons la relation :
h
Res (Fh(k) expir q)h(k ,0),k= kx )
=expirgk,, ) = expi(kx,+k |y,

h .

u, (xP , yq) st yg > 0
h .

up (xP,yq) si y, <0

On obtient ainsi une alternative a la formule (3.1). On peut donc écrire,
indifféremment : :

Siyq > 0

h h 1 .
uTxp/yq) = ul (Xp,yq -Z—i;-t Fh(k) explrd)h(k,@)dk

ou bien

upGo,y) = - F,(k) expir¢,(k,®)dk

2in
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Siyqg < 0

h h 1 .
uT(xp,yq) = u (xp,yq) + 57m Fh(k) expir¢, (k,®)dk

h
To
ou bien
h h h
uT(xp,yq) =y (xp,yq) + up (xp,yq)
1 .
* 5= F (k) expir ¢, (k,®) dk
h'
To

La formule que nous devons retenir, pour étudier le comportement
asymptotique, est déterminée dans la proposition suivante :

Proposition 3.1 :

h
Supposons ¢, (k. _,0) # 0
il existe alors un voisinage V g de k, tel que si z est un point de ce voisinage on ait:

Imz > 0 = Im¢,(k,®) estdusignede ¢h(k: , ©)

Imz < 0 = Im¢,(k,O) estdusigne opposé a celui de ¢h(k: ,©)

Dite d'une autre maniere, cette proposition signifie que l'axe réel partage le
voisinage Vg en deux parties sur lesquelles le signe de la partie imaginaire de la
phase est constant.
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Im®,(k,0)> 0

N D, (k,0)< 0

cas Ci),,(k,e) >0 cas d)h(k,e) <0

Preuve :
Ecrivons le développement de Taylor :
h . ' h 2 2
ok +a+ig) = ¢h(kb+ (o + ie) ¢h(kb +0(x +¢)

un calcul simple montre que, puisque (k: + Pn (kb) estréel, il en est de méme pour

¢h(kb et, par conséquent pour ¢;,(kb ;onadonc:

h ) 2 2
Imoki+ra+ie) = e.¢kD+0(x +a)
d'ou I'énoncé de la proposition.
Remarque
Supposons que l'angle d'observation © soit tel que :
o h
¢h(kx' 9) = 0
ou encore :

cos @
|sin ©]

h
q’h (kx) = -

. . . . h
on dit alors que la phase stationne, ou est stationnaire, en k.
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La proposition précédente ne s'applique plus et on doit reprendre la
démonstration en considérant le développement de Taylor a l'ordre 2. On montre
que le voisinage Vg est, dans ce cas, divisé en quatre parties comme le montre le
petit schéma suivant:

cas Eﬁh(k,e) >0

e e . . h
On voit ainsi qu'il est impossible de contournerle péle k, sans rencontrer des
points de phase de partie imaginaire négative ! : le comportement aymptotique ne
peut pas s'obtenir dans ce cas avec les techniques que nous exposons ici.

Quoi qu'il en soit, nous avons tous les éléments pour déterminer le choix du
contournement pour presque toutes les directions et, par la-méme, de faire
apparaitre le champ géométrique discret.

Nous définissons :

- ®,(0) I'angle pour lequel la phase stationnaire en k: = @(0) cos 8 et qui estdonc
défini par :

cos ©

h
k) = -
P x |sin ©|
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©*,(8) peut s'interpréter comme l'angle que fait la normale, & la courbe de
lenteur au point OM(8) = v, (8).0 =(k:, (ph(kb), avec l'axe k: = 0 (cf. 3.4.0).

. . h .
Puis, nous caractérisons u; par les relations :

0 si 0 <@ < ©4(0)
ur,® = {u si ©%.(6) < © < 21-©%(0)
u}; + u; si 2x-0%,(0) < © < 2=n

L'étude que nous venons d'effectuer nous permet d'écrire :

h h 1 .
uT(r ,0) = uG(r ,0) - 5 J Fh(k) expir ¢k, ®)dk

r
avec :

h

I‘e si ©*(8) < @ < 2r-6*(0)
r = ,

h

I”  sinon

=}

et d'affirmer que la partie imaginaire est du bon signe (positive) au moins pour

T T
les points de I' situés sur le segment [ T F] ou bien sur le demi-cercle contour-

h
nantle polek,.
Restent a étudier les points de I' contournant les pointes des branches de la
fonction intégrande.

La proposition suivante montre que si le contournement est effectué dans un
voisinage suffisamment petit de ces pointes, la partie imaginaire de la phase a le
bon gofit de rester positive.

Schématiquement, on peut présenter la situation de la fagon suivante :
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branche de '

. Lroposition 3.2 :

T L
Posons & = 0 ou T et supposons que ¢, (§) soit élément de[ T E—] .

Alors, il existe un voisinage Vg de ¢,(&) et un voisinage de Wg de - ¢,(§) tel que:
{-sizeVeetImz<0
alors Im ¢h(z ,9 >0

{sizeWe et Imz > 0

alors Imq>h(z,6) >0

Démonstration :

Nous la ferons pour § = 0 et pour l'énoncé relatif & Vg , les trois autres cas se
traitant de maniere analogue.

Nous partons de la formule (2.122) pour écrire :
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expih ¢ (2) cosh ¢, (z) + G(z) (1-expih (9, (0) - z))m

cos [h ¢, (¢, (0))] 1

cos ¢, (2) , G(z) analytiques au voisinage de ¢, (0)

En développant les fonctions analytiques impliquées sous forme de séries
entieéres, on aboutit au développement en série de Puiseux (cf. Knopp [Kn],
page 130):

N =

o2 = 1+ X a [i(z-¢,(0)]
n21

Ecrivons z sous la forme :
z = @0 +eexpib

8 ] 3n 1:[
<l"z'3

il vient :

6
Img,(z) = p, /€ sin (3 + 2 +a1)(l+\/:so(l))

a = p, expiq,

Le calcul de a; est assez pénible, on peut l'éviter en remarquant que deux cas
peuvent se présenter :

Ime,(z) = 0 pour 6 =0
cas1 : : S ~
Ime,(z) > 0 pour 6 = -m
Ime,(z) = 0 pour 0 = -m
cas2 :
Ime,(z) > 0 pour 6 = 0
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(y,(2) au voisinage dez = ¢u(0)

On adonc:
Imo,(2) = \/-i_i cos ( ) 1+ /;o D] (cas 1)
Im@ (2 = P \/;: sin L ) 1+ \/;.o (1] (cas 2)

D'autre part, comme @y0) est réel par hypothese, on a:
Im ¢,(2,0) = cos@gesin8+ |sin ©1 Im ¢y (2)

soit @

Im q>h(z,®)

!

/;p lsm@)\ cos( ][1+/-eo(l)] (cas 1)
\/::p |sin ©| sm( }[14'/;:0(1)] (cas 2)

hn ¢h(ZI®)
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i 2co0s® | 6
01(1) = ——— sin — + o(1)
wee | sinel . 2
. D -2cos ® 0 + o)
o = S — + O
2 Isin O 2

Choisissons €g assez petit pour que (1 +0;(1) Ve), j=1, 2 reste positif des que € est
inférieur a gg.

Le signe de la partie imaginaire de ¢(z, ®) est alors déterminé par le signe de

)

0
cos = ou - sin - sur la boule de centre ¢, (0) et de rayon e .

Orona:

cos— > 0
* pour 6 e ]-mol

\-sm-5>0

La boule décrite précédemment est le voisinage recherché.

Remarque :

Cette démonstration ne marche pas si |sin ©| est nulle. Ce n'est toutefois pas
crucial puisque:

—~ pour @ = & : on sait que le champ total est confondu avec le champ incident.

—pour ® = 0 ou2r : on est sur l'axe de la fissure ol I'on connait explicitement
la solution (cf. section 2.5.3).

A ce stade de l'exposé, il ne nous reste plus qu'a «adoucir» les raccords entre les
demi-cercles et le segment réel en déformant légérement I' pour remplir I'objectif
que nous nous étions fixé : trouver un contour régulier sur lequel la phase est de
partie imaginaire positive ou nulle.
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Précisons ce que nous appelons régulier : nous supposons désormais que T' est

A
un chemin joignant - " a T du type:

r = (YI [011])

ou Y et une application C*> de [0,1] a valeur dans le plan complexe avec
«recollement C* des extrémités» :

(v e C”(0,11,0)
_ T 1) = T
J Y(O) = -Tl-' ‘Y()—F

d" v d"va
Yo Y(),Vn>0
| ds

dsn

n

[" étant ainsi défini, nous présentons dans la proposition suivante, le résultat
intermédiaire que nous venons d'obtenir :

Proposition 3.3 :

Le champ numérique total admet la décomposition suivante:
h h h
Ur = Ugq + U.

h . . s . h
ol ug est le champ géométrique discret, précédemment défini, et olt u. est

donné par la relation :

1
U, = - 5 J F, (k) expir ¢, (k,©) dk

r

T =
Dans cette formule, I" est un contour joignant le point - T a T et pour lequel les

propriétés suivantes sont vérifiées :

i) T est «trés régulier» (C> par exemple avec recollement C* des extrémités) ;
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2n
i)k — F (k) expir¢,(k,©) estanalytique et T périodique sur I";
iii) | expirgpk,®| < 1 sur T;

. B
ivvkeTI et Im¢, (k,® =0 =2ke [-F’-}T] NT

Ces quatre propriétés vont nous étre nécessaires pour utiliser un théoréme de la
phase stationnaire bien adapté a notre probléme. Ce théoréme permettra de
montrer que le champ uh. décroit comme 1/4r et apparait donc comme une
correction du champ géométrique. |

Le chémp géométrique et ses propriétés seront analysés dans la section 3.3.

3.2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA PARTIE DIFFRACTEE

Nous utilisons un théoréme de la phase stationnaire pour étudier le
comportement asymptotique de la partie «diffractée» de la solution numérique.

h h h 1 .
U, = Up-ug = " 55 Fh(k) exp1r¢h(k,®) dk
r

Ce théoréme montre que la contribution principale a l'intégrale sur I’ provient,
lorsque r est grand, essentiellement du voisinage des points de phases réelles et
stationnaires. Ces points sont les éléments de l'ensemble :

T X
34) K(wh,©) = {ke ]-F,K[;%(ks,@) =0, 6,(k,,0) e R}

Les points de K, (wh, ©) vérifient le systéme :
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cos ©

® = -
®n Tsin O]

3.5) 1

| @k) € R

Ce systéme est analysé en annexe : on montre que k; est élément de K;(wh , ®) deés
que cos hkg est solution d'un pdlynome de degré au plus égal a 4. Théoriquement,
on ne peut donc avoir au plus que quatre points de phase réelle et stationnaire
dans la direction ©. La détermination du nombre exact de points est difficile et
doit étre menée au cas par cas suivant les valeurs du triplet (wh, A, ®). Nous
reviendrons plus en détail sur ce sujet dans le paragraphe 3.4.

Nous énongons de fagon précise le résultat central de ce paragraphe dans une
proposition.

Proposition 3.4

Le champ u.h, différence du champ total et du champ géométrique discret admet
le développement asymptotique suivant :

N expir(bh(ks,@) 1
6o e, - 3 ako (1+o())

T
k, [ or

ol la sommation est étendue aux points de phases réelles et stationnaires :

k, € Kj (oh,®)

et ot A;(kg, ©) est I'amplitude dont I'expression est donnée par la relation :

Ak, ,8) =

. / i@ (- ih y; (kx))

37 21 k) Isin O "4y (1 - expin (- k)

kx = coh(e) cos 6
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Démonstration :

On commence par utiliser la paramétrisation C*y du contour I' pour se ramener 2
une intégrale ordinaire :

1

u;(r,®) = J' S(s) expir y(s)ds
0

-Y (s) .
S(S) = -ﬁ Fh(‘Y(S» ’ \I’(s) = %(’Y(S), @)

Afin d'utiliser les propriétés locales des fonctions impliquées, on va découper
I'intégrale en une somme finie d'intégrales.

On recouvre l'intervalle [0,1] par des intervalles de longueur inférieure 2 € :

[0,1] Io ) I1 [ uIN

Puis on se donne une partition de l'unité C> subordonnée au recouvrement :
soient a1, ..., oy telles que:

Support a, < L

1
—

NS
> o« sur [0,1]
=1

. 1
1
On a alors :

. N,-1
uh(r,e) =

i=2

J' 0,(s)S(s) expiry(s)ds + J (a1+ oy )(s) S(s)exp ir y(s) ds
i |
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On a recollé de maniere C* les extrémités. Ainsi et en utilisant la périodicité des
fonctions, la derniére intégrale pourra se traiter de la méme fagon que les

premiéres.

On va, a présent, présenter 3 cas ol I'on sait utiliser des techniques classiques afin
d'obtenir des résultats sur le développement asymptotique.

ler cas : On suppose lexpir y(s)| < 1 surl

Dans ce cas, on a aucun besoin de la phase y(s); on travaille directement sur

I'exponentielle. On a:

lexpiry(s)| = |expihq)h(y(s))|q = el

q = rh.llsin®|

et donc, en majorant brutalement, il vient :

r

a(s) S(s) expiry(s) ds| < M, A

y
avec :
M, = sup la(s)S(s)l
!
Isin®l
h
A = [sup i)l < 1

1
on a donc un comportement exponentiellement décroissant (au beurre).

2¢me cas : On suppose lexpiry(s)] < 1 ety(s) nonnulsurJ

On procede alors par intégration par parties. On montre par un procédé de

récurrence sur n que:
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d [Fn-l(s):l
i F (s) = a(s)S(s) , F(s) = =
si F (s a(s)S(s (s &l ve
alors :
1
J a(s)S(s) expiry(s)ds = — J' F (s) expiry(s)ds
(ir)
L L

en majorant la derniére intégrale, on trouve :

J |Fn(s)| ds
L

n
r

J a.(s)S(s) expiry(s) ds <

h

Et, par conséquent :
Ir) = 0()

3&me cas : On suppose [; de petite taille et contenant un point de phase réelle et
stationnaire

On applique alors le lemme suivant (cf. [Cha] par exemple) :

Lemme 3.1:

si yw: I 5 R
s — y(s)

est une fonction C> telle que :
2

d d
ael, Y@w=0, Ya 2o
& 2
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alors, il existe ] sous intervalle de I tel que pour toute fonction a, C=a support
compact inclus dans J, on ait:

172

2ni 1
J ofs) expiry(s)ds = ( ) a(a) expiry(a) (1 +0 (—))
| r \If"(a) r

ou la racine carrée est choisie via la détermination principale du logarithme.
Considérons a présent les abscisses correspondant & des points particuliers, a savoir :
— Sq, Sy, ..., S, les points de phase réelle et stationnaire :

yis) =0 et wys) =0 1=1,2,...,n
-ttt les points de phase non réelle et stationnaire :

V() = 0 et Imly(y) > 0

- éventuellement, si 0,5 < A < 0,75, les points r; et r, correspondant a un zéro
de exp i r y(s) (cf. Paragraphe a de la sous-section 2.4), r vérifie :

) = = o
Supposons € assez petit pour que:
1. Pourtoutl=1,...,n
-5, appartienne a un unique intervalle I;, soit I(s),
- y(s)) reste réelle sur I(s)),

- I(sp est inclus dans l'intervalle J, du lemme 3.1
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intervalle J

intervalle I(sp)

ui'(s) :

4

—a

E
J

l
|
[
[
|
|
J

-

Qe

—

|
L

e o o o o - - o o e T L T LT T

intervalle précédent intervalle suivant

W(s) € R sur I (s
Cas W(s)=0 , Wisd e R

2. Pourtoutj=1,2,...,p
- t; appartient 2 un seul intervalle I;, soit I(t),

~ Im(y(s)) reste strictement positive sur I(tj)

intervalle I fj)

(s)

-

-—— o= ———

j

L

F
|

e o o - - e = = - - = o= - -l

-

n

T Y LT LT

intervalle précédent intervalle suivant

jn}“’(s)s >0 sur I ()
Cas Git))=0, Frm¥it;)>0

3. Eventuellement, si ry, r, existent pour k = 1, 2
- r, appartient a un seul intervalle, soit I(r)),

~lexpiry(s)l = lexpih gy (y(s))! reste inférieur a I'unité sur I(r,).
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intervalle I(r)

|
} - tx;k(s) : _
T | Yy
| |
1 |
o [
J Tk L
= - - L
! ! ! !
hlIIIIIIIIIIIIIIIIllllllIlllId hlllllIlIlIlllIll.lllIlIllllli
intervalle précédent intervalle suivant

exp ih @yl ¥(s)] <1 sur I (ry)
Cas exp ih wyly(s)) =0 pour s=ry

Si toutes ces conditions sont remplies et si I est1'un des intervalles I, U Iy, ou
bien L, i=1,..., Ne - 1, l'intégrale ai(s) F(s) expir y(s) ds. se traite:
i

— soit comme dans le cas 1, si I est 'un des intervalles I(t) ou I(ry). Sa contribution
asymptotique est alors au plus exponentiellement décroissante ;

— soit comme dans le cas 3, si I est I'un des intervalles I(s;). Sa contribution
asymptotique est alors en 1/+r.

— Soit comme dans le cas 2 si I n'est pas un intervalle de la liste ci-dessus. Dans ce
cas, la dérivée de la phase est non nulle sur I et la contribution de l'intégrale est
au plus en 0(r=).

intervalle I;

rlllllllllllllIllllllllllllllllllllllllllllllllllll'lllq

| |
] |
I x(s) | -
7 |
| K
] |
r
J L
— - - e
! | ! !
o v > - - - - . -] h-.--------.-----l
intervalle précédent intervalle suivant

Y(s)#0 sur I;
Cas ou (3 dérivée de la phase est non nulle sur I;
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En conclusion, le développement asymptotique est donc bien donné par les
contributions des points de phase réelle et stationnaire.

En remarquant que:

dy

E(Sl) =0 & Yo, (s),0 = 0
On a bien:

¥s1) = k avec k € Kl(a)h,@)

Les points de phase stationnaire pour ¢, correspondent aux points de phase
stationnaire pour .

Comme, par ailleurs :

2
dy
= 6 = e 006, 0

¢, (¥(s1),©) = Isin @] @ (k)

On trouve finalement :

iy' F (k i k,©
ut\(r,@) = 1Y'(sy) F )eszrcph( ) (1+0(1))
k »/—Zin (@' P sin@| @pk)

qui n'est autre que (3.6) compte tenu de (3.3) et de l'orientation de I' (y'(s) > 0
pour tout S) D - _ - il S AP
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3.3. ETUDE DU CHAMP NUMERIQUE

Nous nous intéressons dans cette partie aux propriétés du champ géométrique
numérique. Comme pour le champ géométrique, ce champ est défini par
l'intermédiaire d'un angle ©*, qui permet de construire la zone d'ombre et les
zones éclairées. La grande différence existant entre cas discret et cas continu réside
dans le fait que cet angle est distinct de l'angle d'incidence 6. Dans un premier
paragraphe nous donnons une interprétation géométrique a ©+*, en le reliant aux
courbes de lenteur du schéma S), puis nous nous intéressons au cas olt wh est
petit. Nous comparons quantitativement les schémas Sy, S;,3 et S5/ en étudiant
I'ouverture de la zone d'ombre en fonction de l'angle d'incidence et pour deux
valeurs de wh (5 et 10 points par longueur d'onde). Enfin, nous traitons
rapidement le cas ol wh est grand ; apparaissent alors des situations tout a fait
paradoxales ol la zone d'ombre est placée dans une partie du plan d'ou l'onde
incidente est censée provenir. On ldve ce paradoxe en utilisant la notion de
vitesses de groupe.

a)Présentation générale du champ géométrique

Le champ géométrique numérique est défini A partir de trois secteurs

angulaires :
la zone d'ombre Qh
h

la zone éclairée par l'onde incidente th :

h h
Ug = U

la zone éclairée par l'onde incidente et par I'onde réfléchie Qhg :

h_ h h
uG—uI+uR

Ces trois secteurs sont déterminés a partir d'un angle ©*, et par l'axe porté par la
fissure :

si0 < @ < O, (r, ® e Qh,
i@ < © < 2n-0%y, (r,0) € Qb

si2n-O%, < ©® <2 (r,0) e Qhg
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Le point remarquable est que I'angle @, différe de I'angle d'incidence 6.

1. L'angle d'incidence 8

Rappelons que cet angle d'incidence a été défini comme l'angle polaire du
vecteur d'onde incident,

Si 0y,(0) désigne le module du vecteur k ; on a:

k., = wy(0)cosB

X

ky = 0,(0)sin® = +(ph(kx)

et I'onde incidente s'écrit :
uj(ph,gh) = expilphk +qhg, (k) = expiw(6)r cos(®-€)
tandis que l'onde réfléchie donnée par:
u;(ph,qh) = expi(phk -qho,(k)) = expiw,(0)rcos(O+6)

Il est intéressant de noter que les lois de réflexions sont identiques en
numérique et en continu: il y a conservation de la composante du nombre
d'onde k, sur l'axe de la fissure.

onde incidente

2. L'angle ©+, /

Bl T T 7] zone

: // d’'ombre
9; \e:

o

onde incidente
+onde refléchie

3.27



D'apres la section 3.1, I'angle @+, est donné par la relation :
¢h(er®.h) =0
soit :

*
cos ® h

ok) = - ———
h™x |sin®*h|

Cette relation s'interpréte simplement 2 l'aide d'arguments géométriques :

on introduit la courbe de lenteur I'y ,(w) du schéma S,, courbe du plan (ky, kj)
d'équation :

2
Dy, ki k) = o
T X
(kl ’ kz) € |- 'K' ’ _l'-\-
ou encore (cf. chapitre 2) :

k = 2o,k

bk < [ 7]

Le vecteur d'onde incident est alors élément de cette courbe et le vecteur
(cos @%,, sin ©*,) n'est rien d'autre que le vecteur normal, en ce point.

Le fait que la courbe de lenteur ne soit pas circulaire implique alors
naturellement que l'angle d'incidence soit distinct de l'angle ©+,.

Nous étudierons plus en détail les propriétés de la courbe de lenteur au cours

de l'analyse du comportement asymptotique de l'onde diffractée (section 3.4).
Ici, nous nous contenterons de savoir que :

1) les courbes sont symétriques par rapport aux axes: k; =0, ky =0, ky = kj,
kl =- kz.
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2) Elles ne possédent qu'une composante connexe centrée sur l'origine et
apparaissent comme des cercles déformés lorsque :

®?h?2 < min [4,8(2-1)}
3) Elles sont des approximations d'ordre 2 du cercle unité.

Ce dernier point montre que le champ géométrique discret est une
approximation a l'ordre 2 du champ géométrique continu :

@y = 6 + 0(w?h?)

b) Etude numérique pour wh petit

Au cours de cette étude, nous nous sommes intéressés au comportement de
3 schémas : '

3
A = y schéma Q,
A =1 schérnaP1
5
A = '6' schéma Arakawa

puis nous nous sommes placés dans le cas ol le pas d'espace est
suffisamment petit.

Plus précisément, nous avons choisi d'étudier deux cas:

{mh = 27tH = 2xn 0.1
oh = 2zH = 25 02

H s'interpréte comme l'inverse du nombre de points par longueur d'onde (la
vitesse de propagation est égale a 1 dans cette étude). On a donc:

{ H = 0.1 10 points par longueurs d'onde

H =02 5 points par longueurs d'onde
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Nous avons présenté sur la figure 3.1 les variations de la fonction :

F : © ——] O -0

On notera tout d'abord que pour les angles 6 multiples de 45 degrés, I'angle
©*, est toujours confondu avec 6. Cela provient des symétries de la courbe de
lenteur. Ces symétries impliquent par ailleurs une périodicité de 90° de la
fonction F.

D'autre part, il est remarquable que le schéma P; surestime la zone d'ombre
lorsque 0 est inférieur a 45° puis la sous-estime lorsque 6 dépasse 45°.

A contrario, le schéma Q, sous-estime la zone d'ombre puis la surestime.
Pour ces deux schémas, l'erreur ne dépasse pas :

— 5 degrés pour 5 point; par longueur d'onde,

— 1 degré pour 10 points par longueur d'onde.

Le schéma intermédiaire (A = 5/6) apparait comme le meilleur des trois:
I'erreur est pratiquement nulle pour 10 points par longueurs d'onde tandis
qu'elle n'exceéde pas 0.5 degré pour 5 points par longueur d'onde. Cette
propriété était attendue puisque le schéma d'Arakawa est le plus isotrope de
la famille, c'est celui dont les courbes de lenteur restent le plus longtemps de
forme circulaire.

Etude pour wh grand

Lorsque wh devient grand, la courbe de lenteur n'est plus composée d'une
seule composante connexe (cf. section suivante) et le champ géométrique
peut paraitre tout a fait paradoxal !

Considérons par exemple le cas ou :

1 3

1
-2—<7&< et 82A-1) < wh < —

4 1-A

et choisissons une onde incidente k comme- indiqué sur le schéma
ci-dessous :
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onde incidente

%,
%,
(LITTTY

i~

z0ne
. . -~ d'ombre
* 'd
8 8, .

3
. ar. a4y
. 21D

\

onde incidente
«onde réfléchie

La zone d'ombre apparait alors située a I'arriere des fronts d'ondes tandis que
I'onde réfléchie existe dans une partie du plan qui semble inaccessible a
I'onde incidente de par la présence de la fissure.

Ce paradoxe peut étre levé en raisonnant, non plus sur les vitesses de phases
mais sur les vitesses de groupe (cf. [Tre]). Celles-ci sont définies par :

Vol k) = Vol k) = (3—:;‘”—;)

Il est facile de voir que ce vecteur est porté par la normale n a la courbe de
lenteur au point (k; , kj). L'angle ©*;, s'interp2te donc comme la direction de
propagation de la vitesse de groupe.

Lorsque I'on reprend un a un les schémas du pargraphe 2, on vérifie que les
points correspondent toujours a un point de la courbe de lenteur telle que le
‘vecteur unitaire :

- Vo
n = ——
| Vol |

pointe vers le haut.

A la lumitre de ces remarques, il apparait clairement que ©+, devrait
légitimement représenter la direction de propagation de l'onde harmonique
incidente et se substituer a l'angle 0. Ainsi, l'interprétation physique des
phénomenes s'en trouverait plus aisée.
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3.4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE L'ONDE DIFFRACTEE

3.4.1. Etude des points de phase stationnaire

La formule générale (3.6) fait clairement apparaitre I'importance de l'ensemble
Kj(wh,®) des points ol1 la phase ®,(k,®) est stationnaire. Nous allons pour
étudier cet ensemble, introduire la courbe de lenteur Iy 3(®) du schéma S,, courbe
du plan (k;, ky) d'équation :

2
D, (ki k) = ©

(3.11) -
R

que l'on peut réécrire sous la forme:

k.h k,h kh Lkh 5,

.2 : . 2 : _
(3.12) 4sin T+4sm -5 + 16(1 - A) sin - sin - = oh

1 est tres facile de voir que :

+ -

A A A
I = (I‘h) () v (I‘h)(m)
ol nous avons posé :

+

A T R 2 A
(rh) (0.)) = (kl'kZ) & ]F‘,—h—[ kZ = * (Ph(k)

A
ol ¢, désigne la fonction jusqu'alors notée ¢, pour alléger les notations.

A A A
Comme T’y (w) est une courbe de Dy, pour tout point (k;, k) de I'}, le vecteur:

A
V Dy (k k,)

n(k, k,) :
|1V D, (k, k)|
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définit un vecteur unitaire normal a I’*;(w) que nous appellerons vecteur unitaire
normal sortant.

Comme la phase @, (k,®) s'écrit :

D;(k,®) = cos Ok +sin O @u(k)
d d [ A ]
(3.13) Y D,k =0 & I ¢ K| = -otg®
On définit alors E 3(wh,®) 'ensemble du plan (kq,k;) par :

E, (0h,®) = {;(mh,e) € I‘i(m) / n(;(mh,@)) = (cos ©, sin 6)}

c'est-adire 'ensemble des points de la courbe de lenteur en lesquels le vecteur
unitaire normal sortant coincide avec le vecteur (cos ©, sin ©). la formule (3.13)
montre qu'on a l'équivalence :

A
ke Kl(mh,G-)) & (k, q)h(k)) e E l(coh, 0)

Par conséquent, I'étude de l'ensemble Kj(wh,B) est équivalent a celle de
I'ensemble E ,(wh,®) lequel est clairement lié A la géométrie de la courbe '’ (w).

Notons toutefois d2s A présent que, pour tout schéma, la courbe I'A, (®) est proche
d'un cercle, ainsi que le montre la formule 3.12: par conséquent, elle se présente
comme une courbe fermée et convexe contenant l'origine.

Dans ce cas, il est clair que I'ensemble E ;(wh,®) ne contient qu'un seul point
comme !'illustre la figure ci-dessous :

K}

M (w)
k(@)
n(k(e))

o

ks
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Lorsque wh devient grand, il convient d'étudier avec soin la géométrie des courbes
I'*(w). Pour cela, nous remarquons tout d'abord que si (kq,k,) est un point de '’ (w),
le point (k'y , k';) défini par:

' T
kl = —h—'kl
' T
k2 = F'kz
vérifie 1'égalité :
, K';h , K'ph , kKh ,kh 2,
4 cos’ —2—-+4co§ 7-16(1 -A) cos —2—cos T = oh
' 3
ce que l'on peut réécrire, pour A = vk
L L + ) 2
pa? T 2 K @) KR o N 8-wh
sin’ —— + 4sin’ —— + sin. —— sin =
2 2: 4r-3 2 2 4-3

Introduisons alors les nombres (A', ®') définis par :

i 1-A
1-A' = ——
4A -3
) 8 22
co'2hz= “9
\ 4%1'3
ol
(3.19) [, o %
3-4A
1 2 2
-oh
OJ'ZhZF 8 ®
40-3
3

Nous voyonsque,lorsque A > — , si nous désignons par S la symétrie par rapport

4
n -
au carré de sommets ( ) ( ) ( 0),(-—}T,O)},alorsonal'lden-

tité :
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L@ = rw)

2-3A
La fonction A — " est involutive et échange de fagon bijective les ensembles
3 1
]-Z- , 1[ et ]1, +eo]. Elle a par ailleurs deux points fixes qui sont A = 5 et A =1,

ce qui se voit facilement en remarquant que (3.14) se réécrit :
(3.15) 4A\ -3A+A) +2 = 0

Ceci prouve que l'ensemble des courbes I', () est globalement invariant par la
1

transformation S et seulementsi A =1 ou A = 5

Nlustration graphique

1 12
Rappelons que les courbes I'j(w) se déduisent des courbes I'; (w) par rotation

d'angle 1t/4 et homothétie de rapport V2 (cf. interprétation des schémas en termes de
schémas a 5 points).

A 3
Nous déduisons de ce qui précéde que I'étude des courbes I', pour A = 5 Ppeut

3 .
se restreindre & A dans l'intervalle ]— p 1[ ; ce qui se passe pour A dans l'intervalle

4

3
11, +oof se déduit de ce qui se passe pour A dans ]-Z ,1 [ .
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En fait, deux ingrédients interviennent dans la détermination de E ) (wh,0) :

2n A
— le nombre de com posantes connexes ferm ées (modulo -h—)de I (w),

— la convexité de la courbe, le long de chaque composante connexe.

C'est précisément au niveau de l'étude de la convexité des courbes ', (w) que I'on

fait apparaitre, pour A = - - une nouvelle valeur critique du parametre wh. Cette

valeur est donnée par :

Elle est obtenue en écrivant que la courbure de Gauss de la courbe I', (@) (qui est bien

A
évidemment liée & ladérivée seconde (¢,)"(k)) s'annule au paint d'intersection de
(o) et de la premidre bissectrice k; = kj.

Avant de préciser la signification exacte de F(A) vis A vis de la géométrie de '}, (w),
représentons les variations de F(A) en fonction de A (que nous comparons avec celles
de la fonction y(A) qui définit rappelons-le, la borne supérieure de l'intervalle des
valeurs «possibles» pour le parameétre w2h2). On montre que F(A) n'a de réelle

3
signification que pour A 2 4 etquepar ailleurs :

FQA) < 4 pour A > 1
FA) 2 4 pour A < 1

12

10

2 =
0 LS v v 'L v v v v L3
0.50 0.%5 1.00 1.25



On peut montrer (voir [Ba], annexe) que:

1
—Pour—2—<7\.<z-:

la courbe I'*,(0) ne présente jamais de point d'inflexion, pour w?h? € [0,y(A)]
3
—Pourz-<k<1,alors:

e la courbe I'*;(w) ne présente aucun point d'inflexion lorsque
w?h2 e 10,40 » JFL),y(M)I.

e Elle présente exactement 8 points d'inflexion (disposés de fagon symétrique par
rapport aux axes de coordonnées et aux deux bissectrices), lorque w?h? e 14, FQA)[.

—Pourd > 1, alors:

e La courbe TA,(w) ne présente aucun point d'inflexion tant que
@?h2 — ]0,F(L)] U 14,yM)[ ;

e Elle en a 8, lorsque w?h?2 e IF(A)4l.

2% A
Lorsque l'on étudie le nombre de composants connexes (modulo -1-1—) deT, (w),

on fait intervenir deux nouvelles valeurs critiques :

2 9 1
oh = GQA) = —
1A ] 1 3[
Ae |—,—
2 5 24
oh = HA) =sa-1
que nous avons déja évoquées au chapitre 2 (cf. section 2.3). Ces valeurs ne jouent
1 3
un role effectif que lorsque A € ]7 , Z[ (on notera que H(A) est confondu avec

3
y(A) lorsque A > Z)'
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P ! A >
= Pour > <A< o
e Iy (w) a une composante connexe si w2h2 < HQA) ;

e T (w) a deux composante connexes si H(A) < @?h? < G(A)

e T’ (o) a deux composantes connexes si G(A) < w?h? < 4.

- P _
our?\.>4

() ne présente qu'une composante connexe (modulo 2x/h).

Pour rassembler l'information, nous avons représenté les variations des fonctions
F(A), G(A), H(A) et w(A) sur un méme graphe, puis dressé un résultat récapitulatif des
résulats que nous venons d'énoncer. A titre anecdotique, on notera que:

' 3
- les fonctions G(A) et F(A) se raccordent de fagon Cl en A = T’

5
- La fonction F(A) est maximum pour A = i c'est-a-dire pour le schéma d'Ara-

kawa (le plus isotrope).

12
10%

6 ’l// /F 4
3L =~

z-: H

0 a gy
0.50 0.75 1.00 1.25
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. 1 3
Premier cas, — =
as, 5 < A <1

o h2 0 HO) GO v

Composantes
connexes

Points
d'inflexion

Deuxiémecas,% <A<1:

o h2 0 4 FAL) oy

Composantes
connexes

Points 0
d'inflexion

Troisidmecas, A > 1

o L oh? o RV 4y

Composantes
connexes

Points
0
d'inflexion 8
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Cette étude nous permet de dresser un tableau du nombre de points de I'ensemble

E »(wh,®), en fonction des valeurs des parametres wh et A.

. 1 3
Prem = =
re 1ercas,2 < A <4

I |
(wh)’ 0 H(A) G() 4=y
E ).(mh’@) 1 point 2 points 2 points
ve ve ve
Deuxiéme cas 1 < A <§ :
"2 4
| |
(wh)® 0 4 F(A) )
E,(@h,0) 1 point 1,2 ou 3 points 1 point
v suivants © Ve
Troisieme cas ,A > 1:
I |
(@h)? 0 F(\) 4 wO)
E,(@h,©) 1 point 1,2 ou 3 points 1 point
ve suivants © Ve
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Les figures qui suivent explicitent de fagon plus «concréte» les points de l'ensemble
E 3 (0h,®) dans les différents cas.

Les valeurs critiques :

2 2 1 3
-oh = 0,GQ), yd) pour - < A< vy
2 9 3

-oh = 0,4,FQ),y@) pour A > T

sont les valeurs pour lequelles on ne peut pas appliquer le théoréme de la phase

stationnaire. (On ne peut pas dans ces cas préciser le comportement asymptotique du
champ diffracté sans mener une étude plus approfondie).

Les figures correspondant au troisiéme cas A > 1 se déduisent des précédentes a l'aide
de la transformation 3.

Bien entendu, il convient de mettre A part les schémas particuliers que notre étude

paramétrique a permis de mettre en évidence, a savoir les schémas correspondant a
3

A.=-2-,7L=zetl=l.

Cas du schéma S, /,

Dans ce cas on a toujours deux points ol la phase est stationnaire, c'est-a-dire deux
termes dans le comportement asymptotique, quelle que soit la valeur du parametre
adimensionnel wh. Cela se congoit bien lorsque l'on a pris conscience que, avec ce
schéma, deux grilles décalées vibrent indépendamment l'une de l'autre.
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Cas du schéma S,

3
Il s'agit d'un schéma «charniére» lorsque A décrit I'intervalle ]T , +oo[ dans la

mesure ol pour A = 1, l'intervalle [4, F(A)] est réduit a la seule valeur critique {4}. On
constate alors que, pour toutes les valeurs de wh, l'ensemble des points ou la phase
stationne est réduit a un seul point, ce qui signifie que le comportement
asymptotique de la solution se compose d'un seul terme. Toutefois, il y a une brutale
discontinuité lorsque w2h? passe la valeur critique 4 au-dela de laquelle apparait un
phénomene purement numérique de non convexité du front d'onde (voir [Bal).

Cas du schéma S34

C'est le plus remarquable et celui dont le comportement est, dans un certain sens, le
plus proche du cas continu. On a, comme pour A =1, toujours un seul terme dans le
comportement asymptotique de la solution mais cette fois aucune valeur critique
n'apparait dans l'intervalle [0, yw(A)[. En particulier, il n'y a pas de phénoméne
parasite.

3.4.2. Fronts d'ondes asymptotiques

Rappelons que O fixé, le comportement asymptotique de la solution pour r grand
s'écrit :

i (kOr
A(oh,®) e o

2
K, (h),®) Jro

k e

Dans chaque terme nous faisons apparaitre, au coefficient prés :

r
i ®y (k)
- un terme de phase e

— un terme d'amplitude A(wh,®)
L'objet de cette section est d'étudier brievement le terme de phase. Nous nous
contenterons, pour ce qui est de la phase, d'un bref rappel descriptif des résultats qui

coincident avec ceux obtenus dans [Ba] et [Jo], rapports auxquels nous renvoyons le

lecteur pour de plus amples informations.
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Utilisons les notations de la section 3.4.1, le terme de phase s'écrit :

— -

N L -
e X (@h®.6r k(wh,@) € E, (@h,8)

ounousavons posé: © = (cos @ , [sin G|)

Introduisons la vitesse de phase asymptotique dans la direction © :

1
C_(wh,@) =

=S5
O -k (0h,0®)

Le terme de phase se réécrit :

iar
¢, (oh,8)
e

Les fronts d'onde asymptotiques sont par définition les lieux des points vibrant en
phase ; c'est-a-dire les iso-valeurs de la phase. IIs sont donc tous homothétiques de la
courbe, que nous appellerons dans ce qui suit «front d'onde asymptotique» et dont
I'équation en coordonnées polaires (r,8) est:

I = Coo(h,®)
Cette courbe peut se caractériser géométriquement (voir [Jo]) comme étant la courbe

polaire réciproque de la courbe de lenteur I'*,(6). La construction géométrique est
classique. Nous I'illustrons sur le dessin ci-dessous :

| ? ~ front donde )
cercle asymptotique
unité
- QN(©)
rr}(u) \\
A(D) B(O)
M(e) \

Construction géométrique du front d'onde asymptotique
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Pour chaque onde :

- la dépendance du front par rapport au phénomeéne wh stigmatise le caractere
dispersif de I'onde, donc du schéma numérique,

- la «non-circularité» du front, c'est-a-dire la dépendance de la vitesse de
propagation asymptotique vis a vis de la direction de propagation ©, caractérisent
l'anisotropie de la propagation.

Nous renvoyons donc le lecteur a [Ba] pour une illustration plus concrete de ces
phénomenes. Signalons toutefois que, pour tous les schémas comme le
comportement asymptotique ne comporte qu'un seul terme lorsque wh est
suffisamment petit, I'anisotropie et la dispersion sont les seuls phénoménes mis en
évidence au niveau des fronts d'onde. Toutefois, lorsque wh augmente, de nombreux
phénomenes parasites apparaissent, tous liés aux propriétés géométriques des
courbes de lenteur I'*; (). Nous nous contenterons ici d'en dresser une liste non
exhaustive :

— Multiplicité des fronts d'ondes,

— Détriplement d'un front

— Non convexité et non bornitude du front
— Phénomene de rétrodiffusion...

3.4.3. Diagramme d'amplitude

Dans ce paragraphe, nous nous restreignons au cas ou ®wh est suffisamment petit.
Ainsi, le développement asymptotique de I'onde diffractée ne contient qu'une seule
onde pseudo-sphérique :

* A(wh,®,8) .
u, ~ ——— expi ¢h(k,®) r

Jor

(On a fait apparaitre explicitement la dépendance de A suivant I'angle d'incidence 6).

Notre propos est de comparer le terme d'amplitude numérique A(wh,®,0) a son
équivalent continu A(©,0).
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Pour ce faire, nous commengons par analyser I'amplitude de 'onde diffractée du cas
continu puis, en partant de l'expression donnée par la proposition (3.4), nous
effectuons l'analogue sur le cas discret.

A. Le cas continu

a) Expression de l'amplitude

Dans le chapitre 0, nous avons rappelé le résultat classique de Sommerfied qui
exprime la solution du probléme de diffraction a l'aide de la fonction de
Fresnel. En utilisant le comportement asymptotique de cette fonction, on
montre que I'amplitude de l'onde diffractée s'écrit sous la forme (cf. [No]):

1/2 cos — © sin — 0

A(B,0) = (2) 2 2
’ n cos ©®-cos O

Notons tout d'abord que ce résultat est bien cohérent avec celui que 1'on obtient
en passant a la limite (wh — 0) dans l'expression de A(wh,®,0) (Proposition 3.4).

En effet, lorsque wh tend vers 0, il n'existe qu'un seul point de phase
stationnaire pour chaque direction @ ; et il est facile de montrer que ce point k
est bien tel que:

k = wcos®

Drautre part, en utilisant les relations :

+ +
(Y0 = lim 10 = k-0
h—0
2
o = lim 0,k = (o -l<2)1/2
h—0
2 2 2.3
e® = lim ¢'® = - (o -h)
. h—-0

On vérifie que l'on a bien :
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soit :

lim A(oh,0,0) = A(6,0)

oh 50

+
i 6 1
A00) = i / o Y (@cos©)
21 ¢"(o cos ©) | sin @ | Y+ (@ cos ©) w(cos 0 - cos O©)

b) Module et phase de I'amplitude : définitions et propriétés

Nous considérons la décomposition :

A(6,0) = |A®,0) expi¥(6,0)

| A(6,0)] est le module de I'amplitude ; ce module devient infini lorsque ®
est confondu avec les angles + 6 qui délimitent les frontieres des différentes
zones du champ géométrique.

¥ (0,0) est la phase de l'amplitude; c'est une fonction constante par
morceaux ne prenant que les deux valeurs +r/4. La discontinuité apparait 1a
aussi lorsque l'angle d'observation se confond avec l'angle d'incidence ; les
points situés en amont et en aval des directions +0 vibrent
asymptotiquement en quadrature.

Sur la figure 3.2, nous avons tracé les diagrammes d'amplitude
asymptotiques pour les trois angles d'incidence 6 =30°, 90° et 150°. Ces
diagrammes sont obtenus en portant dans la direction © le module A(8,0) de
I'onde diffractée ; les courbes ont donc pour équation :

x(0) = A(8,0)cos®
y(@ = A(6,0)sin®
On notera :

— le caractére symétrique de ces courbes par rapport a 1'axe x = 0. Ceci est
naturel d'apreés la relation :
A(0,0) = A(0,2r - ©)
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- l'annulation de l'amplitude dans la direction ©® = r. Ceci était attendu
puisque le champ diffracté est identiquement nul sur la demi-droite:
{(x,0); x < 0}.

B) Le cas discret

a) Expression de I'amplitude et propriété

Dans cette étude, nous nous intéressons au cas ot la pulsation adimensionnelle
wh est petite :

(wh)2 < min {4, 8(2\- 1)}

Dans ce cas, (cf. 3.4.1) pour chaque direction © il n'existe qu'un point de phase
réelle et stationnaire :

K,(0h©) = [k}

Le champ diffracté est alors composé asymptotiquement d'une seule onde
divergente :

A(wh,6,0)

Jor

ol A(wh,8,0) est donnée, d'apres la proposition 3.4, par la formule :

u @0) ~ expir ¢, (k, 0)

+
i® ihy, k)

A(®h,8,0) = i / ” . *
2m @' (k) Isin @1 (i e -k )- 1)y,

On notera en particulier :

~ que la propriété de parité est conservée pour le cas discret :
A(®h,0,8) = A(wh0,2n-0©)
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- que l'amplitude devient infinie dans les directions délimitant les différentes
zones du champ géométrique discret.

Précisions ce dernier point : 'amplitude devient singuliére si :
ks = kx

soit encore :
Onlky,®) = 0

ce qui s'écrit :

»

-cos©® -cos@h

lsin® . o
|sm9h|

¢, k) =

et on retrouve bien la direction singuliere définie par ©+,.

b) Comportement asymptotique lorsque wh tend vers 0

Le comportement asymptotique de l'amplitude s'obtient de fagon élémentaire
en s'appuyant sur les résultats de I'annexe A.3 du chapitre 2 et en remarquant
que I'on peut négliger (2 0(wZh2) pres) les termes provenant :

— de la dérivée seconde de la phase ¢",

— de la substitution du k, et du kg discrets a leurs équivalents continus.

Le résultat s'écrit :

( 2
A(wh0,0) = A®,0)( +i0 wh (cos 6 - cos ©) + 0(w h’))
1 3
N = —
) () 4+2(1-§)
2
£ Csmun-3 || 2] -1 -1]
{ = s 4\ -3 4\-3
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L'amplitude numérique est donc une approximation d'ordre 1 de l'amplitude
continue.

Précisons ce dernier point. De la méme fagon que pour le cas continu nous
introduisons la phase de I'amplitude :

A(wh,8,0) = |A(8,0) lexp iy(wh,s,0)
Le comportement asymptotique se réécrit alors :
|A(wh,6,0)] = [A®6,0)] (1 +0(wh?)
y(wh,08,0) = y(8,0) (1 + Arctg (a(A) wh (cos 8 - cos 8)) + 0(h2))

Ainsi le module de l'amplitude de I'onde diffractée numérique est une
approximation d'ordre 2 de I'amplitude du cas continu. C'est au niveau de la
phase de l'amplitude qu'intervient la correction d'ordre 1. La phase est trés mal
restituée par nos schémas numériques. IlI faut toutefois tempérer cette
remarque. En effet, on notera que:

lim a(@) = 0
A->1/2 .

Le schéma S, /; apparait ici comme le meilleur pour la restitution de la phase de
I'amplitude !

Coefficient af \ )

La figure ci-dessus représente les variations du coefficient a(A) : on remarque
que ce coefficient croit en fontion de A.
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¢) Résultats numériques

Dans cette étude nous nous sommes intéressés au comportement de 3 schémas :

2
A = 3 Schéma Q,
A =1 SchémaP1
5
A = < Schéma Arakawa

et nous avons considéré trois valeurs de l'angle d'incidence:

0 = 30°
= 150°
0 = 90°

deux valeurs de wh :

wh = 2rH 2x (0,1) = (wh)

2n (02) = (wh),

oh = 2rH

H = 0,1 correspond a 10 points par longueurs d'onde tandis que H=10,2
correspond a 5 points.

Le schéma et I'angle d'incidence étant fixés, nous avons considéré deux séries de
courbes : la premiére correspond aux diagrammes d'amplitude adimensionnels.
Ils sont obtenus en tragant les courbes :

I |Al(coh,6,(-))|
x(®@) = cos ©®
4 | A(8,0)|
| A,(@h,8,0) |
@) =
Y 1A©,0)]

pour owh = (wh), et (wh),
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(En pratique, ces courbes sont évaluées pour © variant de 0 a 180° par pas de
1 degré et les points k; et k, sont calculés a l'aide de sous-programmes de la
bibliotheque IMSL).

La seule courbe correspond a la phase de I'amplitude. Elle correspond a l'étude
de la fonction :

O =P P, (h,0,0)
Les résultats sont présentées sur les planches 3.3 a 3.8.
On notera:

- le bon comportement du schéma d'Arakawa (AL =5/6) au vu des courbes
d'amplitudes adimensionnelles. Le schéma Qj(A =2/3) apparait a ce niveau
comme le moins précis des trois.

- le meilleur positionnement de I'angle critique, o1 la phase chute de n/2, pour
le schéma Arakawa : nous avions déja illustré ce phénoméne dans la section
3.3.

~ la lenteur de convergence de la phase pour les angles d'observation proches
de 180°. A ce niveau, c'est le schéma Q; qui apparait comme le plus précis
tandis que le moins bon est le schéma P; (A = 1).

Terminons en remarquant que tous les diagrammes d'amplitude
adimensionnels font apparaitre plusieurs points ol l'erreur d'amplitude
s'annule pour les deux valeurs de wh. Nous n'avons pas réussi a expliquer ce
phénomeéne et nous proposons ce probléme a la sagacité du lecteur.
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ANNEXE

a) Présentation du contenu de l'annexe:

Nous avons regroupé dans cette annexe tous les calculs techniques
concernant l'étude de la fonction :

i K3
T, &) = - (@h-1+2(1-2) coshk)sin (b ¢, (k)

ou @ (k) est défini par le systéme::

2(a + 2b cos hk) cos (h ¢ (k) : (A1.1)
= - (cp(e) + 2a cos hk)
(S)
Im (g p(k)) > O (A1.2)
Réelle (p_, (k) & ] - % , -H (A1.3)
avec:
ch(e) = (wh)?2 +iewh?-4A (Al.4)
a = 21 | (ALS)
b = 1-A (Al.6)

Notons qu'il n'est pas immédiat que (S) admet une solution unique. Le
paragraphe (a) montrera qu'il en est bien ainsi dés que k est de partie
imaginaire suffisamment petite.

Le paragraphe (b) concerne la détermination de la décomposition
multiplicative de Wiener Hopf de la fonction v .
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b)

+ -
Ye k@ = Ye (D Ye (2

Cette égalité a un équivalent continu qui s'écrit :

(v@ = Y@@

Lo = 0o’
Y@ = k- +iew

A 7;(2) = (k+ (w2+iw)l/2)1/2

Dans le paragraphe c¢) nous montrons, en écrivant le développement

+ -
asymptotique des fonctions ¥, et 7., que celles-ci sont des approximations

+ -
d'ordre 1 deleurs homologues continus 7y, et y,.Ce point est remarquable,

car Y.y, est, une approximation d'ordre 2 de v,.

Le paragraphe d) concerne la détermination de la suite S:'h dont la trans-

+
formée de Fourier discréte coincide avec I'inverse de ¥, . Ce résultat est utilisé

dans la section 2.3 pour écrire explicitement 1'opérateur S;h

Résultat d'existence et d'unicité des solutions de (S)

L'objet de ce paragraphe est de montrer que @, ;(z) défini par Al.1, A1.2 et
A1.3 est définie unique.

Pour cela, on commence par montrer qu'une condition nécessaire et
suffisante d'unicité est que (Al.1) ne posséde aucune solution réelle, puis
nous démontrons qu'il en est bien ainsi dés que z est de partie imaginaire
suffisamment petite. Plus précidément, nous montrons que tout (S) a une
solution unique, au moins dans la bande :
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' 7,(€) th(e)}
leh = {ze C;-T<Im(z)<—h-

y avec:

o {5 i 17555
r ——— min , —
{ & 2 |42, - 3]

T, (€)

Nous commengons par énoncer le
_Lemme Al.1:
L'équation

cos (z;zh) = cos (z;h)

a pour solution :

2nn
;= izz+T ne Z)

Ainsi, le systéme

cos(zh) = Z (A1.4)
T T
Imz> 0 Réelleze[ [

Y

admet une solution unique dés que (A1.4) n'admet pas de solutions réelles.

Preuve:

11 suffit d'écrire l'égalité :

h h
cos zlh - COS zzh = 2sin 5 (zl + zz) sin 5 (z1 - zz)
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et de se souvenir que I'équation sin (t) = 0 est équivalente sur Cat = nn
(n € Z) pour aboutir & I'expression des solutions.

Supposons, a présent, qu'il existe deux solutions, soient z;, z,, a (A1.4).

b1

n
Si 'on fixe leur parties réelles dans [- T F[' ona:

Z; = ZtZz

De plus, si leurs parties imaginaires sont toutes deux positives, z; ne peut étre
opposée a z; que si toutes deux sont réelles. D'olt I'énoncé du lemme.

Nous établissons a présent, le :

Lemme Al.2

Posons :

co(r:h2 1 :
t.(e) = Argsh {— min [l, ]}
h S l2n-3|

Il n'existe alors aucune solution réelle k a I'équation :
2(a +2bcos zk) coskh = (cy(e) + 2a cos zh) (Al1.7)

dans la bande :

{ -, (€) 'ch(e)}
BE,h = Z € C,—"—h < Imz < —H_

Preuve :

Soit z élément de B, ,,, on a:

A.4



coe:h2
lm cos zh| < lshImhz| < -——

Supposons qu'il existe k tel que A1.7 soit satisfait, on aurait :
2(a + 2b cos hk) cos (hz) = - (cy(€) + 2a cos hk)

et donc:

1 -1
|Im cos zh| 2= o) Im c,(€). inf la + 2b cos kh |
: keR

d'ol une contradiction.

Nous rassemblons ces deux résultats dans une proposition :

Proposition Al.1

Le systéme (S) défini par (Al.1), (A1l.2), (A1.3) admet une solution unique
dans By, oit By, est la bande du plan complexe définie dans le lemme Al.2.

b)

La décomposition multiplicative de Wiener Hopf

Nous abordons dans ce paragraphe la décomposition multiplicative de la

fonction ¥, j(2) dans la bande B, j, définie dans le lemme Al1.2.

Cest le point technique clé de la thse; c'est en effet la parue la plus délicate

de la méthode de Wiener Hopf (cf. [No)).

Le résultat que nous établissons peut se résumer ainsi :

Yen(2) = y: 12) y;h(z)

avec :
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ih ih T
Ten@ = PheXP- (z ‘Pe,hw’) exp - (z' ?, (r))

. 12 ) T
.(1-expih ((psrh(O) -z)) . (1 - exp ih ((pe'h (F)-ZD

- ) ih ih T
Ye,h(z) lph exp- (71- (ps,h(o)) exp- (E (ps' (F D
1/2

: 12 i n
. (1-expih ((Pe'h(O) +2z)) . (1 - exp ih ((ps,h (T{) +z ))

ol les racines carrées, correspondent a celles définies via la détermination
principale du logarithme et ol py, est défini par:

1/4 ir
|42 - 3| 1 -
p = ——5— € si > —
h @h)'? 4
1/4 i
|4n - 3] "3 1 < 3
p, = ——— e si — < —
h (Zh)m 2 4

Pour obtenir ce résultat, on va utiliser une «astuce» consistant a travailler sur
le carré de ¥ p(2). L'idée étant de se débarrasser du sinus intervenant dans son
expression et dont on n'a pas une représentation simple (c'est en effet le
cosinus de hegp(z) qui est donné en fonction de hz). Nous établirons
notamment que 7Y%, (z) est un polynéme en exp ihz et exp -ihz. La
décomposition devient alors évidente et s'effectue trés simplement.

D'une fagon plus générale, ce paragraphe est construit suivant le plan:

1) Montrer que Y% j, est une fonction analytique du plan complexe qu'il est
facile de de décomposer.

2) Définir, par les formules précédentes, les racines carrées de chaque
fonction de la décomposition, de telle sorte que I'on ait sur By, :
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Ye,h(z) = Ye,h(z) Ye,h(z)
2
\ Yt»:,h(z) = Ye,h(z)

3) Etablir que si Y}, et ¥, coincident en un point de By, elles coincident
sur la totalité de cette bande.

4) Vérifier qu'elles coincidenten z = 0.

1) Calcul de Y2 (2)

Remarquons que :

2 1 2 .2

ye,h(z) = -}-‘—2(a+2bcoshz) sin h(psth(z)

P @) = -L(a+2bcosha’+ - (a+ 2bcoshz) costh ¢ (@)
ye'h(z) = -——2(a+ cos hz) + —(a+2bcoshz) cos P2

h h

soit en utilisant la relation de dispersion que satisfait @, ,(z) :

2 1 : 2 1
Yy . (20 = — {-(a+2bcoshz) +—(ch(e)+2aooszh)2)
gh h2 4
ou encore :
2 1. . . _ . _
Y.2) = —{c, (e) + 2acoszh + 2(a + 2bcos hz) }
eh 4h2

.[ch (e)-2a+2(a-2b)coshz}

en remarquant que :

{a+2b = 1
a-2b = 4)\-3

ainsi que :
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ch(e) + 2a + 2acoszh + 4bcoszh = 0

& coszh = cos ((psh(O)h)

Ch(E) -2a + 2acoszh - 4bcoszh = 0

T
& coszh = cos((peh(i-)h)

il vient :

: 23 os 2 0)h) | cos zh " n
ys'h(z) = + 2 (cos z -oosq)e'h() )(cos -Cos P, F)

ou encore, en développant :

2 - . . n
Y, 'h(z) = Y exp -ih q)elh(O) exp-ih P, (-}T)

{1-exp-ih(z-o 'h(O))} (1-expih(z+¢_ (O}
T T
. {1 -exp- ih(z -9 (FD} {1 - exp ih(z +o (FD}

Remarquons que si z # = (psh(O) +2nm

T
zZ # i(pe,h(ﬁ')"L 2nn

z — ¥2,,(z) est une fonction analytique non nulle ; nous pouvons donc
définir sur tout ensemble simplement connexe de :

T
C {j:cps’h(O)+2k1t , i(pe,h(F) +2kn ,k e Z}

une racine carrée de cette fonction qui soit analytique sur cet ensemble.
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Etudions tout d'abord celles que nous avons définies dans le lemme (2.1)
c'est-a-dire celles dont les racines carrées sont construites a partir de la
détermination principale du logarithme.

+ -—
2) Etudedey,,, et v,y

Il est facile de vérifier que pour tout p;, complexe :

T
+ q,s,h(o)h (ps.h (-l-‘l— ) h
Yen@ = Py &P-l—F— exp-i—fp—

. 12 . T 2
.(l-explh(tpe'h(O)-z)) .{1-expih Pl T ) 2

T+

est définie analytique sur C privé des deux familles de branches Boe"; etB <h

B { C; Réell Réelle @ (0) + 2

en = 12¢€ € ellez = elleg ©) + 2
,(k e Z); Imz 2 Imq)e'h(O)}

- { ; Réell leg [Z)+2

eh = zeC,Reez=Réee<pe'hF+—h—-

,(ke 2Z);Imz > Imq;e'h(%-)}

- branches de Ycp(z)
o
o

| PealT)

 genl0) 4
_
h [ 3

P
+
:r|=t
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R

eh
BY:: >
i nt
} — * _h-
h .
o I w -tpclh(O) J ‘Pc,h(%:-)“
- (lt-) ) ’ . 0 4
‘pc.h h W n !; wt,:\( )]‘ .
T o_— t { ¢ —
0.~ h I ! h
B _— ! “Pc.h(o.)
- -9 (—)'1 I
B:.h e h J
branches de Yen(2) | Beh |
Beh
o
De méme :
.
. h (pe’h(O) h cpe’h ('ﬁ')
ye,h(z) = 1p,exp-1 7 exp-l_r__
. "

. 1)2 . 7\
-(1-expih(z+ CPe'h(O))) . (1 -exp ih (z + P (_h—)))

est définie analytique sur C privé des deux familles de branches B:;‘ et B:; :

o { 1 : 2k
eh ze C ; Réellez = -Réele(pe'h(0)+_ﬁ_

B

ke 2);Imz < -Im(pe’h(o)}
B { 11 11 n 2kn
en = 12€ C; Réellez = -Rée eq,e’h T +_h__

)
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De plus on peut remarquer les comportements asymptotiques :

T
+ (pe,h(O) + (pe.h (K)
Y&h(z) ~ p, exp-ih 1 , Imz - -

.
- ) . [(pe,h(o) ¥ (pe,h (F)}
ye’h(z) ~ip, exp-ih 7 , Imz — +oo

Nous avons alors tous les éléments pour définir :

~ 0,+ T+ 0,- V _
Y :C\(B' ’ ' .
eh gh g BE,h v BE,h v Be,h - C

z ,;

= Yy (Z) th (2)

- .
Ye.h €st alors analytique sur son domaine et vérifie :

Y24@) = Pen@

des que py, est choisi tel que:
o . (41 -3)
h 4R

Notons d'autre part que le domaine de ¥, , contient By ; en effet, dans le
cas contraire, certaines branches de ¥, seraient intérieures a cette bande,
soit :

T
:t(pe'h(o) € B“:'h ou i(ps'h(-ﬁ-)e BE'h

A1



et I'équation (A1.1) admettrait une solution réelle (

ce qui ne peut étre d'apres la proposition Al.

Finalement, pour chaque z de B;,ona:

soit "}:,h(z) = Ye,n(2)
soit Y@ = “Yen(@

T
asavoir 0 ou F)’

Nous allons montrer que pour discriminer ces deux hypotheses, il suffit de
ramener 2 I'étude d'un seul point, c'est I'objet de la:

3) Proposition A2
S'il existe un point z1 de B}, tel que :
:sz,h(zl) = Yen(z)
alors, pour tout z de By on a:

:;;h(Z) = YQIh(Z)

Preuve

Soient z; , z; deux éléments de Bg), tels que :

';s,h(zl) = Ys,h(z1)

yt:,h(zz) - -‘Ye,h(zz)
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construisons la fonction :

-(c,, (® +2acoshz) + th'h(z)

Hiz) = 3(a+ 2b 05 h2)

ona:
H(zl)

exp-iho  (z,)
H(z,) = exp+ih ?, h(ZZ)

et donc:
IH(Zl)I >1 > IH(Zz)I

Joignons le point z; au point z; par une ligne continue I' dans By, en
évitant les zéros de (a +2b cos hz) ; la fonction g:z — |H(z)| est alors
continue sur I' et comme g(z;) < 1, g(z;) > 1, le théoréme des valeurs
intermédiaires implique 1'existence d'un point z; de I' tel que g(z3) = 1, ce
qui d'apres la proposition Al ne peut étre sur By,

Pour conclure, il ne nous reste plus qu'a effectuer un calcul en un point de
B¢ 1 ; soit par exemple un:

4) Calculenz = 0

Un calcul élémentaire montre que :

L4
| h¢(m}ﬂ ho (—)_
o 2| % en\ R

= - _ ¢ Al8
‘Ye,h(o) 4i P, sm[ 5 sin 5 (A1.8)

Comme d'autre part :

ch (€) + 2a + 2cosh (peh(O) = 0

9.

¢, (€ - 2a + 2(a-2b)cosh (pslh(

=

A.13



On obtient par différence :

T
heo (0) ho (—)
2a+[-1+2cosz[ eh j”-(a-Zb)[l-Zsinz[—%ll—H = 0

2
, s
Zh(psh(o) zh‘Pelh "
soit cos - = -(4\-3) sinm ————=
2 2
Et donc:
he (0) -h (n)
¢ | Pen| B
Si 4r-3 > 0 cos[ ez'h ] = +i@r-3)"? sin L'—ez——
ho (0 ' (n)
¢ Pen B
Si 40-3 < O cos[ sz'h :l = :t(3-47L)1/2 sin L_—E-T—

Pour déterminer le signe dans l'expression ci-dessous, nous établissons le :
Lemme A1.3
Si Y h(2) est défini par (A.1), (A.2), (A3)ona:

SidA-3 > 0

) R T
Réelle (pelh(O) et Réelle P h (}T) € [0,—}1—]

Sidh-3 < O

n T
Réelle (pslh(O) et -Réelle P n (F) € [0,-};]
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Preuve :
Ona:

c,(&)+2a+2coshh <p£'h(0)] = 0

Im ¢y, (¢) e h’
= Im [cos(h¢_ (O)] = —5— = —5— <

Ecrivons :
hep(0) = a +iy
Ona:
cos h @, ,(0) = cos a, cha; - isha;sin a,
L'hypothese A.2 implique que:
ag > 0 = sha > 0
Et donc:
sina, > 0 ' d’oﬁ le premier résultat.

De méme :

() - 22 + 2(a-2b) oos[h 0 (%)] - 0

T
= Im cos h(psh(F) du signede - (a-2b) = 3-4A

Et on en conclut de la méme maniére que ci-dessus.

Le lemme étant montré, revenons au calculenz = 0 et distinguons 2 cas :
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i) 44-3 > 0 onaalors:

( T
, (ps,h(o) Sel mefh(Tl-) T
0 < Réelle — Réelle 5 Ty

T
9.0 (Ph('ﬁ')
0 < Im 2 Im—

2 2
ﬁ ( ‘ X T T
(ps,h —h_) hcps,h(F
0<Réellesin——2—— ,0<Imsin———2——
= 4
B T
h(pgh(O) (Pah(ﬁ')
0 > Im{cos 3 , 0 < Réelle cos—i—
et donc:

T
he,© 2 | RO (—h—)
cos[ - J = -i|4)-3] sin[—i—— (Al.9)
2 2
Injectons (A1.9) dans (A1.8) il vient :

000 100

_ 2 -1
Ye,h(o) = +4p, |4 - 3] cos[
Or,ona:
i
Ye'h(O) = -3 sin th (pe’h(O)]

d'ol la relation :

2
B 2p,hi
Tn @ = 175 %,©
l4 - 3]

A.186



Le bon choix de py, est alors donné par :

m
I
1/4 e
p, = l4r-3l
2h
ii)4AL-3 < 0 , onaalors:
( n
0 < Reclle rn Réell P e (_h_) m
< € a ¢C—T>% < 7
<
I n
) o h(pe'h(O) - Pl T
7 < 2 g 2
( [ h n | [ h T
q’e.h(h) Pen F)
0 > Réelle| sin 0 < Im|sin
—x - 2 L 2
[ he (O [ ho,©
0 < Réelle| cos 5 0 > Im| cos 5
et donc:
ho (0) ho [—
¢ (0 (Pe'h(g)
cos[ ;h ] = -(3-47\.)1/2 sin 5 (A1.10)

_Injectons (A1.10) dans (A1.8), il vient :

-1/2 h ?, 'h(O) h (ps'h(O)

7,0 = 4ip? 13-4l cos —— sin —
ou bien :

O = 2emh ©

Tl T R
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d'ot1 le bon choix :

1/4
p, = -13-4Al" —
v 2h

c) Etude du comportement, lorsque h tend vers 0, des fonctions y* , et Y, sur l'axe
réel

Nous nous proposons de calculer les développements asymptotiques des
fonctions y*¢ , et ¥ ¢, lorsque le pas d'espace h tend vers 0.

Rappelons que ces fonctions sont données par les expressions :

([ + . (ih ih n
Tn® = Pnexp- (z “’e,h“”) =P (z Pen (B'D

. 1/2 . T
.(1-expih ((pslh(O) -2)) (1 - exp ih ((pe'h (-ﬁ-)- z))

) - (ih ih T
Ya@ = ipexp- ('4_ ‘ps,h(O)) exP'(Z' %, (FD

(1- exia ih (e, (0) + )/ (1 -exp ih ((pe'h (%) + z))

avec :
in
lar -3 -3 L3
Pp = ——— e si > —
o am'? 4
n
lan-3)'"* -3 1, .3
ph = WC S1 -i- < < Z—

Le résultat que nous allons établir peut s'exprimer a travers la proposition

suivante :
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Proposition A1.2

On a les développements asymptotiques suivants :

-

* o g [ ] g 2
Ye,h(z) = Ye(z) 1-ihz T 200 + 0Cth

y.(z) [1+ihz l- : + o(hz)
€ 4 21-9 i

Ys,h(z)

T
avec § = lim expih ¢ (—)
h-0 eh\h

1/2

2
it ¢ @\ - 3) |4’"1| [4’"1 1]
SO1 = Sson - —_— - —_— ) -
8 0.3 -3

On remarquera que, bien que 7 h soit une approximation d'ordre 2 de g, les

+ -
termes de la décomposition multiplicative de Wiener Hopf 7, et ¥, sont,en

+
général, des approximations d'ordre 1 des termes correspondants en continu (y,

et v.).

Dans l'expression des Y, ; interviennent les deux familles de nombre, indicées
par h:

<p€h(0)
L
% (%)

Nous commengons par étudier les expressions limites de ces deux suites. Nous
montrons notamment que les expressions limites sont atteintes en 0(h?). Puis,
nous effectuons des développements de Taylor sur les expressions des fonctions
étudiées, pour aboutir au résultat recherché.
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Remarque : en utilisant les propriétés :

- +
[ ye’h(z) = +1 ys ’h(- z)

)\ si z e R

v @ = +iy(

on est ramené a étudier uniquement le cas de Y% ,(2).

1) Etudedelim ¢ (0)
gh
h-0

Ona:

n 2
cos [h(pe’h(O)] = 1 "5 (0 +icw)

T N
Im(pe’h(o) > 0 P9, 0 e [-F’F[

ce qui implique :

1 h° P oyasomd = 1 hz(2 )
A + = 1-5 (o +iew

et donc:

2 2
(pE'h(O) = (0 + iew) (1+0(h3)

On conclut, en prenant la racine carrée de partie imaginaire positive de
chaque membre de 1'égalité :

Pep(0) = (@2 +iew)!/2 (1 +0(h2))
ce qui s'écrit encore :

(pe,h(O) = ksl/z (1 + O(hZ))
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| n
2) Etudede lim (pe,h(-i)
h—0

Ona:

2

2
M-1-i (@ +iew)

et donc:

4\ -3)

T T

(pa,h € [-—E'T‘-[

-\

, T 4r-1
lim cosh(Pe'h(T{) a0 Y
A
F(A)
1 2 i
1
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On remarque que l'expression limite est toujours de module supérieur a 1

1
sur l'intervalle J_Z— , +oo[ (cf. figure ci-dessus).

T
On en déduit que ? (F) tend vers une limite appartenant a l'ensemble

i3 n
iR™ ou bien - T + iR’ ou bien T +iR"

Clarifions ce point en distinguant deux cas :
4A-3 > 0

On a alors les implications :

li h (n) [1,+e[ => lim h¢ (n)eiR+
im cosho |—| € [1,+e —
h—0 eh{h hoo Sf\h

40-3 < 0

On a dans ce cas :

T 4 +
lim cosh ¢ (—) € }oo,-1[ = lim ho (—) e tn + iR
h—0 ehlh h-0 eh\ h

(en fait, en utilisant la proposition A1.3) on a:

. T o *
lim h(ps,h(F) € -m +iR
h-0
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Quoi qu'il en soit, on a toujours :

T
si § = lim expih(ps'h(ﬁ)
h-0

( 2 7
¢ = (4 - 3) Ig'—ll -[g—-—l -1]
3 g0 47 -3 4\ -3

| exp ih P, n (%) = {1+ O(hz))

+
2) Développement de Taylor de v, (2)
T
D'apreés ce qui précede on peut substituer aux expressions (pe'h(O) etg . (Tx-]
leurs expressions limites sans faire d'erreur supérieure a un 0(h2).

On a alors :

v,® = p, (1-expik -0’ (1 -{exp-ina)”

hk
-1/4
cexp-i—= U (140

soit :
* i‘h’ 12
Y, @ = b, (1-(l+ih(ke-z)+T(ke-z)2)
ihk -
.(1-§+ih§z)m.(1-_4_£)§1 a1 +0m))
ou :
" @ = p h%Gak + 2021+ P -2
Y 2 = Py (1(-s+z)) +Z "2

12 ih{ -1/4[ -ihks)
1-0 (1+(1-C)2)C 1 1
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Admettons que l'on ait :

Comme d'autre part :
(i(z-kN1/2 = ein/4(z-k)1/2, pour tout z réel

on a alors :

* 172( . . 1 ¢ 2
‘YE,h(Z) = (Z - kE) (1 -ihz [—4- - m ) + O(h ) J

ce qui est le résultat recherché.
3) Ah = 1
C'est le dernier point qu'il nous reste 2 montrer.

Nous partons de 1'égalité :

4 w 4 2.1 2 41-3 2 1
A, = e p h'{ (1-0) = h (-2+§+—)
h h 4h2 C

or:

1 | 4 -1 4
2+0+—| = 2|-1+ = —
( CJ [ 4&-3) 41-3

4
A =1 =>Ah=exp—4—meZ

Pour déterminer la bonne racine quatriéme distinguons deux cas :
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42-3 > 0
Onaalors: { € 10,1[ et (1-8) € 10,1[

= -1/4 (1 _C)I/Z e R*

n
i—
4 + +

= A,ee p R = R =2 A, =1

4-3 < 0

Onaalors: £ € 1-1,0] et (1-8) e 11,2]

| &

-1/4

= { (I-Qlﬂe e 10, +oo]

2 +
= Ajee p R R = A =1

—
—

d) Calcul des opérateurs S*,,,, “eh

L'objet de ce paragraphe est de donner une expression littérale des opérateurs
S*¢n et 57y Rappelons que nous les avons définis par les diagrammes :

s' : L'(Ry) — > L2(Ry)
uh - e'hu
F T
2 T T
L (’F'F) 'F'T{
a (k)
+ h
a, (k) =S 0,0 = -
y&h(k)
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uh ® e'huh
F F?
2f{f ® W 2
- — —_— -,
?(-55) (55 )
_ 2,0
2, (k) .5 .0 K = —
“h ®

+ -
Yen € Yy sont des fonctions dela décomposition de Wiener Hopf multiplicative
dont nous avons longuemént étudié les propriétés précédemment.

L'action de ces deux opérateurs transportés dans le domaine de Fourier étant

une simple multiplication par une fonction, il est clair que S;h et S;h sont des
opérateurs de convolutions. Leurs propriétés, de causalité pour S;h et

d'anticausalité pour S;h (cf. corollaire 2.1), se transmettent aux fonctions de

convolution qui les représentent. On a donc:

4o0
h s;‘(xq = gh) uy(x,-x; = (p-Qh)

(5" u)(x_ = ph)
e p = P q=0

0
h ¥ S;’h (xg = qh)uy (x - x. = (p-gh)

q:-oo

(Se,h Uy (XP = ph)
On a confondu, par abus de notation, I'opérateur et la fonction de convolution
qui lui est associée.

Tout le travail va donc consister & calculer la transformée de Fourier :

1
de — (&) pour S

Ys,h

-+
gh
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1
de — (k) pour Se'h

Ys,h

On peut écrire l'expression de chacun de ces fonctions sous la forme:

. | n | . -1
—— = ¢ [1-expih (g, (0r¥] [1 -exp ih ((ps " (F)- k)]
Ys,h(k)

1 -1/2 12
—— = g ll-expih (<pslh(0)+ k)] [1-expih ((pe,h(O) + k)]
Ye,h(k)

in

0
"

ih ih .
- or(B0,) e (Bo, (£ ) @ e

( -1/4 3
|4a - 3] siA > —
-1/4 4
(41 -3) = <
Iy . 3
e4 |4 - 3] 14 si A < T

Ainsi, on voit facilement que Yen ©st a une constante prés, donnée comme le

produit de deux fonctions du type:
k - (1-exp+i(azk))1/2

avec:

T
a = (ps’h(O) ou q)s,h (F)

Dans un premier sous-paragraphe, nous donnerons la transformée de Fourier de
cette fonction. Puis nous utiliserons 1'équivalence entre transformée de Fourier
inverse d'un produit de fonction et convolution des transformées pour écrire

. . + -
une premiére expressionde S_; et S, souslaforme:
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[ Ch P +0 +n
h) = - i

| Sslh(p ) T h q{:o s&h(qh) Sen (ph - gh) sip 2 0
+ .

! Sslh(ph) = 0 si p<O

(s ohy) = 2 b s % @) s” (phogh) s 0
20 i 5., (@) s, (ph-gh sip <

\ Selh(ph) =0 si p>0

Soit, sous forme condensée :

( + ‘Ch W0,
se,h - (27t)1/2-ss;h se,h

)
- — s Ch o) * -
Se,h ! (Zn)lﬂ ss,h se,h

avec:

+0 0
Seh (ph) = + Seh (- ph)

|

o]
v .
)

m

Yy
—~
o
~
~

+n o T
se,h (ph) =+ ss,h (-ph) = IP (‘Ps,h (F ))

b3
h
1 +iphk dk
et I,(a) = 5 eprP VA
(2m) . (1-exp +ih(a-k))
N

Ce résultat n'est pas satisfaisant d'un point de vue asymptotique. Nous en
donnerons un autre qui n'en différe que de par le changement de la pondération
portant sur chacune des fonctions intervenant dans la convolution.
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Nous obtiendrons alors l'expression donnée dans la proposition 2.2.

Calcul de Ip(a)

Nous établissons le

Lemme Al.4

=) A

1 exp +iphk dk
i/ 1/2
er)? (1 - exp ih(a - k)) /

si Ip(a) =

etIm(a) > 0, alorsona:

| /2 r(p+7)

+ Ip(a) e exp ipha —m)— - sip 2 0

il
(=)

L1, (@) sip < 0

ol la fonction I" est donnée par :

T = J 't dt

Preuve :

On considere les deux contours dessinés ci-dessous.
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> —— % 2= R

{— coupure pour 3 racine

4

contour pour

11
p20 (Ei)a

1) " —
n
contour pour #
p<0 7
> ~Imz=R
sip < 0 o
On peut déformer le segment [- %:— , ;—] en une courbe formée de trois seg-

ments : (deuxidme contour). Par périodicité, les intégrales sur chacun des cotés

T =
s'annulent, tandis que l'intégrale portant sur le segment - iR + [- T Tl-] tend

vers 0 lorsque R tend vers l'infini. On a donc :

I@ = 0 pour p <0
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sip >0

Il faut considérer le premier contour. Les mémes arguments de périodicité et
de comportement asymptotique permettent d'écrire :

0

i expiph(a +iA) dA
IP(a) - 172 J . 172
@m)" J . (1-expih [a-a)-iA)]
400
i expiph(a + iA) dA
MY . T
(2n) (1-expih [(a~a)-iA]
12 -
2 -phA dA
soit Ip(a) = (;) exp ipha J exp-p
r

Ah 1
0 expT(l-exp-xh)

ou encore (en posant § = exp - Ah)

1

expiphay/2 e -12 . p-1/2
L@ = ——h—(;) 1-8 7§ " d§

0

On reconnait une fonction Beta (cf. Luke [ Lu ])

d'ou :

_ expiphaf2 1 1
L@ = —h————(;) B (p+3-,?

or:

d'olu le résultat.
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Remarque :

On peut donner une forme plus explicite pour I (a) en utilisant :

f(oed) = (pod)o o ss o{d)

Tp+1) 4.3.2

]
go

oooooo

Il reste :

expipha 12 2p-1)(2p-3)..5.3.1
R " 2p@p-2---6.4.2

L) =

Utilisation du théoréme de convolution

+ -
Cette étape est destinée 2 justifier les expressionsde S, et S , sous forme de

. convolution de deux fonctions discrétes. En fait, il s'agit 12 d'un résultat trés
classique qu'il convient néanmoins d'écrire soigneusement pour ne pas se
tromper dans les constantes qui interviennent.

Proposition A2.2

(4
h
1 .
Si a(ph) = —7 A(k) exp + iphk dk
(2n) .
Y
T
h
1
et b(ph) = 73 B(k) exp + iphk dk
(2r) .
h
alorsona:
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> A

1 h 4co
—_— A(k) B(k) exp + iphk dk = 2 algh) b(-gh + ph)
emn'? n)'? q==

Preuve:

Inversons la premiere formule; il vient:

h oo
Ak) = v 2 a(gh)exp-ighk
@2r) " q=-~

et donc:

b9 T

h h

1 . h too )
—% A(k) B(k) expiphkdk = — ¥ a(gh) B(k) expi(p-q hkdk
2r =

(27{) q=-o

b4 T

-= : -+

Soit, en permutant le signe somme et le signe intégration :

n

h
—5 A(k) B(k) exp iphk dk
(2n) ) e o
h
. .
R
h g (gh) ! B(k) i( ) h dk
= — a . expi(p-q ’
@n)'? q=- @n'”
“h J
h

= 3 Y b((p-qgh)
(2n) q=-eo
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En utilisant cette proposition lorsque :

AK) = (1-expihlg,(0)-k) ?

-12

B(k) (1-expih [(ph G:—)- k])

+
on obtient les résultats annoncés au début du paragraphe concernantS_,.
En remarquant que l'on a :

S (k ! L st ek
L0 = — = — = -iSCR

. - +
Ye’h(k) Ys 'h(k)
On en déduit facilement la relation :
- +
Ss,h(ph) = Ss,h(- ph)

. - 3 . +
et lerésultatrelatifa S eh découle de celui établi pour S_,.

Nouvelle expression de S, j,

Comme nous l'avons dit, nous allons proposer un autre «découpage» des
constantes intervenant dans les convolutions de manieére a bien faire ressortir le
réle asymptotique de chacune d'elles.

Nou obtiendrons alors :

+ + + -12 +0 +R
= L) = *
eh se,h gh (27t) Ch se,h ss,h
- - - . -12 -0 -
S = s *3 = -i2n Chpb S. *s
gh gh g&h (2m) h eh en

avec:
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exp ik x
E
1 1+1i si x>0
+ -1
s 6 > F | — | = |« X
gh +
ye(k)
LO si x< O
( exp-ikex
1 (+1-1) si x< 0
s - F-l —_—] = -X
eh -
ye(k)
L0 six>0
" oet s 5
Ss,h et e h (xp)

Précisons ce dernier point ; on aura lorsqueh — 0

0 sip=#0 uniformément sur tout compact de R*

+
ss,h(xp =ph) - {oo sip=0

et:
+ t
Jseh(xP) dp = hZ 5, 05=ph) = 1
’ P
Pour cela, on utilise I'approximation (cf. Luke [Lu] , page 33):

ainsi que :

Pen(0) ~ ke (1+0(h2)
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pour montrer que la fonction S:'h définie par :

A,

+
8s,h(xp =P h)

L0 si p<O

en notant que :

n
lim expih¢ (—r—): 4
h—0 ehlh

lZl < 1
+
on a bien SE’h(x}) >0 si Xp = ph=0
I1 reste a vérifier que :
P
h ¥ 5Eh(ph) - 1 (h - 0)

p=0

Pour cela, on calcule :
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1

12 ''p+ =

) too 14/ 2 e (P )
limh ¥ 5 (ph) = ¢ (_) @-3y" s U 2)0F
h—0 p=0 T p=0 T'(p+1)

1
@p-1)(2p-3) ..... 3r(-2-) .

172
g

147 2 -1/4 oo
= 4\ -3
‘ ( ) -3 pgo 3p(2p-2) 2

1/4 )
g 2%@n- " a-p = 1

La dernijére égalité s'obtenant comme dans A1.C.3
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