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Etude numérique d'un probleéme de

Plaque thermoélastique

Christophe LEBELTEL*

Résumé :

Ce rapport traite de la résolution numérique d'un probleéme de plaque
thermoélastique de faible épaisseur, en thermoélasticité linéarisée.

A ce probleéme, on a initialement appliqué une méthode asymptotique pour
s'intéresser au probleéme limite qui en résulte, posé sur un ouvert de dimension deux.

Numerical Study of a problem of a

thermoelastic plate

Abstract :

This report presents the numerical resolution of a thermoelastic plate of small
thickness, in linearized thermoelasticity. '

An asymptotic method was firstly applied to the problem in order to dcal with the
rcsultating limit problem, formulated on a two-dimensional open set.

* Doctorant projet Modulef



Introduction

Notre propos est de résoudre numériquement un probléme de plaque
thermoélastique régie par une loi de comportement, une équation de mouvement et une équation
de chaleur, et-soumise 4 une force de volume et & une condition limite de flux sur ses deux
surfaces supérieure et mferleure

Ce rapport fait suite 2 [5] dans lequel nous avions appliqué la méthode des
développements asymptotiques a ce probléme, sous différentes hypothéses de changements

d'échelle. Ainsi, le probleme 3D posé sur un ouvert Q€ de R3 devient un probleéme 2D posé
sur un ouvert ® de B2 . Clest celui-ci que nous résolvons,



I) Position du probléme, notations

Nous rappelons ici le probléme 3D initial.

L'espace est rapporté a une base (€1, €2, €3). La plaque représentée par l'ouvert QF de
IF:3 est un parallélépipéde rectangle d'épaisseur 2 €.
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Nous utilisons les deux conventions habituelles :
. . [1.9.
- .indice latine \1:2: 3}
o fy .o
.indice grece \1:2 g
- la convention de sommation sur les indices répétés,
Nous notons €j; (u) (x) = %— (E)j uj+ ai uj) (x) le tenseur lindarisé des déformations, 2

La plaque vérifie les équations 3D :
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équation du mouvement :
€.6 _€ E ¢ ¢
P ui:aj S+ £ dans Q
. . :
€ €
E.E € € € € £
pT6 =X a0 - =t Tre (@) dans 2
To 1 €
1-2v
€
ol V est le rapport de Poisson

EF est le module d'Young

o est le coefficient de dilatation thermique
3 ..
P est la densité de masse
fs P . .
i désignent les composantes de la densit€ de forces volumiques

3
B estle coefficient de chaleur spécifique
k E est le coefficient de conductivité de la chaleur

u& est le champ de déplacement

3 " ) . .
o est le deuxiéme tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

)-

€ C
0 est la température a l'intérieur de la plaque

T, est une température de référence supposée connue.



Dans notre étude théorique, nous avons supposé I'existence de constantes v, E, a, B,
k, p, indépendantes de € telles que :

£ e € £ c e 2
Ve>o,v =v, E=E, a =a, p =B, k =k,p =€ p.

Nous imposons a la plaque les :

conditions aux bords :
& £
O,=tg; surTT €
e £ ¢ € & te +¢ te
kd;0 ny+y (0 -0 )=q sur I"
c 2
0 =0 ' sur” (g)
c 2
u =0 surI” (g)
+
ol g € dési gnent les composantes de la densité de forces surfaciques

€
y estle coefficient de transfert de chaleur

+
0 € (x1, x2, t) sont deux températures supposées connues

te *e
q estle flux de chaleursur I  supposé connu
conditions initiales :
u® (0) = ui
L€
o (o) =vi

£ £
6 (0)=6,



II) Objectif

€
Nous nous plagons dans le cas ou I'hypothése portant sur Y est :

€
3 v> o indépendantde etel que Y =7v/, (cf[5])

et résolvons 1'équation qui porte sur le déplacement vertical, dans le probléme limite 2D auquel
nous avons abouti.

La seule force que nous retenons est le poids propre de la plaque.

£ 2
Compte tenu de I'hypothése P = € P, la densité volumique de force qui s'exerce

2
sur Q€ s'écrit f§=—e p ges , ou g est l'accélération de la pesanteur. L'étude de la

convergence fait apparaitre que le choix d'une plaque soumise a son poids est permis si I'on
désire que la solution de notre probléme nous fournisse une approximation du déplacement réel.

Rappelons quelques notations introduites dans [5] :

Soit Q = Q1.
£

. € £ € ¢ € . . (v — & _ £ _X3
Au point x =(Xj, X5, X3) de & , nous associons le point X =(X; =Xy, X3 =X3, x3=—) de Q
€
Py ¢ , . £
A la fonction fy définie sur Q | nous associons f3 (€) définie sur Q par f3 (€) (x)=¢€ f; x9.

1 o . .0 .
Alors — f3(€)=1f; ol f; =—p ges estune fonction indépendante de € .
£

L'étude de la convergence nous conduit a faire les deux hypothéses suivantes :

. £ £ s € . . s
. Si les vecteurs u, etv, ~ définis sur Q décrivent les conditions initiales du

déplacement réel u§, et siu, (e) et v, (€) définis sur Q par:
U, (€) () =€ ug (x)
Vo, (@ () =£vg (X9

1 1
leur correspondent par changements d'échelle, les fonctions E“og(e) elz vogs) tendent,

. ] o
lorsque € tend vers 0, vers des fonctions u,, et v,



+
. Il existe deux fonctions @ indépendantes de € définies sur w x [0,T] telles que
te

+
0 (Xl, Xz,ie,t)=£ <] (xl’ Xz,t).

Sous ces conditions, rappelons le probléme limite auquel nous a menés I'étude

théorique.
€
Lorsque € devient petit, la température §  au point x€ de la plaque est voisine
de
0 +6
o +
& (xl’ Xz, t) =-_2—_
0o g o0
el + x4 é;.‘, ou - + .
o 6 -6
& (x1, %p 9= —— “—
k+y .

. 3 . _E . .
et le déplacement vertical u, au point X~ est voisin de uj (xy, X5, t), solution du probleme 2D :

. 2 +1 o E + -
1) 2p u3+—£—2—Au3=J‘_l £5 dxs - al A® -0) danso
3(1-9) 3(1-v)(k+7)
(2) uz=9d u3=0 sur o

u3(t=0)=ug3

3

() . lJ.+l o
u3(t=0)=§ 1 VoldX3

Ny



IIT) Yaleurs numériques des données

Nous considérons le cas d'une plaque dont la base est un rectangle de
dimensions L =2m, 1= 1m, de demi-épaisseur € = 0,01m.

Nous la supposons en acier, homogene, isotrope et pour laquelle :

p = 8000 kg/ m’
E=210""Pa
v= 0,3

o=1,17.10"/°C

k = 30 kcal/mh°C = 34,89 J /m s°C
20

Yy=10W/m C

g=981m/s’

+ -—
Nous prenons deux types de fonction pour § -9

+ - 4
)0 ~0 =10 x;(2-x71)x5(1 -xp) g(t) ot —g(t) est une fonction du temps

—y probleme évolutif avec un second membre symétrique par rapport au point (1 ; 0,5), centre
de la plaque, et de signe constant.
+ - 4 .
¥)O -0 =10 (2-x))sin(3xy)x5(1-xyp)
— probléme quasi-statique avec un second membre qui ne présente plus de symétrie et dont le

signe alterne.

+ —_
Notons que pour chacun des choix, la condition 6 — 0 |r£E 0 que nous
impose I'étude théorique se trouve respectée.

+ -
Remarquons que dans 'équation (1), la fonction 8 — 6 n'intervient que par

+ -
son laplacien, de sorte qu'une différence ® — @ constante, aussi grande soit-elle, ne produirait
aucun effet sur le déplacement vertical.

Dans le second membre de 1'équation (1), le terme de poids est, compte tenu des
valeurs numériques, négligeable devant le terme de température.



C'est pourquoi nous allons aussi considérer le cas de figure particulier d'une
plaque soumise & son seul poids, sans prise en compte de la température. Ainsi pourrons-nous
effectuer une comparaison entre l'aspect purement élastique et l'aspect thermoélastique de notre
probléeme.

Choix de g (t) :

Nous résolvons le probleéme sur l'intervalle [0,T] oi T = 300 s, avec un pas de
temps At de 30 s.

Nous considérons deux choix de g (t) :

- une fonction affine croissante : g1 =1+1t/59

- une fonction exponentielle décroissante : go(=e o

it initiales :

Nous supposons que la plaque n'est pas déformée 2 l'instant initial
uj t=0)=0

U3 (t=0)=0



IV) Méthode numérique

Nous résolvons numériquement notre probleme en utilisant la bibliotheque
d'éléments finis de Modulef.

Nous avons choisi I'élément fini Clough-Tocher complet (nom technique
Modulef : TRIA CLOT) dont les degrés de liberté sont :

- en chaque sommet, la valeur au noeud et les deux dérivées partielles
9 9y

- en chaque milieu d'aréte, la dérivée normale.

VN, DX, DY

VN,DX,DY VN,DX,DY

Pour la lecture des conditions initiales, nous appelons le préprocesseur
COSDXX que nous avons di adapter au cas d'élements finis dont le nombre de degrés de
liberté par noeud n'est pas constant.

Le maillage que nous utilisons est une wriangulation en 144 iangles réguliers, le
nombre de noeuds est de 325, ce qui correspond a 507 degrés de liberté.

Pour la résolution du probléme évolutif, nous faisons appel au programme
Evolmp basé sur la méthode de résolution de Newmark & deux pas, dont nous décrivons
brievement le principe :

u" (ty=1f(t,u(r)) pourte [0, T]

Soit A résoudre I'équation \ u (0) =u,
\Lu'(O) =u;
At étant le pas de temps,

soient {tn} la suite des instants définie partog =0 et ty=1t, | + At

Uy 4 la valeur approchée de u (ty, .5

frnsilavaleurde f (thwp Upyp)
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L'algorithme est alors le suivant :

2 2 2
2 Qjup .= At zﬁifnﬂ
i=o i=o
u,,u; connus
avec les valeurs Qg =1, al] =-2, a2 =1

BO = 0,25 Bl = 0,5 Bz = 0,25

A titre indicatif, nous précisons le temps d'une exécution de notre programme,
effectuée sur une station de travail apollo 4000, sous systeme UNIX :

user - time (s)

x)_plaque soumise & son seul Poids .......cecvviimiiiiiiiiiinniininn, 28
=) effet thermique retenu,_avec

+ - 4
8 -0=10 x; 2-x)x(-x )M+t ) 27,7
«)_effet thermique retenu, avec

+ - 4
0 -6 =10 x;(2-x)Xp(1-X)exp -ty ) 27, 8

«)_effet thermique retenu, avec

+ - 4
0 -0 =10 (2-x)sin(Brxy) x;,(1-xy)



V) Tracé des courbes

Pour chacun des tests effectués, un tableau de valeurs nous est délivré qui nous
procure a chaque pas de temps la valeur de la solution en chaque degré de liberté. Nous
utilisons ces fichiers de résultats pour tracer :

Figure A : la pl mis¢ & son i

une vue en coupe transversale suivant le plan ( x; 0 X3 ) de la plaque déformée

Figures B : cas de la plaque soumise a l'effet thermique, lorsque
+ - 4
0 —0 =10 x;2-x)x(1- x9) (1+1t,)

- une vue en coupe transversale suivant le plan ( x; 0 x3 ) de la plaque déformée
aux trois instants

't1=6OS
1,=120s
S t3=240's

- la courbe de variation en fonction du temps du déplacement vertical au point
central de la plaque.

Figures C : cas de la plaque soumise a l'effet thermique, lorsque

+ - 4
0 -0 =10 x;(2-xpPx,(1- xpexp (-t,)

- mémes graphiques qu'au cas précédent

+ - 4
0 -8 =10 2-x)sin(Brx)x,(l-x))

- une vue en coupe transversale suivant le plan (x; 0 X3 ) de la plaque déformée
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VI) Commentaires sur les résultats

Les résultats que nous obtenons et représentons au §V suggerent les remarques
suivantes :

- Lorsque la plaque est soumise 2 son seul poids, la déformation, dirigée vers le
bas, correspond 2 un déplacement vertical de trés faible valeur absolue. De plus, trés vite, celui-
ci ne subit plus d'évolution au cours du temps.

- Lorsque nous retenons le terme de température, le déplacement vertical devient
beaucoup plus important.

Avec un second membre positif et symétrique par rapport au point central, la
déformation, dirigée ver le haut, correspond a un gonflement de la plaque. On retrouve sur les
valeurs du déplacement, la symétrie vérifiée par la donnée. Ainsi, le déplacement est-il maximal
au centre de la plaque ; c'est pourquoi nous avons tracé la courbe de sa valeur en ce point
particulier en fonction du temps.

De plus, la variation de la solution en fonction du temps épouse assez vite (des
le troisizme pas de temps) celle de la fonction g (1) :

lorsque g =(1 +1,), la solution devient affine et croissante
. lorsque g(t) = exp(- t; ) , elle devient exponentiellement décroissante

Avec le dernier choix de second membre, la déformation correspond a une
ondulation de la plaque ( cas de figure D). De méme que la donnée, le déplacement ne présente
plus de symétrie.

16
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nclusion

Notre travail a consisté 2 proposer un modele de plaque thermoélastique
encastrée sur sa surface latérale et soumise sur ses deux autres faces a une condition aux limites
de flux pour sa température, puis a résoudre, en nous appuyant sur une €tude par
développements asymptotiques du probléme initial, le probleéme limite 2D vérifié par le
déplacement vertical, posé sur la surface moyenne de la plaque.

L'un de ses intéréts 2 ét€ de mettre en évidence, dans le cadre de notre simulation
numérique, la différence importante dans l'ordre de grandeur des valeurs de la solution, selon
que la plaque est soumise a son seul poids ou que I'effet thermique est pris en compte.
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