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Résumé : On donne de nouvelles bornes et de nouveaux algorithmes concernant les solutions mini-
males de systémes diophantiens linéaires. Nos bornes sont simplement exponentielles en la dimension
du systéme, alors que les bornes connues jusqu’il y a peu étaient doublement exponentielles.

Minimal solutions for linear diophantine systems :
bounds and algorithms

Abstract : We give new bounds and algorithms for minimal solutions of linear diophantine systems.
Our bounds are simply exponential, while previous known bounds were, at least until recently, doubly
exponential.

1 Introduction

Un systéme diophantien linéaire est un ensemble d’inéquations linéaires & coefficients entiers dont on
cherche les solutions entieres : Az < b, olt A est une matrice d’entiers & m lignes et n colonnes, b un
vecteur de Z™et £ un vecteur de n indéterminées. Rappelons que décider si un tel systéme a au moins
une solution entiére est un probléme NP-complet.

On s’intéresse ici & décrire et calculer ’ensemble des solutions, cela en étudiant un probléme équivalent,
qui est la résolution en entiers positifs des systemes Az = 0.

Les solutions entié¢res positives de Az = 0 forment un sous-monoide M de N, engendré par ses éléments
non nuls minimaux pour l'ordre partiel (z1,...,2,) X (y1,---,¥n) < Vi,1 <1 < n,z; < y;, qui for-
ment un ensemble fini. On appellera cet ensemble “la base de Hilbert de M” (apres [F.Giles et W.R.Pulleyblank 79]),
et on le notera H(M).

Les deux sections suivantes sont consacrées a borner les éléments de H(M ), et & les calculer. La derniére
section applique les résultats précédents au probleme initial, i.e. la résolution des systémes Az < b.

2 Bornes de H(M)

On sait depuis [J.Von zur Gathen et M.Sieveking 78] que si H(M) est non vide, elle contient un élément
de norme (par exemple ||z]|c, OU ||Z{|cc = sup;| i |) au plus simple exponentielle en la taille de A (par
exemple n.m.(logl|Al|ec + 2)).

Mais on s’intéresse ici & borner uniformément les normes des éléments de H(M).
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Soient

1Moo = sup, ¢3y(a) e
et

1Ml = sup, epg(ar)llzlh
(aves [lzll = 5| 2 ). |
[I.Borosh et L.B.Treybig 76] ont majoré ||M||e par une expression double exponentielle en la taille de A.

A notre connaissance, deux bornes simple exponentielles existent pour majorer ||M||cc ou ||M]|;. Nous
avons donné la premiére dans [L.Pottier 90]. La seconde peut &tre déduite d’un résultat peu connu de

[J.L.Lambert 87).
Ces deux bornes sont essentiellement différentes de par leurs expressions et leurs démonstrations.

On donne ici deux nouvelles bornes plus fines, la premiére inspirée de [L.Pottier 90], la seconde de
[J.L.Lambert 87] et [A.Koscielski et L.Pacholski 90].

Rappelons que dans le cas d’une équation (m = 1), [G.Huet 78] puis [J.L.Lambert 87] ont donné des
bornes ne dépendant que de ||A|lo. Dans le cas de deux équations, [J.F.Romeuf 89] donne une borne
quadratique en la taille de A.

2.1 Premiére borne

Cette borne est inspirée de [L.Pottier 90}.
Soit {|All = supi{3; | ai; |}

Thdéoréme 1
(1M, < (1 + [|All)" = Bo

Preuve :

On peut sans restriction choisir » équations indépendantes de Az = 0. Soient z = (z,,...,2,)

un élément de M non nul, p = [|2][1, et {e1,...,e.} la base canonique de R™. Pour tout y
dans R", on note Cy le cube de volume 1 défini par

z€Cy ¢>z:y+Z/\ge,’, avec Vi € [1,n], A; €[0,1]

i=1

On va construire par récurrence une suite de N® y°, ... y? et une suite de R® 20,... 2P

vérifiant :

ey

y°::0<y1-<...<y”=:c.
Yk €[0,p~1], 3j,v5 ! = y* +¢;
Yk € [0,p], 2% € Cpu N [0,2].

y° = 20 = 0 convient clairement.

Supposons y* construit, 0 < k < p—1. [0, z)NCyx est I'ensemble des z qui s’écrivent A 3", z;e;
avec0< A< let

Vie[l,n], yf <Az <yF+1

Il est par hypothése non vide, c’est un segment. Prenons zx4+3 = A Z'. z;e; sa borne ol A\
est maximum. z est non nul, donc il existe un j tel que

k k
y +1 v+l
z; = "lfxlx.-,éo{ i

A =

}

Soit maintenant y**! = y¥ 4+ ej. On a alors

Vl € [11 n]a ?/,'kH S Ak.’l,‘,' S y!“*’l +1



et z*+! appartient donc au cube Cyr+:1.

Les points z*! et y**! sont donc correctement construits. Enfin, si k = p—~ 1, » = z, car
y? < z et ||[y?|y =p =||z]|1, et on prend 2P = 0.

Soit maintenant y'* = 2¥ — y*. On a alors :
Vi,0 <y <1
donc, si (Ay*); désigne la i*™¢ coordonnée de Ay* :
| (Ag*)i | = | (A2F)i = (Ay*)i | = [ (Ay™): |

!

Comme 0 < y/¥ < 1,1l y donc au plus 3~; | a;; | + 1 valeurs possibles pour (Ay®); et donc au
plus By vecteurs Ay* distincts.

Supposons maintenant p > By . Il existe alors (lemme des tiroirs) i et j, i > j > 0 avec
Ay' = Ay’. Soit z = y* — 3. On a alors Az = 0. Deplusona 0 <z <z, et z € M. Donc
r € H(M).

(W]

2.2 Seconde borne

Soient 7 le rang de A, a;; son terme de ligne i et de colonne j, et [|4]ly =3, ;] a;; |.
Soit D la plus grande valeur absolue des mineurs de A. [J.L.Lambert 87] donne le résultat suivant :

Théortme 2 (Lambert)

iMlloc <nD

Reprenant ce résultat, ainsi que celui de [A.Koscielski et L.Pacholski 90}, aussi inspiré de [J.L.Lambert 87],
nous obtenons les améliorations suivantes :

Théoréme 3 Soil D, la plus grande valeur absolue des mineurs d’ordre r de A .
IM]loo < (n=7)Dr = By

d’ot

Wl < (n ) (1412) = 5,

P

Precuve :

Soit C le cone de ™ des solutions réelles positives de Az = 0. Soient C; ses intersections avec
les hyperplans d’équations z; = 0. Il est clair que C est I’enveloppe convexe de la réunion
des cones C;. On peut récursivement appliquer cette décomposition de C aux C;, tant que la
dimension des cones construits est plus grande que 1. C est alors Penveloppe convexe de la
réunion de ces cones de dimension 1, dits “arétes” de C.

Chacune de ces arétes est alors I’ensemble des solutions positives d’un systéme d’équations
obtenues en choisissant r équations indépendantes de Az = 0, et en leur ajoutant n —r — 1
équations du type x; = 0 de maniere & garder le systéme de rang maximum, i.e. n ~ 1.

On peut alors obtenir des vecteurs directeurs (& coefficients entiers naturels) des arétes en
calculant les n mineurs d’ordre n — 1 pour chacun systémes précédents, ce qui revient a
calculer des mineurs d’ordre r de A.

Soient g¢),..., gk ces vecteurs, qui ont donc leurs coordonnées majorées en valeur absolue par

D..

M est alors inclus dans le cone positif qu’ils engendrent (leurs combinaisons linéaires & coef-
ficients récls positifs), qui n’est autre que C, de dimension au plus n — r. On a dong grace au
théoréeme de Carathéodory :



ner
Az =0,2>0 = 3j1,.- -, Jn-r,301,...,0n_yr 20,z = Zaiyj.‘
=1
Si maintenant = est minimal, il est clair que les a; sont strictement plus petits que 1. On
obtient donc la premiére partie du théoréme.

La seconde partie est une majoration simple du déterminant d’une sous-matrice carrée A’

d’ordre r de A :

|det(a) | < TT XNty 1 < (M) < (H_AL)
4

.}

La borne B; peut étre optimale , comme on le verra sur des exemples, mais elle n’est pas raisonnablement
calculable en pratique: vaut-il mieux calculer fous les mineurs principaux de A que de directement calculer
H(M), par exemple avec I’algorithme de [E.Contejean et H.Devie 89] qui n’utilise pas de borne de H(M)?

2.3 Comparaison de By, B; et B,

Il est clair que ces trois bornes sont simple exponentielles en la taille de A. Les exemples suivants montrent
qu’on ne peut comparer en général les la premiére et la derniére, la seconde pouvant étre optimale, mais
étant incalculable en pratique.

On étudiera les comportements des rapports %§ (bornes de ||z||co) €t % (bornes de ||z||1), lorsque n ou
[|Allco tendent vers linfini.

2.3.1 Excmple 1

Soient a un entier supérieur ou égal & 3 et A la matrice

a l—-a
a l-a
oll les coefficients non écrits sont nuls.
Onar=m=n-1et H(M) n’a qu’un élement : ((a — 1)*~},a(a—1)*~2,... a"").
Ainsi :
IMllo =By =a" ' ||M|h =a” - (a = 1)*, By = (2a — 1)*7, By = (2a)" ! g
B, est donc optimale, By et By étant tres proches.
Asymptotiquement, on a enfin :
. B . B . B .
lim -—2:0, lim u:0, lim —2=1, lim n—Bz=oo
n—oo By n—oo Hg a—oo Py a— By

2.3.2 Exemple 2 : matrices carrées magiques

Une matrice carrée est dite magique si les sommes de ses coefficients d’une ligne ou d’une colonne sont
toutes égales. Les matrices carrées magiques d’ordre k a coefficients positifs sont donc les solutions
positives du systeme Az =0, oun=k%+1,m =2k et :

1 ... 1 -1
1 .1 -1
A=1 1 -1



ol les coefficients non écrits sont nuls.
On a r = 2k — 1. La base de Hilbert de M est 'ensemble des matrices de permutations d’ordre k (cf
[R.P.Stanley 83]). Ainsi :

2k(k + 1)\ *!
BZ=(k2—2k+2) __(__t__.). ,30:(k+2)2k_1
2k -1
et :
lim —?-=oo, lim n—Bzzoo
n—0o0 0 n—00 Bo

ce qui donne un comportement inverse de ’exemple précédent.

3 Algorithmes

Le sujet de cette section est le calcul de tous les éléments de H(M).

Les premiers algorithmes ont été basés sur la borne de [G.Huet 78] puis celle de [J.L.Lambert 87] valables
pour une équation, extensibles au cas d’un systeme, mais donnant des bornes double exponentielles. Ces
bornes sont les suivantes :

Propriété 1 Soit = (z1,...,%p,Y1,---,Yg) un élément de la base de Hilbert de I’équation
ax; +...+a,,x,,+b1y1 + ...+bqu =0.

ot les a; sont posilifs et les bj sont négatifs. Alors :

V‘i,l:l:,' I < supj| bj |
(Huet) ‘

Y @i < supjbj |
i

(Lawmnbert).

(la partie concernant les y; est symétrigue).

H(M) est alors obtenue par énumération sous la borne, et dans le cas de plusieurs équations, on itere la
méthode en injectant les solutions des équations précédentes dans la suivantes (aprés avoir éventuellement
triangularisé la matrice A).

Dans le cas de deux équations [J.F.Romeuf 89] donne une méthode originale pour construire un automate
fini énumérant H(M), et une borne quadratique dans ce cas.

3.1 Algorithme de Contejean-Devie

[E.Contejean et H.Devie 89] ont trouvé un algorithme élégant ne nécessitant pas de borne de H(M). Le
principe est le suivant. Ordonnons N"™par 'ordre < précédemment défini, ce qui nous donne un DAG
(graphe acyclique) de racine 0. L’algorithme parcourt une partie de ce DAG en profondeur de la maniére
sulvante :

on commence par 0, et si on se trouve sur un vecteur £ non nul tel que pour aucun de ses ancétres y on
ait A(z — y) = 0, on ne visite que ses fils z + ¢ (e; est le j™¢ élement de la base canonique de Z™)
vérifiant Az.Ae; < 0 (le . désignant le produit scalaire de R").

Cet algorithme a la surprcnante propriété de terminer et d’étre complet. En s’arrangeant pour ne pas
visiter deux fois un noeud du DAG, et en ne retenant que les solutions minimales pour <, on obtient
‘H(M).

Le seul résultat de complexité sur cet algorithme est, & notre connaissance, une conséquence de [L.Baratchart et L.Pottier 89],
qui donne une borne double exponentielle sur le nombre de noeuds visités.

Cet algorithme se comporte bien en pratique, mais est colteux si les éléments de H(M) sont de grande
norme.



3.2 Un algorithme inspiré du théoréme 3

L’examen de la preuve du théoréme 1 permet de modifier la méthode de I’algorithme de [E.Contejean et H.Devie 89]
en se limitant & n’incrémenter un z que par les e; tels que pour tout i, la i-éme coordonnée de A(z + ¢;)

. . +
soit comprise entre — 3. a;; et PIFE AP ‘ ‘ ‘ '
Les générateurs sont alors tous obtenus comme points des suites strictement croissantes construites sim-
ilairement & I’algorithme précédent.

3.3 Utilisation des bases standard

On donne ici un algorithme nouveau utilisant les bornes précédentes sur ||M||o, et [[M|[;, basé sur la
théorie des bases standard (ou de Grébner).

L’idée est de voir les colonnes de A comme les exposants de mondmes & m variables, et les solutions de
Az = 0 dans Z"commes des sisygies relatives a ces monomes. Un calcul de base standard approprié (par
un algorithme de complétion semblable & celui de [B.Buchberger 83]) donne un systéme de réécriture
canonique dont P’inverse énumére M par norme croissante . Il suffit alors de ne retenir que les solutions
minimales pour < et de norme inférieure & inf{nBa, Bo}.

Soient Xi,...,Xm,Y1,...,Ys, n+ m variables, et k un corps quelconque.

On note a; la j¢™¢ colonne de A.

Pour tous a € Z™ et § € Z" , on note X* et Y* les mondmes X{* ... X2~ et Ylﬁ‘ LY

a¥t est le sup de a et de zéro (pour Yordre partiel <), et a™ est le sup de —« et zéro. Ainsic = a* —a~.
Pour tout j € [1,n], on définit un polynéme P; de 'anneau R = k[X),..., Xm,Yi,...,Y,] :

P = X%~y x5

Soit Z I'idéal de R engendré par les Pj et Jsa trace sur 'anneau R’ = k[Y,,...,Y,].
Soit maintenant By la base standard réduite de 7 pour Pordre suivant sur les mondmes de R :

on compare d’abord lexicographiquement sur les X;, puis en cas d’égalité on utilise Pordre du degré, et
enfin 'ordre lexicographique.

Soit B 7 I'ensemble des polynomes de By ol les X; n’apparaissent pas.

B 7 est alors une base standard de I'idéal Jpour I'ordre du degré. De plus ses éléments sont des différences
de monomes (car ceux de By le sont).

Ainsi soient Yo — Y% les éléments de Bz , k € [1,p] et Y* étant mondme dominant.
J

Maintenant, notons — la relation de réécriture corespondant a la division des polynémnes par la base
standard Bj , el —— sa fermeture réflexive transitive.

On écrit m1 | m2 lorsque deux mondmes ml et m2 se réécrivent en un méme mondme, ou de maniére
’ . »

équivalente quand ml — m2 — 0.

Alors :

Propriété 2
Ve€2n, Az =0 < Y*' —Y" €T = y=* |y*

Preuve :

. . . . , . Y v—aT g4z -
Facile par raisonnement équationnel sur les équations Y; = X% X ™% dérivée des polynémes
P;, et en utilisant la proriété fondamentale des bases de Grobner. O

IXn conséquence :
Propriété 3

»

VeeN j2€M << Y® —1
Cette derniére propriété permet de tester si M est non réduit & {0} :

Théoréme 4 Le systéme Az = 0 a une solution positive non nulle si el sculement si il existe dans By un
polyndme de la forme Y — 1.
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On a de plus une représentation effective de M avec des régles de réécriture :
Soit SRy le systeme de régles de réécriture de mondmes obtenues en inversant les polynémes de By
SRy = {YPr—Y™, ... YPr—yor)

Notons —; sa relation de réécriture (c’est la symétrique de —, et elle n’est pas noethérienne).

Alors
rEM &= 1-3,Y*

On peut donc engendrer tous les éléments de M en explorant I’arbre des réécritures de 1 par —;, et
obtenir H(M ) en ne gardant que les éléments minimaux, et de degré inférieur aux bornes nB; et By (cette
méthode est compléte car —; fait croitre les degrés des mondmes, donc les normes ||.||; des solutions).
Plus précisément :

Théoréme 5 L’algorithme suivant s’arréte et retourne H(M) :

1. E:={1}
2, Tant que dz € E,y ¢ E,avec £ —; y, et deg(y) < inf{nBa, By}

Faire E := EU {y}

3. Rendre H(M) := éléments minimauz pour X des vecteurs d’exposants des monomes de E — {1}.

3.4 Comparaisons

4 Application a Az <b

Revenons maintenant au probléme initial, i.e. la résolution d’un systéme Az < b. Soit C ’ensemble de ses
solutions dans Z". Alors :

Corollaire 1 Il exriste deuz parties finies Cy ¢l Co de Z" telles que :

2€ECSzz=xy+T0+ ...+, aveczy €Cy, el 29,...,2; €Cy
el
Yz € CLUCy, Jlalli < (24 [1All1,00 + [1b]le0)”

Preuve :

On va se ramener a des systemes d’équations homogénes a résoudre dans N.

Soit une ¥ un endomorphisme de R™ qui ne fait que changer le signe de certaines coordonnées

de son argument, et ¥(A) la matrice obtenue en changeant de signe les colonnes correspon-
dantes de A. '

Soient y = (y1,.-.,Ym) un vecteur de m nouvelles variables, z une derniére variable, t le
vecteur obtenu en concaténant z, y,et z, et ¢ la projection envoyant ¢ sur z.

Soit A’ la matrice obtenuc en concaténant 1¥(A), P’identité d’ordre m et 'opposé de b.

On a alors clairement I’équivalence :

Az <b P(z) E N® = FHe NP+ At =0,2 =1,z = ¥(¢(1))

De plus rang(4") = rang(A), et |Allsco < 14ll1c0 + 1 + [blco-

Soicnt H la base de Hilbert de A’t =0, et C¥ (resp. C¥) Pimage par ¢ des éléments de M tels
que z = 1 (resp. z = 0).

On prend alors C; (resp. Ca2) égal & la réunion des CY (resp. C¥) pour les 2" choix possibles

de ¥.

Comme |[¢(2)]1 = {lz|li et [|¢(O]]1 < ||t]]1, la deuxieme partie du résultat s’en suit. O
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