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QUATERNIONS : UNE REPRESENTATION
PARAMETRIQUE SYSTEMATIQUE DES
ROTATIONS FINIES

Partie 1 : Le Cadre Théorique

Luis REYES - AVILA *
INRIA, Rocquencourt
et
DEPFI, UNAM, Seccion Mecanica, Mexique

RESUME :

Les quaternions ont été utilisés ces derniéres années, entre autres choses, pour
représenter sous forme paramétrique les rotations finies de corps rigides ou déformables.
Cependant dans ces applications on ne trouve pas de définition précise et appropriée de ces
concepts. Par ailleurs 1l'algébre utilis€e dans ces développements est appropri€ée pour les
applications mais elle fait généralement peu de place aux concepts et aux propriétés des
quaternions. Le principal objectif de ce rapport est de préciser cette structure algébrique et, grice
a elle, de simplifier l'utilisation des quaternions afin d'obtenir les différentes représentations

utilisées en mécanique pour exprimer les rotations finies.

QUATERNIONS : A PARAMETRIC SYSTEMATIC
REPRESENTATION OF FINITE ROTATIONS

Part 1 : The Theoretical Framework

ABSTRACT :

The Quaternions have been used in the last years, among other things, to perform in a
parametric form the rotations of rigid and deformable bodies. Nevertheless in these applications
a precise and appropriate definition of these concepts is not given. Furthermore the algebra used
in the developments is appropriated to simulate the manipulations but it is not to study the
concepts and the properties. The principal objective of this report is to specify the algebraic
structure mentioned above and then simplify the use of the quaternions to obtain the different

representations used in the mechanics to perform the finite rotations.

* Professeur invité dans le Projet Modulef du 15 Octobre 1989 au 30 Octobre 1990
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1 - INTRODUCTION

Pour I'étude de 1a mécanique des corps rigides ou déformables, 1'objectif de ce rapport
est de systématiser I'utilisation des quaternions dans la représentation paramétrique des rotations
finies . Dans la premiére partie de ce rapport on présente dans l'ensemble R4 une structure
algébrique qui nous permet d'identifier 'ensemble des quaternions Q comme un groupe additif
commutatif et un comme un groupe multiplicatif non commutatif. Nous montrerons également

que Q est un espace vectoriel normé.

Dans la seconde partie de ce rapport, nous définirons une transformation linéaire :
p @) :Q— Q,p € Qfixé, qui préserve le produit interne et dont la représentation matricielle
nous permet de l'identifier avec un groupe de Lie de transformations orthogonales propres qui
représente, en mécanique, les rotations finies des milieux continus. Nous donnerons quelques

représentations paraméwriques de telles rotations.

Dans la troisi¢me partie, nous énoncerons quelques résultats concernant la composition
des rotations ainsi que quelques représentations de p(p,*) € L(Q,Q) qui nous permettront

d'obtenir par la suite quelques représentations usuelles des rotations.

Dans la quatrieme partie, nous introduirons sous forme paramétrique les valeurs
caractéristques associées 2 une matrice de rotation. Dans la cinquieéme partie, nous donnerons
quelques représentations matricielles que 1'on rencontre de fagon classique dans l'application des
quaternions a la mécanique. Celles-ci sont obtenues de maniére directe a partir de notre

généralisation.

Finalement, pour étudier les solutions du probléme inverse de la cinématique des corps
rigides, nous sommes conduits 2 exprimer le quaternion associé a une rotation 2 l'aide de I'axe
de la rotation et de son angle. Ceci nous permet d'exhiber quelques unes des représentations des
rotations les plus connues et les plus utiles dans les applications au moyen de fonctions
trigonométriques. Comme cas particulier, nous obtiendrons les rotations infinitésimales.



Notation : Les notations suivantes seront utilisées dans ce travail :
a) Etantdonné V=R"n=1,2,3,4.
L(V,V) ={T :V 5V :Test linéaire } = Espace vectoriel des tenseurs d'ordre 2.

S(V,V) ={Se L(V,V): § = §T} = espace vectoriel des tenseurs symétriques

d'ordre 2.
AV, V) ={Ae L(V,V):A=- QT} = espace vectoriel des tenseurs antisymétriques

d'ordre 2.

b) Mpxm={M:R™ - R : M est une matrice réelle d'ordre n X m)}.
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2 - L'ESPACE VECTORIEL DES QUATERNIONS

Dans cette partie, nous définirons deux opérations binaires sur I'ensemble R4, I'une
additive @ : R4 x R4 - R4 et l'autre multiplicative * : R4 x R4 — R4 aux moyens
desquelles les ensembles (R4,®) et (R4,*) forment respectivement un groupe additif
commutatif et un groupe multiplicatif non commutatif. Nous définirons également une
multiplication scalaire « : R x Q — Q et un produit interne < +,» >: Q X Q — K au moyen
desquels Q = (R4,8,*,< -, >) est un espace vectoriel muni d'un produit interne. Finalement,

nous identifierons cette structure algébrique avec l'algébre formelle utilisée sur I'ensemble dont
les éléments sont appelés des quaternions commutants. Alors nous considérons l'ensemble R4

sur lequel nous définissons les opérations suivantes :
i) (a,b,c,d) ® (@,B,v.8)= (@a+o,b+B,c+v,d+3)

i) (a,b,c,d)*(a,B,y,8) = (ac-bP-cy-dd, ap +ba +cd - dy, 2.1
ay-bd + ca + dp, ad + by - cp + do),

Y(a, b, ¢, d), (a, B, ¥, 8) e R4

De fait 'opération @ : R4 x R4 — R4 est la somme usuelle dans R et il est bien connu
que l'ensemble (R*,®) est un groupe additif commutatif. Nous montrons que ces opérations

satisfont les résultats suivants :

Théoréme 2.1 : Le triplet Q = (934,69,*) est un corps non coxﬂmutatif.

Démonstration : Etant donné que (R4,®) est un groupe additif commutatif, il reste
uniquement & montrer que (R4,*) est un groupe multiplicatif non commutatif. De fait, nous

avons les propriétés suivantes :

i) L'opération * : R4 x R4 — R? est associative. En effet, étant donné p.9.s € Q telle
que p = (a,b,c,d), q = (a,B,7.0), s = (x,y,z,w), alors en utilisant les propriétés d'associativité

et de distributivité des nombres réels, nous obtenons :



p*(q*s) = ((ac - bP - cy- dd)x - (aP + ba + ¢d - dy)y - (ay - bd + ca + dB)z -

-(ad + by-cB +da)w,

(af + ba+cd-dy)x + (aa - bP - cy-dd)y - (ad + by- cf + da)z +
+ (ay- bd + ca + dB)w,

(ay-bd +ca +dB)x + (@d +by-cf+da)y + (act - b -cy-dd)z- (2.2)
- (aB + ba + cd - dy)w,

(a8 + by-cf+do)x - (ay- bd + ca +dB)y + (af + ba + cd - dy)z +
+ (ac. - bf} - cy - dS)w ) = (p*q)*s.

ii) L'élément 1=(1,0,0,0) € Qesttel que: 1*p=p*1 =p, Vp e Q. Un tel élément est

appelé 1'élément neutre pour la multiplication dans Q.

ili) Vp e Q, p = (0,0,0,0), il existe p' € Q, tel que p*p' = 1. L'élément p' est appelé
I'inverse de p pour la loi multiplicative. En effet étant donné p = (a,b,c,d) € Q et
p' = (o,B,7.0) € Qtel que p*p' =1, alors :

ax-bp-cy-dd=1, aB+ba +cd-dy=0,
ay-bd +ca +df =0, ad + by-cBf +da=0.

En résolvant ce systéme d'équation, nous vérifions que l'élément inverse p' de p € Q

est donné€ par :

p'=( 2 : . 5 - ) (2.3)

a2+b2+c24d2 7 a2+b2+c2+d? T al+b2+c?+d? T a2+b2+c2+d?

iv) L'opération * : R4 x R4 - R4 n'est pas commutative. En effet étant donné
p=1(0,1,0,00 e Q et q=1(0,0,1,0) € Q, nous obtenons : p*¥q = - q*p = (0,0,0,1).

v) Etant donnés p,q,s € H, alors les propriétés suivantes de distributivité sont
satisfaites :
(p ® q)*s = p*s D gxs,

p*(q @ s) = p*q @ p*s.

En effet, étant donnés p = (a,b,c,d) € Q, q=(a,B,7.0) € Q, s =(x,y,z,w) € Q, alors

en utilisant les propriétés de distributivité et d'associativité des nombres réels nous obtenons :



(p ® q)*s = (ax-by-cz-dw, ay + bx +cw - dz, az - bw + cx +dy,
aw + bz - cy + dx) ® (ax - By - yz - dw, ay + Bx + yw - 3z,
oz - Bw + yx + 8y, aw + Bz - Yy + 8x) = p¥s @ gxs,

p*(q @ s)= (ac-bP-cy-dd, aP +bo +cd-dy, ay-bd +ca +dp,
ad + by-cp +da) @ (ax - by - cz - dw, ay + bx +cw - dz,
az - bw + cx +dy, aw + bz - cy + dx) = p*q @ p*s.

Avec les propriétés (i) - (v), nous avons ainsi montré notre théoréme.

[

1 est également bien connu que 'opération « : R4 x R* — R* définie Vo € R, par
ae-(a,b,c,d) = (xa, ab, ac, ad), V(ab,c,d) € R4, 2.4)

est une multiplication scalaire et par conséquent Q est un espace vectoriel réel.Considerons les

sous-espaces vectoriels suivants de Q :

Qr = {(@00,0):2e R} C Q, (2.5)

Qy = {(0,b,c,d) : be,de R} € Q, (2.6)

lesquels sont isomorphes 2 R et R3 respectivement. 1l est immédiat de montrer que les
transformations Tg : Qg = R, Ty : Qy — R3 définies par

Tg(2,0,0,0) = a, V{a,0,0,0) € Qg 2.7)

Ty (0,b,c,d) = (b,c,d), V(0,b,c,d) € Qy (2.8)

sont des isomorphismes.

Avec l'opération scalaire définie antérieurement l'inverse multiplicatif de
p =(a,b,c,d) € Q, peut étre écrit sous la forme :

, 1

=—— 5+ (& -b-c-d). 2.9
P =g T @ e d 2.9)

Egalement tout élément p € Q peut étre représenté sous la forme :



P=pPr®pPv, Pr€ Qr, Pve Qy- (2.10)

En accord avec les isomorphismes T : Qg = R, Ty : Qy — %3, on peut dire que PR
et py sont respectivement la partie réclle et la partie vectorielle de p € Q et que la représentation

suivante 2 un sens

pEta+p, aeR, p=(bcde R3. (2.11)

Avec cette identification, nous exprimerons formellement le produit de deux éléments de
%4 en fonction de la multiplication scalaire et du produit vectoriel usuel dans R3. Nous

énongons ce résultat dans le théoreme suivant.

Théoréme 2.2 : Etant donnés p = (a,b,c,d) € Qetq=(,B,y,0) € Q, alors s = p*qe Q

peut étre représenté sous la forme :

S = SR <+ SV ’
(2.12)

ou
SR =ac-<p,g> Sy=aq+ap+p X, (2.13)

Ici<e, e >: RIX RIS R, x:R3 x KR35 N3 sont respectivement le produit

interne euclidien et le produit vectoriel usuel dans R3.

Démonstration : observons qu'a partr de (2.1) la partie réelle et vectorielle de s = p*q € Q,

sont données par :

sg = (ae - bf - ¢y - d3, 0,0,0) = (acx - p+q,0,0,0) Saq-< P.q >,

Sy =(0,aB +ba +cd-dy, ay- bd + ca + df, ad + by- cf + do) =
(aP + ba + ¢3 - dy, ay - bd + co + dB, ad + by - ¢f + da) € R3.

Ici nous avons utilisé les isomorphismes Ty : Qg = R, Ty : Qy — K3 . Nous
montrons finalement que la partie vectorielle de s € Q peut étre représentée sous la forme :

Sy =ag+ap+p X q.
En effet,

p X q=(c8-dy,dp - b3, by-cP) e R3,
-7 -



de telle sorte que,

ag +op +p xg=(aB+ocb+cS-dy,ay+ac+dﬁ-b8,a5+ad+bry-c[3)=sv.

[]

L'ensemble R* et la structure algébrique formelle du théoréme (2.2) a été utilisée en
mécanique pour utiliser les rotations finies de corps rigides ou déformables [1], [2], [3] et [6].
Aux €léments d'un tel ensemble on a donné le nom de Quaternion. En fait, grice aux
isomorphismes donnés par les relations (2.7) (2.8) et avec la structure algébrique (2.1), le
triplet Q = (914,63,*), a une structure d'espace vectoriel appelé espace vectoriel des
quaternions. Un autre nom a été donné aux quaternions c'est celui de nombres hyper-
complexes, [8], ce qui peut étre justifié si l'on observe que la structure algébrique définie par la
relation (2.1) est une généralisation 3 R4 de l'algebre des nombres complexes. Suivant cette

idée, il est appropri€é d'introduire le concept suivant : le quaternion conjugué

p € Qdep =(a,b,c,d) est définie par :
p=(@,-b,-c,-d).

Ce concept nous permet de montrer quelques propriétés utiles pour les développements

ultérieurs.

Théoreme 2.3 : Etant donnés p = (pp.p1.P2.P3) € Q. q =(qp.q;,92.93) € Q, nous avons :

) (p®q =pPq,
i) p*q = g*p ,

[
g

*
3

m
o)
P

iii) p*p

Démonstration : Observons tout d'abord qu'en accord avec la définition de l'opération
d'addition sur Q et avec celle du quaternion conjugué on obtient :

(P® q)=(y+qp-P1-9p-P2-Gp,-P3-93)= DD q.
De méme,

P*q = (Pqp - P191 - P292 - P393, - Pody - P1dp - P243 * P393
- Pgdz + P193 - P290 - P393»> - Ppd3 - P192 + P41 - P19¢) = q*p .

-8 -



Finalement,

= 2 2 2 2 =
pP*p = (py + P] + P, + P3, 0,0,0) = p*p.

O

Il est également bien connu que la transformation < «,» > : R4 x R4 — R définie par :
< p.g>=Ppgdp + P1ds+ PoGp+ P3d3 . VPg e R4,

est un produit interne dans R* de telle sorte que (Q,®,*,< «,» >) est un espace muni d'un
produit interne. De plus, étant donnée Jjof] : R4 — R la norme induite par le produit interne, on
peut conclure que (Q,®,*,|||]) est un espace normé. Un autre résultat important pour notre

algeébre est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.4 : La transformation suivant < s,» >: R4 x R4 — R peut 8tre représentée

sous la forme :
<pg> =12 (p*q®q*p), Vpge Q.
Démonstration : il suffit d'observer que :

P*q @ q*p = 2 (pgdg + P93+ P2d2+ P3d3 » 0,0,0) =2 <p,g>.

Avec ce résultat la norme [|+f| : Q — R admet la représentation suivante :

lipll = < p,p >1/2 & (p*p}1/2.



3 - REPRESENTATION PARAMETRIQUE DES ROTATIONS

L'objectif de cette partie est d'unifier et par conséquent de simplifier les différentes
formes utilisées en mécanique pour repfésenter sous forme paramétrique les rotations finies de
milieux continus tant rigides que déformables. Pour ce faire sous une forme similaire a [7], on
définit une transformation linéaire p(p,+) : Q — Q qui préserve le produit interne. La matrice
associée i une telle transformation dans la base canonique de R* sera donc celle associée aux
rotations précédemment mentionnées. Avec ces identifications, nous passerons de la structure
algébrique des quaternions a la structure correspondante de l'espace vectoriel de matrice
d'ordre 4 x 4 et par conséquent 2 celle associée a l'espace des tenseurs L(Q,Q).

Soit p(p,*) : Q > Q, pe Q fixé, défini par:

-1

P(P,q) = p*q*p «(p*q*p), Vqe Q. (3.1)

fipl2

Quelques propriétés importantes pour les développements ultérieurs sont rassemblées

dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 : La transformation p(p,*) : Q = Q est linéaire, orthogonale et
p(p.9) € QV, Vqe Qv-

Démonstration : Grice aux propriétés d'associativité et de distributivité de la structure

algébrique de Q, observons que :

1 - 1 — -
P(p.q & 5) === +{p*((q & s)*p)) = — +[p*(q*p ® s*p)} =
lIpi} Iiplt
1 — _
= ol «{p*(q*p) @ p*(s*p)} = p(p,q) ® p(p.s), Vp.gse€ Q
et
_ o -
P(p,cteq) = —= [p*(0=q)*p) = —{p*q*p} =a-p(P.q), Vpge Q aeN.
fIpll© el

On peut alors affirmer que p(p,») € L(Q,Q). Prouvons maintenant l'orthogonalité de la

transformation :

< p(P,q).pP.s)>=<qs>, Vqgse Q.

- 10 -



En effet, en accord avec les théorémes 2.2 et 2.3,

< p(p,Q),p(p.s) > {(p*Q*p)*(p*s*D) D (p*s+D )*(p*q+D) )

2u u“

= 5oii (@DHDr579) @ (P +pr(prasp))

1
=———{ (q*s ® s*q)*p} =< q,s >.
2 " p*(qQ* q

Observons finalement que si Q = (0,q;,95,93) € Qy;, alors :

2 2 .2 2
PP = 0,(py + Py - P, - P3)q; + 2(P1P; - PoP3)da+ 2(PgP2 + PyP3)d, 2(pop3 +

lip n2
2 2 2 2
+P1P2)a1 + (Py - Py + P, - P3)ds + 2(PoP3 - PoP1)d3» 2(P1P3 - PoP)4q; +
2
- +2(pop; + PaP3)q2 + (Py + p% - p% + p%)q3) € Hy.

L

Par ]a suite, nous construirons la matrice My(p .y € My .4 associ€e a la transformation

linéaire définie sur (3.1).

Théoréme 3.2 : La matrice Mp(p,,) € My 4 associée @ Mpp,.) € L(Q,Q) dans la base
B= {C } ~ est:

( lpii? 0 0 0 \

2.2 2
0 »p 0+p1-p2~p3 2(p,pP2-P3Po) 2(pop2+P1P3)
Mpp) = o5
o) = 2. 2,2 2
P2 1pl2| 0 2(pgp3+pyPo) PP +DP5P3 2(paP3-PoP1)
2. 2,2
X 0 2(p;P3-PoP2) 2(pP}+P2P3) PoP)-Po+Ps )

ou P= (po,pl,Pz,P;;) € Q.

Démonstration : Il suffit d'appliquer la transformation p(p,+) € L(Q,Q) aux éléments de B

et d'exprimer les images comme combinaison linéaire de 1a méme base B. C'est a dire :

-11 -



p(p.ey) = Ip ”2 (p0 + p1 + p2 + p3,0 0,0) = ¢;+ 0gy+ 0g3 + 04 € Qp
p(p,ey) = Ip "2 ©, PO + Pl P2 P3, 2(poP3 + P1P2)» 2(P1P3- PoP2)) =
= Og, i ”2 [(po pl p2 p3) €, + 2(pgp3 + P1Pp) €3 +
+2(pyP3 - PoPy) €41 € Qy s
p(p.e3) = ﬂﬁ (0, 2(p1 P, - PoP3)s (po pl + p2 p3) 2(p1pg + P3P2)) =
=0e; + m "2 [2(p,P;2 - PgP3) €2 + (po pl + pz p3) €3
+ 2(p1Pg + P3Py) €4] € Qv
p(p.eq) = —5 (0,2(pgpy + P1P3)s 2(P2P3 - PoPy)s (po pl p2 + p3)) =

lip 112

=0e, + —5 [2(pgp, + P1P3) €5 + 2(P3P3 - PgPy) €3

lip |12
2 2 2. .2
+(pg-P]-P3+P3) &l € Qy-

N

On peut trouver la représentation matricielle du théoréme précédent en [7] dans le cas
particulier de la restriction de la transformation 2 Qy, c'est 2 dire p(p,*) : Qy — Qy;en
utilisant I'isomorphisme entre Qy,; et R3 , on obtient dans ce repére la matrice d'ordre 3 x 3

correspondante. Dans notre cas , nous avons construit la matrice de p(p,*) : Q — Q d'ordre
4 X 4 respectant la structure algébrique de Q. Par ailleurs, étant donnée B = {Qi ®e j }f j=1une

base orthonormale de l'espace L(Q,Q), nous obtenons la représentation tensorielle suivante :

p(p,e -" "2 ["P“ €1 ®¢ 1+(P0+P1 p;)_ p3)62®32

+2(p1p; - P3Pg) €3 ® €3+ 2(poPy + P1P3) & ® g4 +

2 2 2 2
+2(pgp3 + P1Pp) €3 ® €x+ (Pp+ P - P -P3)E3 ® 3 + (3.3)

+ (P1P3 - PoP;) €3 ® €4 + 2(P1P3 - PpP2) €4 ® €5 +

2 2 .2 2
+2(pgPy + PoP3) €4 ® €3+ (P +P3 - Py - Pyl e ® g4 1.

-12 -



Ici on utilise la structure algébrique de L(Q,Q). A partir de cette représentation on obtient
immédiatement le résultat suivant :

Théoréme 3.3 : La transformation p(p,*) € L(Q,Q) peut étre représentée sous la forme :

p(p,e) =1+

itpl
ol W e A(Q,Q) est défini par :

W =-p3er ® e3+Dyey @4 +P383 ®€y-p183 B ey-pres @ ey +piey ®ey,

Démonstration :

F[W

W +p, W1,

3.4)

3.5)

Pour la démonstration nous faisons appel 2 la représentation matricielle de

p(p,s) € L(Q,Q) ol nous observons que les matrices symétrique et antlsymémque de

My p,.) € My 4 sont données respectivement par

s __1

PO " |ipji2
2

MA 0=Jm
P pl]

- lipll?

0

0
2.2 2.2
Pgo*tP1 Py P3

2pip,

2P1P3

\0

..p2

2pipa

2 ..2 2 2
P otPyP1P3

2p,P3

-p3
0

P

IciW = Wij e ® ¢ A(Q,Q). En outre, étant donné que :

PO + Pl Pz P3 = liplf? - 2(P2 + P3)s PO + Pz Pl P3

- 13-

2pyp3

2p;,p3

2,2 2 2
p 0+p3'P1‘P2) ‘

IpI2 - 207 + p2)



2 2 2 2 2 2
P0+P3-P1-P3=llpll2-2(P1 +P3)

la partie syméuique peut étre écrite de la fagon suivante :-

(0 0 0 o\

2,2
0 - (p5+p3) P1P2 PiP3
S =1 _2_.
PO pl2] 0 pyp, - (P3+P3)  PaPs
2,2
\0 PP3 PoP3 - (Pl'*'Pz)/

‘On observe immédiatement que la matrice du second membre de cette expression est le carré de
la matrice W € M, ., . Alors on obtient le résultat cherché,

Par la suite on exprime la transformation p(p,+*) € L(Q,Q) en fonction de la grandeur du

quaternion et de sa partie vectorielle.

Théoreme 3.4 : La transformation p(p,*) € L(Q,Q) prend la forme suivante :

1

( a') =
)

{QplIPL - 21ip IPLg) + 2p, ® P, +2pW} , . (3.6)

olt p, € K3 est la partie vectorielle du quaternion p & Q et la ransformation Iy : ®* — R* est
définie par :

L= ®e+e3®e; +e4®¢y.

Démonstration : Il suffit d'observer que la matrice associée a la partie symétrique de
p(p,*) € L(Q,Q) est telle que :
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(O 0 0 0 \

2
0 pilip P PiP P1P3
2
M =1+ =
. =~ 2
P®.) lpl? |0 p;py p5lp?  pops;
0 2 lip 12
\ P1P3 P2P3 p 3lip )
[ 0 0 0 0\ / 0 0
2
0 Py  PiP2  P1P3 0 1
2
= I +--X% - Ip 12
~ 2 -
2 || 0 pipy Py Eaps | | o o
2
u\ O Ppi1P3 PPz P3 J \ o0 o

A partir de cette derniére expression, on observe que 1'égalité
WOW =Dy ® Py - "Ev"zlo
(3.8)

est sati;faite car:

(py®py)e;=0p, =0,

2
(py ® py) &3 = P1py = (0, PT, P1P2 » P1P3)
2
(py ® py) €3 = PPy, = (0. p3P2, P, P2P3) »

2
(py ® p,) €4 = P3py = (0, PyP3, P2P3, P3) -

Théoréme 3.5 : La transformation p(p,+) € L(Q,Q) peut s'exprimer sous la forme :

pp,) =Ig +F

- 15 -
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Pt

Ip = ®¢
1

2
Ilpl|2 pplo+ WoW+p, ®Bl + 2poW1].

E:

Démonstration : En effet, en utilisant le théoréme précédent , on obtient :

1

P = 5 LUPIPL- IR L0 + (@, © ) - IR L) +2, @ P, + 220 W]
=-L [l 2 2Ly + Wo W +2p, W] =
= b lipll“ Ig + Clipll® - lip I Lg) + Wo W +2py W] =

(3.10)

(3.11)

N

Notre prochain objectif est de montrer que la ransformation F e L(R4,R4) définie dans

le dernier théoréme peut €tre identifiée au moyen d'un isomorphisme approprié & l'aide d'un
élément d'un groupe de Lie de wransformations orthogonales propres que nous noterons suivant

T'usage [9], par SO(3) c'est & dire :

803=({Te L3R :ToTT=TToT=T, detT=1)

(3.12)

Un tel groupe représente en mécanique des rotations finies de corps rigides voir [9]. A

cette fin nous établissons les résultats suivants.

Théoreme 3.6 : Les éléments de la matrice Mp(p,,) € My, satisfont les relations suivantes :

Mo 0 -Myy Mjzy J(Myp ) [My | [ O -My;, Mj,
Mgz |=] Myg O -Mpy [[ Mg ||| Mgy 1= My, 0 -My,
Mgz | {-M3s Mys 0 i Mgy | | My "M3; My, O

My 0 -Myz; Mj;, My,

M |=| Mgz 0 -Myz || My

My, "M33 My; 0 My

-16 -

My
Ms;

My



Démonstration : Il suffit simplement d'effectuer les multiplications matricielles indiquées de

telle sorte que :

2
"MyyMzp + M3 Myp =5

lelz (P1P2 + PoP3) = Mp3 »

-M3yMyy + MyyMy, = (P2P3 + PoPy) = My »

lip ll2

MygMag - MyyMyp = [P+ P - P} - P3] =Ma3 -

fip u2

De méme,

-MyMs3 + M35My3 = (P1P3 + PoP2) = My, ,

llp lI2

MypMjo3 - MpoMy3 = (P2P3 - PoP1) = Mazy,

llp ll2

-M3;Mp3 + MpyyMag = 2 (Pa+ P2 - P> - Pa) = My .

Finalement,

My3Myy - MpaMyy = (P3P + P1P2) =My, ,

lip II2

-M33Mpg + Mp3Myy = —— m ”2 (P1P3 - PoP2) = My
-Mg3Ms, + M33Myy = b "2 (3 + P - Ps - p3) = M22.
]
Théoréme 3.7 : La transformation p(p,+) € L(Q,Q) est telle que :
pp)e {Te LQQ :ToTT=TToT=T, detT=1) (3.13)

Démonstration : Comme p(p,*) € L(Q,Q) est orthogonal (voir théoréme 3.1), il reste a

montrer que le déterminant p(p,+) = 1. En effet, on observe que :
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Mop.) =

ol A € Mj,3, 8 Mj, sonttels que

A=| M3y Mjzz Miy, | 8 = (0,0,0)T

Par suite det Mp(p’.) = det A = %1, étant donné que Mp(p,.) est orthogonal. Mais grice au
théoréme (3.6),

det A =Mp(M33Myy - MasMy3) - M3pMp3Myy - MyyMy3) +

+ Myp(My3Myg - MygMyz) = M3, + M3, + My, >0,

ce qui €tablit le résultat cherché.

B

Observons finalement que la matrice de la ransformation F € L(Q,Q) est donnée avec A

€ M3, 3 définie comme dans le théoréme par :

1 T
F= , 8 My, (3.14)
0 A

. 0 < a0 . . g
autrement dit Fe M, , ot M, , est le sous-espace de My, 4 de dimension 3 x3, défini par

Myys={A € My, 1 Ajj=0, j=1234, A;=0, i=1234}).

Ce sous-espace est isomorphe a l'espace vectoriel M3, 3. En fait la transformation

A
T: M4 x4 - M3 x3 déﬁnie par .

- 18 -



Byy By By
A
TB=| B3y Bjz Bgzy VBe MJ, . (3.15)

By, Byz  Byy

est un isomorphisme. Dans ce sens, nous pouvons obtenir l'identification cherchée, c'est a
dire :

EtEe S03),

-ou1, étant donnée {Qi } ?___1 la base canonique en R3,
A
E=Mpe; ®@¢;+Mye; ®ey+ My ®e3+Myper Dy +

+Ms33e, ®e; + My, ®e3+ My e, @y + (3.16)
+My3e3® e, +Myse3®eg.

4 - COMPOSITION DES ROTATIONS

Nous é€tudierons dans cette partie quelques propriétés des transformations
p, ®p, € S(Q,Q); W e A(Q,Q) qui nous permettront d'obtenir d'autres représentations de la

rotation p(p,*) € L(Q,Q) ainsi que de leur puissance. Quelques unes de ces représentations sont
obtenues sans démonstration précise par exemple en [1], [10], dans les cas particuliers qui sont
présentés. Nous commencerons par €tablir la propri€té suivante de

py ® p, € S(Q,Q) relative & sa composition.
Théoreme 4.1 : La transformation p, ® p, € S(Q,Q) est telle que :

(EV ®Bv)n= “Evllngv ®Bv ) n= 2,3, .“se (41)

Démonstration : On proceéde par récurrence . Tout d'abord, nous montrons que le résultat est
valable pour n = 2. En effet la matrice associée i (p, ® Pv)2 est telle que

- 19 -



Par suite,

0 0 0 \ /,0 0
2 2
Py DPyP1 PiP3 0 P
2
PP P, P3P3 0 PPy
2
P13 PoP3 P3 ) K O pyp3
0 0
4 22 22 3.3 2
P 1tP,P,*PP3 PoP;+P,P1+P1P2P;
3 3 2 2.2 4 22
P1P2+P1P2+P2P 1P P 1P,tP51P,oP3
3 2 3 2 3 3
PiP3+P5P1P3+PIP3  PiP2P3+P,P3+PoP3
( 0 0 0
2
0 P PiP>
= [Ip 12
- 2
0 P1P> Py
\ 0  PiP3 P2P3

(., ®p)*=llpl?p, ®p, -

Supposons maintenant que le résultat soit valable pour n-1 ; alors

o o )

PoP1 PiP3

2
P+ P3Py

Pp3 P3

0

3 2 3
P1P3+P,P1P3+P1P3
2 3.3
P1P2P3+P3P7+P3 P2
2.2 .22 4
P 1P3+P7P3+P3

o )

PiPs

P2P3

(p, ® p, )" =@, ®p) o (p, ® p )=, ®p){lIpJI"!p, ®p,) =

=|lp,II™ (@, ® py) o (p, ® p,) =Ip,lI"p, ® P, -

Dans cette derniére relation on a utilisé 1a linéarité de p, ® p,, .

-20 -
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Avec la relation (3.8) et avec le résultat du théoréme 4.1, nous pouvons maintenant

obtenir le résultat suivant :

Théoréme 4.2 : La transformation antisymétrique W € A(Q,Q) est telle que

W2n~l = (_l)n-lug"”2n-2\y , WZ“ = (-1)“'1”2VII2“'2 \yz, n=2,., (4.2)

Démonstration : On procéde 2 nouveau par récurrence. Observons que

W3=WoW?=Wo {p,®p, -lIp,II* 1} =-[[p,IPW,
de telle sorte que W o p, ® p, =0. En outre, W* =W o W3 = - ”2v”2 W2 , de telle sorte que
(4.2) est vraie pour n = 2.

Supposons maintenant que (4.2) est encore vraie pour n-1. Alors,

Wzn-l - W?' o WZ(n-l)d = WZ o {(_l)n-izl IBVHZnA W) = (-l)"'2 ”Ev”2n-4 W3 =

= (D" {lp 2 (- lip P W) = D™ {ip, I 2 W .

Finalement,

WZn - WZ o WZn-2 = w2 o {(-1)2 ”Bv”2n-4 WZ} - (_1)n-2 ”Evnzﬂ"’f V__\_/'4 =
= (1 p PR w2

O

Montrons maintenant un résultat important sur la composition de p(p,+) € L(Q,Q).
Théoréme 4.3 : La transformation p(p,*) € L(Q,Q) est telle que

P =Ig +E", n=12,.. (4.3)

’H

2
E= 2 (Pplo+Py®p,+WoW+2py W], (4.4)

l

=X
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Ip=¢;®¢ (4.5)

Démonstration : Dans le théoréme 3.5, on a montré que le résultat est valable pour n = 1.

Supposons qu'll soit également vrai pour n-1 et par suite,

P(P.)" =p(p,e) o {p(P,)}* ! =gz +Po g +F™)

=1%g +Igo E™+Folg +F" =[x +F",
de telle sorte que, ,I.2R =]p et

IRo F™ +Folg =IgoE" =0,

Nous allons maintenant établir le résultat important suivant.

Théoréme 4.4 : La transformation F € L(Q,Q) définie dans le théoréme précédent est telle que
FoET=FloF= [, (4.6)

Démonstration : On obtient par l'application des théorémes 3.1, 3.5 :

L=p®@.)op@)T =p@,)Topp,s)= (g +FoFN =g +ET o F)

de telle sorte que

FoFl=I-1p=1,=FoF.

~

U

Théoréme 4.5 : Soitp € Qtel que |[pl| =% (py - 2£), Le K alors p(p,e) € L(Q,Q)

admet la représentation suivante :
p(pv') = I_R + QO g > (4.7)

ou

-22 -



1 1
0= (prar)[Poko *2r 20 ® Bv+ ¥} 9
Démonstration : Observons tout d'abord que dans ce cas

2 2
lIpl2 =pg + llp,l12 = pg - 4py + 4£2 .

Par suite ||p,||2 = 4L (/- Pg)- Ainsi 4 2= ||E‘,||2 + 4ﬁp0. De méme i partir du théoréme

3.5 nous déduisons

p(p.s) =Ig + |2 [p0~0+pv®pv+WoW+2p0W] (4.9)

Observons maintenant que

42
Py ®p, 4?2 Py ®p, = (£2 lip, 112 + E)Pv®pv_

Po
4[/2 (EV®EV)2+Z' +py®p, -

Ici nous avons utilisé le théoréme 4.1 avec n = 2. Substituant cette expression en (4.9),

nous obtenons

1 Po 1
p(p.) =Ig + m Ilz[pOLO+TE ®Bv+m2v®2v+W°W+2Po\&’}

Le résultat suit si I'on observe qu'avec la définition (4.8) nous avons

1 2 4 a1
Gz:_.__..__[p;~ + == (p, ® p? + ® p, +
> (po~?-l)2 0 =0 12 Py Pv J PoPy Py
1
+WoW+2py W+ ﬂ‘(f_’v® Dyo W+ Wo I_’v® _Ev)]-'
W+Woep,®p,=p, ® v°W‘V~VT°Pv®Pv_

Ce qui conduit au résultat cherché.
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En combinant les théorémes 3.5 et 4.3 on obtent l'expression

P =Ig +(GoQ"=1g +G*, pe Q |lpll=py-2£>0, Le R (4.10)

Grice au théoréme 4.3, il est relativement facile de déterminer la composition de la
transformation p(p,*) € L(Q,Q) . Par la suite, nous examinons quelques cas particuliers.

Théoréme 4.6 : Les expressions suivantes sont satisfaites pour un p(p,*) € L(Q.Q) ,

p(.)? =1g +ﬁpl|7 [pg Ly + 202 + lIpy|12) By ® Dy + (6P - lIp,|I2) W2

+ 4pg(3 - lIp 1D W1,

p(p,+) =Ig +”T1”g 88 Lo + Grg + 302 Ip li2 + lIp,J14 py ® Py +
+ (15pg - 1595 lIpylI2 + llp,I1%) W2 +
+ (6pg - 2093 1IpJ12 + 6pg lIp, 1) W + 2p; Il p, ® P, 0 W1,
p(p.)* = Ig *Wpl‘uﬁ [pp Lo + (43 + 6p llpyl12 + 407 [1p, 114 + lIp I8 pv ® py +
+ (28p5 - 70pg llpy |2 +28p5 lip,/1* - 1ip, 1) W2 +
+ (8pgC - 56p3 I1py 112 + 56p; lipyI1* - 8pg iy 118 W] .

Démonstration : On obtient le résultat en utilisant le théoréme 4.6 et en observant que

p,®p,oW+Wop,®p,=p, ®p, 0o W2=0.

S - VALEURS CARACTERISTIQUES DES ROTATIONS

Notre objectif dans cette partie est de déterminer les valeurs caractéristiques associées a la
transformation p(p,-) € L(Q,Q). Pour cela , observons tout d'abord que si I'on désigne par

fj € SO(3) la transformation définie en (3.16), on déduit de I'équation caractérisique
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1

s (Bl - det & - A1 = 0, (5.1

det (M, - D) =

que A = ||p||? est une valeur caractéristique de p(p,s) € L(Q,Q). Les trois autres valeurs
A
caractéristiques sont obtenues 2 partir de 1'équation ; det (E - A1 5) = 0. La forme explicite de

celui-ci est donnée par

M+ @At B2-r @A+ 1=0. (5.2)
Ici on a utilisé€ le fait que detAE = 1. Montrons maintenant le résultat suivant.

Théoréme 5.1 : La relation suivante est satisfaite par les éléments de % e SO3)
A A A :
wf =1 (@b o (B, (5.3)

Démonstration : Observons que
A .
(r B2 = My, + Mg3 + Myy)2 = M2, + M§3 + M2, + 2(Mp;Mgs + MpyMyy + MysMyy)

et

A
(r )2 = M2, + MZ; + M2, + 2(Mp3M3p + MpgMyp + MagMys) .

Par suite, en utilisant le théoréme 3.6 on conclut que

A A
(tr )2 - (tr F2) = 2(MpM33 + Mp;Myy + M33My, - MpsMg, -

A
“MyaMyp - M3My3) =20 E

Avec ce résultat, nous pouvons montrer le théoréme suivant.

A
Théoreme 5.2 : Les valeurs caractéristiques de F € SO(3) sont

M=l gy =|—I§F((Pg'”2v”2)»i’2po lpyll) - (5.4)
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Démonstration : D'aprées le théoréme précédent 1'équation caractéristique de /E e SOQ) est

donnée par

A3+ (r E)Xz - (tr 'I}j)l +1=0. (5.5)

De cette équation on déduit immédiatement que A = 1 est une racine. L'espace
- * rd . . A
caractéristique de cette valeur caractéristique est appelé€ en mécanique l'axe de la rotation F €

SO(3). Les deux autres valeurs caractéristiques sont obtenues comme solution de 1'€quation

A2-(1-wBL+1=0. (5.6)

On obtent alors que

r=g (wk-D= V-uf2-a)).

Mais,

U%-l=ﬁl§(3p§—llgvllz)-1-“ T (pg - llpylI?- pg- ||Pv”2)"W(P0 ey,
et pgrsuite,

1w f-4= —? (P2 - l1py|12)2 - (Pf + llp, 122 =

llp]
= ﬁz (pg - 205 Il 112 + iy 11 - B - 29 iy 112 - 1Ip, 1%

16
” ”4 P()”Pv”2<0, Vp#GEQ.

Ainsi les deux racines restantes sont complexes et données par :

=T ”2 @2-1lpyl» . @ 2pg lIp, 1)
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Grice aux deux théorémes précédents on peut conclure que les valeurs caractéristiques de

p(p,+) € L(Q,Q) sont données par :

A =1lpll?. Ay =1, (5.7)

As g =|T;51|T2' (@2- llpyl®, % 2p lipyID) - (5.8)

De 12 nous déduisons que étant donné p,, # 0, toutes les valeurs caractéristiques sont

distinctes. Lorsque pj = O observons que ce résultat se réduit a

A=llp 3 Ag=1, R3a=(10)2-1 (5.9)

Ainsi, -1 € R est une valeur caractéristique de multiplicit€ 2. Etablissons maintenant le
résultat suivant qui nous montre que €tant donné p € Q alors p, € Q, est un vecteur

caractéristique de valeur caractéristique 1 € R, de la transformation p(p,s) € L(Q,Q).
Théoreme 5.3 : Soit p € Q alors,
p(P.py) =Dy (5.10)

ou p, € Q, estla partie vectorielle du quaternionp e Q.

Démonstration : Le résultat est obtenu & partir de la définition de p(p,°) € L(Q,Q) c'est a dire

1 .
) =1 PR =1 m O lIplI? by, 1IpII? s lIpl2 P3) = Py -

6 - AUTRES REPRESENTATIONS MATRICIELLES.

Il est assez habitel de trouver dans la littérature sur les quaternions que leur maniement
utilise 1'algébre matriciel [4], [5], [8]. L'objectif de cette partie est de présenter cet algébre
isomorphe a celle présentée dans ce travail. Observons tout d'abord que la transformation
T:Q— M, 4 définie par

T (Pg: Py» P2» P3) = (Pg» P> P2» P31, Vp = (P, P1» P2» P3) € Q (6.1)
-27 -



est un isomorphisme. Par suite 2 tout p € Q nous pouvons associer une matrice unique
p € M, ,4 au moyen de 'égalité p = Tp. Montrons maintenant le résultat suivant

Théoréme 6.1 : Soit p = (py, Py, P7, P3) € Q. q = (Qg. 93, 935 93) € Q, alors la matrice
A e M, , 4 associée au quaternion r = pxq € Q admet les deux représentations suivantes

A=Pq=Qp, (6.2)

ouP e My 4 Qe My,u, pe M x4 g€ M, 4 sont définis par :

/Po -P1 ) - P3 \ (qo - q; - q, - Q3\
P Po - P3 P3 q3 Qo Q3 V)
P= - , Q= (6.3)
P2 P3 Po -Pi *0) -q3 do q4
\P3 -Po Pi Poj \% '3 -9, 90 )
p=Tp, g=Tq. (6.4)

Démonstration : Il suffit d'effectuer des multiplications matricielles c'est a dire

r=Tr=Pq=Qp=(pydp-P19; -P292 - P33 - P19 * P91 - P3d2 + P243»
Podp + P3d; + Ppdz - P193+  P3dg - Podp + P1dp *+ Poaz) ™.

0

En accord avec la représentation matricielle du théoréme précédent nous observons que
les matrices P € My 4, Q € M, 4 peuvent s'écrire sous la forme

T T
Po =Py 90 -q,
P= , Q= (6.5)
Pv Polo + Wp Qv dolp - Wq

oil, en udlisant par abus les isomorphismes, P, € M, 3, Q, € M, .5 sont respectivement les
matrices associées i la partie vectorielle des quaternions p,q € Q. Egalement Wp € M3 3
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w q € Mj, 3, sont les matrices de la partie antisymétrique de p(p,+) € L(Q,Q) et
p(G.*) € L(Q,Q). Nous dirons finalement que I € M5 , 5 est la matrice identité.

N

D'autres représentations habituelles de la matrice Mp(p 5 € My 4 sont données dans les

résultats suivants.

Théoreme 6.2 : La matrice F € M, 3 de /I:f € SO(3) peut étre représentée sous la forme

F= @p5 - Il I + 2(p pT +peW), (6.6)

llp Il2

o Ip & M3, estla matrice identit€ p = Tp € M5, et W e Mj, 3 est la matrice de la partie

antisymétrique de la rotation.

Démonstration : A l'aide du théoréme 4.3, observons que la transformation
p(p,*) € L(Q,Q) est donnée par :

p(p.) = e (@3- i, IIDL, + 2(p, ® p,) +2pg W) =

” l
R Ilpll2 (2pp - lIpl® Lo + 2(p, ® py) + 29 W) .

La matrice associée a la ransformation p, ® p, € L(Q,Q) est telle que

/00 0 0\(

pzl 1 3):5) plp) (PI\

2
0 p7 PPy PiP3

2
PyPy Pp P2P3 {=| P2 | (P;P2P3)

) ")

ME"@E"’ =

Il
lae]
lge]

2
0pyp; P2 PoP3

2
P3P3 P3Py Pj

\

2
0 p3p3 P3Py P3

J

En identifiant la matrice de W € A(Q,Q) on obtient de maniére similaire
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(0 0 0 O\

0 - p; P>

t
o

p3 0 -p;

N

Au moyen de l'identification F = EA e SO(3), observons que la matrice F est :

- P2 Pi 0

F= W @p2 - lIpll® Lo+ 2<ppT +poW) € M3,3.

[

Théoréme 6.3 : Les composantes de la matrice F € M3, 5 satisfont la relation suivante

1 2
Fyj= e [(pg - PPy &35 + 2(Pip; - &5 PoPy)] - (6.7)

Démonstration : La démonstration est obtenue en substituant les indices et en réalisant les
sommations indiquées. On peut obtenir plus directement le résultat, en utilisant le théoréme

O

précedent et en observant que la relation est satisfaite.

Dans le théoréme suivant on donne une autre fagon de représenter la matrice F € M 4

que l'on trouve assez souvent dans les applications.

Théoreme 6.4 : SoitE € M;,,, Ge My, définis par:

- P Po ~-Pj3 P2

E——[ppOI+W] -P2 P3 Po -Pi (6.8)

lip!! I|pH

-P3 -P2 Pi Po
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-P1 Po Pz -P2
G=WI-1)TI [-E,pOI-W] =— -P2 -P3 Py P1 . (6.9)
-P3 P2 -P1 Pg

Alors,
F = EGT. (6.10)
Démonstration : On obtient le résultat en effectuant la multiplication matricielle.

O

En accord avec le théoréme précédent, nous pouvons observer que % e SOQ@3) peut

s'exprimer comme la combinaison des transformations E € L(R4,%3), GT e L(R3,RY)

définies par
QT ” ” [ plel®el p261®e2 p3 el®e3+poez®el p3c2®62+
+Pr€®e3+P3e3®e) +pype3®e,-pye3 deg- (6.11)
-Pres ®e;+p;e4®e,+ppey Desl,
1
E=ﬁbl—l[-p191®91+p091®§2-133§1®93+P291®94’P292®91+
+P3 6 ®er+Pyer®e3-p1e ®ey-p3e3 e - (6.12)
-Pre3®e, +pye3®eytpyey ® eyl
C'est a dire,
—EoGT (6.13)

~ —~

7 - LE PROBLEME INVERSE DE LA CINEMATIQUE DES CORPS RIGIDES

Dans les sections antérieures, nous avons montré que les rotations des corps rigides

peuvent étre représentées sous forme paramétrique par les €léments de l'espace vectoriel des
quaternions. Ainsi nous sommes passés d'une structure algébrique de R 2 la structure
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algébrique matricielle c'est & dire & celle correspondant aux tenseurs du second ordre. Dans cette
partie nous étudierons le probleéme inverse de la cinématique des corps rigides qui dans notre

contexte peut s'exprimer sous la forme suivante :

Etant donnés © € [0,nx], ne K, we K3, [jw]|=1
(7.1)

chercher p € Q tel que p(p,w) =w

L'étude d'un tel probléme nous permettra de trouver quelques unes des représentations.

Ces représentations sont basées sur des fonctions trigonomeétriques utilisées dans la mécanique
. . A ' . . .

pour exprimer la rotation F € SO(3). Rappelons tout d'abord que si p € Q, sa partie vectorielle

est un vecteur caractéristique de p(p,*) € L(Q,Q) de valeur caractéristique unitaire. Egalement

I'espace caractéristique Qg de valeur caractéristique A = 1 se définit par :
Q.= {ae Q: pl.a) =q) L (0}, | (7.2)
et le complément orthogonal de Q,, par

Q =(peQ:<pg>=0, Vge Q. (7.3)

A laide de ces idées, nous établirons les résultats suivants qui sont d'importance

fondamentale pour nos objectifs.

Théoréme 7.1 : Soit u = (ug, uy, Uy, U3) € Q‘eL , [lull = 1. Alors,

. _
SR 2 L cuprupr o (B IR @A D) (7.4

9 = = =
cos lulf2 lipll lipll
2|lp !l
sin 6 = (%) HL;H ‘\f(l—u(z)) (p%) + u% HI_’_VHZ) : (7.5)

Démonstration : Compte tenu de la structure algébrique de Q, nous pouvons obtenir de fagon

directe que :
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= 2 2 2 2 .
p*usp = ({Ip|[%ug, (0y + P - P5 - PPU + 2(p1P3 -PaP3)up + 2(PoP2 + P1P3)u3 »
2 2 2 2
2(p3pg + Py + (P - P] + P, - PPUy + 2(P3Py - PoPy)U3 »

2 2 .2 2
2(p3p; - PeP2)uy + 2(PoP; + PoP3)uy + (PG + P3 - P} - Po)us).
Egalement, étant donné que u & Qé‘ est unitaire, nous obtenons

1 — 1 2 2 2
cosf = W < U,p*u*p > = 'i'l—-“—i {2110(”1)“2 - Po) + Py - “Evuz +

2.2
+2(pjuy + P2“2 + P3“3 2u,uyp;p; + 2P P3u;y Uz + 2P,yPasus) }

mais étant donné que u € Qé", <u,p>=u;p;+uyp,+ugpz=0et
22 2.2 2 2
O=<up >2 = Pjuy + Pouy + p3us + 2uyUyp Py + 2Py P30 Uy + 2PyPalisly

Par suite,

De méme, étant donné que sinZ6 = 1 - cos?6, nous obtenons :

4|lp,I1?

lIpll?

. 2,,2 2
sin?0 = (1 -up) Py + up ”Ev”z) :

Ceci démontre la seconde partie du théoréme.
Théoréme 7.2 : Soit u = (0, uy, uy, uz) € Q . Alors

2 2
uxp (p,u) =2py llJI%l“ﬁ (0, Py, P2. P3) = 2py IIJ]EPH—QEV - (7.6)
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Démonstration : Compte tenu de la structure algébrique de Q et du fait que <u,p,, > =0,
nous obtenons que :
1 2
pp.w) =- (0, uy, uy, uz) + W (0, 2p0u1+ 2p(pous - P3ly),
2 2
2pgu, + 2pg(P3u; - Pyu3), 2pgus + 2po(p1us - Pouy)) -
En identifiant les quaternions u,p(p,u) € Q,, au moyen de l'isomorphisme intégré

T,:Q— 9(3, avec T ., T p(p,n) € 9?3, et en effectuant le produit vectoriel entre ces vecteurs
et en utilisant l'orthogonalité de u et p,,, nous obtenons :

u X plow) = T, x T, (p(p.u) = 2pp ALl 2 2pg W2 (0. 5 o 5oy
ol ol

an

Corollaire 7.1 : Soit u = (0, u;, u,, u3) € Q,. Alors,

2{lp,ll
cos0 = oz (7 lIp 1), sin =) = po. (7.7)

u x ppu) == ﬂ sin6 e (7.8)

ou e = D
- ”Ev” -

Démonstration : Observons que étant donné u, =0 on obtient a partir du théoréme 7.1

0= —1 (02 ip, /12, 6=z :

En outre 2 partir du théoréme 7.2 et en utilisant ||u|| = 1 on obdent que :

2 1 )
) =2 popy=——t—— sinB p, = () —— sind
w X P ={g PoBy = Jopy SO By =@y sinfe.

Avec les résultats précédents nous pouvons maintenant montrer le résultat fondamental

suivant :
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Théoréme 7.3 : Soit 8 € [0,nn], ne R, we Q,, ||w|| = 1. Alors le quaternion

P = (Dy, P1» P2, P3) € Q, avec pge R - {0} et
+ “PJE in® (7.9)
Py = ) 2P0 sinfw, ‘ .
est tel que p(p,w) = w. En outre pj € R - {0} satisfait 'équation

4pg - 4lipl| p(?; cos - ||p||* sin28 =0 | (7.10)

Démonstration : Nous savons d'aprés le théoréme 3.1 que Vp € Q on obtient p(p,g B Py-

Dans ce cas 2 partir de la lin€arité de p(p,*) nous obtenons
Ipll2 . . el .
p(p.py) = &) 2P0 sin6 p(p,w) =p, = (&) 200 sinbw .
Par suite, p(p,w) = w. En outre a partir du corollaire 7.1 nous obtenons

4
2 Ipll* .
py= IIpl|? cose + ||p,II2 = |Ip}|? cosb + 4o sin2@
Po

et par suite,

4 2 ; .
4p, - 4pg |Ipl|? cosB — ||pi1* sin26 = 0.

[]

Dans le théoreme précédent, nous observons que lorsque la partie réelle du quaternion
est nulle la partie vectorielle de ce méme quaternion reste indéterminée. Afin de déterminer ces
singularités nous montrons le résultat suivant :

Théoreme 7.4 : Les racines réelles de 1'équation de degré quatre

4pg - 4p; |Ipl|? cosé — ||pl|4 sin%6 = 0. (7.11)

sont
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e 0
Po; =llpllcos5 .  pgp =- llplicos 5 (7.12)

Démonstration : Soit ® = p%; alors I'équation de quatrieme degré s'écrit sous la forme

suivante :

40 - 4o ||p|]? cos - |lp|]* sin%0 =0 .
Les solutions de cette équation sont :

1 1
0 =% |Ipl|? (cos® + 1), W) =75 lIpl|2 (cos6 - 1) .

Alors,

po =@ lipli V 1 (cose + 1) = @ lIpll cos .

Sur la base de ce résultat observons que des singularités se présentent lorsque cosx = 0,
c'est a dire ® € {* nm,1,3,...}. Observons également qu'en combinant les deux théorémes

précédents nous obtenons

' 0 T .9
po= @ lipllcoss . py =@ B sin 0w = @ fpll sing w. (7.13).
2cos 5

Cette représentation du quaternion p € Q associée a la rotation se trouve par exemple en

[11]. Deux cas couramment utilis€s sont le quaternion unitaire c'est & dire py = * cos 5

. e ! ’ -y 1
p, =sin3 W, dont les éléments sont appelés les paramétres d'Euler [1], [2], [11] et le

quaternion de norme ||p}| = 1/(cos 6/2), c'est a dire pg =% 1, p, = (%) tgg— w, dont les
éléments sont appelés les parametres de Euler-Rodrigues, [11]. Dans ces cas, en utilisant (3.6),

nous obtenons les représentations
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)
p(p,e) =1z + (2cos2§e -1) Ip+ 2(1 - coszfe) woOwk cos-26— sin EWE’ (7.14)
pour les parametres d'Euler et
P,) = Iz +—— [(1-1 )1 + 21822 wW®wt 2t 29w ] (.19
pp:~)=1p ) g 2 =0 g W g 2 =W .
1+ tg oA
pour les parameétres d'’Euler-Rodrigues, ol
Woy=-Wier @er+Wye; ®es+Wae3 @ey-w e3®ey-
(7.16)

"W @t wWie, ®e;.

A
Dans ces représentations, l'identification de la rotation F € SO(3) est directe. D'autres

représentations de ces rotations se trouvent en [1], [9] et [10]. Nous montrerons par la suite
qu'il s'agit de cas particuliers de quaternions non-unitaires et par suite qu'ils peuvent étre
obtenus directement a partir des résultats présentés dans ce travail.

Corollaire 7.2 : La transformation p(p,*) € L(Q,Q) peur s'exprimer sous la forme

2 56 1 6 0
p(p,e) =1 sin —-W oW, ——cos5 sing W,
el 72 P lipl 2 =p ‘
(7.17)
2 56
=] +—— sin -W oW +— smBW
lpl> ™ 2 lipll

olt, W, = flpll W,,

. . . c . 6 . 6 -
Démonstration : On obtient le résultat en rappelant que sin 8 ==+ cos> sin 5 eten utilisant la

représentation donnée en (3.4).

[]

Corollaire 7.3 : Une autre représentation paramétrique de p(p,*) € L(Q,Qj est donnée par :

c1+2 28
p(p")".l.+ sin ZWPOWP+

- sinf W, , (7.18)

1
0

[ ]

avec Wp, = Ipll W, -
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Démonstration : En effet, il suffit de sélectionner le corollaire précédent p € Q, tel que

llpll =6.
U

Ce résultat est obtenu en udlisant des représentations géométriques dans [10]. Une autre
représentation classique est la représentation exponentielle des rotations telles que la
représentation appelée formule de Rodrigues qui est présentée par exemple dans [9] et [10].

Corollaire 7.4 : La transformation p(p,*) € L(Q,Q) est telle que

w < 1
p(p:') =c ~8 = nzo_fl—'- ,_,g ’ (7.19)

o, Wo=0W,, .

Démonstration : En effet 2 partir du corollaire précédent et des développements

sin® oo g2n sin 5 oo g2n
"o TuZg ) @Dl o | uZo ) @
2

on obtient le résultat cherché, c'est a dire :
1.2 62 82, 64 S R
P(p.2) =L+ Wy +57 Wy - 37 Wp - 77 Wo + 57 Wo + 57 Wp -~

=L+ Wp+ar W

On a utilisé ici le théoréme (4.2).

[

En négligeant dans la représentation exponentielle les termes vyg , n2 2, on obtient le

tenseur
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Pg = 2 5 cosg = 2 cos (g+g)= 2 5 {coszg-sinzg}=2(1-tg2§-),

0
Cos2 7 COS2 Y 0052 7y
2 6 6 4 .6 6 0
py = 2 sing\_wz 0 sin( ‘4—+4—)2/= 9 sz COSZ Y_V=4thY’
B coszg- cos? cos? 7

Observons maintenant que
) 1 1
po=2(1-1229) =2(1- & IpJ2) = § (16-Ip,l12).
c'est a dire IIE‘,H2 =16 - 8py = 8(2 - pp). Par suite ||p|] = py - 4, et ainsi,

2 2
lIpl12 =pg + IIpy|I? = pg - 8Py + 16 = (py - 4)°.

On obtient le résultat en appliquant le théoréme 4.5 avec £ = 2.

0

En accord avec les résultats que nous avons présentés dans cette section, nous pouvons
observer qu'avec les représentations paramétriques obtenues dans la section 3 de ce travail, on
systématise les représentations des rotations de la mécanique des corps rigides et déformables
habituellement présentées sous la forme trigonométrique. Observons finalement que n'importe
quelle des représentations de la rotation en terme de fonctions trigonométriques peut étre utilisée

pour trouver la solution du probléme :
étantdonné 8 € [0, nw], ne R, we N3, {lwl| = 1 tel que p(p,w) = w, trouver

Moy € My (7.24)

1l s'agit 1a du probléme associ€ a la cinématique directe des corps rigides.
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8 - CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons présenté la structure algébrique de l'espace vectoriel des
quaternions. Cela nous a permis de représenter sous forme paramétrique les rotations finies des
milieux continus. Cependant l'étude du probléme inverse associé & la cinématique des corps
rigides présente des singularités. Dans le cas de la cinématique directe, la singularit€ se présente
dans le cas py = 0 c'est & dire lorsque l'angle de rotation 0 € {+ nm, n = 1,3,...}. Dans ce cas
observons A partir de (5.9) qu'il existe une valeur caractéristique de multiplicité deux, et par
suite nous pouvons affirmer que les singularités se présentent lorsque la transformation n'est
pas diagonalisable. A partir de la représentation (3.4), nous observons qu'aux singularités ia
partie antisymétrique de la rotation est nulle et par suite que celle-ci peut &tre représentée par un
tenseur symétrique. Quelques questions restent ouvertes :

a) Existe-t-il une représentation paramétrique pour laquelle il n'y aurait pas de

singularités ?

b) Si une telle représentation existe; peut-on la déterminer a l'aide d'une structure
algébrique Q = (C*, &®,%), o1 C est le corps des nombres complexes ?.
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