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UNE ANALYSE DE LA METHODE DES DOMAINES 

FICTIFS POUR LE PROBLEME DE HELMHOLTZ 

EXTIERIEUR 

AN ANALYSIS OF THE FICTITIOUS DOMAIN METHOD 

FOR THE EXTERIOR HELMHOLTZ PROBLEM 

Catherine ATAMIAN “) Patrick JOLY @) 

Résumé : La méthode des domaines fictifs a été conçue pour la résolution d’équa- 

tions aux dérivées partielles dans un domaine extérieur. Elle consiste à prolonger 

l’équation à l’intérieur de l’obstacle en remplaçant celui-ci par un second membre, à 

support contenu dans l’obstacle, qui devient un contrôle que l’on cherche à ajuster pour 

satisfaire la condition aux limites. Nous appliquons cette approche à un problème 

de diffraction d’une onde harmonique. Le problème est formulé sous la forme d’un 

problème de contrôle avec contraintes que nous analysons par le biais de la théorie des 

multiplicateurs de Lagrange. Un lien avec la théorie classique du potentiel est établi. 

Nous montrons ensuite la convergence d’une méthode de pénalisation-régularisation du 

problème que nous illustrons numériquement. 

Abstract : The fictitious domain method has been conceived in order to solve partial 

differential equations in exterior domains. It consits in extending the equation in the 

interior domain by replacing the obstacle by a right hand side, with support contained 

in the interior domain, which becomes a control that we try to adjust in order to 

satisfy the boundary condition. We apply this approach to a diffraction problem for 

a harmonic wave. The problem is formulated as an optimal control problem that we 

analyse with the help of the Lagrange multiplier’s theory. A link with the classical 

potential theory is established. We then show the convergence of a regularisation- 

penalisation method that we illustrate numericaly. 

Mots clés : Domaines fictifs - Equation de Helmholtz - Diffraction - Contrôle opti- 

mal - Dualité - Pénalisation - Régularisation. 
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1 Introduction - Position du problème 

La méthode des domaines fictifs, introduite il y a maintenant une dizaine d’années 

dans la littérature soviétique (cf. [Ast], [FK], [MKM]) et américaine (cf. [OW], [PW]), 

peut être considérée comme une méthode générale pour résoudre une équation ou un 

système d’équations aux dérivées partielles dans un domaine extérieur, c’est à dire 

dans un domaine M, de JR” qui est le complémentaire d’un obstacle ; où N; est un 

ouvert borné de IR”. L’idée consiste à remplacer la présence de l’obstacle par un second 

membre, l’équation initiale étant prolongée à tout /R” et le second membre additionnel 

ayant son support inclus dans ;. Ce terme devient alors un contrôle que l’on cherche 

à ajuster de façon à ce que la (ou les) condition(s) aux limites initialement prescrite(s) 
sur la frontière T de l’obstacle soit (soient) satisfaite(s). Le nouveau problème est alors 

en général formulé sous la forme d’un problème de moindres carrés. Numériquement, 

les avantages et les inconvénients d’une telle approche sont, au moins intuitivement, 

clairs : 

e — En se ramenant à la résolution de problèmes dans tout l’espace on s’affranchit 

de tous les problèmes de géométrie et de maillage. Mieux, dans les cas les plus 

simples, on se ramène à une situation où on dispose d’une solution analytique 

pour le problème dans tout l’espace, auquel cas les seules approximations sont 

reportées sur la convergence de l’algorithme de minimisation utilisé pour résoudre 

le problème de moindres carrés. 

e — À moins d’avoir une chance inouïe, on ne peut tomber du premier coup sur 

le bon contrôle et il faut itérer pour espérer obtenir une solution satisfaisante. 
En quelque sorte on remplace la résolution d’un problème “compliqué” (car posé 

dans le domaine extérieur M.) par celles de plusieurs problèmes “simples” (car 

posés dans tout l’espace) : il n’est pas garanti que le jeu en vaille la chandelle. 

Notre but dans ce travail est d’examiner ce que donne une approche par domaines 

fictifs d’un problème de diffraction d’une onde acoustique par un obstacle. Comme 

bien connu, ce problème se ramène mathématiquement, lorsque l’on s’intéresse au 

régime harmonique de pulsation w > O, à la résolution d’un problème extérieur pour 

l’équation de Helmholtz (cf. [Ben|, [Ned}, [W]). Cette méthode a déjà été présentée 

dans [ADGJPS|, [AGPST], [At] et nous en proposons ici une analyse mathématique. 

Considérons par exemple, ce sera notre problème modèle pour toute l’analyse qui 

va suivre, la condition de Dirichlet homogène sur P (U(x,t),x € IR”,t > O, est une 

fonction scalaire) : 
U;r =0 (1.1) 

Nous cherchons une solution de l’équation des ondes dans le domaine extérieur N.: 

O2U 
—— AU=0 1.2 
ôt? (L2) 

(nous avons pris pour simplifier la vitesse de propagation égale à 1) sous la forme 
(nous considérons ici des solutions à valeurs complexes) :



U(x,t) = u""*(x)e*°* + u(z)e-*** (1.3) 

e  u'"“(1)e-*** est l’onde harmonique incidente : elle est la restriction à N, d’une 

solution. 

e u(r)e-‘“* est le champ harmonique diffracté. 

Physiquement le champ diffracté s’interprête comme la perturbation de l’onde in- 

cidente dûe à la présence de l’obstacle N,. 

Figure 1: diffraction par un obstacle 

Mathématiquement, la fonction u(x) est caractérisée comme étant la solution du 

système d’équations suivant : 

—“Au—-w'u = O dans À. 

u = g sur [ (1.4) 

lim ?——twu = o(rl—;2) n=20ou3 (C.R.) 
r—+œ \ ôr 

La condition à l’infini (C.R.) porte le nom de condition de radiation de Sommerfeld 

(cf£. [Sa]) : elle exprime le fait que l’on s’intéresse à la solution physique. C’est 
une condition d’onde sortante à l’infini, compte tenu du fait que nous cherchons des 

solutions dont la dépendance temporelle est en e—*“*. 

La condition sur P est non homogène. Elle exprime que l’onde diffractée est réémise 

à partir du bord P. Le second membre g est calculé à partir de l’onde incidente : 

g=-— u"r (1.5)



de façon à ce que la condition de Dirichlet homogène initiale (1.1) soit satisfaite par le 

champ total U. 

La théorie du problème (1.4) est bien connue. Pour des raisons techniques, nous 

ferons dans toute la suite les hypothèses suivantes, assez inessentielles pour notre pro- 

pos: 

e — la frontière T est de classe C® 

e n (dimension d’espace) = 2 ou 3 

Le lecteur se rendra compte que la plupart de nos résultats restent vrais sous des 

conditions beaucoup moins restrictives. 

Enonçons le résultat d’existence et d’unicité relatif à (1.4) qui nous sera utile pour 

la suite (cf. [Ned], [R], [W]) : 

Théorème 1.1 . 

Avec l’hypothèse g € H%(I‘), le problème (1.4) admet une unique solution 

u € H£.(0e). 

Nous pouvons maintenant décrire notre méthode de domaines fictifs spécialisée à 

l’équation de Helmholtz. Précisons tout d’abord l’espace V dans lequel nous ferons 
varier notre contrôle : 

V = L'(Q;) (1.6) 

Par abus de notation nous confondrons dans toute la suite l’espace V avec le sous- 

espace de L’(IR”) des fonctions à support dans ,, et toute fonction v de V à son 

prolongement par O dans N, en une fonction de L“(IR"). 
Conformément aux principes énoncés plus haut, nous désirons remplacer la résolu- 

tion du problème extérieur (1.4) par celle d’un problème du type : 

1 =v dans IR" 

(1.7) 
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Pour le problème (1.7), le pendant du théorème 1.1 est le suivant : 

Théorème 1.2 . 

Pour tout v dans V, le problème (1.7) admet une solution et une seule, ü, dans 

H£.(IR"). Cette solution est donnée par : 

ü(z) = | Glo,x— 4) v(y) dy (L8)



où G(w,x) désigne la fonction de Green (ou solution élémentaire) sortante de l’équation 

de Helmholtz dans IR" : 

eiw|z| 

= —— s on=3 
47 |x| G(w,x) 

Glw,s) = H(w}z|) s8 n=2 

où Hâ”(k r) est la première fonction de Hankel d’ordre O (cf. [AS), /O}). 

Compte tenu de la simplicité mathématique de la résolution du problème (1.7) 

(cf. la formule (1.8)) toute la difficulté du problème est reportée sur la détermination 
d’un “bon” contrôle v. Ce contrôle doit assurer que, en résolvant (1.7) on “résoud” 
également (1.4), c’est à dire que : 

; ü|fl. =u (1'9) 

Posé tel quel le problème reste entier puisque l’on ne connaît pas u. Mais comme 

v est à support dans N;, ü est solution de l’équation de Helmholtz homogène dans 

, avec condition de radiation sortante à l’infini. Compte tenu du résultat d’unicité 

énoncé au théorème 1.1 il suffit (et c’est aussi nécessaire) d’assurer que r = g, ce qui 

devient raisonnable puisque g, étant la donnée du problème, est à notre disposition. 

Le problème de contrôle à résoudre est maintenant clair : pour un contrôle donné v 
dans V, observons la trace de la solution à, comparons-la à g et cherchons à ajuster v 

pour que ces deux fonctions coïcident sur l. Ce problème peut s’énoncer sous les deux 

formes suivantes : 

(1). Trouver v € V tel que dr =g 

(2). Trouver v € V qui minimise l’erreur : E(v) = / | — 9* do 
r 

(Rappelons que ü est entièrement déterminée à partir de v). 

Pour être plus précis sur le plan mathématique, nous devons maintenant introduirer 

le formalisme abstrait de notre problème. 

Introduisons tout d’abord l’opérateur À : 

{A v-— HË,C(Æ") 

v — à (solution de (1.7)) (L.10) 

À est linéaire et continu au sens où, pour tout ouvert borné MN, il existe une constante 
C = C(N) > O telle que : 

Vwvev ”A U”2_n <C ””“o,n 

où |{-l|mn désigne la norme usuelle de H"(N). Si nous désignons par y l’opérateur 

de trace usuel sur F, rappelons que Y applique continuement H"*(N;) dans H m=3 (T) 

pour m > z (cf. [LM|, [Nec]). Introduisons alors l’opérateur : 

L=’ÏQOA (111)



Il vérifie : 

LeL(v,H*(I)) 

Avec ces notations, l’énoncé (1) de notre problème se traduit par : 

(1). Trouver v € V tel que Lv = g dans H?(T). 

alors que l’énoncé (2) est équivalent à : 

(2)  Trouver v € V tel que F(v) < E(w) Vw € V, où E(w) =|Lw-—g |â,r 

(!-lo,r Rorme dans Z*(T)). 

Nous le verrons plus loin, les problèmes (1)* et (2)’ sont équivalents mais, indépen- 

dament de ce fait aucun de ces problèmes n’est bien posé au sens où chacun admet une 

infinité de solutions. Ce fait correspond aux deux assertions mathématiques suivantes: 

(i) L’opérateur L n’est pas injectif 

(ii) — La fonctionnelle F n’est pas coercive 

(i) rend (1)’ mal posé alors que (ii) rend (2)’ mal posé. L’intuition fait comprendre ce 
phénomène. En effet on essaie de faire du contrôle frontière (ajustement de la condition 

aux limites) à l’aide d’une fonction variant dans tout le domaine intérieur délimité par 
cette frontière. Il y a “trop d’information” dans v pour contrôler ü sur P : le problème 

est surdéterminé. Ceci devient encore plus clair si on pense à la version discrète de 

notre problème qui permet de raisonner en dimension finie. Pensons à un maillage 

type éléments finis du domaine intérieur ; et désignons par N le nombre total de 

noeuds du maillage et par N, < N le nombre de noeuds situés sur la frontière. Il 

est bien entendu naturel d’assurer un degré de liberté par noeud au contrôle v et un 

degré de liberté par noeud frontière à la donnée g. La version discrète du problème (1)” 

équivaut à chercher à résoudre un système linéaire rectangulaire de N, équations à N 

inconnues alors que la version discrète du problème (2)’ revient à chercher à minimiser 
une fonctionnelle quadratique convexe mais non définie positive. Il est clair que l’on 

aboutit dans chaque cas à un problème mal posé. C’est précisément cette situation qui 

se prolonge au problème continu. Avant de décrire brièvement la façon que nous avons 

choisie pour contourner cette difficulté, faisons deux remarques : 

Remarque 1.1 . 

Nous verrons que l’opérateur L, sl n’est pas injectif, est surjectif dans H%(I‘). 

C’est ce qui rend les problèmes (1)’ et (2)” équivalents puisque Lv = g équivaut à 

E(v) =0.



Remarque 1.2 . 

Le problème extérieur (1.4) reste bien posé, mais dans H};,.(Me) cette fois, si on 
suppose seulement que g appartient à HË(I‘). Pour conserver le caractère surjectif 

de l’opérateur L il faut alors élargir l’espace V des contrôles. Ceci nous conduit à 

travailler dans V = H-‘(N;). Ce n’est pas vraiment génant sur le plan théorique si 

ce n’est techniquement. C’est beaucoup plus délicat et coûteux sur le plan numérique, 

car travailler numériquement dans un espace de type H-‘(N;) suppose la résolution de 

problèmes auxilliaires. 

Revenons maintenant à notre problème “mal posé” (1)’ (ou (2)'). Nous allons lui 
appliquer une technique classique, notamment pour la résolution des systèmes linéaires 

surdéterminés, qui consiste, parmi toutes les solutions du problème, à rechercher la 

solution de norme minimale. On est alors ramené à un problème de contrôle optimal 

ou encore de minimisation sous contraintes : 

Trouver v € V tel que : 

Lv = g 

(P) | J(v) < Jlw) Vwe {vEV/Lw=9} (1.12) 

Jw) =3 f, tofdz= 5lwlka, 
Notons que nous avons affaire à une contrainte de type égalité. Il y a deux approches 

classiques pour aborder ce type de problèmes : 

° Approche par multiplicateur de Lagrange et théorie de la dualité (cf. [F], [Lu]). 

e … Approche par régularisation-pénalisation (cf. [Ce], (Ci], [TA])- 

Ce sont ces deux approches que nous étudierons d’un point de vue théorique. 

Cette étude aura essentiellement pour but de donner une légitimité mathématique à 

la méthode des domaines fictifs. notre objectif n’est pas ici de répondre à la question : 

cette méthode est-elle compétitive vis-a-vis d’autres méthodes classiques de résolution 

de l’équation de Helmholtz ? Pour cela, nous renvoyons le lecteur à la thèse de 

C. Atamian [At]. 

2  Propriétés du problème de contrôle (P) 

Nous démontrons tout d’abord les propriétés de l’opérateur L que nous avons an- 

noncées à la section précédente : 

Lemme 2.1 . 

(i) - L'’opérateur L est surjectif de V dans H?(T). 

(ii) - Ker(L) est isomorphe à H}(N;).



Démonstration . 

(i) Surjectivité de L 

Soit g dans H23(T) et u dans H?,(Ne) la solution unique du problème (1.4). La 
frontière T étant régulière, l’ouvert N, possède la propriété de H?-prolongement (cf. 

[Ad], [Ag], [Br]). Il existe donc une fonction & dans H?,(JR") dont la restriction à N, 
est égale à w. Posons alors v = —Aü — w? ü (que nous confondons avec sa restriction à 

N;), il est immédiat de vérifier que : 

v €eV 

Lv = g 

(ii) Caractérisation du noyau de L 

Considérons l’application : 

—(A +w?) : H(Q;) — V 
u — v=-—Au—-u? u 

1.) — Vérifions d’abord que l’image de cette application coïncide avec le noyau de 

l’application L. 

a.) — Montrons que Vu € H(N;) — —Au—w*u € Ker(L) 

En effet si nous désignons par à le prolongement de u à IR" par O dans N., comme 

u est dans H2(N;), & appartient à H?(IR"). Par ailleurs : 

—-Aù-w't=v (2.1) 

et ü vérifie bien entendu la condition de radiation (C.R.) puisque à est identiquement 
nulle dans M,. Grâce au résultat d’unicité du théorème 1.2 relatif au problème (1.7) 
nous en déduisons que : 

ù= Av 

Par conséquent par définition de L = % o À, il vient : 

Lvu=woüù=wou=0 (u € H(0;)) 

ce qui montre que v € Ker(L). 

b.)  Montrons que v € Ker(L) — Ju € H2(0;) /v = -—Au—v*u 

En effet soit v dans Ker(L) et soit à = A v, nous avons en particulier : 

—“Aù-w'à = 0 dans N, 

ù = 0 sur P (car Lv =0O0) 
J 2 (2.2) 
u € Hlac(Rn) 

à vérifie la condition de radiation sortante



En vertu du théorème d’unicité, nous en déduisons que ü;n, est identiquement nul. 

Mais comme ü est dans H7,(IR") nous en déduisons : 

Par conséquent, en désignant par u la restriction de à à ; nous avons démontré que : 

u € Hâ(fl.) 

v =—Au—vw'u (par définition de A) 

2.) Il nous reste maintenant à vérifier que —A — w* réalise une bijection entre 

H3(N;) et Ker(L). Il suffit de montrer que —A — w* est injective sur H5(N;). Or cela 
est évident car : 

—Au—wu = 0 dans ; 

du 

— On 

(2.3) 
u = 0 sur [ 

entraîne u = 0 dans ;, d’après un résultat de prolongement unique (cf. [H], [RS]). & 

Remarque 2.1 . 

Rappelons que la surjectivité de L correspond à l’existence d’un “bon contrôle” alors 

que sa non-injectivité entraîne l’existence d’une infinité de ces bons contrôles. ' 

Remarque 2.2 . 

Si L‘(g) = {v / Lv = g}, pour g € H%(I‘), L”‘(g) n’est autre qu’un sous-espace 
affine fermé de dimension infinie de V, parallèle au sous-espace vectoriel fermé Ker(L). 

Etant donné g dans H %(I‘ ), nous sélectionnons la solution de norme minimale cn 

résolvant le problème : 

Trouver v € L”*(g) tel que : 

(P) J(v) <J(w) Vw € L”‘(g) (2.4) 
1 2 

J(w) =— ê H w "0,n; 

L-‘(g) étant un sous-espace affine fermé de V, nous avons immédiatement : 

Théorème 2.1 . 

Pour tout g dans H%(I‘), le problème de contrôle optimal (P) admet une unique 

solution v dans V qui est la projection orthogonale de l’origine sur l’espace affine 

L”‘(g).



3  Approche par multiplicateurs de Lagrange et du- 

alité du problème (P) 

3.1 Justification formelle 

Il nous a paru instructif, avant d’énoncer les théorèmes, de mener les calculs formelle- 

ment. Nous omettons donc ici volontairement de préciser les espaces fonctionnels dans 

lesquels nous opérons. Le principe consiste à introduire le lagrangien : 

£(w,n) = 5 lwll2a, - [ (Lw-09)-n da (3.1) 
où le multiplicateur de Lagrange u est à priori une fonction définie sur P. Les conditions 

d’optimalité, formelles, s’obtiennent en écrivant : 

La première équation nous redonne bien entendu : 

Lv=g 

ce que, grâce au théorème 1.2, nous pouvons réécrire : 

o(z)= | Glo,x—w)v(u)dy pp.rer (3.2) 
La deuxième équation équivaut à : 

/;1 v(y) - w(y) dy — /t‘ Lw(x)'X\(1)do(z)=0 VweV (3.3) 

Comme Lw(x) = /fl.' G(w, x — y) w(y) dy, nous avons : 

]er(x)-,\(z) do(z) =/r/n‘ Glw,x — 4) w(y) - \(2) do(z) dy 

= f, #u) - (/, Ele.x— 1 Ma) dotz)) dy 

En reportant cette expression dans (3.3), nous obtenons la deuxième condition d’opti- 
malité qui s’écrit: 

v(y) = [ Elo,r-)A(e)de(s) pr.yE% (3.4) 

Il reste maintenant à établir rigoureusement la validité des équations (3.2) et (3.4). 
Toutefois, ces équations appellent d’ores et déjà quelques commentaires :
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L’égalité (3.4) prouve que pour trouver le contrôle de norme minimale, il faut le 

chercher sous la forme d’un potentiel de simple couche. Cela signifie en particulier 

que ce contrôle vérifiera l’équation de Helmholtz dans M;. Il sera donc plus 

régulier qu’on ne le cherche à priori puisque de classe C® dans l’ouvert N;. 

Nous pouvons éliminer v entre les équations (3.2) et (3.4). Ceci nous mène à 
l’équation intégrale en À : 

[Fle,xE) ME)do(é) =9(=) pp.xer (3.5) 
où le noyau F(w,x, €) est défini par : 

Flo,zt)=/, Clex- V E 1 d (3.6) 

Nous verrons plus loin que l’équation intégrale (3.5) admet une solution unique. 

Par conséquent ce processus nous conduit à remplacer l’équation intégrale sous- 

déterminée (3.2) dont l’inconnue v est définie dans tout N;, par une équation 

intégrale bien posée (3.5) dont l’inconnue À est simplement définie sur P. 

Notons que une fois v trouvé, la solution u du problème de diffraction est 

donnée par : 

u(a) = f, Glo,x— v) v(u) du (3.7) 

c’est à dire en fonction de À par : 

u(z) = / | Glo,x— 4) GTo, E y) A(€) do(e) dy 

ce que nous pouvons encore écrire sous la forme : 

u(z) = / Fl,x,£) M(£) do(é) (3.8) 

Existence, unicité et caractérisation du multiplicateur de 

Lagrange 

Le problème est rendu particulièrement simple par le caractère quadratique de la 

fonctionnelle à minimiser. La seule difficulté réside dans la vérification de l’hypothèse 

de qualification de la contrainte. Ceci nécessite, comme nous sommes en dimension 

infinie, de trouver le bon espace pour le multiplicateur. Afin de rendre notre exposé 

“self-contained”, nous avons choisi de faire une démonstration directe de l’existence et 

l’unicité du multiplicateur. Toutefois les résultats que nous allons établir peuvent se 

démontrer en utilisant les références classiques en contrôle optimal (cf. [Li]). 

Notons tout d’abord que la solution unique v du problème (P) est caractérisée par: 

[| v "â,n_. <|v+w ||â_… Vw € Ker(L)
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ce qui équivaut à : 

(v,.w)on, =0 VweE Ker(L) 

où encore à : 

v € (Ker(L))* 

Autrement dit v est caractérisé par : 

v € (Ker(L))* N L‘(g) 

Introduisons maintenant l’opérateur adjoint de L : 

L : H3([)) —V 

défini par : 

V(p,w)6H“%(I‘)XV (L'p,w)orn‘=<Lw,p>%’_%_r 

où < ., . >3 _s,r désigne le produit de dualité entre les espaces H*(T) et H-*(). 

Résumons les propriétés de l’opérateur L* dans le lemme suivant : 

Lemme 3.1 . 

(i) — L* est linéaire continu de H-*(T) dans V. 

(ii) — (Lien avec la partie formelle 3.1) Pour u dans L’(T), on a simplement : 

(L‘u)(a) = | Eto,E-Hu(é)do(e) pp. zeN (39) 

et q = L' u se caractérise comme la restriction à ; de l’unique solution rentrante 
3 

q € H2,(N;UN.) du problème : 

—“AÂAq—-w'q = 0 dans N; U N. 

[4a] = O sur T 

3.10 
[gî— = #H sur F ( ) 

0 

Il S 
u
s
 

- [ 
5 

s
=
-
 . q . an ( 

où [g] représente le saut de q à travers T et [ 24 ] le saut de sa dérivée normale. 

(it)  L'opérateur L' est injectif et (Ker(L))* = Im(L").
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Démonstration . 

Le point (i) est immédiat. 

Pour le point (ii) nous remarquons simplement que si u € L’(T) on a pour tout w 
dans V : 

<Lw,u>s_sr = /p Lw(zx) - u(x) do(zr) 

= /1‘/;1. G(w,x — y) w(y) - u (x) dy do(x) 

— /r /… G(w,z — y)y(z) - w(y) dy do(z) 

Le résultat est alors une conséquence du théorème de Fubini. Pour la caractérisation 

(38.10) de la fonction q — L* u, nous renvoyons le lecteur aux références classiques de 

la théorie du potentiel (cf. [DL], [Ned], [R]). 

Le point (iii) est une conséquence de la surjectivité de L. D’après Brezis [Br] : 

L linéaire continu_ — Ker(L) = (Im(L*))" 
L surjectif: — L* injectif et Im(L*) fermé 

Une conséquence directe de ce lemme est : “ 

Théorème 3.1 . 

(4) v désignant l’unique solution du problème (P), 1l existe un unique élément À 

dans H-3(T) (c’est le multiplicateur de Lagrange) tel que : 

v=L'\ 

(ii) — Réciproquement, si À désigne l’unique solution dans H-3(T) de l’équation : 

(LL')A =g (8.11) 

alors la solution v de (P) est donnée par : 

v=L'\ 

Démonstration . 

(i) Sachant que v € (Ker(L))*, l’existence d’au moins un multiplicateur À 
vérifiant L’A = v vient de l’égalité (Ker(L))l = Im(L*) établie au point (iii) du 

lemme 3.1 alors que l’unicité de À se déduit de l’injectivité de L*.
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(ii)  Siv = L'\, l’égalité Lv = g entraîne LL' À = g. Cette dernière équation 

admet bien une solution unique puisque : 

LL'u=0 =><LL.”""">%—!I‘=O 
» 2+ 

=—> llL'#lloa, =0 

(injectivité de L') — u =0 

& 

Remarque 3.1 . 

Les deux égalités v = L‘\ et Lvu = g ne sont autres que les écritures abstraites 

des deuxr conditions d’optimalité formelles établies à la sous-section 8.1 et l’équation 

LL'\ = g n’est autre que l’équation intégrale (3.5). 

Le théorème 3.1 montre que l’opérateur : 

K = LI* : H3(T) — H*(I) 

joue un rôle important. Nous résumons l’ensemble des propriétés de cet opérateur : 

Lemme 3.2 . 

(i) — L’opérateur K est un isomorphisme de H-3(T) dans H*(T), symétrique et 
positif. 

(ii) - Pour tout s> —3, K réalise un isomorphisme de H*(T) dans H***(T). 

(iii)  (Lien avec les calculs formels) Lorsque u est dans L’(T), K u est défini par : 

Ku(z)= | F(omé)plé)dé pp.zeT (3.12) 
où F(w,x,€), donné par la formule (3.6), appartient à L'(T xT). K y est encore 
défini par : 

Ky-=ur (3.13) 

où u est l’unique solution sortante de : 

—“Au—w'u=qn, dans IR" 

q étant l’unique solution rentrante du problème (8.10) 

(iv) Considéré comme opérateur sur L*(T), K est un opérateur autoadjoint positif 

compact de type Hilbert-Schmidt. I existe donc une base orthonormée 

{en, n = 1,2,...} de L°(F) telle que : 

K e, = An En 

où la suite À\,, n > O des valeurs propres de K satisfait :
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Démonstration 

(i) Notons que pour tout couple (u,v) de H '%(I‘)2 nous avons : 

<Kfl,U>%l_%'r= (L'u,L’v)on, (3.14) 

ce qui prouve que l’opérateur K est symétrique et positif. 

L’égalité < Kyp,p >s_sr = ||L'u "â,n.— montre que l’injectivité de K est une consé- 
27 2> 

quence de celle de L* alors que le point (ii) du théorème 3.1 démontre la surjectivité 

de K. 

(ii) — Vérifions tout d’abord que K envoie H*(T) dans H***(T) pour tout s > —, 
c’est à dire que l’opérateur K est trois fois régularisant. Il nous suffit d’établir ce 

résultat pour s = m — Ÿ où m € IN*, puis de raisonner par interpolation (cf. [LM)]). 
Nous savons déjà (voir la section 1) que l’opérateur A applique continuement L’(N;) 

dans H*(N;). Nous allons étendre cette propriété. 
Soit v € H'(N;), nous avons : 

Av(zæ)= /n G(w,x — y) v(y) dy (3.15) 

Par conséquent : 

cl4le) = / 55 =- Vol) ds 
; 3 

_/n G(œ,z—y)âä(y)dy+ÂG(w,x—y)v(y)nj(y)d0(y) 

Cette identité peut s’écrire : 

Z- ($) 505 (a.16) 
Zj 

Mais, d’après les propriétés classiques de l’opérateur de simple couche L', il est bien 

connu que (cf. [R]| par exemple) : 

L* € L (H°(T),H"**(0;)) (3.17) 

Par conséquent, si v est dans H'(N;) nous avons : 

=— E L'() — A (Ê—ä) € H*(0:) 

vn € H3(T) — L' (Vn;) € H*(N;) 

Nous en déduisons que Lé) € H*(N;) et par suite que À envoie H'(N;) dans H*(0,). 

En réitérant le procédé paÉ récurrence, il est clair que ÀA envoie continuement H”*(f;) 

dans H"**(N;). Par le théorème de trace, nous en déduisons que L envoie continuement 

H”(K;) dans H”*+3(T) pour tout entier m > 0.
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Soit alors m > 1, nous savons que L* envoie continuement H"-3(1) dans H”(N;) 

et que L envoie H" (N;) dans H”*3(T) donc par composition K envoie continuement 

H”"-3(T) dans H”+3(T), ce que nous voulions démontrer. 

Soit v un élément Quelconque de H**S(T), s > —%, alors v est en particulier dans 

H*(T). Or, d’après le point (i) nous savons qu’il existe u dans H-3(T) tel que v = K u. 
Pour démontrer que K est un isomorphisme entre H*(T) et H***(T) il va nous suffire 
d’établir que : 

Kyu € H°**(T) — u e H*(I) 

Pour cela, nous allons utiliser le fait que le passage de u à K u s’effectue par la chaîne: 

H— q9— u — Ku=ur (3.18) - 

où q et u sont les solutions respectives de : 

—Ag—wig = 0 dans Q, U N, 

[ga] = O sur T 

[ôq] , (3.19) 
—| =u sur 
On 

1-n 

m (1+100) = 0(7) 

et de : 
—“Au—v'u = dn dans IR" 

(3.20) 

et nous allons établir la chaîne d’implications : 

Kyu e HS(T) — u€ Ht3(0,) — q€e H* (0,) — ue H*(T) 

Notons que, quitte à conclure ensuite par interpolation nous pouvons supposer s assez- 
grand. 

a.) Montrons que : 

KueH*(T) — u € H*3(0;) (3.21) 

De (3.18) et (3.20) nous déduisons que : 

(3.22) 
{ —Au—wvlu = 0 dans N, 

Ku e€H*““(T) Ulan.



16 

Par les résultats standards sur les problèmes elliptiques (cf. [DL], [LM]) nous en 
déduisons : 1 

win, € Hiee * (Oe) (3.23) 
Mais comme u € H;,.(/R"), en tant que solution de (3.20), nous avons : 

ou 
=|—|=0 3.24 11= (5E| (3.24) 

Ce qui nous permet d’écrire : 

Vjan; € H***(T) 

(ÎÏ) € H***(T) (3.25) 
On jon, 

u € H”(fl.) 

Maintenant nous remarquons que comme — AÂg — w°q = 0 dans ,, nous avons : 

—Au =2u?"Au+w*tu dans N; 

un, € H"**(T) (3.26) 

du s+2 (ôn) € H***(T) 

Nous utilisons un résultat de régularité classique relatif au bilaplacien (cf. [LM]) : 

A’u € H"‘(Û.‘) 

tjan, € H***(T) 

(ä;) | € H**(r) 

En appliquant de façon itérative (raisonnement de boot-strap) le résultat (3.27) à 

(3.26), nous déduisons que : 

— u € H*(N:), k=inf(m+4,s+%) (3.27) 

u € H**3(N;) (3.28) 

b.) L’implication : 

u € H**3(0;) — q= Au+otu € H*+3(0,) (3.29) 

est évidente. 

c.) Il reste à montrer que : 

q€ H*3(Q;) — ue H'(T) (3.30)



17 

Nous supposons que s > 0. Le théorème de traces nous dit que : 

qan, E H’+I(P) 

acH*a) = (aq (8.31) _)… € H“(T) 

Comme [g] = O , gjan, € H***(T) et par conséquent dans le domaine extérieur Ne, q 

vérifie : 
—Aq-—w'%q =0 dansfl, 

(3.32) 

Par les résultats de régularité elliptique, il vient : 

q€ H* (, (3.33) 

et par le théorème de traces : 

ôq) 
=Z € H*(T) (3.34) 

(ôn jan. 

Par suite, compte tenu de (3.31) et (3.34), nous déduisons : 

Bn (9) p= (— -— e H*(r) (3.35) 
ôn jan; ôn jan. 

Pour conclure la démonstration, introduisons l’opérateur S = K”* qui, d’après 

(i) réalise un isomorphisme de H*(I) dans H-3(T). Le résultat que nous venons 
d’établir, montre que, au moins pour s assez grand, S applique H***(T) dans H*(T). 
Comme K = S-* est continu de H*(F) dans H***(T), le théorème de Banach nous 
permet d’affirmer que S € L (H***(T), H*(T)) pour s assez grand. Comme on sait 
déjà que S E L (H% (T), H'%(F)), nous en déduisons par interpolation que S applique 

continuement H***(T) dans H*(T) pour tout s > —$. 

(iii)  Supposons que u appartienne à L°(T) alors par le lemme 3.1 il vient : 

(L* n) (v) = | GTOE= 5 plé) do(e) (3-36) 
Par définition de K il vient : 

K y (z) = /n__ Glw, x — y) L’ p(y) dy (3.37) 

En combinant (3.36) et (3.37) puis en appliquant le théorème de Fubini nous obtenons: 

Ku(z)= / (f, Etex- » Gle,&,) du) nt£) dote) (3.38)
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qui est bien le résultat annoncé. La deuxième partie de (iii) est, compte tenu du lemme 
3.1, immédiate. 

(iv)  Pour vérifier qu’un opérateur intégral du type (3.12) est un opérateur de 

Hilbert-Schmidt il suffit de vérifier que le noyau F(w, x, €) appartient à L’(T x F) (cf. 

[Br], [DS]). Or : 

F(w,x,€) = /… Glw,x — y) Glw, E— y) dy 

Remarquons que, compte tenu de la singularité de la fonction de Green G(w,x) à 

l’origine (en Log |x| en dimension 2, en ‘;—‘ en dimension 3), les fonctions : 

y — Glu,x—y) 

y — Gl(u,€—y) 

sont, pour tout (x, &) dans f; x M;, dans L?(N;). Par conséquent, par le théorème de 

Cauchy-Schwartz : 

2 RE _ 212 Px 0P < ( I6tesx-n}?dv) ( I6tose-mdu) — (39) 
La frontière F étant bornée, la fonction : 

(x,y) EFX ; — Î(lw,x,y) = G(w,xz— y) 

est dans L*(T x N;) et par conséquent nous obtenons après intégration sur T x l de 

l’inégalité (3.39) 

|F(w, , -)”uuwr) < |1S(w,., —)HL=(rxn.—) 

ce que nous voulions démontrer. Le caractère autoadjoint de Æ vient du fait que, si u 

et v sont dans L*“(T', l’égalité (3.14) se réécrit : 

(K#u,#)on, # (L'#, L’V)on; 

et l’existence de la base de vecteurs propres e, et de la suite de valeurs propres À, est 

une conséquence des propriétés des opérateurs autoadjoints de type Hilbert-Schmidt. 

C 

Remarque 3.2 . 

Notons que comme K est un opérateur régularisant, en est de classe C°(T) 

Corollaire 3.1 . 
+00 

Soit g = S gne, un élément de L’(T), on a l’équivalence : 
n=l 

œ lgnl2 ge H*([), s20 7 < +0 
n=l Àn 3
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et la norme: 

gn LolP, = 5 1950 ' (3.40) 
n=l /\ 

est une norme équivalente à la norme H*(T). 

Démonstration . 

Une conséquence du lemme 3.2 est que l’opérateur non borné S sur L’(T) apparaît 

comme un opérateur autoadjoint positif de domaine : 

D(S) = HS(T) 

Par conséquent, par la théorie de l’interpolation (cf. [LM]), nous avons : 

D(S°) = H°(T) Vo € [0,1] 

et la norme g — | S°g lor est une norme sur H°(T) équivalente à la norme H“(F). 

Ceci nous fournit le corollaire pour s < 3 puisque : 

2 lon|” 
glor îÏ dn 3 2 

Le résultat s’étend en fait à tout s > O si on remarque que pour tout entier m, 

D(s”) = H*"(T). _ 

Nous allons étendre ce résultat à —% < s < O. Notons tout d’abord que pour 

gE H“%(I‘) nous pouvons toujours définir : 

gan —<€,.,g>ê._ 2Tr 
2’ 

. 3 N . 
puisque e, € H?(I). Nous avons alors le deuxième corollaire : 

Corollaire 3.2 . 

Soit g € H*(T)), —% s < O, on a l’égalité dans H*(T) : 

g_z<enyg>—_—ren 
n=l 

De plus, on a l’équivalence : 

+oo 

9 € H'(T) > $ ÀA 3|<e,.,g>: sp |* < +0 
n=l 

et la norme: 

s_spf (3.41) 
2* 

2 +oo 2e 

lgla,l‘=z An 3 |<en,g>: 
n=l 

est une norme équivalente à la norme H*(T).



20 

Démonstration . 

Nous supposons que s = —%, le résultat est ensuite obtenu par interpolation (cf. 

[LM]). 

1.) Montrons que : 
+oo 

Z Àn I <Ens9 >%,—%,I‘ ? 
n=l 

. N _3 
est une norme équivalente à la norme H-:(T). 

Nous avons : 

+0o +oo 

Z À,,‘< En » 9 >%.—%.l“2 = î: Àn_1‘< Kcn,g>gl_%'r |2 
2 

n=l n=l 

+0oo 1 +œ 

=D An * |<en, Kg>s_apf* = % An* | (ens K9)on, l* 
n=l n=l 

Or, d’après le corollaire 3.1 qui caractérise la norme H*(T) pour s > O : 

+oo 

Z ’\n_l|(en»Kg)o.n,—lz - |K9|È,r 
n=l 

Mais, puisque K est un isomorphisme de H-*(T) dans H*(T) nous avons aussi : 

(Æglap — lglLer 

d’où le résultat. 

+oo 

2.) Montrons que g = Z: S En3 9>331 En dans H'%(I‘). 272 
n=l 

Soit la suite {gn} définie par : 

N 

IN = Z < en 9 >ê__%_1‘ En 
2 

n=l 

A 212 _3 
gn est en particulier un élément de H-2(F), et nous avons : 

IN — 9 dans H'%(I‘) 

En effet, soit n > O, comme L°(T) est dense dans H-3(T) il existe g, dans L°(T) tel 
que : 

Comme g, € L*(F), nous pouvons écrire : 

+oo +oo 

In = z (en » gn)0,ren= Z < Ens Gn >3 _s p En 
n=l 

2l 

n=l ?
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D’où : 

an—9 = (gn — 9n) + (9n — 9) 

N +0o 

= î: <ens G— On >!'_!_ren= Z < Ens Jn >%|_%'ren+(gr]—g) 
n=1 a 3 n=N+1 

Il est évident que pour N assez grand : 

+oo n 

n> In 3_-32 n p | 52 <e >s _spên|< 3 
n=N+1 ‘3 

puisque les e, forment une base de L*(T) et 9, € L*(T). 

D’autre part, d’après le point 1.) : 

2 N +0o N 

î: < Een,9— 9n >3 _3,5 On - Z Àp <%Ë < ens I— In >3 _2,5 En =1 272 —%,I‘ p=l n=l %|_%_[‘ 

N 
Z An | < En » 9 — In >%—%,I‘en|2 
n=l ' 

+0o 
2 

< S Anl<Ens9— 9n >g,…g.r°n‘ 
n=l 

— le=glsr 

Finalement, pour tout 7 > O nous avons donc pour N assez grand : 

lan —9|2r É7 

ce qui prouve la convergence de gw vers g dans H '%(I‘). 4 

Comme déjà annoncé à la remarque 3.1, les conditions d’optimalité L* À = v ct 

Lv = g, ne sont autres que les conditions qui expriment que (v, À) est l’unique point 

selle du lagrangien : 

L:VxH3(—) — R 
14 u2 (3.42) 

(w, 6) ——>  Ll(w,p) = êllwllo,n_.—<Lw—9,u>%,_g,p 

Selon la terminologie de la théorie de la dualité (cf. [F], [Lu]), le problème (P) 

est le problème primal associé à ce problème de point selle. Il est facile de vérifier 

que l’équation K À = g qui caractérise le multiplicateur À n’est autre que la condition 

d’optimalité caractérisant la solution du problème dual (P*) de (P). Ce problème dual 

est un problème de maximisation dans H “%(l") qui s’écrit sous la forme : 

Trouver À € U* C H-3(P) tel que : 
{ (T) tel a (3.43) 

Qlu) < Q(A) Vueu
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où l’ensemble U* est défini par : 

U* = {ue H-*(I)/ inf L(w,p) > —0} (3.44) 

la fonction Q(u) étant alors définie par : 

Q(u) = inf l(w,p) pEeU (3.45) 

Commençons par remarquer que U* = H-*(I). En effet nous avons ( ||LI| étant la 

norme de L dans L(V, H*(T)) ) : 

—<Lw-g,p>s25 2 -I<9,6>2_25| = WElllélerl#lon, 2'° - 2> 

Par conséquent : 

1 
L(w,u) > 5l#1lo,a; 7 C#l # llo,a; — C2(#) (3-46) 

ce qui prouve que ig££(w,u) > —0oo pour tout u dans H'%(l‘). Ceci implique que, 
w 

contrairement au problème primal, le problème dual (P*) est un problème sans con- 

traintes. Pour calculer @(u), nous résolvons tout d’abord le problème : 

Trouver w, € V tel que : 
(3.47) L(w,,4) = mip L(w, 6) 

L’inégalité (3.46) prouve que ce problème admet une solution unique (la fonctionnelle 
est strictement convexe et infinie à l’infini). Cette solution est caractérisée par : 

e 
%('”u» p) =0 

Or, il est facile de voir que : 

u R 
Sy(v#)=w-L'u 

D’où w, = L* u. La fonctionnelle Q(u) est donc donnée par : 

Î . ° 

Q(u) = ë||L #||â,n.—“<LL l‘—g,u>%_ap 

; (3.48) 

=-3| L'ulloa; + <9,H>3_2r 

En remarquant que : . 

VQ(u) = —LL'u+g (e H*(T)) (3.49) 

nous retrouvons que la solution À du problème dual : 

Trouver À € H-*(T) tel que : 

(P*) Q(X) = Qlu) Vue H-*(T) (3.50) 

Q(6) 

est bien caractérisée comme étant l’unique solution de l’équation L L* À = g. 

170 u2 —Il lie * <96 1020
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3.3 Lien avec la théorie du potentiel classique 

Il est intéressant de noter que l’approche par multiplicateurs de Lagrange de la 

méthode des domaines fictifs appliquée au problème de Dirichlet extérieur pour le 

problème de Helmholtz fait le lien avec la théorie du potentiel et les équations intégrales. 

Toutefois, l’équation intégrale sur laquelle on tombe n’est pas classique : on obtient 

une nouvelle équation intégrale définie sur la frontière T. 

Rappelons que la méthode classique pour résoudre le problème extérieur (1.4) par 

potentiel de simple couche consiste à écrire la solution w de ce problème sous la forme: 

u(x) = /; G(w,x — y) a(y) do(y) zrENe (3.51) 

où l’inconnue q est solution de l’équation intégrale : 

[ Elo,x-ma)dos)=0(=) | zer (3.52) 

Ces deux équations sont ici à comparer avec les équations suivantes : 

u(a) = / F(w,z,4) M(y) do(u) (3.53) 

| F(e,2,9) Mu) de(u) = 9=) (8.54) 

Le couple d’équations (3.53),(3.54) a la même structure que (3.51),(3.52) si on remplace 
le noyau G(w,xz — y) par F(w,x,y). Ce dernier noyau F(w,x,y) est plus compliqué 
que G(w,x — y), ce qui rend l’équation (3.54) peu utilisable à notre avis sur le plan 
numérique. D’un autre coté, le noyau F(w,x,y) est plus régulier que G(w,x — y) et en 

outre l’équation (3.54) est autoadjointe alors que (3.52) ne l’est pas. 

Il est évidemment naturel de chercher s’il n’y aurait pas un lien entre À et g. 

Cette question ne semble pas à priori évidente et nous n’avons pu y apporter une 

réponse satisfaisante. Il nous semble d’ailleurs intéressant de mettre l’accent sur le 

point suivant, qui distingue d’un point de vue purement mathématique les équations 

(3.52) et (3.54). En effet, il est bien connu (cf. [G], [Ned]) que l’équation (3.52) est 
bien posée sauf pour une infinité dénombrable de fréquences {w1,w2,...,w, — +o} 

appelées fréquences irrégulières où les w2 sont les valeurs propres du problème intérieur 

pour le laplacien avec condition de Dirichlet homogène. En revanche, comme nous 

l’avons vu, le problème (3.54) est bien posé quelque soit la valeur de w. En d’autres 

termes la formulation (3.54) supprime le problème des fréquences irrégulières. 

4  Etude du problème par régularisation-pénalisa- 

tion 

Notre but est ici de définir, € > O désignant un petit paramètre destiné à tendre 

vers O, un problème approché (P,) posé dans l’espace des contrôles V dont la solution
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convergera, lorsque e \, O, vers la solution v du problème (P). Nous allons tout 

d’abord voir que deux façons d’aborder le problème, mènent en fait au même problème 

- approché (P,) : 

(i)  Régularisation du problème “mal posé” : 

Trouver v qui minimise sur V la fonctionnelle : 

(4.1) 
E(w) =/r |Lw—glzda= |Lw—glâ_r 

La fonctionnelle E(v) n’étant pas coercive sur V, on la rend coercive en ajoutant un 

“petit” terme coercif : c’est une régularisation de type Tychonov (cf. [TA]), classique 
pour ce genre de problème. On résoud alors le problème approché : 

Trouver v, qui minimise sur V la fonctionnelle : 

E (4.2) E.(w) = E(w) + E w l8a, 

(ii) — Pénalisation du problème sous contrainte : 

1 
{ Trouver v qui minimise J (w) = — || w ||â)… dans l’ensemble : (4.3) 

vad={weV/Lw=g} 

Pour se ramener à un problème sans contrainte, nous pénalisons la contrainte égalité 

Lw = g (cf. [Ce], [Ci]) et résolvons : 

Trouver v, qui minimise sur V la fonctionnelle : 

1 1 (4.4) Je(w) = 5 w l8a, + = |Lw—oÂp 

Comme on constate que E,(w) = € J.(w) pour tout w dans V, on s’apperçoit que (4.2) 
et (4.4) ne forment qu’un seul et même problème que nous appellerons (P.) : 

Trouver v, € V tel que : 

Je(ve) < Je(w) Vwe V 
(Pe) (4.5) 

1 2 1 2 J(w) = 5lwl8a, + - 1Lw—oË, E 

_ 42 € 
Remarquons au passage que pour (4.2) le choix du terme de régularisation p [w Hân 

“sélectionne” automatiquement la solution de norme minimale. 

J.(.) étant continue et coercive sur V nous avons immédiatement : 

Théorème 4.1 . 
Pour tout g dans H3(T) et tout € > O, le problème (P.) admet une unique solution 

v, dans V.
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Pour caractériser v, écrivons la condition d’optimalité du problème (P.) : 

V J.(v.) =O 

Or, par définition, nous avons : 

1 
(VJ,(U,) , w)o,n.— = (v€ , w)0,fl.* + E (Lv‘ — 9> Lw)o'r 

D’où nous déduisons que : 

1 + 1 L VJ (ve)=v-+-L'Lu —--L'g 
€ € 

En d’autres termes la fonction v, vérifie : 

(C+el)u=L'g (4.6) 

où remarquant que comme l’opérateur L* envoie continuement H?(T) dans H*(N;), 
l’opérateur C = L* L envoie continuement L’(N;) dans H*(;), l’égalité (4.6) a lieu 
dans H*(N;). Résumons les propriétés de l’opérateur C : 

Lemme 4.1 . 

(i) L’opérateur C est un opérateur autoadjoint positif de Hilbert-Schmidt dans V. 

(ii) C est caractérisé par : 

Cw(z) = /flH(w,z,y)w(y) dy (4.7) 

où la fonction H(w,x,y) est définie par : 

H(w,x,9) = | Glu,€ — ») Glo,E- 7) de(e) (4.8) 
C'‘w est encore caractérisé par Cw = qin, Où q est l’unique solution rentrante de: 

—Aq—-w%g = 0 dans N U ; 

{g] = O sur T 

0 (4.9) 
[â—î] = p sur [ 

âq Il S 
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avec p = Uyr Où ù est l’unique solution sortante de : 

—-Aù-vit = w dans IR” 

(4.10) 
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(ii)  Le spectre de C, purement ponctuel, est donné par : 

O'(C) = {0,A1, À25< - , An> - -} 

où les À, sont les valeurs propres de K. Plus précisément : 

Ker(C) = Ker(L) 

et si {en} est une base orthonormée de L’(T') de vecteurs propres de K, 

{w, = L* \/‘—î——} est une base orthonormée de Im(L*) de vecteurs propres de C. 

(iv) Pour tout s > 0, C envote H*(N;) dans H**S(N;). 

Démonstration . 

(i) Le caractère autoadjoint positif de C est évident. Le fait qu’il soit de Hilbert- 

Schmidt est une conséquence du point (ii). 

(ñ) 
Lu(t) = f, Glo,t — 1) w() y 

Comme Lw(£) € H*(T), le lemme (3.1) nous dit que : 

L'(Lw)(z) = | G,E =) Lw(é) do(£) 

Le théorème de Fubini permet de conclure. On remarque que H(w,x,y) € L*(N; x N;) 

entraîne que C est de Hilbert-Schmidt. 

(iii)  L’égalité(Cw, w), n, = | Lw |{ p Montre que les noyaux de C et L coïncident. 
D’autre part, soit e, un vecteur propre de K, on a : 

LL'e, = \nên 

=— L'L(L‘e) = Àn L'en 

ce qui montre que L* e, est vecteur propre de C associé à la valeur propre ÀA,. Le fait 

que C n’admet pas d’autre valeurs propres vient de la décomposition orthogonale : 

V = Ker(L)@ Im(L") 

En effet, comme {e,} est une base orthonormée de L“(T), il est facile de voir que {w, } 

est une base orthonormée de Im(L*) (c’est une conséquence de l’injectivité de L'). 

(iv)  Cette propriété de C vient des propriétés régularisantes des opérateurs L et 

L*. ê
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Commentaires : 

1.) … L’opérateur C étant positif, pour tout € > O, l’opérateur (C + € I) est un 

isomorphisme dans V qui vérifie ( || . || désigne ici la norme de £ (V,V) ) : 

_ 1 Mo+en-|=; 
Comme par ailleurs l’opérateur C est borné, nous avons : 

|C+eF||=MA+e 

(rappelons que À; > À2 > ... > An 2 ... 5 AA NO). 

Le conditionnement de l’opérateur C + € I qui est donc donné par : 

À 
Cond(C +eI) = ê1tE 

est fini pour tout € > O, mais explose lorsque € = 0. 

2.) — Comme la solution du problème (P) vérifie en particulier Lv = g, elle vérifie: 

Cv=L'9 (4.11) 

mais cette équation, puisque Ker(C') est de dimension infinie, ne caractérise pas v. En 

revanche l’équation : 

(C+el)v, = L‘g (4.12) 

caractérise entièrement v,. Ainsi (4.12) apparaît bien comme une approximation régu- 

larisée de l’équation (4.11) puisqu’on a remplacé l’opérateur singulier C par l’opérateur 

inversible C+€Ï. 

Remarquons maintenant que l’égalité (4.12) entraîne : 

v = L'À 

1 (4.13) 
X = —(g— Lv) 

E 

Ceci entraîne que, tout comme la solution v du problème (P), la solution v, du problème 

(Pe) s’exprime sous la forme d’un potentiel de simple couche. Enonçons ce résultat sous 
la forme d’un lemme : 

Lemme 4.2 . 

La solution v, de (P.) est donnée par v, = L' \, où À, est l’unique solution de 

l’équation : 

(K+eI)À =9 (4.14)
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Remarque 4.1 . 

En passant de (4.11) à (4.14) on est passé d’une inconnue volumique v, à une 
inconnue surfacique À, et on a remplacé l’équation intégrale de volume : 

ev.(x) +/ (w, x, v) v.(y) dy = / G(w, € — x) g(€) do(£) (4.15) 

par l’équation intégrale de surface : 

=) + | F(u,2,6) X.(6) de(é) = 9(=) (4.16) 

Remarque 4.2 . 

En écrivant les équations sous la forme : 

v — L'ÀA = O 

Lvu+EX = g 

on reconnaît sous forme abstraite la formulation mixte d’un problème de point selle 

dont : 

(C+el)vu = L'g 

constitue le problème primal alors que : 

(K +e1) X = 

est le problème dual (cf. [Ber), /RT)). 

Le lemme 4.2 va nous permettre d’établir un résultat de convergence et une esti- 

mation d’erreur : 

Théorème 4.2 . 

Supposons que g appartienne à H*(T), s > % nous avons alors les résultats suivants: 

ÀA — À - dans H**(T) 
A quand € \, 0 (4.17) 

v — v - dans H*-2(N;) 

et dans les espaces de Sobolev d’ordre inférieur : 

|Àc T Àla—3cu——8,l“ S €a lg Ia,[‘ 

V0O<a<l (4.18) 

”v€ = v”a—3a—-ä-,fl; < Ce“ lg la,I‘ 

où la constante C ne dépend que de ;, s et a.
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Démonstration . 

Il nous suffit d’établir les estimations d’erreur (4.18). Le résultat de convergence 

(4.17) s’en déduit par un procédé standard (on approche g dans H*(T) par une suite 

9n dans H**'(T),...). 
Notons que l’on peut supposer dans un premier temps que la suite {g,} ne comporte 

qu’un nombre fini de termes, quitte à conclure par densité. 

Si g appartient à L’(T), nous avons la décomposition : 

+œ 

9= î: 9n En 
n=l 

Supposons maintenant que g € H*(T),s > 8, la solution À, de (4.14) s’écrit bien 
2 

entendu: 
+oo 

À, = 9n En 
prur l Àn +E 

alors que la solution À de (3.11) s’écrit 

+00 
9n 

à= — e 
n=l "" " 

Par différence nous avons : 

+0 In 

A—AÀ=E — 4.19 
‘ Z An(An + E) Cn (4-19) 

D’après le corollaire (3.1) qui caractérise la norme H*(T) nous avons : 

+0 | | 2 1 

A — \P, = e 3n ; 
| r z ( An(An + 5)) DE 

lA
 

e* |9'3+6,[‘ 

De même, pour obtenir un résultat intermédiaire, nous avons pour 0< a < 1 : 

+o 2-2a 2 D-aR, = * (LES) (__lg_l_) = 
n=1 \An + € An(An +E)S / OR 

€ 1 e 
< 1, il vient : 

€ 
Comme 

n 

lgn|? 
e - A S RS Àz_+znÎë 

”n 
n=l 

LA
 

e?a |g lâ+8+3a,l‘
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Si nous supposons donc que g € H*(T), s > %, nous avons l’estimation d’erreur : 

lÀz T Àl|—8a—3,l‘ S e* |9 la,l‘ vo S œ S 1 

Pour obtenir les estimations relatives à v,, il suffit de remarquer que 
. 3 

v, — v = L'(\, — À) où L' est un opérateur linéaire continu de H*(T) dans H**2(N;). 

Remarque 4.3 . 

Nous voyons que dès que g appartient à H%(I‘) on a convergence de v, vers v dans 

l’espace des contrôles V, c’est à dire dans L’(;). Pour avoir l’ordre de convergence 

optimal O(e) dans l’espace V, 1l faut avoir g dans H%(l‘), auquel cas on a l’estimation 

d’erreur : 

lve—*lon, < Célaler 
Remarque 4.4 . 

Les résultats du théorème 4.2 sont optimaux dans la mesure où si nous choisissons 
Ex = À (qui est bien une suite qui tend vers 0) et g = ez, en vertu de la formule (4.19) 

si Àt et ÀŸ résolvent respectivement (9.11) et (4.14) pour 9 = e, : 

Ek 
DD LR 
‘ 24k 

Alors on vérifie aisément que : 

|’\:., T Àkl.9—3c«—3,l‘ 
= cste 

Ex* |erlsr 

Désignons maintenant par u, la solution du problème extérieur, obtenue à partir 

du problème régularisé. Cette solution est bien entendu donnée par : 

U — (A ve)lfl; € leoc(ne) 

c’est à dire par : 

u,(x) = /;} G(w,x — y) v.(y) dy 

alors, compte tenu des propriétés de continuité de À, nous déduisons : 

Théorème 4.3 . 
. < 2 

Supposons que g appartienne à H?(T) alors : 

u — u dans H;,.(Ne) 

où u est la solution du problème initial (1.4) et pour tout s > %, tout R suffisamment 

grand pour que N; C Br = {|x| < R}, 1l existe une constante C = C(R,q) > O, telle 

que pour tout q > 0 : 

we — #lletzacuœn € C(R, 9) lYe — # Îlan: 
ce qui montre que u, converge vers u dans H?(0e)- 

St de plus g € H°(T), nous avons l’estimation d’erreur : 

u — well,-sast acump K C(R,5) E* 10hx | O<a<1
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Démonstration . 

Nous avons w, — v = (A(ve — v))jn, et l’opérateur À est linéaire continu de H*(N;) 

dans Hf**(N,) pour tout q réel. Nous avons donc : 

u — welle+z,0.0Br < C(R, q) Îlve — lla,9 

Pour conclure il suffit d’utiliser les résultats du théorème 4.2. 

Remarque 4.5 . 

Pour l’approximation de la condition auz limites ur = g, remarquons qu’on a 

l’estimation d’erreur : 

lue T gla—3a,l‘ < C(S) e* lÿ 'a,I‘ 0<a <i 

5  Application numérique de la méthode de régula- 

risation-pénalisation à un exemple simple 

Nous illustrons maintenant numériquement l’influence de la pénalisation sur la con- 
vergence et la précision de la solution. 

L’expérience physique consiste à envoyer une onde incidente plane sur un disque 
circulaire parfaitement réfléchissant : 

X2 

uine Afl 

X1 

Figure 2: cas de calcul 

—— 
L’onde incidente se propage suivant l’axe OX, dans le sens r, > O, elle s’écrit : 

uinc(z,t) — e-iute—iwzx 

Nous prenons la condition de Dirichlet sur la frontière F du corps, la donnée g peut 
alors s’exprimer par : 

g(a) — c—îw cosô
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(Remarquons que g € H°(F) pour tout s). 

Conformément à la méthode exposée à la section 4, nous recherchons la solution du 
problème de diffraction via la résolution de (P,) qui est un problème de minimisation de 

fonctionnelle quadratique. Ceci la prédispose naturellement à être minimisée par une 

méthode de gradient. Nous avons choisi d’utiliser l’algorithme très robuste GMRES (cf. 

[SS]) qui est une sorte de gradient conjugué généralisé. Cet algorithme itératif demande 

de résoudre à chaque itération des problèmes du type (1.7) posés dans l’espace entier. 
Compte tenu de la simplicité de ces problèmes (du moins dans leur principe) nous avons 

choisi de les résoudre par une méthode de différences finies sur un maillage régulier, 

cartésien, de pas constant. Pour borner le domaine de calcul nous avons remplacé 

la condition de radiation de Sommerfeld par une condition aux limites partiellement 

absorbante d’ordre 2 sur une frontière artificielle placée à distance finie du corps. 

Le cas test est un disque de rayon R = 0.25m, la longueur d’onde est de 0.5m 

(ce qui correspond à une fréquence de 0.6 Ghz), le maillage différences finies est en 15 

points par longueur d’onde et la frontière artificielle est placée à 0.5 longueurs d’onde 

du corps. 

Nous avons représenté sur la figure 3 la convergence du résidu (lié au système linéaire 

à résoudre) en fonction du nombre d’itérations pour différentes valeurs du paramètre de 
pénalisation €, tandis que la figure 4 représente la convergence du critère |u(v) — 9lor 
(Rappelons que u est la solution du problème de diffraction si et seulement si le critère 

est nul). La solution discrète a convergé lorsque le critère a atteint une valeur fixe (qui 
est non nulle à cause des erreurs de discrétisation et de pénalisation). Les courbes de 
la figure 5 montrent quand à elles l’erreur relative et le nombre d’itérations nécessaire 

(pour avoir la convergence du critère) en fonction de e. Nous voyons donc claire- 

ment que l’introduction du terme de pénalisation améliore la convergence et que la 
convergence est linéaire à partir de € assez petit. D’autre part, la figure 5 illustre par- 

faitement l’existence d’un compromis, pour € convenablement bien choisi, entre le fait 

de vouloir un nombre d’itérations le plus faible possible et celui d’obtenir une solution 

satisfaisante. 

La précision de la solution obtenue en fonction de € est visualisée à la figure 6 

qui représente la signature acoustique de l’onde diffractée, c’est à dire le rapport 

entre l’énergie rayonnée et l’énergie incidente à l’infini en fonction de la direction 

d’observation. Plus précisément, soit @ la direction de l’onde incidente et 6 la direc- 

tion d’observation, il est connu que le comportement asymptotique du champ solution 

s’écrit (cf. [R]) : 
eiwr 

u(r,0, 45) e A(0,(fi) sr à l’infini 
r 2 

Le terme d’amplitude A(0, &) caractérise donc entièrement le champ diffracté à l’infini. 

Nous avons représenté la figure 6 la fonction 6 — |A(8,4)|? en échelle logarithmique 

et en coordonnées polaires. La référence est la solution calculée par une méthode 

classique d’équations intégrales. Ceci illustre “de visu” la convergence de la solution 

du problème pénalisé vers la solution du problème initial.
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Itérations 

14 Erreur 

O : norme L* de l’erreur relative 

x : nombre d’itérations pour converger 

Figure 5: erreur et convergence en fonction de €
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6  Conclusion 

Notre analyse d’une méthode de domaines fictifs appliqués à la résolution d’un 

problème de diffraction d’onde acoustique nous a permis d’obtenir un certain nombre 

de résultats intéressants. L’approche domaines fictifs nous a conduit à résoudre un 

problème de minimisation avec contrainte (le problème (P)) qui est un problème de 
contrôle optimal. Nous avons établi l’existence et l’unicité de la solution de ce problème 
et présenté deux approches pour sa résolution : 

e Approche par multiplicateurs de Lagrange. 

e Approche par régularisation-pénalisation. 

L’étude par multiplicateur de Lagrange mène à une équation intégrale, sur la 

frontière de l’obstacle, qui semble nouvelle. Cette équation est dérivée du problème 

dual du problème (P) et son inconnue n’est autre que le multiplicateur de Lagrange 

associé à la contrainte. Cette équation a l’avantage d’être autoadjointe, d’avoir un 

noyau régulier et d’évacuer le problème des fréquences irrégulières. Elle nous semble 

toutefois peu utilisable sur le plan pratique à cause de la complexité de son noyau. 

L’approche par régularisation-pénalisation est plus viable sur le plan numérique 

(c’est d’ailleurs ce que nous avons implémenté). Nous avons obtenu des résultats de 
convergence et des estimations d’erreur qui sont optimales en un certain sens. L’un 

des avantages de cette méthode est que pour un paramètre de pénalisation € > O fixé 

le conditionnement est borné et ne dépend que de e. Nous avons présenté quelques 

résultats numériques dans un cas simple qui sont en bon accord avec la théorie. 

AN 
Dans toute cette analyse nous nous sommes limités à l’étude de la condition de 

Dirichlet, mais nous pouvons étendre ces résultats de manière analogue à la condition 

de Neumann, ou encore au système des équations de Maxwell. Pour de plus amples 

informations sur ces extensions nous renvoyons le lecteur à la thèse de C. Atamian |At|. 

Finalement, cette méthode de domaines fictifs est très simple dans son principe, 

marche bien numériquement et permet d’obtenir une précision satisfaisante. Toutefois, 

elle ne nous semble pas compétitive vis à vis d’autres méthodes existantes en ce qui 

concerne le coût en temps de calcul, notament par rapport à la méthode des équations 

intégrales. La conclusion est néanmoins moins négative si nous envisageons d’appliquer 

cette approche au cas d’un problème pour lequel les équations intégrales ne sont pas 

adaptées, un obstacle entouré d’un milieu fortement hétérogène par exemple.
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