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Résumé

Chaque variable relationnelle est considérée ici comme un graphe valué. Une telle
représentation induit un préordre total sur I'ensemble des paires ou des couples de
modalités. Ce préordre est ensuite quantifié par la notion classique de rang moyen.
La souplesse de cette structure descriptive permet de traiter d’une facon homogene
des variables de natures différentes.

A partir d'un coefficient général d’association, déja étudié dans un précédent
article, nous explicitons ses différentes expressions selon la nature des variables &
comparer. On se sert de la table de contingence croisée de deux variables comme
support de calcul de leur coefficient d’association.

Mots-clés : - Codage - Coefficient d’association - Préordonnance
- Rang moyen - Table de contingence - Varieble relationnelle

RELATIONAL VARIABLES : CODING AND ASSOCIATION

Abstract

Each relationnal variable is represented by a weighted graph. This coding in-
duces a weak order on all pairs or couples of modalities, which is quantified by the
classical notion of mean rank. The flexibity of this descriptive structure permits the
homogencous traitement of variables of different natures.

With a general association coefficient, studied in a preceding paper, we pre-
sent different expressions of the latter, depending on the nature of the compared
variables. The crossed contingency table of two variables serves as a base for the
calculation of their association coefficient.

Key words : - Association coefficient - Coding - Contingency table
~ Mean rank - Preordonnance - Relational variable
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Introduction

Dans le cadre d’un stage d¢ D.E.A. [OUA 86|, nous avions a classifier les thémes
d’opinion en France, a partir d’une enquéte réalisée par AGORAmétrie [AGO 85] . Nous

nous sommes heurtés alors & deux types de problemes :

- Comment classifier un ensemble hétérogene constitué de variables qualitatives
nominales et de variables qualitatives ordinales ?
— Comment traiter — de la fagon la moins arbitraire possible — la modalité “sans

opinion” ou “sans réponse” ?

Pour répondre a ces deux questions, nous avons été conduits, & considérer toutes les

variables qualitatives comme des variables préordonnances,

La notion de variable préordonnance n’est apparue que récemment, dans le cadre
de la classification hiérarchique [LER & PET 85] , et non hiérarchique [CHA 84] . Elle
consiste a établir un préordre total sur I'ensemble des paires de modalités. D’autre part,
la classification concernait les objets décrits par de telles variables [PET 87] , alors que

nous nous intéressions a la classification des variables.

Nous avons alors considéré un coefficient général d’association entre deux codages
définis sur I’ensemble des couples d'objets (voir aussi [DAN 44] , [MAN 67] , [LEC 76} ,
[LER 77] ,[HUB 83] , [LER 87] ,...). Nous avons développé dans [OUA 90] des expres-
sions simplifiées de la forme centrée-réduite de ce coefficient d’association, ainsi que son

comportement asymptotique.

Le travail que nous présentons ici comporte deux volets :

» Codage des variables relationnelles :

A chaque variable relationnelle est associé un graphe, sur I’ensemble M des mo-
dalités, valué par une fonction de codage qui caractérise la nature de cette variable. On
obtient ainsi un préordre total sur ’ensemble des paires (ou couples) de modalités. A
chaque paire (ou couple) de modalités est attribué son rang moyen pour ce préordre.
Alors que la définition classique des variables préordonnances reste imprécise, nous dis-
tinguerons explicitement ici, le cas d’un préordre sur ensemble des couples de modalités,

de celui d’un préordre sur ’ensemble des paires de modalités.



Ce codage, tout en étant général — on peut 'appliquer & tous les types de va-
riables — est une structure descriptive riche dont 'arbitraire est réduit au mieux. D’autant

plus, que le préordre associé a chaque variable peut étre directement fourni par 1’expert.

» Calcul des coefficients d’association :

Dans [OUA 90] nous avons analysé la forme d’un coefficient général d’association
dont I’expression “brute” est :
s(v,w) = Z c}’jc}‘;
#
ou cf; (resp. c}) est le codage induit par la variable v (resp. w) sur le couple d’indivi-
dus (i,7) de la maniére suivante :
Si I'individu 7 (resp. j) posséde la modalité k (resp. {) de la variable v, alors :

v o__ .Y
Cij = Th

ou r}, est le rang moyen du couple (resp. paire) de modalités (k,!) (resp. {k,!}) dans le
préordre associé a v. '
L’utilisation des tables de contingences et des expressions de la forme centré-réduite

du coefficient [OUA 90] , nous permet de dégager d’une facon explicite les différentes
mesures d’association suivant la nature des variables.



.

1 Codage

1.1 Notions de base

1.1.1 -Rappels -~ . - ..

> On appelle relation binaire sur un ensemble E, et on note R, tout prédicat a deux

variables représentant les éléments de E, Une relation binaire est souvent confondue avec

son graphe :

T'={(z,y) e EXE | zRy}

Une relation binaire peut étre :

>réﬂexivé:Vm€E.m§Rx

> transitive : V(z,y,z) € B} zRy A yR2z = TRz
1>symétriqu’e:‘sf’(:::,y)eE2 sRy = yRz

b antisymétrique : V (z,y) € E? zRy A yRz = z=y

b totale : V(z,y) € E* zRy V yRz (tous les éléments de E sont comparables.)

> Un préordre total sur un ensemble E, est une relation binaire réflexive, transitive
et totale.
Une relation d’ordre est une relation binaire réflexive, transitive et antisymétrique.
Un ordre total est un préordre total antisymétrique.
> On apelle graphe de I’ensemble E, le doublet :

G=(ET) ot TCEXE
On apelle graphe valué de I'ensemble £, le triplet :
G =(E,T',f) ou f est’application définie par :

rL R
x — f(x)

f(x) est intitulé la valuation ou le codage de I’élément x de T.
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1.1.2 Graphe et préordonnance associée

Soit G = (E,T, f) un graphe valué.

> La relation d’ordre total sur IR “<" induit un préordre total sur I’ensemble I', noté
“<r” et défini par :

V(%) €T xT x Zry <= f(x) < f(¥)

Dans le cas particulier ou I' = P,(E) — ensemble des paires d’éléments de E — ce

préordre total “<Xp,(g)” correspond a la définition classique d’une préordonnance. Nous

considérons I’extension de cette notion & tout graphe partiel, c’est 4 dire VI C E x E :

Définition : Une préordonnance associée a un graphe valué
(E,T, f), est un préordre total sur I’y noté “=<r” et défini
par: V(x,»)€TlxT x Zry <= f(x) < f(¥).

Nous nous intéresserons, dans le cadre de ce travail, uniquement aux deux cas par-

ticuliers suivants :
— Préordonnance associée & un graphe valué “triangulaire” ou I' = P,(FE);

- Préordonnance associée a un graphe valué “complet” ou I' = £ x E.

> La relation d’équivalence sur R “=" induit de la méme facon une relation d’équi-

" et définie par :

valence sur I', notée “~
V(x,))ETxT x ~y < f(x)= f(¥)
D’ou la partition de '’ensemble I' :
r=J¢
J
ou les C; sont les classes d’équivalence de “~”.
L’ensemble des classes de cette partition est totalement ordonné. En notant p ’ordre

quotient, on a :
Cr <p C2 <p ... <p Cg
ou <,, est la relation d’ordre stricte définie par :

Ci <p Cj <= VxeC VyeC; f(x) < f(»)



1.1 Notions de base 9

1.1.3 Rang moyen

Pour quantifier le préordre total “<r”, on attribue a chaque élément x de T, un
rang noté rg (x). En présence d’ex-aequo, on utilise la notion classique de rang moyen qui
consiste & attribuer & chaque élément d’une classe d’ex-aequo la moyenne arithmétique
des rangs qu’auraient ces éléments, s’ils étaient totalement ordonnés. De la sorte, quel que

soit le préordre “=<r”, la somme des rangs reste constante et égale a :

ELU_FZLLIJ ,ou |T'| est le cardinal de T'.

Si on considére la partition aux classes ordonnées :
% 2 C) <p CQ '<p '<‘, Cq

alors pour tout élément ¥ € C,on a:

M el =3lel - B

1.1.4 Exemple .
Soit E={d,e,t,u,v}
I’ est ’ensemble des mots formés de deux lettres de E, ayant un sens en Frangais :
['={de, du,et,eu,te, tu, ut, vu}
Soit I’application de valuation suivante :
r Lr
x =af — f(x) =ord(B) —ord(a) ol ord(a) est le code ASCII de a

On obtient alors :

(65} C, Cs - Cs Cs Cs
X te vu| ut |de] tu | et eu du
£(x) ~15 |1 -1 [+ 4| s +16 +17
rang total 1 2 3 4 5 6 7 8
moy. des rangs 1 2.5 4.5 6 7 8
rang moyen 1—-1—_2_-—l 3—251 5—-251 6—151 7—1;—}1 8——1-—5—1
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1.2 Représentation des variables
1.2.1 Graphe associé

A chaque variable relationnelle v est associé un graphe :

G, ={M,,T,) ,ou:

> M, est ’ensemble des m, modalités de v, que I'on note :
M,={1,2,..,m}
Si v est une variable booléenne a deux modalités présence-absence, on a :

M, = {v,7} ,ou v (resp. ) est la valeur logique vrai (resp. faux).

> ', est un sous ensemble de M, x M,, on distingue les deux cas suivants :

> M, est sans structure ordinale :

T, = P2(M,), ensemble des paires de modalités de v.

> M, est structuré ordinalement, I', est alors défini selon la nature de la variable
qu’on compare a v :

- Si v est associée a une autre variable structurée ordinalement alors :

[, =M,xM,, énsemble des couples de modalités de v.

- Sinon : [, = Po(M,).

1.2.2 Préordonnance associée

La préordonnance associée a chaque variable v est soit :

> Pré-établie : L’expert fournit directement la préordonnance associée a v. A chaque

élément — constitué des deux modalités k et | — est affecté son rang moyen noté rj,.

> Etablie : Le graphe de v est pondéré par une fonction de valuation, qui caractérise
la nature de la variable v, on en distingue trois sortes :

> f, pour les variables ordinales;

> fn. pour les variables nominales;

> fy pour les variables booléennes.
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Cette application induit un préordre total sur I'’ensemble T, (cf. § 1.1). On attribue

alors a chaque élément, de T',, son rang moyen 7§;.

Dans les deux cas, on procede a un “centrage-réduction” de la matrice des rangs en

posant :

" ri — clv
K= " d(w
Ou ¢(v) et d(v) sont des constantes indépendantes de k et de I. Elles ne dépendent

que de la nature de la variable v, et seront précisées dans chaque cas de figure.

1.3 Codage d’une variable nominale

Deux objets décrits par une variable nominale v ne peuvent étre que :
— “réunis”, s’ils possédent la méme modalité de v;

— “séparés”, s’ils possedent des modalités différentes.
On représentera donc une telle variable par le graphe :
gu = (Mu 7P2(Mv) H fn)

On M, ={1,2,...,m,} — m, étant le nombre de modalités de v — et f, est la

fonction de valuation définie par :

Py(M,) L

1 si k=1
{k, 1} — b= )

0 si k#1

Cett application engendre un préordre total sur P(M,) :

j172}~{1»3}~"'~{2:3}~{2v4}~"'N{mu—l!mvl < i111}~{212}~“'~{mu,mu}1
a &

En appliquant I’expression (1) du rang moyen, on obtient :

D ARSI sifk, 1) € ¢,
ki — —
|C’1|-f'lC'2|—J-cll2'—l si{k, 1} € C,

Ou les cardinaux des classes C; et C; sont tels que :

ICy| = m_v(r_nﬁﬂ) et |Co| = m,
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‘On en déduit la matrice des rangs définie par :

)
» mtl_n, sik=1
i T‘EI - - '
m,,(m,,4 1)+2=1’-'v sik#1
On centre et on réduit cette matrice en posant :
v rv —Tu’
N Ty — Ty

D’olt une matrice de codage symétrique :

0 sik=1
-1 sik#l

(1) k=

1.4 Codage d’une variable booléenne

Deux objets décrits par une variable booléenne v sont des assertions susceptibles de
prendre 'une des deux valeurs logiques v ou 7. Ces assertions peuvent étre équivalentes
ou non. En cas d’équivalence la conjonction des deux valeurs v A v est plus significative
que celle de 7 A 7.

On représente donc une telle variable par le graphe :

Gy, = (M, ,Pa(M,), fs) avec M, = {v,5}

Ou f, est la fonction de valuation définie par :

Pa(M,) 2
{4,8} — (4 e 8)+(AAB)
< étant la fonction indicatrice de la valeur logique v. On obtient alors les images

des trois éléments de P;(M,) :

fb({v,V})=S‘(V¢>V)+Q‘(V/\v)'=.l+1-=2
Hh{F, F)=S(re r)+HFAF)=140=1
fi({v,7F})=S(ve r)+3(vAFr)=0+4+0=0
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Cette application “é’n.g.endre un préordre total sur Py(M,) :
{v,7} < {7, 7} < {v,v}

On en déduit la matrice des rangs :

v — v —_—
rvr=Try =1

v —
Trr =2

v —
Tyvy =3

v o

On centre cette matrice en posant :
Ryg =138 — 2

D’oti la matrice de codage :

Ryr = Ryy T=-1
Ryx =0
Ryy = +1
Remarque :

Pour comparer une variable booléenne a une variable non booléenne, alors on la

considere comme une variable nominale & deux modalités.

1.5 Codage d’une variable ordinale

Deux objets décrits par une variable ordinale sont — comme pour une variable
nominale — “réunis” ou “séparés”. Lorsqu'ils sont séparés, on doit tenir compte ici —

contrairement au cas nominal — de ’amplitude et du sens de cette séparation.

D’autre part, le codage d’une telle variable dépend de la nature de ’autre variable

avec laquelle elle se trouve associée (cf. § 1.2) :.
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1.5.1 Cas de ’association avec une autre variable ordinale

Dans ce cas la variable ordinale v est représentée par le graphe :
guz(Mu sMuXMu afo) avec Mv={1)2,'°'qmv}

Ou m, est le nombre de modalités et f, est la fonction de valuation définie par :
M, x M, 22
(k1) > k=1

L’application f, engendre un préordre total sur M, x M, :

(1,my) < (1,my—=1)~(2,my) <X *** <X (1,1)~een(my,my) € 000 X (my,2)~(my~1,1) < (m,,1)
—— ~ e e ~ o “ N ~ - S——
G C; Crmv Comy -2 Com,

Proposition 1. : Soit une variable ordinale v 8 m, modalités, Pour
la comparer avec une autre variable ordinale, on attribue & chaque
couple de ses modalités (k,l) le rang moyen défini par :

_mi4+14(k=D2m, —~]k=1])
= —E =

(222) | iy

Démonstration

On peut remarquer que les classes du préordre total induit par f,, ont
pour cardinal : |Cy| = my-— |m, — A|

En appliquant 'expression (1) du rang moyen pour (k,!) € C,, on obtient :

h Cul -1
o= % lgl - k=t
h h m, — [m, — h| -1
= 3 m 5 by |- Pl
. 2myh=my, + |m, —R|+1 T Mt
= - 7 iwta Il

Or, on peut démontrer que :
‘ . 1] — 1
Vp.q) €Z .fi“ i = et IZ-PIP"L l

i=p
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D’ou : - _
my=1 il = (m —1)|m}| - (na— h—1)m — h|

.l.f:mu—h

m3 —m, — (m, — h —1)jm, — A}
2 T

On obtient alors :

2m,,h mv+[m.,—h|+l—m +m.,+(m.,-h-l)|m.,—h]
2myh — m? +1+|h mul(m.,z—- h)

m2+1 +2my(h — m.,) — th = my}(h — m,)

m? 41 + (h - m.,z)(272n., — |h = m,})

v
T =

[)’autre part, on peut déduire du préordre sur M, x M, que:
(k) € Ch <= h=m,+ k-1

Il suffit donc de rerﬁplacer, dans P'expression de ry;, A — m, par k — I, pour
obtenir le résultat final.

On centre et on réduit la matrice des rangs (ry;) en posant :

w _ Th—Ty
kl — Ty

2
\ m,+1
ou:rv=rzk=—“2L

On obtient ainsi une table de codage antisymétrique et telle que —1 < R}, < +1:

k—1)(@2my — |k -1
) [ g, = =0 ==

1.5.2 Cas de P’association avec une variable non ordinale
Dans ce cas la variable ordinale v est représentée par le graphe ;
gv=<MU’P2(MU)’gO) avec MU={1!27"' ’mu}v

ou m, est le nombre de modalités et g, est la réstriction, de la fonction de valuation

fo, & 'ensemble des paires de modalités Pz(M,). On peut donc la définir par :
P(M,) = R

{k, 1} — k-1
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L’application g, engendre un préordre total sur Py(M,) :

{l,m.,} < {lvmv_l}~{2v"‘v,} << {1v2}~"'~{m0-limv‘} < {l,l}~{2,2}~---{m.,,m,,}
— T — 2 ~ ~— { Seme—— s
cl Cz Cmu—l ch

~ Proposition 2. : Soit une variable ordinale v 4 m, modalités. Pour
la comparer avec une variable non ordinale, on attribue i a chaque
paire de ses modalités {k,l} le rang moyen défini par :

(m, — k=)' +1
A

(iv) | rlg=rik =

Démonstration

On peut remarquer que le _cardinal de chaque classe du préordre total
induit par g,, est égal’z‘; son indice: |C;] = j

En appliquant ’expression (1) du rang moyen a {k,!} € C,, on abtient :

Cil —
TR =Th = E|C|—J—h‘2—

=1
h
= J;J h_'2'_l
_ hh+1) h-1
2

Or, on peut vérifier que :
{k,} €Ch < h=m, - k-1
D’ou le résultat final.

On centre et on réduit la matrice des rangs (r};) comme dans le cas précédent en

posant :
v

RL:E&L___E

rv
on obtient ainsi ‘une table de codage symétrique a diagonale nulle et telle que ‘

_ Lk = 1)(2m,, — Jk — 1))

(IV) Rkl m + 1
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1.6 Codage d’une variable dont on fournit les rangs

Pour chaque variable v, on demande a I'utilisateur de fournir la demi-matrice des
rangs (r};)i<;- On impose que tous les termes diagonaux soient égaux :
Vil r=rmp=r1"

On centre et réduit comme dans le cas précédent, en posant pour k < I:

’ ry, — rv
kKl = ‘“—v—r
Cette demi-matrice est ensuite complétée :

e Par symétrie, si I'ensemble des modalités de v, ou celui de la variable qu'on compare

avec v, est sans structure ordinale;

e Par antisymétrie, si 'ensemble des modalités de v, et celui de¢ la variable qu’on

compare avec v, sont structurés ordinalement,

1.7 Récapitulatif et exemple

On désire calculer le coefficient d’association entre deux variables v et w. Pour cela
on a besoin de déterminer leurs matrices de codage. On définira dans ce paragraphe celle
de v (celle de w peut étre définie de la méme maniere).

Comme on I’a déja signalé, la matrice de codage (RY;) dépend, non seulement de la

nature de v, mais aussi de celle de w :

a) v booléenne
e Si w est booléenne, alors ;

@ @=(_ )

e Sinon, v est considérée comme une variable nominale dont on ne fournit pas

les rangs (cf. § b) ). Dans ce cas, on a :

w=( 5 )
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b) v honébdol'iéehn‘é S

Pour une telle.variable on définit d’abord une demi-matrice notée ( Rf,)k« et dont
les termes sont compris entre 0 et 1 :

+ Les termes diagonaux sont tous nuls: Vk R} =0;

+ Les autres termes Ry, (k < 1) sont définis de la maniére suivante :

— Si 'utilisateur fournit la table des rangs (r};),, , on pose :

v __pY

LA —_ 7}

T

Par construction I < 1 et comme généralement rj; <r* Vk <!l,on a

I >0
— Si Putilisateur ne fournit pas de rangs on distingue deux cas :

* Si v est une variable ordinale, on pose :

e _(I=k)Cm,+k—1)
/?kl - m? + 1

" P’ar constructionona; 0 < R <1
* Si v est une variable nominale, on pose :

RY=+1

La matrice codage (R},;) est ensuite définie de la fagon suivante :

e Si v et w sont & modalité ordonnées :
-Ry* sik<l|
(3) w=4¢ 0 sik=1
+R}*  sil<k
e Siv Qg w sont & modalité non ordonnées :
-Ry sik <l

(4) Ry={ 0 sik=1



1.7 Récapitulatif et exemiple 19

Exemple :

On désire comparer deux variables relationnelles v et w, Le graphique qui suit four-

nit (RY), matrice de codage de v, dans les différents cas de figure :

0-.41-.71-88
~41  0-41-11
non -7 -4l 0-41

.88 .71 -.41 0
v a
odalites?

0 -,65 -.82 -.82
-65 0-.35-.53
~82-35 0-35
\82-.53-.35 0

1
(]
]
‘ v
. )
1 0 417,71 -.88\ non’ 0 -.65 -.82 -.8
ouil . [ 41 0 -4t -7 X 65 0 -.35 -.53
7410 -4t ; .82 .85 0 -.35
.88 .11 41 0 : .82 .58 .35 0

(25

(*) : On considére dans cet exemple que v posséde quatre modalités,
(**) : L'utilisateur fournit le préordre suivant :

v v v v v v v v v v
7‘1’4 ~ 7‘1_3 ~ 1‘1'2 ~ T2'4 < 1‘2'3 ~ 1‘3'4 '< 1‘1.1 ~ 1'3.2 ~ 1'3.3 ~ 7‘"4
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2 Coefficient d’association

Soit @ uﬁ‘enéemblé"d’obje,ts‘——' ou i}ldividus — de ‘cardinal n et indéxé par 1'en-
semble I = {1,2,...,n}. Chaque variable relationnelle v peut étre copsidérée comme une
pondération sur ’ensemble des couples d’objets O x O. Elle est représentée par la matrice
de codage notée ( ) Syerxi et définie de la maniére suivante

Si Pindividu i possede la ‘modalité k et I'individu j possede la modalité ! de la

variable v, alors on pose :
‘ . ) v A v
(5) Cij = Thr
Pour comparer deux variables v et w, on considére un indice général :

6)  s(v,w)y=Y e

. 1#] 'J ¥

2.1 Expression centrée-réduite

Sous une hypothése d’absence de lien, on associe au coefficient “brut” (6) une va-
riable aléatoire S, d’espérance £(S) et d'écart-type o(S), On en déduit un coefficient

centré-réduit :

_s(v,w) - &(S)
(7) Q(v’w) - O’(S) .

Le calcul de D’espérance et de la variance de S, dans le cas général, conduit a des
expressions — de (7) — fort complexes. L'introduction d’une hypotheése de symétrie
— ou, d’antisymétrié — des matrices (c;) et (c};) permet alors de simplifier ces expres-
sions [OUA 90] . |

Or, ces matrices telles qu’elles sont définies dans (5) ne vérifient pas toujours cette
hypothese. Mais on peut s'y ramener. A cette fin on procede a un centrage-réduction
de chacune des tables 'dé"i"an'gs"(r'z,')‘. Nous avions bien précisé (cf. § 1.2.2), que cette
transformation était indépendante de k et de / -— et par conséquent de i et de j. La forme

centrée et réduite de l'indice le rend donc invariant par une telle transformation,
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La valeur de Q(v, w) reste donc inchangée si on remplace la définition du codage (5)

par :
(8) ci; = Ry

Puisque chacune des matrices (R},) est symétrique ou antisymétrique, on considérera
dans toute la suite que (c};) et (c;j}) le sont aussi.

Dans [OUA 90] , nous avons montré que dans le cas symétrique on antisymétrique,

le coefficient centré-réduit est défini par :

Qlo,w) = 1=t — .
W_l.. '/)vd)w + 2(,,___1,.:;(1".,_2_,) (D'—‘:‘l-¢ ¢v - 2'/’0) ('1:':}__;"'¢w - 2'/’!0)

Ou:

+1 si les deux matrices (c;) et (c};) sont symétriques

—1 si les deux matrices (c};) et (c};) sont antisymétriques

> ¢.. est la covariance entre les deux matrices (c};) et (c}?) définie par :
1 v 1 v 1 w

> nlPl =n(n—-1)...(n —p+1) désigne la p*™ puissance factorielle de n.

> Puy €t Puw (notées @, et @), sont donc les variances des matrices (c:'J) et (c}‘J’- .

> i, est la variance des marges de la matrice (c};) définie par :
.
o=t w (na) - (T
T on(n-1)24 i};‘ 4 nldl 7Y
> 1, est définie de la méme fagon.

Remarque :

La deuxiéme partie de ces moments est bien entendu, nulle si les matrices (c;;) sont

antisymétriques.
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2.2 Forme limite

On considere ici n suffisamment grand, pour que ;
n~~n—-1~n—-2~n-3
Dans ces conditions on obtient une méme expression du coefficient centré-réduit

dans les deux cas symétrique et antisymétrique :

T

" ™
Q(v, w) ’ \/“[’v“/)w (¢v - 2¢")(¢"’ _ 2'/)'”)

Les quantités ¢, et ¢, sont strictement positives, et 1, (de méme que v,,) ne s’annule

quesi:Vi ¢ = ): _ ¢} est une constante (cf. [OUA 90) ).
if1#s

D’autre part, les moments ¢ et ¢ sont asymptotiquement indépendants de n, et ont
donc des limites finies. Par conséquent, le deuxieme terme du dénominateur dans (V')
devient négligeable devant le premier, lorsque n tend vers l'infini; (et & condition, bien

entendu, que ce dernier ne soit pas nul).

La forme limite du coefficient centré-réduit peut s’écrire alors :
.. i . '

@\/% | si les ¥ sont non nuls

Q(v,w) ~ ' v

7'1.2, : Do \ sinon
\/(¢v - 2¢v)(¢w - 2¢w)

On procede enfin, a une réduction “géométrique” en posant :
p )

9  Quw) = 2w

" /o, v)Q(w, )

Cette transformation permet d’elxmmer le facteur en n, et d’aboutir, dans les deux

cas — les % sont nuls ou non — & une méme expression du coefficient :

bow
Véubu

Cette nouvelle expression du coefficient est de nature corrélative, Alors que Q(v, w)

(10) Q(v,w) =~

est une mesure de ressemblance statistique, @(v, w) met davantage ’accent sur la “simi-

larité des formes” (cf. [OUA 90] ).
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3 Expressions explicites du coefficient

Pour le calcul du coefficient d’association entre deux variables v et w, on considére
que l’individu i (resp. j) posséde la modalité k (resp. I) de la variable v, et la modalité
p (resp. q) de la variable w. D’ailleurs, dans tout ce qui suit, les indices k et I (resp. p et ¢)

seront réservés a la variable v (resp. w).

On introduit les notations suivantes :
— {nip /1 <k <m”, 1 < p<m¥} est la table de contingence croisant v et w;
—dne /1 <k<m¥} et {n, /1 < p< m"™) sont les marges de cette table;

— fip = 722, fi = % et f, = "2 sont les fréquences correspondantes.

L’utilisation de ces tables de contingences permet de calculer les sommes suivantes :
(11) X:C:’J = Zc:’J - Zc:’,
,J 1

i#i
= > mmRu— Y neRix
k,{ k

= Z nny Ry + [E n?]Rkk]
k

kL
112 02 V2
(12) > i = Zcij -3¢
i#£] i i
= Z nkan:, - Z nkR:k
Y] %

= anan:l + [Z n?]R:k]

kA k

$

v 2 v 2 02 v v
o E(5) - S(5)+5e e
2
= Enk ( z: Tl{Rk() + Z nkR:k -2 Z nkankkRkl
R k k,l

- gk:n,, ( )y n,R,‘,)2

+ [E n(ni - l)zR:k +2 Z n?lmRkkRu]
* k2l
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(14) el = Zc Y ey

i#5
= E > nkpnlqulqu =222 up Rk By
S k! pa k-p .
= EZ Tkpnilg it Fipg
k#l p#q
[Z 2 nkptkg Rik g + 3D Paptip Rt Ry + Z Z: i Rk Ry
p#q P k#l
Remarques :
; N ; ,J ( B ,J) sont calcules de la méme fagon.

o Sauf pour le cas des variables booléennes, tous les termes diagonaux R}, et RY

sont nuls. Les parties entre crochets s’annulent donc, pour toutes les autres variables.

3.1 Les deux variables sont ordinales

Les matrices de codage des deux variables ordinales v et w sont définies par (3).

Elles sont donc antisymétriques. Dans ces conditions les sommes (11) a (14) deviennent :

L —
Zc.,—

%5

2 2
D¢l =22 mnuRy)
i k<l

2 ' 2
v —_ + - -+
2 ( j;;'. Cij) = Zk:"k( 1/%1: Ry, Iﬁ;k ankl)

Z ciici; =2 Z Z (hkPnlq — TgNp) RIIR:q

1#] k<l p<g

Pour exprimer Q(v,w), on introduit les notations suivantes :

- 2 _ + D+
= 2 (Mt = nugnip) RGR,

0y = iy ™ ( e M Fk n'R"')
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v

D’oll, en remplatant dans (V), ¢ par —1, on obtient :

Puw

,Q(vvw) = W:_-IJ
[

ei + ik (<20 — 2e5) (2o — 26)

Forme limite :

Si on consideére n suffisamment grand, on a :
- A~ — +
Pow =2 22[ p;q (fkpflq fkqflv) RklR;’q
~ +2
py =2 2;:1 fefiRE o 2
o= 54 ( 2, iRE - 5, hR))
D’ou :

Qv,w)’zﬁ - L quf
( 2 \/g;g;+2l"(pu—29‘7)(/7w*295)

D’autre part, Vv g7 # 0, en effet :

- + _ + _
gv =0 > V k l/;(k flle I;)k f’RH — 0
En prennant par exemple k = m", on a :

mv¥—1

é:l flR}’; =0

Or, fi > 0 et R}t > 0 donc on a bien g7 # 0.

On obtient dans ces conditions la forme limite du coefficient :

(15) Q(v,w) ~ VB P

* eses

D’autre part, en procédant & la réduction géométrique (9), on obtient la forme

corrélative :

o~ _Pow
(16)  Qvw) > =
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3.2 Une des deux variables est non ordinale

On considére ici que I’'une au moins des deux variables v et w est non ordinale. Leurs
matrices de codage, définies par (4), sont donc symétriques a diagonale nulle. Dans ces

conditions les sommes (11) & (14) deviennent : .

Zc}'j = —22711,7!1122’,

i#j k<l

2 2 '
S = 2% mmR :
i£s k<l : , )

z'.: ( 5)?;;:' c;‘j)2 = ;n"' ( IEI: R + l_Ek "'R""’)z

Z ct] t] = 22 z (nk}’n’q + nk‘ln'P)R

t#5 k<l p<q
On introduit, comme au paragraphe précédent, les notations suivantes :
_ 2 +
po =y 2o B
+ =2 NkpNie + Nkgnip) RE R
Pvw = T 2;-:, p;q (nrpuig + nagnup) Rig Pq
2
— — - _ 2 +
Pv = pj.u = Pu = I ;<:l nkn’Rkl

2
1 +
ey = sty 2; nk ( l/%k n Ry, + lﬁ?k 'HRI:)

D’ou, en remplagant dans (V), € par +1, on obtient :

3

Qv,w) = 33 ; Iy S
T e — ) (ot - 2) + iy (222 Zhe + 2 = 20t) (e + 25l — 20%)

Forme limite :

Si on considere n suffisamment grand, on a :
pe=2 2 fufiRY
Pho =2 ;d p;q (fipfig + fuofip) RLR
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2
+
Pv ~ 2 ;(l nkank,

it (5, ARGt T, R

On obtient dans ces conditions la forme limite du coefficient :

+
17 Qv,w)~ 5 brg Lok = '
O =) (=) + (o + 97 208) (o 72 220

Contrairement au cas précédent, g} — ;43 peut s’annuler, En effet si n; et R}, sont

des constantes, soit : ng = =5 et R}, = RY, on obtient alors :

+ __ [(n(m*-1) 2
o, = (m"(n-l)Rv)
Bov = :\n:n;::)Ru

Dot : ot — p> =0.

La forme limite du coefficient s'écrit alors :

R ramesn HEmnl )
Q(v,w) ~ ¢
. Py = Pollu sinon
(oot 02— 268) (oo + 12 - 26)

Dans les deux cas, la réduction géométrique (9), permet d’obtenir la méme forme

corrélative :

+
(18)  Qlo,w) & L

\/a —13) (pu - ﬂi)_

3.2.1 Cas de deux variables nominales

On se situe ici dans un cas particulier du paragraphe précédent. Les deux variables
v et w sont des variables nominales dont on ne fournit pas les rangs. Leurs matrices de

codage sont définies par (I). On a donc R}, = +1, d’ott ;
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2
6 = a7 % (1/; T s )

= m (n —2n:¥ nk+ ; nk)
Et on démontre que :

n2n2
ot —tiois = i (T T (o~ i) — (0% - § nd - 5 )
93—#3———;1'51(71;”2—(;"2)’)

n2p, 4 2ot - 208 = 2 (04 1) 5 k4 (D nd)? - 2250 3 nf - n?)
Pour obtenir I'expression du coefficient centré-réduit, il suffit alors, d’appliquer ces

résultats & (VII).

Forme limite :

Si on considere n suffisamment grand, on a :
+ ~ 2 262\
Pow — Hollw = ; Z (fkp T fkfp)
fople T R-(T R
— 2
B2 4 =Bopld —20% ~py+p, — 20}
2
(TR +TR-2T R
On obtient dans ces conditions la forme limite du coefficient :

T T UL

((;fk) +;fk-2;fk)( DSR2
son (% - ;m)(ma (;f,?))

(19 Qw3
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2 2
‘Comme dans le cas précédent g} — p, peut s’annuler :

ot =1l = r (n T nd— (T nd))
=;m(wz;nk—5;wn?)

= ;ﬁ, E nZn(nk — ni)
On a donc :

gj—uz =0<=>Vkl np=n
La forme limite du coefficient s’écrit alors :

T T (- A

\[;fk ) (- (s m?)
T Ua-An)

\f;fk) spf-2s ) (St sh-2gR)

Dans les deux cas on a la forme corrélative :
T T (- A
J(zr-p ) (3 r-387)

3.2.2 Cas de deux variables nominales a 2 modalités

(

8i v et w non équidistribuées

sinon

(20) 'Q(v, w) ~

Soit la table de contingence croisant deux variables a 2 modalités v et w :

nn ni12 ni.

nan N2z na,

On note :

Ny =Ny, =Nz , Ny =N31, Ay =n3 et N, =ny .
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F _n n v 7
f\):Enua fu=7zu=1_f03 fwz_ﬁ“s fw=_7!;u=1_fwa et fvw—ﬂ%'m sont

les fréquences correspondantes.

En utilisant ces notations, on obtient :
m=p =2(1-2-T)
= 2__"1'fu-fu
(1—f2 —TFo = =Tt Fo 4 (oo = £+ (fow = Sl + (L fou = fu = fu)?)
(22, = 2fou(fo + fu) + fou + fofu)
of =W( —2Af2 4T+ f2+7)
(n_'fv.fufu

puw

Iy s
_‘3

Et on démontre que :
Phu = ot = 2557 (25 =SS = O few = S+ o) + 5RO e - fuf))
ot — w2 = g=u T, (fo - )
o2, 4o B2 opt (T:f)?‘vf (n_lfvf )

D’oul I’expression centrée-réduite du coefficient :

2t~ fi - (22 fow — fuf)fo + fu) + 22 I‘.:l = fufw)
\/fv fwf (fv - ") (fw - l) gn(n-a)(":;fuf )(n-lfwfw - ',l{))

(21) Qv,w) =

Forme limite :

Si on considere n suffisamment grand, on a :

Pty = butte 242, = F2F2 = (fow — fofu)(fo + o) + 3(fow = fufu))
~ &(fow = fofw) (fow = fofu+2(fo = })(fu = 1))

ot -2 =47, (fo-3)

222, + 2opl —20% =~ p, + pl - 20}
—2
~4f2f,
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On obtient dans ces conditions la forme limite du coefficient :

| | fvw_fvfw fuw_fufw'fz(fv—l)(fw—-‘-)
22 Qv,w) ~ Z — —_— 2 2
(22) Qw3 VT ofuT o foTufufu+20(fu = 12(fu — 112

Comme dans le cas précédent o} — /13 s’annule en cas d'équidistribution (f, = %)

La forme limite du coefficient s’écrit alors :

(s L fufu S = Sofo ¥ 2= Du=})
7'2-&;"7:;;10:;!: l fo— % l I fuw -—2-)%( l ' si fo# % et fu # %

Qv w) ~
2

| ﬁ!luw_luiZw!
(2 ffofufu

Dans les deux cas on a la forme corrélative :

sinon

fvw—fvfw fnw"fufw'*'z(fv—%)(fw" %)

(23) Qv,w) ~ et A
VIS SoTu \J(#F,+ 200 = 7) (foTu + 2fu - 3?)

Remarques :

o Qv,v) = Q(v,w) = —Q(7,w) = —Q(v,ﬁ) =1

ot on a noté T (resp. W) la variable opposée de v (resp. w).
o Q(v,w) ~ (v, w)v,w) ou:

* II(v, w) est le coefficient de K. Pearson.
* Q(v,w) — fvw—fvfw"}'z(fu"'%)(fw—';') i
JOTo+ 2= 37) (1T + 2000 — $7)
- fvw - .fufw +‘2(f'u - %)(fw - %)
JG-127) (- 7.)
— Jow = fofuw + 2(fu — %)(fw — ‘%)
JE+G= 37 G+ -3
* Q(v,w):H(v,w) si fo=fu= %
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3.3 Les deux variables sont booléennes

On considére deux variables booléennes (on dit aussi caractéres) v et w. Pour chacune
de ces variables, la modalité 1 (résp. 2) correspond a la présence (resp. I'absence) du
caractere. On note :

—n, =-n6mbre:d.’ind'i\}idu§ chez qui le caractére v est présent;

— @, = n — n, = nombre d’individus chez qui le caractére v est absent;

— nNyw = n3; = nombre d’individus chez qui les caractéres v et w sont présents.

-_— Ti n ’
— f, = —'}lﬂ, f, =3 et fu, = =% sont les fréquences correspondantes.

Les niatrices de codage de telles variables — définies dans (2) — sont égales a :

()

Dans ces conditions les sommes (11) & (14) deviennent :

Yot = mng+ n{?
| i#
= (n-1)n, —3n,7,

2
Sc = 2nmng+nl]
i#i

= (n —_ l)n,, + n,,ﬁ,,

2
z‘: ( j;};i C:"j) = mn§ + ngnl + n](nl - 1)2 _ 2n2n[,2]

= (n-— l)zn,, — Sn?ﬁu + 4n, 7,

Z c:'jc:‘; = 2(7?,117’1.22 + nlgnu) - 277'12"7'11 - 2n2lnll + n[lzl]
i£)
= 9n? —6(ny + nw)new + (20 — )4y + 20,0,

On en déduit les moments ¢ et ¥ :
Pow = mlﬂ (9n2, — 6(ny + ny)nyw + (21 — 1)nyy + 2n,n4)

e (15 (1)
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=% (1 7).~ (30~ 2)
¢u=%u(1_(3n_,,ri,)L+ 4n,, 2) ( —;f—f"T)y

Et on démontre que :

¢uw = (_"9_112_)7( ﬁilfvw f2f2 2311 (gz:;:f"'” - fvfw)(fu + f'”)
20ttt (2Ot L o fw))

2
‘d) n_l)’; ufv (f” )
2260~ 2 = g T, (25470 - 2)

On en déduit — en remplagant dans (V) ¢ par +1 — 'expression centrée-réduite

du coefficient :

(VIII) Q(‘U w) lf”w_f2f2 2nn (gz;:f"‘” fvfw)(fV+IW)+—'§%m(§;ﬁ(%}:'fuw fufw)
FTF b T (o = BE22(f0 — B2 4 5820 (2 £ — D)2 fufu — 1))

Forme limite :

Si on considére n suffisamment grand, on a :

bow 29 (f2, = F212 = 2(fow — fofo)(fu + fo) + 3(fow = fufw))
zg(fvw'—fvfw) (fvw_fufw+2(fu 3)(fw—" )

1/)0 = ngTU (fv - %)2

n’2¢u - "bu i ¢u - 2¢u
~ 9f2f,

On obtient dans ces conditions la forme limite du coeflicient ;

fvw fvfw fvw fvfw+2( "‘)(fw 3)
V5T foFy I duTu 2000 = 570 = 51

(24) Qvw)~
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T | T

Si f, =3 ( res. fu=3)ona,0(res. 1, ~0). La forme limite dy coefficient

s’écrit alors :

o fou—fofu Joo=Sobu420h =D =3) o
7 ST T A Al o #]

2

ST | rinon

Dans les deux cas, la réduction géométrique (9), permet d’obtenir la méme forme

corrélative :

Jow = fofw fvw_fufw+2(fu—%)(fw,__:_l,
VITtT \JItTu+ 2= 1] [fuFu + 200 - 1]

(25) Qv,w) ~

Remarque :

En remplagant le facteur § par %, on retrouve les expressions limite et corrélative

du coeflicient d’association entre variables nominales & deux modalités,
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Conclusion

Le premier objectif de ce travail a été de définir un codage des varjables relationnelles,
le plus riche et le moins arbitraire possible, et permettant un traitement homogéne de
Passociation entre des variables de natures différentes,

Le codage utilisé — en termes de préo.rdonna.nces — comporte une information
plus fine et plus souple qu'un codage qualitatif classique. Il possede en qutre, la faculté
d’adapter 1’échelle des modalités de chaque variable & son caractére conceptuel. Ceci peut
étre particulierement appréciable dans le domaine de I’analyse des enquétes. On peut, par
exemple, estimer que ’écart entre les modalités “entierement pour” et pour” n’est pas
forcément équivalent a celui entre “pour” et “contre”, ou bien encare, que la modalité

“peut étre pour” est plus proche de “pour” que de “contre” ...

Le deuxiéme objectif a été d’expliciter — & partir d'une forme générale — les diffé-
rentes expressions du coefficient d’association entre variables relationnelles, Pour ce faire,
'utilisation de tables de contingence et de matrices de codage symétriques qu antisymé-
triques, a conduit a des formes condensées et synthétiques du coefficient, qui se présentait
A priori, d’une fagon complexe. Le calcul de ces coefficients est réalisé par un logiciel
développé a I'IRISA, et intitulé AVARE (Association entre VAriables RElationnelles)’.

Par ailleurs, I’étude formelle du comportement asymptotique a aboutit & une inter-

prétation du coefficient de nature corrélative.

L’application a une enquéte sur les structures frangaises en 1989 — réalisée par
AGORAmétrie — a donné des résultats concluants, On a pu notamment apporter une
réponse satisfaisante aux deux problémes soulevés au début de cet article, a savoir :

- Le traitement d’un ensemble de variables nominales et ordinales;

- L’interprétation de la modalité “sans opinion” ou “sans réponse”,

ILe dossier de programmation d’AVARE ainsi que les résultats de quelques applications seront publiés
dans un rapport technique de I'IRISA
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APPENDIX

Proof of technical results.

A.1 Proof of Lemma 3.1

Proof: Let { ap(') / p=0,1,.,, }C A be a minimizing sequence, i.e.

inf }‘f(y(t a(t)))e At dt = lim }‘f(y(ta (t)))e M dt
a€A , _ p=00q P

then:
u(x) —up(x) = inf °f°f(y(t) a(t))e M dt — inf }‘f(y(t) a(t))e At dt <
T aG.A 0 9 aE.A 0 3 =
T M T
-2t f -AT . -At
< (I) f(y(t)hapt))e™ dt + —= 7"~ lim £ f(y(t)ap(t))e ™ dt V¥ p
Then

M,
f -AT
u(x) — up(x) < 5 ¢

In a similar way, we can obtain:

. T ) . T _ M, M, _
bl ~ () < fnf | [ f(y(ta(u)e Mae— lim ] frteap()e Mg AT gL AT

By virtue of these inequalities

M
|ux) - up(x) | € ~LedT

A.2 Proof of Lemma 3.3

Proof: A]}(1 is a contractive operator, with fixed paint u}: , L.e.
h _ ,h h
uk = Ak uk,

also, u{:’T is defined recursively by:

—34—



ug =AD" (wp),

being wp = 0. So, by (35) we have:

u{:‘T(x) —u{:(x) I < (1—,\h)”| u{: |,
By (17), we have:

M M
B -
“E,T(x) —.u}:(x) | < -/\_f (1= < _xi AT

A.3 Preliminaries for the proof of Lemma 3.4
To prove Lemma 3.4 we need some auxiliary results.
A.3.1 Regularity of u,li‘

Proposition 1: U,rli\ is Lipschitz continuous and moreover

Ly—\)T
(Lg ,
L, <|L 1~ ifLy < A

Proof: It is clear that for n = u, ul;‘ = 0 is Lipschitz continuousand L ; =0
u
i

To complete the induction procedure, we consider the following inequality:

wl(x) — ull(y) < (1=Ah) ul (ethg(xd))+hi(xE) — (1= Ah) ul  (y+he(y,3))+hi(y,)

where & realizes the minimum of (9) for u%(y), then
uh(x) — () < (A-M)A+LgN Ly +Leh)px -y

n+1

Analogously for ug(y) - u}ﬂ(x), then we obtain:
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L p S (I=M)(1+Lgh L, +Leh
n n+1

Analysis of different cases

oLg = A

In this case we have that (1—Ah)(1+Lgh) = 1—(Ah)?<]1, then:
Ly<Ly +1Lgh

un un+1

which implies

UO u"

The formula (87) becomes

Luh <(1l - ((\—Lg)h ) Luh + Lf h
n n+1

then

1—(1—-(A=Lgh)"

L, < L¢h

Un

B (3 - Lg) sk 3

The inequality (87) becomes

(1 + (Lg=2h)"

L, <Lt
ug = f h(Lg—)\)
% (Lg—X)T
Ly S Lpiye®
UT g_

_Lg

(87)

Remark A.3.1: From here we will denote with L, the Lipschitz constant of ur}f and we will discriminate

the three cases between them when it were necessary.
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A.3.2 Definition or’ugp, regularization of ug

By convolution with a smooth function §(-), we obtain a regular approximation of ug

allp) = (ull + 85 )09 = | ubxy) B,) @y (88)
B(p)
where

Bi(-) € CT(RY), (89)
B1(x) >0 Vx, support of 3, C B;={ x€RY /1 x1<1} (90)
[ Bix)dx =1 (91)
Sel/
Box) = L Bi(%) 20 Vper™ (92)

A.3.3 Definition of ﬁgp, linear interpolation ofuhp
We define ﬁgp the element of Wk such that:

af,(x) = ullp(x), Vi=1,N (93)

Proposition 2: Let g,f be functions such that uk is Lipschitz continuous, then:

| ub) - ub ) | < Ly s (94)

Proof: By definition of convolution we have:

) = uh,p00 | = | b — [ whe-n) Bp) @y | =

— J I ug(x) — u}ﬂ(x—y) |ﬁp()') dy

h

but, being up Lipschitz continuous, it holds
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o) = w00 [ < Lu [ 1¥18,0) dy < L
B(p) o
Proposition 3: Functions u}ﬁ, ulﬁ’p and operalor Ag verify inequalities (95) and (96)
ul(x) < (Agug +1)(x) VacA (95)
ull 5(x) < (Agug bt p,,)(x) VacA (96)
also V' Lipschitz continuous function w, we have:
| (AR wys g — AR (weg) | < (1=2h) LyLgph + Ly ph (97)
in addition

| (Ah ult)oo = (b aho)e | <co-amr (98)

Proof: (95) and (96) are trivial, for (97) we have:

(A8 wys 5= AL (wep))w=] ((1=Ab)w(x—n+hg(x—na)) +hix—na) Bp(n) dn -
B(p)
~(=3h) [ wix—n+ha(ca)) Bp(n) dn — hixa)
B(p)
then

(A wy = AR wes))00)|< | (1= 2b) wlx—n+h glx—n,a)—w(x—n+hgxa)| Bp(n)dn +
B(p)

[ [e=na) = f(xa) | Bp(n) dn
B(p)

< (1=Ah) LyLghp + Lg hp

and (97) is proved.
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- Function u}r{’p has second derivatives bounded by

Ly

“D2u2,p“5€37

(99)

where C is a constant depending only of 3,(-), because it is the regularization (by the function ﬂp) of the

h

Lipschitz continuous function up and by virtue of (89)—(92). In consequence by virtue of condition (27)

detailed proof of these properties see [17], [28] ),and then we have:

| (Al b p)o0 — (a8 b, )0

and (98) is proved.

Proposition 4: The following estimate holds

- - L - Ly k?

Proof: We define:

En=sup  ((fp00 — uff,(0) = max  (ah,05) — uf,(x))
XE k 1=1,...

By properties (96) and (97) we have:

a0 = (ARl s 5,)00 < (Al e 8,)00 < (AR @B+ 8)) () + dchip) =

= (AL ub ) (%) + ¢(xh,p)

with

|6(xoh,p)| < (1=Xh) LuLghp + L hp

By (34) and (48), if w € W¥, then:

(Aﬂ w)(x) = min, ((I—Ah) w(x+hg(x,a))+h f(x,a)) = (Ahv'v)(x) < (Aa cv)(x)

2
< (1=M)|(ull , — 5B p)x + glxa)h)| < C1—Ah)Ly K-

2
and (99) the difference between ug,p and its linear interpolation ﬁg,p is bounded by C Lu% (for a

(100)

(101)

(102)

V(103)




' then, by (103), (102) and (98) we have:
ub ) 0) < (AR 88,0)(5) + #(xphip) + w(xphipk) <
' 2
< (AQ ag,p)(xi) + (1=Ah) LwLghp + Lghp + C(1—Ah) Ly &~
SO

n-l p(x) < (Ah ~}r},p)(xi) + 8(x;,h,p) + ¥(x;h,pk)  Va

and

h _ (ah D —(ah b
up p0) = (AR uf )og) = (AR ug L )e)
where & realizes the minimum in (103) for ull: o then:
a0 —uf () < (AL aR o)) + e(xphi) + wlxphod) = (AL ufl )exp)
By (93), we have
1,5 (%) = a1 (%)) <
=h h k?

s0, by definition (101)

2
E,; < (1=3h) Eq + (1-Ah)LyLghp + L hp + C(1—Ah)Ly X~ (104)
As E | < BEp + b implies Ej < A" E, + ﬁ, then replacing this estimate in (104) and taking

into account that E; = 0, we obtain (100).

8]
Proposition 5: The following estimate holds:
L
abr) — b < IS g e+ of p 4+ L520 c, k| oy, (105)
Proof: Let )'(j be an arbitrary vertex of Qk’ then there exist é.l(i(J), ey ap((x ;) such that:
ubr(xj) = ug(xj) = (Af.;l u})() = ((Ag1 A22 .A}; ) u#)(x ) (106)
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where ap realizes the minimum that appears in the definion of operator Ab applied to function ulr} and
: computéd at the point defined recursively by
h(

y (%;,n)=y

J %,0-1) + hg(y"(%;,n-1),8n))

with initial condition

h X = X.
Yy (XJ,O) - XJ
We define vg in the following way
— h .
VH—A5n+1 Vn+1 V0<n<p1
V};‘ =0
Obviously, by (106), we have:
vT(i(J) = uT(i(J)
We define
E, = sup (ut’n(x) — Vnp(x)) (107)

Note: The construction of function vg depends on )‘(j, but for simplicity of notation we will write it

without denoting explicitly this dependence.

It is easy to prove that vlﬁ has the same regularity properties of u}ﬁ, i.e. it is Lipschitz continuous with the
same Lipschitz constant and also it holds for it the estimates (97) and (98). Then, we have for any X;

vertex of Qk that:

V2+1,p(xi) = (AEDH Vg,p)(x;) + é(x;,h,p) + ¥(x;,h,p.k)

w105 = (AMf L)oo < (A5 w o)),

we have:

h h h
uk,n+1(xi) “Vnt+l,p (x) < (A'

8 g Uon 00— (A2 TR0 )05) +[80xhup)] + [wxph, o)

n+-

by the above inequality, (12) and (107), we have
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N " L
Epyqp S(=2h)Ep + (1=Ah) Ly Lghp + h L p + C; (1-Ah) L k2

From here we obtain:

L _ k?
ull(x;) -v!fp(xi) < BShyig e+ oL+ 1520 c, uk® (108)

As for n=pu vrli\()“cj) = u,}f(f(j), we have:

uT p(x ) — VT p(x :) ‘ uT p(x ur}f(i(j) ' + ur}i\()'(j) - v,}i‘(kj) |+ V'}i‘(ij) — v,}f’p()“(j) <2Lyp

the inequality (108) becomes:

upp(gs) —uh ) < 15 Ly Lg p + I;f p+ 152,k k +2Lyp
Finally, as )'(j is an arbitrary vertex of Qk (105) holds.
a
A.4 Proof of Lemma 3.4
Proof: Obviously
ubh ) — ol 109 | <[ ol —olt ) '+ uh -l ) ' +|ah 60—l 200 (109)
sé, applying proposition 2, (100) y (105) we can estimate the right hand side of (109) and we have:
ur}i\(x)—u{:’T(x) k + 3+ Lu Lgp+I:\fp+ S clLul‘2+2Lup
(110)

Analysis of different cases

In this case, L, takes the form:
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* Inequality (110) becomes

(Lg—M)T 2
uh(0 —uf p) | SMe T (e + ) (111)
where L
L
- g c, Sy 1
M= max (3+ —& + Lg=d, X + ,\)Lg_/\

2
Minimizing in p the expression (111) (p + }ll(_p) we have the minimum is realized by pzﬁ, so:

(Lg—A)T
u.}i‘(x) - u}lZ’T(x) <2Me g ﬁ
Ly
in this case L, = T and the inequality (110), becomes:
g
h k?
- < K
I u(x) — up(x) ‘ <M (p + p)
where

L L
M = max (3 + -+ A - Ly, § + ) I

and in the same way that it has been done above, we have:
h h
1 up(x) — uk’T(x) | <2M %

.Lg=’\

In this case L = L, T and inequality (110) becomes
f

where

then
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