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Résumé

L'un des objectifs principaux de ’animation par ordinateur est de fournir un systéme permet-
tant de décrire et de controler aisément le mouvement et les déformations d’objets mobiles
dans une scéne. La difficulté, en utilisant des modeles descriptifs de mouvement, pour produire
des animations proches de la réalité physique a conduit au développement de modéles généra-
teurs de mouvements. La travail important réalisé dans ce domaine au cours de ces quelques
années, nous a motivé dans une présentation que nous avons voulue la plus exhaustive pos-
sible des travaux traitant de ce sujet. Cette présentation bibliographique est décomposée en
trois parties : les deux premiéres traitent respectivement de l'animation des solides rigides
et de celle des solides déformables. Dans ces deux parties, nous soulevons le probleme du
contrdle du mouvement qui se pose de maniere immédiate lorsque ’on s’intéresse a 'utilisa-
tion de modeles générateurs. Les objets physiques sont essentiellement capables d’interactions
mutuelles ou avec leur environnement : c’est ce que nous présentons en troisieme point. Nous
sommes conscients que cette étude demande des prérequis dans le domaine de la mécanique.
Pour cette raison, nous proposons de commencer cet état de l’art en présentant une vision
unifié des lois de la mécanique des solides, c’est-a-dire aussi bien rigides que déformables que
nous étendons sous le méme formalisme a I’étude des chocs. En conclusion, nous essayons, a

partir de ’étude bibliographique, de dégager des lignes de recherche non encore totalement
explorées.

Abstract

One of the main goals of computer animation is to define a system which provides an efficient
motion and deformation control of objects into a scene. Classical animation techniques
lead to a powerful motion control but are difficult to use when one wants to get physical
realism. Many authors have proposed to introduce physically-based animation models that
we describe in this report. This bibliography is split into three parts : the first two concern
respectively the animation of rigid body systems and of deformable body systems. In these
parts, we present the motion control problem which becomes natural with such models. The
third part will focus its interest on the physical object inherent capability of interaction with
the environment. As mechanical notions are necessary to understand this bibliography, we
propose an unified study of the mechanical formalism for rigid and deformable objects and
present, under the same formalism, the collision /interaction problem between such objects.
To conclude we discuss the open problems in the field.



Introduction

€ Lorsque plusieurs objets, différents les uns des autres par leur forme ou leur
position, se présentent devant ’ceil successivement & de tres brefs intervalles de
temps, leurs impressions successives sur la rétine s’unissent de telle sorte que le
spectateur a l’illusion de voir le méme objet changer de forme et de position suivant
un mouvement continu.?®

Joseph Plateau (1801-1883)

L’un des objectifs principaux de ’animation par ordinateur est de fournir un systéme permet-
tant de décrire et de contréler aisément le mouvement et les déformations d’objets mobiles
(acteurs) au sein d’un décor (objets fixes). Les techniques de génération et de contréle de
mouvement peuvent étre regroupées en deux grandes classes :

les modeles descriptifs (modélisation des effets) : ils imposent de décrire explicitement les
effets a reproduire (contréle en position et vitesse des mouvements ou des déformations).
Cette description des effets peut étre trés fastidieuse et la difficulté de mise en ceuvre de
telles techniques ne réside pas tant dans la conception de 'outil, que dans 'utilisation
de celui-ci.

les modeles générateurs (modélisation des causes) : ce sont les modéles qui décrivent les
causes produisant les effets (lois de la physique) [Luc85]. C’est en fait une description
comportementale des mouvements possibles sous formes de lois. La génération et le
controle du mouvement sont réalisés en agissant directement sur les modeles (en leur
appliquant des forces par exemple).

Si les modeles descriptifs offrent la possibilité de décrire finement les mouvements, ils trou-
vent rapidement leurs limites des que le nombre de parametres a gérer simultanément devient
trés important ou que l’on souhaite que les objets présentent un comportement conforme a
la réalité et interagissent avec leur environnement. Le recours aux modeles générateurs pallie
en partie les carences des méthodes descriptives.

Nous nous proposons de faire le point sur I'utilisation de tels modeles dans le domaine de
I’animation, aussi bien dans leur fondement théorique que dans leur mise en ceuvre, présentée
sous forme d’une étude bibliographique.

Nous décrivons dans une premiere partie les éléments de mécanique des solides indispen-
sables pour concevoir des modeles générateurs basés sur la dynamique. Le chapitre 1, écrit
sous le jour du principe des travaux virtuels, donne les principales notions de mécanique pour



les solides rigides et déformables. Le cas de systémes soumis a des chocs est envisagé. Nous
abordons dans le chapitre 2 des méthodes de calcul ou des choix de mise en ceuvre qui peu-
vent &tre utilisées pour résoudre les équations données par la dynamique : calcul symbolique,
modeles discrets ou continus en ce qui concerne les objets déformables.

Nous étudions en seconde partie les méthodes qui ont été proposées pour animer des objets
rigides articulés : les premiéres approches, purement simulatives, ont peu a peu évolué vers des
techniques offrant un meilleur controle des trajectoires, par l'intégration de la € dynamique
inversée®, ou grace a des méthodes d’optimisation. Nous décrivons les méthodes de traitement
des collisions et des contacts entre plusieurs objets rigides articulés, ou entre un objet rigide
articulé et une paroi fixe.

La troisieme partie décrit les modeles existants pour ’'animation dynamique d’objets dé-
formables. Comme nous le verrons au chapitre 6, certaines méthodes, basées sur les équations
dynamiques des milieux continus, évoluent vers des formulations hybrides permettant de di-
versifier les matériaux simulés. Parallelement, nous assistons au développement de systemes
d’animation modulaires, qui jouent sur plusieurs niveaux de structures mécaniques simples
imbriquées. L'intégration de techniques d’optimisation dans tous ces modéles permet d’impo-
ser aux objets déformables différentes contraintes de comportement. Les solutions proposées
pour le traitement des interactions entre objets déformables sont regroupées dans le cha-
pitre 7.

Enfin, nous dégageons en conclusion les points & développer pour améliorer le traitement
automatique des interactions entre objets, ainsi que le controle d’une animation dynamique.



Partie 1

Mécanique des solides comme mo-
dele de synthese du mouvement



Chapitre 1

Notions de mécanique des solides

1.1 Introduction

Nous allons ici présenter la théorie mécanique qui s’applique a des systemes paramétrés par
un nombre fini de parameétres, ¢’est-a-dire typiquement aux systémes de solides rigides. Nous
présenterons ensuite celle qui s’applique dans le cas des milieux déformables. Pour finir, nous
essayerons d’aborder les notions nécessaires a la compréhension des phénomenes de chocs.

S’il est relativement simple d’appréhender les concepts dans le cadre d’un systéme
de solides rigides, par essence paramétré par un nombre fini de parametres, ceci l'est
moins pour un systeme matériel continu général. Nous reprenons ici le formalisme méca-
nique [Bam81a, Ger86a] basé sur le principe des travaux virtuels et 'utilisation des multipli-
cateurs de Lagrange !. La théorie de la mécanique de solides déformables [Bam81b, Bam81c,
Ger86a, Ger86b] parait bien adaptée a la présentation cohérente de la notion de déformation :
elle sera également présentée sous le jour du principe des travaux virtuels. Pour finir nous
aborderons la notion de choc.

1.2 Meécanique des solides rigides

1.2.1 Paramétrage et liaisons

Définition : Le paramétrage d’un systéme de solides est défint quand, un repére ayant €té
choisi, on associe une famille q de réels @& toute position de ce systéme. A deuxr positions
différentes doivent correspondre deuz familles différentes (injection dans l’ensemble des para-
métres). Nous nous intéressons dans la suite ¢ un ensemble fini de solides rigides : la famille
de paramétres sera alors choisie comme q = (q"),‘=1'n. Dans Uespace, un systéme de n solides
pourra étre paramélré par une famille de 6 - n paramétres : chaque solide possédant au plus
siz degrés de liberté (3 de translation et 3 de rotation).

Définition : Une liaison est une entrave limitant les possibilités de mouvement entre les
solides du systéme. Elle résulte d’un contact entre ces solides et est caractérisée par sa nature

'dans {Dum87, Arn88, Dum90] on pourra trouver les rappels de ces notions ainsi que des méthodes d’inté-
gration dans un systéme d’animation



géométrique et sa nature physique. Elle se traduit par une dépendance entre les paramétres du
systéme. Notons que, dans la suite de ’ezposé, le mot liaison désignera la modélisation mé-
canique associée a cclie liaison (les liaisons ne sont évidemment pas rigoureusement réalisées
dans les systémes réels).

De maniére générale une liaison s’exprime par une relation du type :
fi(g,¢,t) =0 (pour idelap) quiest dite bilatérale
ou
fi(g,4,t) > 0 (pour idel d p) quiest dite unilatérale

p est alors le nombre de degrés de liaison, terme qui sera confondu avec celui de liaison quand
il n’existera pas d’ambiguité.

Définition : Une liaison dépendant des vitesses est dite non holonome, une liaison ne dé-
pendant pas des vitesses est dite holonome.

Définition : Soit un systéme paramétré par ¢ = (¢*,...q") et astreint ¢ p ( p < n ) liaisons
holonomes f;(q) = 0 (7 = 1 a p). Ces €quations sont supposées indépendantes et réguliéres
(i.e : Uapplication ¢ — f(q) de IR™ — IRP est supposée de rang p donc mazimum). Nous
pouvons alors exprimer les n parameétres (¢*) a l’aide de n — p nouveauz paramétres (¢"7) :
c’est la réduction du paramétrage.

Il n’est pas possible d’appliquer la réduction du paramétrage a I’aide de liaisons non holo-

nomes, sinon la position du systéme serait caractérisée par des parametres de position et des
paramétres de vitesse.

1.2.2 Energie cinétique
Considérons un solide en mouvement. Son champ de vitesse est un torseur défini & tout instant
par ses éléments de réduction en un point A quelconque lié au solide. Soit V(A4) et Q ces
éléments. La vitesse de tout point M lié au solide s’exprime alors par :
V(M)=V(A)+ QA AM.
Calculons I’énergie cinétique de ce solide :
1 ~ 1 ~ ~ = - = -
C = 5./ ViM)dm = 5./[V?(A)Jr2-V(A)-(Q/\AM)+(Q/\AM)2]<1m
S S
qui conduit naturellement a la notion de tenseur d’inertie en un point :

[ij(A) - L(g;‘; AM2 - :l:,‘:l:j)dm.

Si le point A est confondu avec G (centre de masse du solide), nous obtenons le deuxieme
théoreme de Kcenig.



Théoréme : L’énergie cinétique d’un solide est la somme de ’énergie cinétique de transla-
tion du centre d’inertie et de l’énergie cinétique de rotation autour du centre d’inertie.

Ceci se traduit par la formule :

1.2.3 Actions

Définition : Une énergie est un scalaire homogéne, du point de vue dimenstonnel, a
[MJ[L]YT)% ou M,L,T désignent respectivement la masse, la longueur et le temps.

Une énergie mécanique est mise en jeu dans un mouvement macroscopique : elle est fonction
des déplacements des particules. Nous introduisons alors un champ & qui schématise les
efforts relatifs a ’énergie considérée. Nous postulons qu’a toute sollicitation mettant en jeu
P’énergie mécanique W dans ’évolution d’un systéme (S) entre ¢; et t, nous pouvons associer
4 tout instant ¢ une partie matérielle A, un champ de vecteurs & sur A et une mesure u tels
que :

l e el
W :/de/ &(t)- V(1) du.
ty A

5(t) est alors appelé champ d’action associé a la sollicitation en cause et W le travail du
champ ® dans le mouvement.

1.2.4 Mouvements virtuels et actions généralisées
Mouvements virtuels

Définition : Un mouvement virtuel @ un instant t est défini en associant d toute valeur
d’un paramétre réel u une position de chaque particule 11 du systéme. On suppose qu’é la
valeur u = 0 correspond la position réelle du systéme a t. On appelle tauz de déplacement
virtuel le champ de déplacement des vecteurs tangents auz trajectoires virtuelles des particules
en u = 0. Nous noterons § M ce champ de vecteurs, il est décrit par :

. oM 1 =
oM = B lu=0= }}_YPO " MoyMy) -

Notons que cette définition ne tient pas compte de la possibilité d’effectuer ce mouvement
virtuel. Un mouvement réel est un mouvement virtuel particulier ; il est associé au
champ de vitesse du systéme.

Actions généralisées

Soit (S) un systeme de solides indéformables paramétré par ¢q. Le champ de déplacement
virtuel défini a t par :

- oM ;
oM = 5&7((1,‘)5‘1



respecte I'indéformabilité du systéme. Le travail virtuel du champ d’action ¢ dans ce mou-
vement virtuel s’écrit :

. oM :
6W=/¢—— ,1)6q' dm.
g aq,(q)q

Nous définissons alors ’action généralisée du champ & relative au parametre ¢* par :
- M
mm=/¢~  dm.
s o¢

Lorsque cette composante T'; est relative & un paramétre de translation elle est appelée
< force®, lorsque elle est relative & un paramétre de rotation elle est appelée € couple®.

1.2.5 Principe des travaux virtuels

Principe des travaux virtuels : Il eziste au moins un référentiel galiléen, dans lequel,
pour tout déplacement virtuel d’un systéme (S) quelconque et & tout instant, la somme des
travauz virtuels s’ezer¢ant sur (S) est nulle. Cect s’écrit :

6Wd+6W,+6WJ- =0

En notant :
6W, travail des actions données

éW, travail des actions de liaison
§W; travail des actions d’inertie

Nous I’écrirons également pour un systéme paramétré par n parameétres :
Q:+L;+J;=0 pourtdelan

les Q; représentent les actions généralisées données relatives a ¢,
les £; représentent les actions généralisées de liaison relatives a ¢',
les J; représentent les actions généralisées d’inertie relatives a ¢*.

1.2.6 Probleme du mouvement

Remarque : Il n'est pas toujours possible de résoudre un probléme de mécanique unique-
ment par les considérations développées jusqu’a maintenant : il peut en effet étre nécessaire
de connaitre les lois de € comportement® des liaisons mises en jeu pour obienir un systéme
d’équations soluble.

Il est nécessaire, en préambule, de définir le terme de déplacement virtuel licite (ou com-
patible).
Définition : Un déplacement virtuel est licite avec une liaison s’il respecte cette liaison telle
qu’elle eziste a Uinstant t.

Remarque : Siles liaisons sont toutes indépendantes du temps, le champ de déplacements
reels est un mouvement virtuel licite.

Définition : Une liaison est dite parfaite si, dans tout déplacement virtuel licite avec cette
liatson, le travail virtuel de laction de liaison mis en jeu est nul.



1.2.7 Ecriture finale des équations

Considérons un systéme de solides paramétré par ¢ = (¢!,...¢"). Les formules de Lagrange
qui expriment le calcul des actions d’inertie en fonction de 1'énergie cinétique, nous donnent :
d, 6 oc ac .
— (= — pouridelan
dt(aq‘)+ Jqt P
ou C est I'énergie cinétique calculée comme indiqué précédemment.
Les équations du mouvement s’écrivent donc :

Ji=-

Q:+L;+T;=0 pouridelan

soit .
d ( ocC o+ ac +
dt* 8¢’ = ¢t

Supposons le systéeme soumis a des liaisons toutes parfaites et indépendantes, c’est-a-dire :

Q;+L; =0 pouridelan.

fr(q,t) =0  pliaisons holonomes,
qi{q,¢,t) = 0 p' liaisons non holonomes.

Pour tout déplacement virtuel licite, nous avons le systeme d’équations :

(Qi+ J)6g"=0 pouridelan

9
a{]héq—o pour hdelap
gglé‘— pour { de 1 a p/

Il découle alors du théoreme des multiplicateurs de Lagrange, qu'il existe p fonctions
scalaires A* et p' fonctions scalaires y' telles que :

Q+Ji+ 3 A 8f"+ Sou "99’=

h=0,p 1=0,p’

Nous avons donc n + p + p’ équations pour n inconnues ¢*, plus p inconnues A*, plus p'
inconnues u!. Il y a alors autant d’équations que d’inconnues.

De plus, sous certaines hypotheses de régularité des actions données et des actions de
liaison, le théoreme de Cauchy sur les équations différentielles nous assure l’existence et
Punicité de la solution du systéme précédent si l’on connait les positions et les vitesses initiales.
Le probleme ainsi posé est alors soluble.

1.2.8 1Introduction des méthodes de pénalisation

Résoudre le systeme des équations du mouvement consiste a rendre stationnaire la fonction-
nelle € énergie®. Pour prendre en compte les liaisons (holonomes et non holonomes), nous
avons été amenés a introduire les multiplicateurs de Lagrange associés, qui sont p + p’ nou-
velles variables. Le recours a des méthodes de pénalisation [Zie79, Dum86] permet de traiter



ces liaisons sans introduire d’inconnues supplémentaires, ce qui constitue un gain appréciable
de temps de résolution.

Considérons le probleme de la recherche de la stationnarité de la fonctionnelle € énergie®&
en présence d’une liaison £. Le produit £? est un scalaire positif ou nul. Il s’annule lorsque
la liaison est satisfaite et dans ce cas, sa variation est nulle, c’est-a-dire :

6([,2) =0
Nous formons alors la nouvelle fonctionnelle :
Ep =€+ al?

dans laquelle nous introduisons un € nombre de pénalisation®a. En imposant la stationnarité
de cette fonctionnelle, on obtient la solution liée. Pour que £ elle méme atteigne son extremum,
il est nécessaire que « soit un nombre positif. La solution obtenue en écrivant la stationnarité
de la fonctionnelle £, ne satisfera que de maniere approchée les liaisons, mais les respectera
d’autant mieux que o sera grand. On peut montrer qu’elles sont satisfaites exactement quand
a — +00. ‘

Considérons les équations du mouvement déja présentées et supposons que nous avons
toujours les mémes liaisons. Nous avons donc :

Q4+ L;+TJi=0 pouridelan
falg,t) =0
gl(q,q,t)=0

En appliquant le traitement par fonction de pénalisation le systéme devient :

9 aq
Q1+‘Z+02ifh+azazgl_0 pourzdelan

1
h=0,p 8q {=0,p’

a est le nombre de pénalisation introduit précédemment. Le nombre d’équations est n, ce
systeme, d’un ordre inférieur a celui obtenu par la méthode des multiplicateurs de Lagrange
sera donc résolu plus rapidement. Notons également un autre avantage de cette méthode.
Supposons que nous ayons des équations de liaison linéairement dépendantes. L’utilisation
des multiplicateurs conduira a un systeme d’équations singulier. Il faudra alors, pour pouvoir
résoudre, mettre en ceuvre un algorithme de détection des dépendances. En utilisant la mé-
thode de pénalisation, ceci n’est pas nécessaire : en effet, introduire des liaisons dépendantes
revient a changer la constante «. Par exemple, si I’on considére deux fois la méme liaison,

cela revient a multiplier a par deux.
1.3 Meécanique des solides déformables

1.3.1 Notion de déformation

L’idée de déformation est associée, de maniere intuitive, a celle de variation de distance entre
particules : si on considere un milieu plan, un réseau initial a mailles carrées se transforme,



apres déformation, en un réseau curviligne. Si, lors de la déformation les droites restent droites
(cas particulier), la déformation est homogene, soit identique en tout point. Le cas général
ol le réseau apreés déformation est curviligne se rameéne localement a ce cas particulier (ceci
explique 'utilisation de dérivées par la suite).

Nous introduirons la notion de déformation par I'intermédiaire des déformations d’applica-
tions linéaires, elle sera étendue au cas général des transformations quelconques en considérant
les applications linéaires tangentes a de telles transformations en tout point. La déformation
sera caractérisée par le tenseur de déformation, qui présente 'avantage d’étre de définition
simple. De plus sa nature tensorielle caractérise intrinsequement la déformation.

Déformation d’une application linéaire

Soit I une application de IR™ dans lui-méme. L’application qui a tout couple de vecteurs
(V, W) associe le réel e(V, W) = 3[{(V)- {(W) — V - W] est bilinéaire et symétrique. Par
définition, ! est une isométrie <= (YV,YW,e(V, W) = 0).

Pour [, € traduit I'écart & une isométrie, ceci nous conduit naturellement a poser :

Définition : Soit | une application linéaire de IR™ dans lui-méme. Le tenseur euclidien
symétrigue £ défini par la forme bilinéaire :

-

(VW) — (7, W) = %[1(‘7) AW =V W)
est appelé tenseur de déformation de ’application .

Déformation d’une application quelconque

Soit f une application d’un ouvert Dy de IR™ dans D de IR™. Notons z = f(a). L’application
f représente la transformation d’un ensemble matériel continu, nous la supposerons donc
respecter la continuité de la matiere (ni déchirure, ni dislocation), c’est-a-dire que nous la
supposerons de classe C! et inversible (f difféomorphisme de classe C'). Son déterminant
étant de signe constant et initialement égal a 1, il sera supposé strictement positif. Nous
étudions la déformation localement en un point en posant :

Définition : On appelle tenseur de déformation de Green-Lagrange de f au point a de Dy
le tenseur de déformation de application linéaire f, tangente a f en a, défini par :

YV YW € R eo(V,W) = <[fa(V)- fu( W)=V . W]. (1.1)

N =

Le champ de déformation de f est le champ de tenseurs a — €4

Nous vérifions aisément que si le tenseur ainsi défini est nul en tout point, alors f est une
isométrie : ce qui correspond bien a l'idée intuitive de déformation.
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Calcul du tenseur de déformation

Nous allons ici poser la formule du calcul de la déformation en coordonnées cartésiennes en
fonction du déplacement. Soit z = f(a), notons z = a + {(a) f(a) est appelé déplacement au
point a. Nous avons alors f = 1 4+ D¢ soit encore, wWeRf,(V)=V+ va ot Dy est

'opérateur de dérivation par rapport a V défini par :
1 _
Dy A(m) = lim ~{A(m + hV) ~ A(m)]
En utilisant la définition précédente, nous écrivons :
1

YV YW € R, e(V,W) = Z[Dp€- W + Dy € -V + Dpé - Dy €).

[SV]

En utilisant la convention d’Einstein de sommation des indices répétés et en notant 9;§ au

3} . ,
lieu de —8—{, nous obtenons en termes de composantes et en coordonnées cartésiennes :
a
1 k
ey = (05 + 056 + 0:E" - 9Lk

1.3.2 Principe des travaux virtuels. Notion de contrainte

Nous allons définir le principe des travaux virtuels qui nous permettra d’introduire la rotion
de tenseur des contraintes par une approche énergétique.

Rappel : Nous postulons (voir en 1.2.3 page 6) qu’a toute sollicitation mettant en jeu
l’énergie mécanique W dans ’évolution d’un systéme (L) occupant le volume D entre 1, et
ta, nous pouvons associer ¢ tout instant t un champ de vecteurs ® sur ¥ el une mesure m
tels que :

t g —
W= de/ &(t)- V(1) dm.
2 p

(5(t) est alors appelé champ d’actions associé a la sollicitation en cause et W le travail du
champ @ dans le mouvement [Bam81a, Dum87].

Nous introduisons le (taux de) travail virtuel 3 un instant ¢ du champ @ dans un dépla-
cement virtuel 6¢ par :

SW = /Eé(z)-é‘g(t)dm.

Travail de déformation

Le travail de déformation est I’énergie mise en jeu dans les déplacements entre particules
du milieu. Nous le noterons Wy.; et définirons le travail des actions intérieures cormme son
opposé W; = —Wq.;. Pour les milieux déformables, & la différence des milieux rigides, nous
voulons introduire des champs de déplacements virtuels qui ne respectent pas la rigidité des
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solides, nous faisons intervenir ce déplacement virtuel par le (taux du) tenseur de déformation
virtuelle, noté ée¢ qui s’exprime en fonction du déplacement :

YV, YW € R*,8e(V,W) = [Dy6E - W + D66 - V).
Soit en termes de composantes et en coordonnées cartésiennes :

96¢;

_ 10 oy
8at

beij = 2" 8al +

- d
Soit en notant 9;£ au lieu de —-f— :

da?
1
58,']' = 5[6,561 + 8155,]

Définition : Nous postulons qu’il existe en tout point de & un tenseur T d’ordre deuz
symétrique, le tenseur des contraintes, tel que :

Wiae, =/DT-6edV.

L’hypothése de symétrie de ce tenseur est naturelle compte tenu de la symétrie du tenseur
de.

Travail des actions d’inertie

Le champ des actions d’inertie est le champ —p7 ot p est la densité et ¥ est I'accélération. p

dépend en général du temps par I’équation de continuité (de conservation de la masse) :

m = / p(z,t)dV est une constante.
D

Travall des actions extérieures

Soit un solide déformable D, de frontiere D et de normale extérieure &. Les actions exté-
rieures a distance (volumiques) sont caractérisées par un champ de vecteurs F (c’est le cas
de la gravité), les actions extérieures de contact par un champ &. Leurs travaux virtuels
respectifs s’expriment par :

/ F.gtav e [ &.6tds.
D 3D

Application du principe des travaux virtuels

Nous allons appliquer le principe des travaux virtuels a notre systeme matériel (X), occupant
a l'instant ¢t le domaine D de surface 8D, sous la forme :

W, + W, + 6WJ' = 0.
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En notant :
oW, le travail des actions intérieures o6W; = — /D T -6edV
dW, le travail des actions extérieures 6W, = ./D F.§£dV + ./;D $.6EdS

O0W; le travail des actions d’inertie oW, —/ pydV
D

Nous obtenons I’équation :

—/ T-éedV—-/ p(i—ﬁ)~6’gdv+/ $.6£dS = 0.

D D aD

Nous la transformons pour obtenir les équations du mouvement et les conditions aux limites :
div(T)+ p(F — ) =0 qui forment les équations indéfinies du mouvement et
T.-a=29% qui forment les conditions aux limites.

Ces équations sont l’expression des lois de la mécanique des milieux continus, elles sont
vérifiées en tout point.

1.3.3 Probleme du mouvement. Lois de comportement

De la nécessité de définir des lois de comportement

Soit un milieu continu déformable soumis a des actions & distance F' et a des actions de contact
®. Nous voulons résoudre le probléme du mouvement, soit déterminer les dix inconnues :

o le déplacement f
e les contraintes T
e la densité p

Les équations indéfinies et 1’équation de continuité (conservation de la masse) donnent
quatre équations. Il faut donc déterminer (par ’expérience) les six équations du comportement
qui relient les déformations aux contraintes. Ceci se comprend aisément : les équations de
la mécanique sont universelles et s’appliquent & tous les systémes indépendamment de leurs
matériaux constitutifs. Les lois de comportement caractérisent, elles, le comportement propre
de ces matériaux, soit leur réponse a des actions données.

Cas de D’élasticité linéaire isotrope

Nous avons choisi le cas de ]'élasticité linéaire isotrope pour présenter I'introduction des lois
de comportement, qui, nous ’avons montré, est nécessaire pour la résolution du probléeme.
Une étude thermodynamique basée sur la caractérisation d’un systéme par ses variables d’état
intérieures et |'utilisation des deux principes fondamentaux de la thermodynamique (ce qui
ne sera pas décrit ici, comme sortant de notre cadre), nous amene a poser pour des évolutions
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isothermes a partir d’un état naturel pour un solide linéairement élastique la relation entre
les contraintes et les déformations sous la forme :

0 = A-eg connue sous le nom de loi de Hooke généralisée.
C’est-a-dire, en terme de composantes :

oY = AUHEH.
Dans le cas isotrope, qui cotrespond au cas le plus fréquent, ol la matiére présente les mémes
propriétés dans toutes les directions et homogene, c’est-a-dire que le tenseur d’ordre quatre
A" ne dépend pas du point choisi, le tenseur A" ne dépend que des deux coefficients de
Lamé, notés A et u. Ceci nous donne alors, en notant T'r opérateur trace :

o= MTr(e)g + 2ue. (1.2)

L’inversion de cette Joi de comportement nous permet d’exprimer ¢ en fonction de ¢ en
introduisant le module d’élasticité ou module d’Young E (1807)2 et le coefficient de Poisson
v (1829) : :

€= l%zu - %T’r(o)g. (1.3)
La stabilité de 1’état naturel du matériau est associée au caractére défini positif de la forme
quadratique des déformations. Ceci impose des restrictions sur les coefficients précédemment
définis :

1
E >0, et —1<1/<§

1.4 Systémes soumis a des chocs

1.4.1 Introduction

Les interactions sous forme de choc (ou de contact : choc avec liaison persistante) sont un
des points clé pour la réalisation d’animations (ou de simulations) réalistes. En effet, quand
'utilisateur déplace des objets dans un environnement, il souhaite non seulement que ceux-ci
ne s’interpénetrent pas, mais aussi qu'une véritable réaction a I’environnement soit induite.
Nous allons formaliser I’étude des chocs en utilisant le principe des travaux virtuels. Cette
approche permet de traiter de maniére réaliste les contacts entre objets rigides : en effet, le
choc est un phénomene qui se produit & une position (valeur de I’ensemble des paramétres du
systéeme) figée. Par application de la dualité, on sait que la force de répulsion ne peut étre fixée
a priori mais doit étre calculée en fonction de la position, de la vitesse, de 'accélération des
objets, ainsi que de la nature des objets en contact. Nous pensons que I'approche, qui consiste
a traiter les chocs par des ressorts fictifs ou des potentiels de répulsion localisés au voisinage
de la frontiere des objets, ne donne pas des résultats réalistes dans le cas d’objets rigides.
Toutefois, si 1’'un des deux objets en contact est déformable, des potentiels de répulsion
correctement choisis, donneront des résultats cohérents (bien que sans réelle signification
physique), du fait de la possibilité de déformation.

2En fait introduit par Euler en 1766
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1.4.2 Théorie : écriture des équations

Notons tout d’abord que I’étude d’un phénomene de choc se fait & un temps o déterminé, les
g; restent fixés et seules se produisent des discontinuités de vitesse, que nous noterons Ag*. II
s’agit donc ici de schématiser des phénomeénes mécaniques se produisant pendant une durée
trés courte.

Définition : Lors des chocs, d’une durée infiniment courte entrent en jeu des forces infini-
ment grandes, leur intégration sur la durée du choc conduit @ un torseur appelé torseur des
percussions, on notera 6W, = P; 8¢' leur travail virtuel. Les forces qui restent bornées au
cours du choc (par exemple : les forces de pesanteur) n’engendrent aucune percussion.

Principe des travaux virtuels : Il eziste un référentiel galiléen dans lequel, pour tout
déplacement virtuel d’un systéme (S) subissant un choc ¢ l'instant to, la somme des travauz
virtuels des sauts de quantité de mouvement, des travauz virtuels des efforts de percussion et
des travauz virtuels des actions de liaison est nulle.

Lors d’un choc 6W; s’écrit :
ac
¢

W, = —A(7=) 6¢'

La notation A signifiant :

(E)C (OC) ac ation de 1 tivé de m ¢
— ) =(— —{ )=V ant e mouv
Y By o+ (Bq")t ariation de la quantité uvemen
entret — 7 et £t + 7 ou 27 est la durée du choc.

Ecrivons alors le principe des travaux virtuels :

ac
-A(-é—.—.) +P+ L, =0

ql
Pratiquement les P; seront mises en jeu uniquement au niveau des points de contact (le
contact est supposé ponctuel).
Admettons qu’une liaison (holonome) de contact f; (persistante ou non) se crée lors du

choc entre un objet et un obstacle extérieur X, on écrira les équations de Lagrange sous la
forme :

aC dh
~A(5)+ P+ £; tAS2 =0
(Bq‘) N aq

liatsons autres que f;

Auxquelles il faut ajouter I’équation de liaison (si f; est persistante apres le choc) :

dh _df .. 0

@ “ag i+t =0

Si fi est persistante I’état des vitesses (g} ) apres le choc est déterminé. Dans le cas général,
il n’en est pas ainsi et I’état des vitesses apres le choc est indéterminé. Il est nécessaire
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d’adjoindre une loi de comportement du choc. Si f; = 0 est une liaison de choc, c’est-a-dire
si avant et apres le choc on a f; > 0. On peut alors noter que :

dfy dfy .
(- et ()4

sont proportionnelles aux valeurs de la composante normale de la vitesse du point cinétique
qui vient en contact avec I'obstacle extérieur £ a l'instant du choc, soit (Vy)- et (V)4 ;
en effet, la condition ‘—’g‘l = 0 précise que cette composante normale de la vitesse est nulle.
L’expérience nous suggere de poser la loi complémentaire suivante :

(Va)+ = —e(Va)-

ou e est appelé coefficient de restitution (utilisé, par exemple par Barraf dans [Bar90}) 0 <
e <1:sie=01lechocestdit mou, si e =11l est dit élastique. Ce coeflicient ne dépend
que de la nature physique des objets au voisinage des points de contact. La nécessité d’une
telle relation traduit le fait qu’un objet rigide idéal n’existe pas. Si cette approximation suffit
généralement, elle ne permet pas de modéliser les interactions fortes qui existent lors d’un
choc.

Nous pouvons donc écrire la relation :

d d
(G, = o).

qui, jointe aux relations déja écrites, permet de résoudre le systeme d’équations et de calculer
I’état des vitesses apres le choc.
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Chapitre 2

Outils et modeles de calcul

2.1 Introduction

Nous allons ici essayer d’introduire des notions aussi bien calculatoires que de modélisation
pour le calcul qui répondent aux problemes que I'on ne manque pas de rencontrer pour
résoudre les équations de la mécanique. Le € calcul formel®se préte bien a une mise en ceuvre
informatique de ces lois. Nous mentionnerons ensuite les modeles € continus®ainsi que les
modéles € discrets®de calculs pour les déformations. Les modeles € continus® désignerons les
modeéles qui permettent de discrétiser en vue du calcul le modeéle mécanique continu associé.
Les modeles < discrets®désigneront les modeles discrétisés a prior: qui, du point de vue
calculatoire, auront un comportement analogue a celui des modéles mécaniques.

2.2 Calcul symbolique

Le calcul symbolique qui, par essence, traite des expressions formelles est bien adapté a la
formalisation des lois de la mécanique : en utilisant un tel outil, la mise en ceuvre du principe
des travaux virtuels s’effectue de fagon naturelle par application des différentes étapes de
construction des équations du mouvement décrites dans le chapitre précédent.

En calcul scientifique, on est amené a effectuer des opérations de dérivation. Dans le cas de
calculs basés sur un formalisme mécanique, apparaissent de maniére naturelle des dérivations
soit par rapport au temps, soit par rapport aux variables. La dérivation numérique est un
processus délicat du fait de la représentation des nombres a virgule flottante en machine. En
effet, supposons que 'on ait & dériver la fonction sinus par rapport a son argument. Sous
forme numérique, on obtient classiquement :

dsin(z) _ sin(z + k) — sin(z)
dr h

avec h petit
On doit alors choisir A pour que le résultat de ce calcul soit correctement représenté en

machine, soit pas trop petit, mais suffisamment petit pour que cette expression représente la
dérivée cherchée.
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Sous forme symbolique, cette dérivée est exacte (pour peu que la fonction soit dérivable)
et est représenté par :
dsin(z)
dz
La précision des calculs numériques (lors de 1'évaluation de I’arbre, par exemple) ne sera donc
pas affectée par la présence de dérivations préalables.

Le calcul symbolique permet également de simplifier les expressions. Par exemple, lors de
la construction des équations, les opérations inutiles ne seront pas conservées : les multipli-
cations par 0 ou par 1 seront effectuées une fois pour toute, les identités remarquables sur
les lignes trigonométriques (sin? + cos?, par exemple) seront prise en compte. Cette propriété
est tres intéressante pour 'écriture d’équations se rapportant a des systémes mécaniques :
en effet, les coordounées des différents constituants d’une chaine s’expriment par des pro-

= cos(z)

duits successifs de matrices de passages, les simplifications implicites effectuées par le calcul
symbolique évitent les propagations de termes inutiles. De plus, il est possible d’effectuer
une passe de simplification des expressions apres leur construction pour une efficacité ac-
crue. La programmation de telles fonctionnalités sous une forme numérique demanderait un
développement beaucoup plus complexe. ‘

Un troisieme point penche en faveur d’une programmation symbolique : lorsque les outils
de base pour la manipulation des expressions symboliques sont disponibles (noyau du code),
les développements de programmes s’effectuent simplement. Ceux-ci sont lisibles et leur mise
au point s’en trouve facilitée. Les spécifications d’interfaces interactives pour ’animation en
bénéficierons de maniére importante.

Par contre, le calcul symbolique posséde un inconvénient majeur. Il nécessite une place
mémoire importante et conduit souvent a des temps de calcul prohibitifs. Dans [DAH90,
Dum90], est proposée une structure de données qui réduit ces inconvénients.

2.3 Modeéles continus

€ I’esprit humain a des limites telles qu’il ne peut englober en une seule opération le
comportement des systemes complexes qui I’entourent. C’est pourquoi, l'ingénieur,
le scientifique et méme ’économiste adoptent la démarche naturelle de subdiviser
tous les systemes en leurs composants élémentaires - ou éléments - dont le compor-
tement peut étre facilement compris. On peut alors étudier le systeme original en le
reconstruisant a partir de ses constituants®. (Zienkiewicz, La Méthode des Eléments

finis [Zie79]).

Cette méthode des éléments finis, tres utilisée dans le domaine de la simulation scientifique,
effectue ses premiers pas dans le domaine de I'image de synthése. J. P. Gourret en a proposé
une application intéressante qui fait le lien entre les deux domaines dans (GTT89a, GT'T89b)].
D. Terzopoulos, dans [TPBF87], a proposé une méthode basée sur 'utilisation des différences
finies, qui n’en n’est pas trop éloignée. Notons pour finir, que la synthese d’image trouve
une partie de ses sources dans l'intersection de disciplines dont la simulation et la Concep-
tion Assistée par Ordinateur et que des démonstrations éléments finis apparaissent dans les
bibliothéques de démonstration des machines actuelles.
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La méthode des éléments finis [Zie77, TD84, MOD&6] consiste a diviser le milieu continu
par des surfaces imaginaires en éléments : c’est la discrétisation (ou maillage) du milieu. Les
éléments ainsi obtenus sont reliés entre eux en un nombre fini de nceuds situés sur leurs
frontiéres. Les déplacements de ces nceuds sont les inconnues du probleme. Des fonctions
d’interpolation sont définies, elles seront choisies pour permettre de calculer de maniére unique
le champ des déplacements a l'intérieur d’un élément en fonction des déplacements des noeuds
et par suite les déformations a l'intérieur de 1’élément qui sont fonction des déplacements.
Les contraintes seront alors calculées en utilisant la loi de comportement du matériau qui
relie les déformations aux contraintes. Ceci permet d’exprimer ’énergie de déformation des
éléments. Les contributions des forces extérieures seront ramenées au niveau des nceuds du
maillage. Ceci conduit & un systéme d’équations qu'il faut résoudre [Mar82].

La méthode des différences finies (spatiales) consiste également a diviser le milieu
continu en un ensemble de nceuds et d’arétes. Les dérivées spatiales, que 'on doit calcu-
ler pour résoudre les équations du mouvement, sont approchées par des différences entre
les coordonnées des points du maillage (divisées par le pas du maillage). Remarquons que
les équations du mouvements sont également des équations différentielles par rapport a la
variable temps. Des techniques de discrétisation temporelles seront nécessaire a leur intégra-
tion : la méthode des différences finies (temporelles) peut également étre employée pour cette
discrétisation.

2.4 Modéeles discrets

Les limites d’utilisation de la méthode des éléments finis dans le contexte d’animation ou
P’animateur n’est en général pas un spécialiste de la mécanique, ont amené plusieurs recherches
a proposer une modélisation un peu différente.

Intuitivement, un solide élastique peut étre considéré comme un ressort tridimensionnel.
Cette approche a d’ailleurs été présentée dans différentes publications de mécanique {Hred1],
qui ont montré que ’on pouvait obtenir d’assez bonnes solutions au probleme continu en
remplacant des parties de ce milieu par des arrangements de barres élastiques.

2.4.1 Description

L’approche que nous proposons ici s’inspire des principes des éléments finis tout au moins
au niveau conceptuel. En effet, I'idée de modéliser un objet par un ensemble d’éléments peut
étre appliquée avec succes ici.

Elément

La figure 2.1 présente une notion d’élément que nous utiliserons par la suite. Les éléments de
base sont définis comme des hexaeédres (isomorphes a un cube). Ce type de décomposition
permet de définir des ¥ voisins®, c’est-a-dire les nceuds qui auront une interaction avec un
nceud donné. Cette information est essentielle pour engendrer une structure tridimension-
nelle : c’est-a-dire pour donner la cohérence au matériau.
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Une maniére de faire counsiste a concentrer des masses ponctuelles au nceuds de ce réseau
et a les relier par des ressorts le long des arétes. Une méthode de décomposition proche a déja
été présentée par A. Luciani dans [Luc81] et elle a également été exploitée dans [Gas89a).
Pour donner une structure cohérente a ’ensemble, il est nécessaire d’y adjoindre d’autres
ressorts (pour assurer la résistance au cisaillement) : des ressorts placés sur les € grandes
diagonales® de chaque élément remplissent cet office. De maniére évidente, des ressorts placés
sur les diagonales des faces présentent les méme propriétés.

Pour définir le modele d’élément, de nombreux choix seraient possibles. Par exemple,
si I'on considére un objet solide modélisé par une approximation par facettes polygonales
planes. Il peut en effet étre envisagé de modéliser sa déformation en répartissant des masses
aux nceuds du maillage. Les ressorts seront disposés sur les cotés des faces. La structure
volumique pourra alors étre décrite par la création de I'isobarycentre de I’ensemble des masses
qui sera relié 3 chacune d’elles par un ressort.

ressorts
(amortisseurs)

masses C/

Figure 2.1: élément de base

Prise en compte mécanique, calcul des déformations

Nous nous référons ici au paragraphe 1.2 dans lequel nous avons exposé le formalisme de la
mécanique des corps rigides. Il prend toute sa signification ici. En effet, le modele proposé
est un modeéle a base de masses ponctuelles (corps rigides a trois degrés de liberté) liées par
des ressorts que ’on peut, de maniere équivalente, considérer comme des liaisons ou comme
des éléments exercant des forces dépendant des positions (travaux donnés).

L’énergie cinétique de I’ensemble des masses s’écrit, en notant m; la masse du point 17 :

1 & dz; dy; dz; 1 &
C=-. %y (BYiva | BFgy 1 #0002+ (52
5 gom () + (G + () =5 ijom [(20)° + (3:)° + (2)7)
L’expression du travail associé & la déformation des ressorts s’écrit de manieére classique,
pour deux points ¢ et j liés par un ressort :

1
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ou k;; est la raideur du ressort, l;; sa longueur courante (distance entre les deux points z et j
liés par le ressort) et lo,; sa longueur a vide, définie comme la distance dans la configuration
initiale du solide (non déformé) entre les points ¢ et j précédemment définis .

Ce modele permet d’introduire de maniere élégante des lois de comportement (approchées)
plus complexes. Ainsi, la prise en compte de la viscosité se traduira par I’ajout de termes de

la forme : )
D= 5 Wi (l',‘j)2 ol v;; est le coeflicient de viscosité.

Pour traiter les conditions aux limites (en déplacement) nous introduirons des liaisons ho-
lonomes qui seront traitées soit en utilisant des multiplicateurs de Lagrange soit des fonctions
de pénalisation.

2.4.2 Deux types de mise en ceuvre

Nous envisageons ici deux types de mise en ceuvre. La premiere, (proche de celle choisie par
A. Luciani), est basée sur une méthode (et implantation) purement numérique, la seconde
utilise les fouctionnalités du calcul symbolique.

Mise en ceuvre numeérique
Pour un ensemble de masses reliées deux & deux par des ressorts, nous avons les équations :
-k loij
Yi=fit — 'Z(l—r)‘(% - Zi)
13 .7#, 17

ou #; = (2, yi, z:) est.le vecteur position de la masse m;, ¥; = %1 est le vecteur accélération
(absolue) de la masse m; et (m; - f;) représente les forces données s’exer¢ant sur la masse m;
(gravité, par exemple).

Cette forme est tres intéressante du fait de la structure de masses ponctuelles. Elle permet,
en effet, une écriture naturelle du systéme sous une forme explicite, c’est-a-dire ne nécessitant
pas d’inversion de matrice.

Mise en ceuvre symbolique

Ces mémes équations peuvent étre spécifiés sous forme symbolique par :

1 n
C = 5" Z m; - [(2:)% + (%)% + (%)?] pour Pénergie cinétique

i:S
Wy =~ Zm,' gz pour le travail du poids
i=0
1
F = 5 ki (L = loij)? pour le potentiel élastique
1 .
D= 3" Vis -(l,-j)2 pour la fonction de dissipation
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En utilisant les formules de Lagrange, on calcule les termes J; relatifs aux actions d’iner-
tie. Le travail des actions données est obtenu par dérivation de Wy et F par rapport aux
parametres z;, y; et z; ainsi que par dérivation de D par rapport aux vitesses des parametres
Z;, ¥i et 2; (bien évidemment, ceci conduit aux mémes équations que précédemment). En
fait, ceci peut directement é&tre intégré dans un systeme d’écriture sous forme symbolique des
équations du mouvement d’un systéme de solides rigides. Par contre, sur une telle structure,
on peut remarquer que la matrice masse est diagonale et constante. Ceci peut nous permettre
d’envisager une autre écriture du systeme d’équations associée & un algorithme de résolution
explicite comme cela a été décrit dans la mise en ceuvre numérique.
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Partie 11

Animation dynamique d’objets ri-
gides articulés
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Chapitre 3

Méthodes de résolution existantes

Les méthodes utilisant la dynamique pour produire des animations < visuellement
réalistes®d’ob jets rigides articulés peuvent étre classées en trois groupes :

e les premieres réalisent uniquement la simulation du mouvement & partir de la donnée
des états initiaux des objets et de la spécification des forces et couples agissant sur
eux. Elles demandent a Putilisateur d’appréhender I'animation en termes de forces et
couples. Elles sont décrites dans la prochaine section.

o d’autres méthodes associent dynamique directe et dynamique inversée. Elles permettent
de calculer certaines des forces ou des couples & partir de contraintes cinématiques ou
géométriques sur les objets. L’utilisateur peut ainsi spécifier 'animation en mélant
cinématique et dynamique. Trois de ces méthodes sont présentées dans la section 3.2.

¢ les plus récentes utilisent des méthodes d’optimisation pour permettre a l'utilisateur de
décrire son animation en termes de positions clefs dans le temps et de comportement
physique entre les diverses positions. Ces approches font ’objet de la section 3.3.

Les objets rigides articulés qui seront considérés par la suite, sont structurés sous forme
d’arbres. Chaque élément de ces arbres est un solide rigide caractérisé par son repére propre,
sa matrice d’inertie dans ce repére et par sa masse. Nous appellerons lien un élément de
I’arbre. Chaque fils peut avoir 1 & 6 degrés de liberté par rapport a son pere (3 degrés de
translation et 3 de rotation). Le lieu de ces degrés de liberté est un point particulier que nous
appellerons charniere.

3.1 Simulation du mouvement

Les premieres approches utilisant la dynamique pour animer des objets rigides articulés ont
été celle de Wilhelms et Barsky [WB85], celle d’Armstrong et Green ([AG85] et [AGL87])
et celle de Featherstone [Fea83]. Ces approches simulent le mouvement d’objets articulés a
partir de la donnée de la description physique des objets et des forces et couples agissant sur
ceux ci.
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3.1.1 Approche de Wilhelms et Barsky

Wilhelms et Barsky [WB85] proposent un modéle qui autorise des libertés de rotation et de
translation pour chaque articulation. Mais leur méthode de résolution est trées coiiteuse :

e si n est le nombre de degrés de liberté de I’objet articulé, la résolution des équations
dynamiques a chaque instant t s’effectue en O(n3) ;

o de plus, & chaque changement de forme de l'objet il est nécessaire de calculer une
nouvelle matrice d’inertie globale ;

Les auteurs reconnaissent eux méme que la lenteur de la résolution rend cette méthode inap-
plicable. Par la suite, Wilhelms ([Wil87], [MW88] et [WMS88]) utilise le modéle d’Armstrong
et Green pour animer des corps articulés.

3.1.2 Modele récursif d’Armstrong et Green

Les objets considérés sont structurés sous forme d’arbre. La racine de ’arbre a 6 degrés
de liberté de rotation et de translation par rapport au repére fixe et chaque fils n’a que 3
degrés de liberté de rotation par rapport a son pere. Cette contrainte convient tout a fait &
I’animation de personnages ou d’animaux. Elle permet d’utiliser une méthode de résolution
des équations de la dynamique particulierement rapide.

Un repére B, est associé & chaque lien r. Si le lien considéré correspond a la racine de
I’arbre, le repeére est égal au repere principal de r. Sinon le repere est centré & la charniére de
7 par rapport a son pere et a pour axes les axes principaux de 7.

R, ; et R, étant respectivement les matrices de passage du repére propre du lien r au
repére fixe et au repere propre du pére de 7, écrivons les équations d’Euler pour 7 :

mrly = fr,E + meer Awr — fr + Z R f (31)
s filsder
ol fre = —myw, Awr Acr + RT((frE + mrag)
Jrwr = gy — meer Aar ~ gr + Z Is N R fs (3.2)
s filsder
ol grg = ~wr AJrwr + L4 fitsder Rsfs + RTT,Ig,.'E + mecy A RZ:IaG +prE A RTT,,f,,E

m, et J, sont respectivement la masse et la matrice d’inertie de » dans son repere propre et :

¢ Exprimés dans le repeére fixe :

ag, gr.g et fr g 'accélération due a la gravitation, le couple et la force extérieure appliquée au
point de coordonnée p, g dans le repére propre de r.

pr et v, la coordonnée et la vitesse du centre du repére propre de r.

¢ Exprimés dans le repére propre de r :

wr,wr et a, les vitesses et accélérations angulaires et P’accélération linéaire du lien r par rapport
au repeére fixe.

fr et g, la force et le couple de réaction de r par rapport a son pere.
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¢ coordonnées du centre d’inertie du lien r.

¢ Exprimé dans le repére propre du pére de r :
I, coordonnées du centre du repére propre de r. Celui ci est constant car r n’a que des libertés de
rotation par rapport a son pere.

Le centre repére propre associé au lien s est fixe dans le repére propre de son pére r. L’accé-
lération de s s’exprime donc en fonction de 'accélération de 7 :

Riag = w, Awy Al + ayp — 13 AWy (3.3)

Armstrong et Green utilisent I’équation (3.3) poﬁr linéariser la résolution des équations (3.1)
et {3.2). lls les expriment sous la forme :

o, = K,a, + d, (3.4)

fr = M.a, + h, (3.5)

En suivant l'ordre K, h, , d, et M,., on calcule ces variables & partir des M,, I{,, h, et d des
fils s de r, du couple de réaction de r par rapport a son peére et des forces et couples externes
appliqués sur le lien .

La résolution de I’ensemble des équations a I'instant ¢ + dt s’effectue de la fagon suivante :

1. On calcule récursivement les valeurs de K, h,, d, et M, en remontant des feuilles vers
la racine. Puisque la racine 7 n’a pas de force de réaction par rapport a son peére, (3.5)
devient :

My, + hyy = 0 (3.6)

On obtient ainsi a,, et on utilise I’équation (3.4) pour calculer w,,.

[a%]

. On descend dans ’arbre et on résout (3.4) en utilisant (3.3). On met alors & jour les
vitesses, positions et changements de repéere concernant chaque lien r :

we(l +dt) = wo(t) + dtw,, v (t+dt) = v.(t)+dtR, ja,,
R.(t+dt) = R, [(t)(Id + dto, (1)), p-(t+dt) = p(t)+ dtv.(t)
ol &, (1) est une matrice 3x3 telle que,

Vu, 0, (t)u = we(t) Au (3.7

Cette méthode de résolution est tres rapide mais :

e tout doit &tre exprimé en utilisant des forces et des couples, ce qui n’est pas naturel
pour un utilisateur et complique la simulation des collisions.

o les seuls degrés de liberté des liens entre eux sont des degrés de rotation. Ceci réduit le
type d’objets que l'on peut animer.
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3.1.3 Modéele de résolution de Featherstone

Featherstone [Fea83] introduit une notation spatiale et une méthode récursive de résolution
des équations de la dynamique. Sa méthode permet d’animer des chaines ol chaque lien 2 un
degré de liberté (de translation ou de rotation) par rapport a son pére. Cette approche a été
étendue au cas des objets articulés arborescents ou en boucle par Lathrop [Lat86] et utilisée
par McKenna et Zeltzer [MZ90].

La notation spatiale est une des clefs de ’approche : elle englobe dans une formulation
unique les équations régissant les mouvements de rotation et de translation. les forces (f),
accélération (@) et vitesse (9) spatiales sont :

(2] e[ oo

ou f, g, a, a, w et v sont respectivement une force, un couple, les accélérations angulaire et
linéaire et les vitesses angulaire et linéaire.

0

a

L’opérateur spatial x est défini par! :
et la différentiation D3 d’un vecteur spatial § dans le repere P est :

S D

i)

Dé = —§+ Opx§ ol vp est la vitesse du repére P exprimée dans son repere

dt
Les équations de la dynamique s’expriment par :
Dd

D([%) (3.8)
Ta+ p¥ avec p¥ = oxId

S~
(T

I étant l'inertie spatiale : I= [ (} mOId

} et m et I la masse et la matrice d’inertie
Featherstone note J# I'inertie d’un corps articulé : elle relie ’accélération d’un lien d’une
articulation a la force appliquée sur ce lien. En effet, si 'on suppose que les forces actives
internes sont indépendantes de la force appliquée sur la chaine, on peut les traiter comme des
constantes et relier la force appliquée sur chaque lien a ’inertie du lien comme suit :

f=I1%+P (3.9)

ol la force de biais P dépend de linertie spatiale, des contraintes du mouvement et est une
fonction linéaire des forces internes actives.

Explicitons la méthode de Featherstone sur une chaine ot les liens sont numérotés de 0 a
n en partant d’un des bouts. Considérons le lien ¢ et supposons qu’il est libre de mouvements

14 et b sont définis comme dans ’équation (3.7)
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par rapport au lien ¢ — 1. Les liens ¢ 4+ 1 & n restent attachés entre eux. Supposons qu’une
force spatiale f est appliquée en 7 et que &; et P; sont respectivement I’accélération et la force
de biais liée a 7 selon 1'équation (3.9). Cette force est interprétée comme composée de deux
forces f; et f'z ol fi est la force qui produit I’accélération @ sur le lien i considéré comme
isolé et f, est la force agissant sur le bout de chaine composés des liens i + 1 & n. On a donc
les équations :

f = h+hf (3.10)
fi=hay et fo =18+ P (3.11)
Les liens ¢ et ¢ 4+ | sont connectés entre eux par une jointure (un degré de liberté de rotation

ou de translation). Donc, en prenant $;4+; comme direction de ’axe de jointure entre z et i + 1,
les accélérations @y et @, sont reliées entre elles par :

G, = @1 + 8;418 ou [ est un scalaire (3.12)
La force f; est transmise au lien 7 + 1 via ¢, donc sa composante sur §;4; est? :

é,-THfg = Qi1 ot Q4 est la force agissant sur 'axe 8,4, (3.13)

N

En utilisant les équations (3.10) a (3.13) on calcule la valeur de g et de f et on obtient pour
f une expression du type : ) ) )

f= M + b (3.14)
ot M; et b dépendent uniquement de I‘H, 1‘, Sit1; Qi1 et Pz+1 Comme cette équation est
valable pour toutes les valeurs de f et &;, on peut égaliser IA et M; et P; et b; d’ot :

TA . 3
1.4 — I; + 11/-1*-1 _ Il-t}l‘s‘+“;st4:.111+l (3'15)
Sipdfadin
- - 141341(Qipa — 874, Pip)
}){ = Pi+1 + it T A - L 316)
Siliisin

Ces derniéres équations sont utilisées dans la résolution :

1. en partant du bout de la chaine jusqu’au début (de n & 0), on calcule les [ et les P;.
On obtient @y en résolvant ’équation (3.9) pour le lien 0.

2. en utilisant la relation de récurrence reliant a@; a @,4; & partir du lien 0, on obtient les
accélérations de tous les liens et on en déduit le mouvement.

Dans le cas d’une articulation arborescente (extension de Lathrop) dans la phase (1), on part
des feuilles et on remonte jusqu’au calcul de ’accélération de la racine et, dans la phase (2),
on descend le long des branches.

McKenna et Zeltzer [MZ90] utilisent cette méthode de résolution dans un systéeme d’ani-
mation qui simule la marche. Ils ont étudié plus particulierement la marche d’un insecte 4 six
pattes. Les forces et couples a appliquer sur des liens composant les animaux sont créés par

des ressorts exponentiels qui simulent des démarches et des mécanismes de marche observées
par des biologistes (¢ f. [McM84]).

T
%la transposée spatiale est définie par : 97 = [ ; ] = [cT dT]
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3.2 Utilisation de la dynamique inversée

Les approches par simulation sont tres efficaces quant a la rapidité d’obtention d’une ani-
mation, mais demandent a l'utilisateur d’avoir 'intuition des forces et couples externes, et
méme parfois des couples internes, a appliquer aux différentes parties d’un solides pour obte-
nir un mouvement donné. Certains auteurs comme Mac Mahon [McM84] ont étudié certains
mouvements d’animaux et d’hommes mais ces approches se limitent quasiment a ce genre
d’applications et ne sont pas facilement utilisables. C’est pour pallier ce probleme que d’autres
auteurs, inspirés par des approches du méme type utilisées en robotique (cf. [LPW80b] et
[LPW80a]), ont proposé des modeles ou les forces peuvent étre obtenues a partir de condi-
tions géométriques ou cinématiques ([BHBS87], [BB87], [HADS&8], [IC87], (IC88], [WMS38]
et [SZ90}). Nous nous intéresserons plus particulierement a trois de ces approches, celle de
Barzel et Barr, celle d’Isaacs et Colen et celle de Shroder et Zeltzer.

3.2.1 Approche de Barzel et Barr

Barzel et Barr [BB87], [BHBS87] et [BB88] se proposent de résoudre le probleme suivant.
A partir :
o d’un ensemble de contraintes géométriques portant sur des objets,
e des positions, vilesses, accélérations, forces et couples agissant sur ces objets a un instant
donné, '
comment fournir un ensemble de forces a appliquer sur ces objets a cet instant de fagon a
satisfaire le mieux possible les contraintes géométriques ?
Les contraintes géométriques envisagées sont du type :
e point d’un objet fixé dans ’espace ;
point d'un objet situé sur une courbe ou sur une surface donnée ;
point d’un objet fixé & un point d’un autre objet ;
objet en rotation selon un axe donné.

Ce genre de probleme est classique en robotique : ces forces et couples servent a contro-
ler la trajectoire de bras articulés, etc. [LPW80b]. Un objet articulé avec uniquement des
libertés de rotation entre un fils et son pére peut étre modélisé en utilisant des contraintes
du type <€ un point d’'un objet fixé & un point d’un autre objet®.

La démarche envisagée pour résoudre le probleme est la suivante : pour chaque contrainte
géométrique, on veut trouver une expression de la quantité D(¢) (qui représente ’écart entre
la position courante et la contrainte) & minimiser de telle fagon que D(t) dépende linéairement
de la force et du couple cherchés. Cette quantité sera minimisée en résolvant 1’équation :

2 .
_D+_L

D+3D+ 5D =0, ie D(t) = Doe™h (3.17)

h étant la constante de temps du mouvement, en 5k D devient trés proche de 0 (la contrainte
n’est pas forcément vérifiée de facon exacte). On obtient une équation linéaire :

(..., Fconnue; Gconnuey Fcontrainte) =0 (3 18)
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qui permet d’obtenir la valeur de la force de contrainte.

Cette méthode est étendue au cas de contraintes multiples. On résout alors un systéeme
d’équations. La matrice correspondant a ce systeéme est creuse et peut ne pas étre carrée.
Il faut de plus gérer les problémes de sous- et de sur-contraintes. Certains problemes de
sur-contraintes ne provicnnent pas forcément d’une sur-contrainte géométrique mais d’une
sur-contrainte des interprétations des contraintes géométriques. Barzel et Barr suggerent
certaines méthodes pour pallier ces problemes dans [BB87] et {BBSS].

Remarquons que :

o il est intéressant d’introduire une force calculée a partir des forces connues pour satisfaire
une contrainte. Cela permet de controler plus efficacement le mouvement des objets.

¢ a chaque contrainte géométrique est associée automatiquement une quantité D a mini-
miser et ses dérivées D et D. La facon de minimiser cette quantité peut conduire 3 des
mouvements acceptables pour des bras articulés de robots mais qui peuvent ne pas étre
naturels pour des personnages. Il faudrait donc pouvoir avoir plus de souplesse dans la
gestion de ces contraintes.

o résoudre ces équations est assez long. Barzel et Barr suggérent d’utiliser soit le mo-
dele d’Armstrong et Green [AG85], soit celui d’Isaacs et Cohen [IC87] pour accélérer
I’animation d’objets articulés.

3.2.2 Approche d’Isaacs et Cohen

I[saacs et Cohen ont utilisé la méthode de résolution de Wittenburg [Wit77]. La formulation
est fondée sur le principe des travaux virtuels de D’Alembert®, chaque lien 7 pouvant avoir 6
degrés de liberté par rapport a son pere :

ST dr(Fr - mefe) + 8, (M, — L)+ dW, =0 (3.19)
r=0

ou dr, et df, sont respectivement les déplacements virtuels linéaire et angulaire ; r,, 7, et 7,
la position, vitesse et accélération du lien r ; L, est le moment angulaire (L, = Jré,) i F,
et M, la résultante des forces et couples appliqués sur r et dW, est le travail virtuel effectué
par les forces internes sur r.

En exprimant I'équation en fonction des ¥ coordonnées généralisées®q,..,qn, chaque
¢; représentant un degré de liberté de rotation ou de translation, ¢ = (g;)i=1. v vecteur de
position, on obtient, en éliminant dq (les mouvements sont indépendants) une équation du
type :

AG = B, ou A est une matrice N X N (3.20)

Cette équation peut étre utilisée
e soit pour trouver les valeurs de ¢;, connaissant les Bj; et Ay;

*¢f. 1.2 pour une description détaillée
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e soit pour trouver les forces A appliquer pour obtenir des valeurs données des accéléra-
tions, par exemple de g et §; :

- T L] C B, ]
qx z
T By
Aij . = . (3.21)
T By
g z
L J Lz | By ]

en faisant passer de ['autre coté du signe égal ce qui concerne gi et G et en enlevant les lignes
et les colonnes correspondant & ¢ et § on obtient :

z ArkGk + Audi
A .l =1B - : (3.22)

x ANk + ANIGl
Les forces et couples a appliquer en k et | sont alors :

N N

By =Y Ajdj, Bi = Y, A1,
=1 i=1

ou les g; sont soit donnés au départ, soit calculés en utilisant 1’équation (3.22). Wilhelms,
Moore et Skinner remarquent dans [WMS88] qu’on peut procéder de la méme manijere en
utilisant les équations d’Euler. 1l suffit d’obtenir une équation matricielle comme dans (3.20).

Pour pouvoir utiliser plus facilement leur systéeme, ils introduisent des fonctions de com-
portement. Ces fonctions permettent & 'utilisateur de déterminer a chaque instant soit des
forces agissant sur un lien, soit un mouvement spécifique.

Isaacs et Cohen ne précisent pas si une nouvelle fonction de comportement peut étre
facilement construite par I'utilisateur, comme dans {[WKS88], ou est ajoutée par ceux qui ont
implanté le systeme.

Isaacs et Cohen controlent les divergences dans la résolution. Pour cela ils utilisent les états
précédents pour déterminer si I’écart de temps dt est convenable par rapport au mouvement.

Wittenburg étend son modele aux chaines fermées et aux contraintes cinématiques com-
plexes et propose une modélisation des chocs. Sa modélisation des chocs part des équations
de Routh que nous décrirons dans le paragraphe concernant les collisions. [saacs et Cohen
[(IC88] ont récemment suivi la modélisation de Wittenburg pour permettre 'utilisation de
contraintes cinématiques complexes. Plus précisément, les contraintes complexes permises
doivent étre exprimées sous la forme :

fe(g,t) = 0, ol q est le vecteur des coordonnées généralisées (3.23)

et f. est une fonction dérivable par rapport a t et aux ¢;, ¢ = 1..N
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Les chaines fermées peuvent étre en particulier modélisées par des contraintes cinématiques
complexes. La résolution du probléme utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Une inconnue supplémentaire A, est associée a chaque équation de contrainte f, = 0 pour
c=1.M.

On est ramené a la résolution d’une équation du type :

A'q’ = B’ ol A’ est une matrice (M + N)x (M + N) (3.24)
i -
’r_ 4N r_ A JT ’_ B . _ df.
. i=1.N
L — A

A et B sont ceux de I’équation (3.20) et ¢ est une fonction de ¢, ¢ et ¢, indépendante de §.
Cette équation a les mémes propriétés que I’équation (3.20). L’utilisateur peut donc spécifier
Panimation en mélangeant la donnée des forces ou des couples et des accélérations comme
dans [IC87] et donner de plus des contraintes complexes sur les objets articulés.

Cette approche présente néanmoins certains inconvénients :

o elle est assez coilteuse en temps et en espace (jusqu’a 30 mn/s de simulation pour cal-
culer le mouvement d’'un homme donnant un coup de pied sur le sol dans [{IC87]. Le
corps articulé représentant cet homme a 39 degrés de liberté. L’animation de la marion-
nette présentée dans {IC88] coiite 69 mn/s de simulation. La marionnette a 77 degrés
de liberté et I'animation utilise 26 équations de contrainte dont 8 sont optionnelles).

e une interface sophistiquée devrait étre installée pour permettre un contréle aisé du
mouvement par un animateur naif.

3.2.3 Approche de Shroder et Zeltzer

Schroder et Zeltzer [SZ90] utilisent la notation spatiale introduite par Featherstone [Fea83] et
sa méthode de résolution récursive étendue aux objets articulés arborescents et aux boucles
par Lathrop [Lat86) dans leur systéme d’animation. Celui-ci intégre des contraintes qui leur
permettent de modéliser le mouvement d’objets rigides articulés. La résolution est linéaire
par rapport au nombre de degrés de liberté.

Les contraintes sont des fonctions C; : @ X IR — R% (d; = 1, 3 ou 6) deux fois différentiables,
() représentant |'espace d’états du systeme et IR 'espace temps. La contrainte est satisfaite
quand C;(Q) = 0. Pour satisfaire une contrainte, Schréder et Zeltzer ne cherchent pas 3
obtenir (comme Barzel et Barr) les forces a ajouter au systéme, mais plutét a résoudre le
systéme en intégrant ces nouvelles équations *.

‘En fait dans la phase d’assemblage, ils procédent comme Barzel et Barr et dés que les contraintes sont
satisfaites, ils utilisent la méthode récursive
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Chaque contrainte définit un opérateur local qui agit sur les 9 et p du solide concerné
(sous la forme Ja& = ¢((0.(p))). Les boucles sont traitées de la méme fagon que chez Witten-
burg (ajout de contraintes entre les feuilles d’une structure arborescente). La résolution de
P’ensemble des équations s’effectue sur le méme mode que dans la section 3.1.3.

Schroder et Zeltzer décrivent tres brievement la formulation utilisée et I'intégration des
contraintes dans leur résolution. Ils montrent sur des mesures que la résolution des équations
est linéaire par rapport au nombre de degrés de liberté mais le temps de calcul dépend plutét
de I’échantillonnage de temps choisi (qui dépend, lui de la rapidité des mouvements calculés).

3.3 Utilisation de méthodes de controéle

Deux approches [BN8S] et [WK&8] utilisent des méthodes de contréle dans le but de proposer
a J'utilisateur un outil plus souple et demandant peu de connaissances physiques. Comme
dans les systemes d’animation traditionnels (cf. {Las87]) l'utilisateur fournit les valeurs des
différents parametres (position, vitesse ...) & des instants g, ..., ¢, de ’animation. Le mouve-
ment de I'objet entre ces positions est calculé de facon a ce que celui-ci soit réaliste du point
de vue physique et dépense le moins d’énergie possible.

3.3.1 Approche de Shapiro Brotman et Netravali

Cette approche n’avait pas été entierement implantée lors de I’écriture de [BN88]. Examinons
leur démarche dans le cas d’un objet rigide non articulé :

(1)

o (1) 0.(1)
s(t) = | ¢ ou r(t)= | y(t) | et 8(t) = | 8,(2) (3.25)
%é 2(t) 8.(t)

sont respectivement la position et ’angle de rotation du repeére par rapport aux axes X,y et
z a l'instant t.

L’utilisateur donne, aux instants clefs ¢; pour i = 0,...,n:

dr(2;) dé(t;)
L) =71, 0(t) =0;, = v, = wj
r(ti) =7, (1) T Vi, — w
Le solide satisfait les équations de la dynamique :
d?r(t) d*6(t)
F=m di? et M = I_t—i-t2_ (326)

ol F est la résultante des forces, m la masse et M la résultante des couples appliqués sur le
solide.

En utilisant s(t) on écrit les équations de la dynamique (3.26) :

%t—) = G(t)s(t) + H(t)u(t) (3.27)
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ou u(t) est le vecteur de contrdle et H(t) détermine comment u(t) est relié a 'équation
différentielle. G et H ne dépendent pas de s(2) ni de 6(t) ° :

et H(t)u(t) =

oo oo
oo oo
oo o~
oo~ o
imo o

I'M

Le choix de H(t) est différent suivant I’application. Celui-ci dépend des caractéristiques
physiques de 'objet (matrice d’inertie, masse, etc..).
Les conditions aux instants ¢; peuvent s’exprimer comme suit :

s(0) = sp et M;s(t;) = ¥; pour 1> 0

et I'intégrale a minimiser est de la forme :

J = /t2 [(sT(t)As(t)) + (uT(t)Bu(t))] dt

ol A et B sont semi-définies positives.

En fait, Shapiro Brotman et Netravali se proposent de minimiser par morceaux l'intégrale
globale, c’est & dire dans tous les intervalles [t;,%;41] pour ¢ < n. De plus, pour que la
fonction de controle n’ait pas de discontinuité au passage entre deux intervalles successifs
et par conséquent pour que la trajectoire soit plus lisse, ils ne résolvent pas tout i fait le
méme probléme : c’est w(t), la dérivée de u(t) par rapport au temps, qui est utilisée dans la
minimisation.

Les équations 4 considérer sont alors :

ds(t) G(t) H(t) | _ 0 ey (t) oy _ | s(0)
I = [ 0 0 j|s(t)+ w(t) ] avec 3(t) = [ ft(t) J et 3(0) = [ 0 ] (3.28)

les conditions sur les instants t; deviennent :

, s(ty) | _ o
[M: 0] { u(t) ] =¥, (3.29)
et I'intégrale a minimiser est :

Ji = /t‘ [(5T(1)A3()) + (wT(t) Bw(t)))dt (3.30)

=1

On minimise ainsi I’énergie de w(t) c’est a dire les variations de u(t).
En utilisant la théorie de la commande on obtient une valeur de w(t) par :

w(t) = —B'HTR()Q~'¥, — B-'HT[K(t) — R()Q'(t)RT (2)]5(2) (3.31)

“0 et 1 correspondent respectivement i la matrice nulle et la matrice identité 3 x 3
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avec (1) =0, R(t;) = MY et Q(ty) =0

dﬁit) = —(FT - K()HB ' HT)R(t) et %ﬁt) = RT()HB'HTR(1),

Ces équations doivent étre résolues pas a pas de t; a 0 puis de ¢; a t;31 pour i < n.

Les matrices A et B permettent de modifier le vecteur de contréle, donc de jouer sur la
trajectoire. Shapiro Brotman et Netravali n'ont pas encore étudié les influences des varia-
tions de A et B sur ’aspect du mouvement ni une maniére d’automatiser la construction
de lintégrale a minimiser en fonction des données des objets, de leur positions clefs et du
comportement dynamique désiré.

De plus, Shapiro Brotman et Netravali présentent deux exemples simples (mouvement
d’un camion le long de 'axe des 2 et perturbation du mouvement d’un avion a partir d’'un
vol en ligne droite) mais reconnaissent que des exemples plus compliqués peuvent conduire 2
des calculs beaucoup plus complexes.

3.3.2 Approche de Witkin et Kass

L’idée de départ de [WI38] est basée sur I'utilisation de la minimisation sous contrainte. La
formulation physique est fondée sur les équations de Lagrange :

Sy _g=0 (3.32)

ou T est I’énergie cinétique, Q et q sont respectivement la force généralisée et les coordonnées
généralisées. La quantité a minimiser est une intégrale de la forme :

R= /:h (1)t (3.33)

ou f est la force qu'on veut minimiser au cours du mouvement. Le temps est discrétisé par
une méthode de différences finies, donc les ¢; et §; sont remplacés par :

G- G- . Giv1 — 2¢i + giaa
QI - h Y ql - h2

(3.34)

et I’intégrale a minimiser est remplacée par une somme sur les ¢; ou sur les f;. Le probleme
d’optimisation se présente sous la forme :

S;,1 < 7 < n, variables scalaires indépendantes
Ci(S;) = 0,1 < ¢ < m, contraintes scalaires (3.35)
et R(S;) fonction a minimiser

La méthode utilisée est une méthode dérivée de Newton-Raphson. Elle utilise les dérivées
. 2
artielles : 2% et 2B et procéde par itérations successives & partir d’ i -
ph’ 55 et 355; et procede p essi partir d’une solution appro
chée.
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L’utilisateur fournit la description géométrique et la masse des objets, spécifie les points
de ’objet ou les forces et les contraintes doivent étre appliquées et donne ’expression de T
et de ses dérivées partielles. Il donne aussi ’expression a minimiser dans le mouvement. Pour
cela, il peut utiliser un module pour construire automatiquement des fonctions. Ce module
effectue des différentiations symboliques et simplifie les expressions. Une interface permet de
composer les fonctions entre elles en utilisant un graphe.

Le systéme construit automatiquement des fonctions définies & partir des équations du
mouvement et des positions clefs. Les fonctions sont automatiquement discrétisées et les
dérivées partielles nécessaires a la résolution sont calculées. L’ensemble des équations est
transformé en un probléme de la forme de (3.35). Le module de résolution est alors activé
en prenant comme valeur de départ une interpolation linéaire entre les positions clefs et en
améliorant le mouveient par itérations successives.

Witkin et Kass présentent une série de sauts d’une lampe articulée (chaine de quatre
liens n’ayant que des libertés de rotation) en faisant varier les contraintes. Ils montrent que
I’on peut ainsi jouer sur les contraintes pour modifier le mouvement de cette lampe entre
les positions clefs. Leur méthode de résolution est cependant assez coiteuse : I’animation de
chaque saut nécessite dix minutes de calcul sur une Symbolic 3640.
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Chapitre 4

Interactions entre objets rigides

Le traitement des interactions se décompose en deux phases :

1. la détection des interactions, i.e. le calcul des interpénétrations et des points de contact
entre deux solides et, éventuellement, le retour au premier instant de collision ;

2. la réponse aux interactions. Nous-nous intéressons ici plutot a cette partie du probleme.
La modélisation physique est différente dans le cas d’un contact ou dans le cas d’une
collision. Les méthodes présentées dans la suite sont classées en fonction du type d’in-
teraction qu’elles privilégient dans leur approche.

4.1 Modélisation des collisions

4.1.1 Collisions entre objets rigides en mouvement

Différents auteurs se sont intéressés a la modélisation des collisions entre objets rigides :
[Hah88] et [MW88]. Leurs approches ont pour base la notion d’impulsion ( ¢f. Routh [Rou05])
et se différencient sur la détection des collisions entre objets et sur les extensions du modeéle
général.

Intéressons-nous d’abord a la modélisation physique. Supposons deux objets en collision

Figure 4.1: Collision de deux objets

comme sur la Figure 4.1. Pendant le temps de la collision les deux objets interagissent entre
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eux avec une force infiniment grande qui fournit une impulsion P. Cette impulsion ne peut
étre comparée avec une force extérieure ou avec la gravitation :

P = Fdt, ol At est infiniment petit (4.1)
At

Les moments linéaires et angulaires se conservent pendant le choc, donc :
m (% — B) = —P my(By- %) =P (4.2)
J(@, - G1) = RUA(=P) Jo(Gy— D)= RyA P (4.3)

En supposant que les deux objets ne glissent pas I'un sur ’autre, il y a égalité des vitesses
relatives tangentielles au point d’impact :

(5, + @} A Ry)e = (5 + Gy A Ra), (4.4)
Ce qui donne 14 équations pour 15 inconnues (c.a.d. @}, &Jj, ¥, &3 et 13)
o utilisant le coefficient de restitution ¢, Hahn pose une derniére équation :
B+ 3 AR - -G A R) N
(T + @1 A Ry — § — &3 A Ry).N

(4.5)

Ce qui fait 15 équations pour 15 inconnues. Hahn a supposé pour introduire I’équation
(4.4) qu’il y avait frottement au point d’impact, c’est a dire que la force d’impulsion F
vérifiait la loi de Coulomb (u coefficient de frottement) :

Une fois la valeur de I'impulsion P obtenue, il faut vérifier qu’il n’y a pas glissement au
point d’impact. Si I’équation

N A(PAN)| > plP.N| (4.7)

est vérifiée, il y a glissement. Dans ce cas, (4.4) est remplacée par

Pr=0, P;= p|P.N|, (4.8)
ol 7 est dirigé par PAN et J par Nz

¢ Moore et Wilhelms proposent plusieurs modéles, dont le plus simple, avec une collision
inélastique, i.e. € = 0, et avec l'impulsion perpendiculaire au plan de collision :

(B +3 AR, -3, -Gy AR).N=0 (4.9)

Pour pouvoir utiliser ces équations, il faut tout d’abord détecter les collisions eutre objets et
donner, en cas de collision le point d’impact et la normale N au plan d'impact. Comme les
calculs se font a intervalles de temps discret, il peut y avoir interpénétration.
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e Hahn hiérarchise la détection de collision a l'aide de boites englobantes. Il propose une
méthode pour déterminer le point de collision en supposant que les intervalles de calcul
sont suffisamment petits pour qu’un choc puisse étre détecté.

e Moore et Wilhelms décrivent un algorithme de détection de collision dans le cas de
polyeédres convexes. Cet algorithme est inspiré de 'algorithme de clipping de Cyrus-
Beck.

Aucun d’eux n’explicite vraiment quel est leur choix pour la direction de la normale au point
de collision dans les cas limites.

Considérons maintenant les extensions proposées par chacun d’eux :

e Hahn utilise la méme approche dans le cas des contacts entre objets ou dans le cas
des collisions objet fixe/objet mobile. Il approxime ainsi un contact par une suite d’infimes
collisions. L'influence des forces ou couples extérieurs apparaissent alors dans le moment (
i.e. dans les équations (4.2) a (4.3)). Ce passage collision/contact ne parait pas si évident car
les forces extérieures et I'impulsion due a la collision sont mises au méme niveau, ce qui est
contraire a I'hypothése de Routh.

e Moore et Wilhelms proposent une extension du modeéle dans le cas d’une collision de
deux objets articulés. Supposons que les fils n’ont que des libertés de rotation par rapport a

m3

R3,

.

Figure 4.2: Collision de deux objets articulés

leur péere comme dans la Figure 4.2. Les équations (4.2) & (4.3) sont remplacées par :

my (%), - ) = ~P + > P may(ty - )= P+ Zﬁ% (4.10)
1=1

1=1
Ji(@By =)= B A(=P)+ Y RunPy (@ —G2)=FaAnP+ Y Run Py (4.11)
=1 i=1

Et pour les liens ¢ = 2...n non directement en collision on a :

n n
mi(T = %) = Y Pyjet i@~ &) =) Bij APy (4.12)
J=1 J=1

39



Pour les liens pere-fils, i.e. quand 7 et 7 sont liés par une charniére, on a :
17,’+LZ7"~/\R,'J'=17J’~+5J'~/\RJ',' (4.13)

Par contre, Hahn se place toujours dans le cas d’un seul objet, la partie articulation étant
supposée réglée cinématiquement.

e Moore et Wilhelms n’envisagent pas de cas plus complexes, i.e. création d'une boucle
par collision de plusieurs liens d’un méme objet articulé (ce qui arrive quand un personnage
pose son coude sur son genou) ou collision de plus de deux objets en méme temps (ce qui est
envisagé par Baraff [Bar89]). Par contre, Hahn propose une méthode pour gérer les conflits
de < collisions en boucle®. Il suggeére d’associer un graphe a chaque scéne contenant plusieurs
objets en contact simultané pour ordonner les calculs de recherche de collision. Chaque nceud
du graphe correspond & un objet et chaque aréte représente un contact. Un nceud spécial est
associé a I’ensemble des objets fixes. Les arétes du graphe sont orientées de fagon a supprimer
les cycles.

4.1.2 Collision d’un objet rigide articulé avec des parois fixes

L’approche précédente peut étre simplifiée quand on considére le cas de la collision d’un objet
rigide articulé avec des parois fixes. C’est ce qui est présenté dans [Ver90] :

o les collisions de 'objet articulé avec plusieurs parois sont traitées simultanément. Les
équations (4.10) a (4.13) sont étendues,

o on calcule les vitesses résultant du chocs en résolvant un systéme linéaire triangulaire
par blocs de taille bornée par 13n, si n est le nombre de liens composant 'objet articulé.

On obtient alors un traitement rapide des collisions d'un objet avec des parois fixes.

4.2 Modélisation des contacts

4.2.1 Contacts entre objets

Baraff [Bar89, Bar90] présente une approche analytique pour traiter le probleme du contact
entre solides rigides. Ces solides peuvent étre bornés par des faces planes ou courbes. Nous-
nous intéressons ici plus particulierement au cas des solides polyédriques.

Il procéde comme suit :

e Quand il y a interpénétration, Baraff calcule P’instant de contact précédent en se ra-
menant a un probleme de recherche de racine. Il le résout en utilisant une méthode
hybride, mélange de Newton et de regula falsa (cf. [PFTV86)).

e dans le cas ou les solides sont des polyédres convexes, Baraff utilise la cohérence de
la scéne dans le temps pour accélérer le processus de détection des contacts ou des
collisions. Des mesures effectuées sur des animations montrent que sa méthode améliore
notablement efficacité de 'algorithme.

40



e les points de contact entre deux polyédres sont les sommets des polygones de contact.
Les forces de contact sont réparties sur ces sommets.

e si I’on ne considere pas les forces de frottement, la direction 7 de la force de contact en
un point p de B, correspondant au point p’ de A, point de contact entre deux solides A et
B, est perpendiculaire a la surface commune de contact et est dirigée vers I’extérieur de
B. Dans le cas d’un contact du type sommet-sommet ou sommet-aréte, cette direction
est choisie arbitrairement vers I’extérieur de B.

e la force de contact f entre A et B au point p(t) doit satisfaire les contraintes :

. f empéche les deux solides de s’interpénétrer

. f peut contribuer 4 pousser A mais pas a le tirer

1
2
3. f n'intervient que quand il n’y a pas collision
4. f s’annule dés qu’il n’y a plus contact

5

. f est continue dans le temps, tant qu’il y a contact.

Pour chaque point de contact py = p},...,pn = pj, entre A et B, Baraff introduit une fonction
caractéristique x; doublement dérivable par rapport & t : x;(t) = pi(t) — pi(t).
Les conditions (1), (2) et (3) donnent alors :

si tg est I'instant de contact, x;{to) = 0, x:i(to) = 0 et Xi(to) > 0 (4.14)

En utilisant le fait que les ¥; sont des fonctions linéaires de f et en exprimant (4.14) sous forme
matricielle pour tous les points de contact, on se ramene a la recherche de =0, )T
vérifiant :

f>0et Afz b avec 4 matrice n X n (4.15)

Pour que la force de contact ne soit pas trop forte et pour tenir compte du fait que D’instant
de perte de contact correspond a une force de contact nulle, on ajoute I’équation :

fixi(f) =0,
Ce qui s’exprime aussi sous la forme :

Y fi%i =0oubien fTAf~ fTo=0 (4.16)

On aboutit alors & un probleme du type programmation quadratique (probléeme NP complet
en général). Pour résoudre le systéme, Baraff utilise I’heuristique suivante : la condition (4)
permet d’interpréter différemment les équations (4.15) et (4.16) selon le cas ou p; va rester
en contact ou va cesser de !'étre.

e Quand le point de contact p; tend a disparaitre, la force de contact est nulle donc (4.14)
devient :

fi=0,%:(H 20 (4.17)

4]



s Par contre, quand le point de contact reste point de contact, on a :
F>0et %(f)=0 (4.18)

Les points de contact qui tendent a disparaitre sont a prior:i plus rares que ceux qui restent
en contact. Baraff cherche donc a résoudre d’abord (4.18). Si le probleme n’a pas de solution,
c’est que certains des points de contact vont disparaitre. Dans ce cas, il recherche une solution
approchée f, satisfaisant les contraintes :

Af; >bet f:, > 0 en minimisant Z f;,
?

Cette solution minimise aussi Y, fo, Xi(fo), ce correspond 2 une bonne approximation de f.
Le vecteur des résidus

—

Xl(fa)
F=Af,-b= ) est tel que les p; dont le contact va cesser vérifient r; > 0
X;n(f(l)

Baraff emploie une approche similaire pour traiter le cas de collisions simultanées.

4.2.2 Contact d’un objet rigide articulé avec des parois fixes

L’approche présentée précédemment est coliteuse et parfois trop sophistiquée dans le cas ot
Pobjet rigide articulé entre en contact avec des parois fixes.

Dans le cas du contact avec le sol, Wilhelms {Wil87] propose une approximation du calcul
de la force de réaction :

1. répartir le poids de I'objet articulé sur les liens en fonction des enfoncements respectifs
des points de contact dans le sol, "

2. ajouter un ressort dans le cas ol 1'objet péneétre dans le sol,
3. modéliser le frottement dans le calcul de la composante tangentielle.

Cette modélisation est simple et rapide mais introduit des effets d’oscillation : la force de
réaction est non nulle uniquement quand le lien pénétre dans le sol.

Dans le cas de contacts avec des parois dont les plans sont paralléles aux plans principaux
du repere fixe !, Verroust [Ver90] calcule une force de réaction :

e a partir des forces extérieures appliquées sur ’objet et du poids du lien concerné

e comprenant un ressort et une force tangentielle modélisés de la méme fagon que chez
Wilhelms.

La condition sur les plans des parois permet de traiter indépendamment les contact d’un lien
avec des parois non paralleles.

'cas des murs, du sol et du plafond par exemple
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Chapitre 5

Conclusion

L'utilisation de la dynamique pour controler Panimation d’objets rigides articulés a conduit
a différents types d’approches :

e Armstrong et Green ainsi que Featherstone ont présenté des méthodes de résolution qui
privilégient I’aspect <€ temps de calcul® ;

o Isaacs et Cohen ont plutét cherché & modéliser une vaste famille de mouvements et
d’objets et ont proposé 'introduction de comportements génériques qui permettent de
mieux controler I’animation ;

e Brotman et Netravali ou Witkin et Kass ont, de fagon parallele, abordé le probléme
du controle du mouvement avec une approche de type € optimisation®sans toutefois
lever les difficultés posées par la mise en ceuvre de contraintes globales dans un systeme
d’équations numériques.

e Le probleme des interactions entre objets apparait de maniére naturelle dés que l'on
veut automatiser le processus de création du mouvement. Celui-ci reste incomplétement
résolu malgré les contributions significatives de Moore et Wilhelms et de Hahn ainsi
que celle de Baraff qui est la plus rapide mais nécessite néanmoins la mise en ceuvre
d’algorithmes de résolution numérique complexes et coiteux.

On aimerait pouvoir disposer de méthodes de modélisation aussi bien géométriques que
comportementales d’un emploi simple, voire intuitif pour un animateur. Le coit du temps
de calcul doit rester un critere fondamental pour assurer une utilisation souple et conviviale.
En fait, il faudrait déterminer ce qu’est le réalisme d’un mouvement, du point de vue d’un
animateur, pour pouvoir définir des méthodes et des outils pour y accéder.
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Partie 111

Animation dynamique d’objets
déformables
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Chapitre 6

Modéliser et animer des objets
déformables

Un intérét croissant s’est manifesté ces dernieres années pour des systémes capables de modéli-
ser et d’animer des matériaux déformables, élastiques ou méme inélastiques. Les déformations
et le mouvement de tels objets dépendent de parametres physiques propres a la matiere qui
est simulée : raideur, propagation des déformations, comportement élastique ou plastique,
taux de compressibilité, seuil de rupture...

Les recherches qui ont été effectuées dans ce domaine se regroupent selon quatre grands

axes :

une premiere série d’approches repose sur la théorie mécanique des milieux continus :
le modéle initial de [TPBF87], basé sur une formulation non linéaire de ’énergie de
déformation élastique, a été suivi de plusieurs extensions, qui permettent d’animer des
objets € assez rigides® [TWS88|, et de traiter certaines déformations inélastiques {TF88].

d’autres approches, qui se sont développées en paralléle, décrivent les objets déformables
a partir d’éléments mécaniques discrets, souvent couplés avec d’autres composants,
purement géométriques. Les systémes modulaires qui en résultent [Luc85, LC86, TPF89,
Mil88, CHP89, GVPY0]) permettent d’animer en un temps raisonnable et avec un bon
réalisme visuel des objets d’apparence complexe, constitués de matériaux composites.

les techniques d’optimisation de [PB88] peuvent venir compléter 'une des approches
précédentes : elles permettent d’imposer des contraintes de comportement lors de ’ani-
mation des objets.

enfin, nous ne décrirons pas ici la méthode d’analyse modale développée par Pentland
et Williams [PW89], qui correspond a un tout autre point de vue. On pourra se référer
a [Gas90] pour une étude détaillée de cette technique.

Notons que les deux types d’approches € modeles continus®et € systéemes mécaniques
discrets®ont été expérimentés par Georges Dumont, Bruno Arnaldi et Gérard Hégron, dans
le cadre de leur systéme complet d’animation dynamique basé sur la résolution symbolique
des équations (voir [DAHS89, Dum90]).
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6.1 Approches utilisant des modeles continus

6.1.1 Modeéle de Platt, Terzopoulos, Fleischer et Barr

Les premiers travaux proposant un modele de matériau régi par les équations de ’élasticité
ont été présentés par Terzopoulos, Platt, Barr et Fleischer en 1987 (voir [TPBF87]) : un objet
déformable §2, de paramétrisation z(u,t) = (z1{u,t), z2(u,t), z3(u,t)) (avec u = (uy, uz, u3)
pour un solide, u = (u;,uz) pour une surface), est régi par I’équation différentielle ordinaire :
3 ( 81:) 8z  Be(z)

a\’% )T T e

= f(=,1) (6.1)

% (p%‘f—) traduit I'inertie du modéle.

7%’{ représente les forces de frottement (le systéme n’est pas conservatif).

3—(;%) est la réponse élastique du matériau, qui traduit la minimisation au cours du
temps de 1’énergie potentielle de déformation ¢(r).

o f(2,t) est la somme des forces extérieures appliquées au systéme.

L’animation est produite en résolvant I’équation (6.1) a chaque instant, ce qui fait inter-
venir les étapes suivantes :

1. calcul de P’énergie potentielle ¢, qui joue le role d’une mesure de la déformation. Cette
énergie doit é&tre nulle pour un simple déplacement rigide de l'objet, ce qui interdit
Putilisation d’une formule linéaire. Soit G le tenseur métrique associé a 'objet (matrice
3 x 3 s’il s’agit d’un solide, 2 X 2 pour une surface), et B son tenseur de courbure s’il
s’agit d’une surface élastique (n est le vecteur normal unitaire sortant de la surface au
point z(u,t)) :

dr Oz

Colatwt) = 5o 5g;
i 4]

0%z
Bi_,-(:z:(u,t)) = na’U'a‘U'
i 0u;

L’énergie ¢(z) est donnée par :

(r) = G°(r)||?durduadus pour un solide

e(x)

1l
5
Q

ez) = / IG(r) = G2 + ||B(r) — B%(7)||*duiduy pour une surface
1]

Les différents types de matériaux élastiques sont obtenus en faisant varier la norme
utilisée. Par exemple, pour un solide isotrope répondant a la loi d’Hooke, et dont les
constantes de Lamé sont A et u (cf. section 1.3.3),0on a:

2
e(x)=/n %,\ <Z (G«—G?,.)) +p Z(c;,,—c:?j)2 du (6.2)
i i
2. calcul de 8—‘3—(;) :
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Théoréme : si J(y) = ff F(a,y,y') da, alors :

8J(y) OF d (ap)

dy ~ by da \dy

(6.3)

On applique ce théoréme du calcul des variations en posant J =€, a = u, y = 2.

calcul de la somme des forces extérieures : ces forces peuvent étre la gravité, un frotte-
ment di & un fluide visqueux, une force simulant la collision avec un objet rigide, une
force attachant I'objet déformable au monde extérieur, par un ressort par exemple.

. discrétisation de ’équation différentielle (6.1), en fonction d’un maillage de I'objet étu-

dié, sous forme d’un systéme d’équations différentielles ordinaires (différences finies
spatiales).

. transformation du systéme précédent, grace & une méthode aux différences finies tem-

porelles, en un systéme d’équations linéaires de taille proportionnelle au nombre de
nceuds du maillage; résolution de ce systéme a chaque intervalle de temps, en utilisant

des méthodes d’analyse numérique classiques (décomposition LU, méthode de Gauss
Seidel).

Le modéle que nous venons de décrire permet de modéliser et d’animer de manieére trées
réaliste de nombreux matériaux déformables! (tissus élastiques, papier, barres de métal mal-
léables, caoutchouc).

Tres réaliste, il présente cependant les limitations suivantes :

la lourdeur des calculs rend le systéme peu maniable : il est difficile de contréler finement
les effets obtenus en utilisant un systéme d’animation qui ne permet pas d’expérimen-
tation interactive.

aucun moyen de contrdle n'est fourni pour munir un objet déformable de propriétés
globale (matériau incompressible par exemple).

la complexité de la théorie de I’élasticité rend presque inabordable la simulation d’un
objet qui ne serait ni isotrope, ni homogene. La technique précédente semble donc mal
adaptée a 'animation des objets déformables composites que nous offre le monde réel
(déformation du bras d’un personnage sous 'action des muscles, raquette de tennis...).

il est difficile de décomposer un objet de forme complexe en éléments finis.

les équations discretes, déja lourdes, deviennent mal conditionnées quand on augmente
la rigidité des objets utilisés (voir [TW88]). Le mouvement d’un morceau de tissu
presque inextensible (formation de plis...) serait par exemple tres difficile & calculer.

! L’animation dynamique n’est pas le seul domaine d’application de ce modele : Terzopoulos, Witkin et
Kass [TWKB87] l'utilisent pour reconstruire des formes 3D & partir de deux profils 2D : un objet constitué

d’une

< colonne vertébrale® souple enrobée de chair élastique se déforme peu i peu sous P’action de forces qui

cherchent a lui donner les profils souhaités. L’énergie potentielle élastique comprend un terme supplémentaire,
minimisé quand ’objet devient parfaitement symétrique.
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6.1.2 Objets élastiques € assez rigides®

Nous avons signalé au paragraphe 6.1.1 que la recherche d’une énergie élastique qui ne soit
pas affectée par un déplacement global de I’objet impose 1'utilisation d’une formulation non
linéaire (équations (6.2) et (6.2)). Les équations deviennent alors mal conditionnées dans le
cas d’objets assez rigides. Pour résoudre ce probleme, Terzopoulos et Witkin [TW88] ont
proposé un modele hybride :

L’objet, qui est décrit par ¢(u,t) = (q1(u,t), g2(u, ), g3(u,t)) dans un repére mobile lié a
son barycentre, est décomposé en deux structures imbriquées :

q(u,t) = r(u) + e(u,t) (6.4)

e 7(u) est le composant € de référence®, indéformable et obéissant aux lois de la dyna-
mique des objets rigides (r ne dépend donc pas de t dans le repéere mobile lié a I'objet);

o e(u,t) est le composant ¥ de déformation®, qui décrit la différence entre la forme
courante de ’objet et sa forme de référence. Globalement immobile par rapport au
premier, ce second composant est animé grace a la formule d’élasticité linéaire :

ele) = /E(w,e,eu,euu...)du (6.5)

ou la densité d’énergie élastique E est une simple combinaison linéaire des dérivées
partielles successives de e(u,t), notées ey, ey,... (voir [TW88]).

Il est intéressant de comparer ce modele hybride avec la méthode initiale de [TPBF87]
(voir [TF88] pour plus de précisions) :

e l'utilisation d’une formule linéaire pour le calcul de ’énergie permet un gain de temps
appréciable par rapport au modéle initial. D’autre part, plus 'objet animé est rigide,
plus les équations sont bien conditionnées.

o 1’élasticité linéaire est plus éloignée de la réalité physique que la formule non-linéaire
utilisée dans [TPBF87] ; cependant, elle reste suffisamment réaliste pour de petites
déformations.

e la méthode hybride précédente convient bien a des solides, mais, contrairement au
premier modele, n’est pas adaptée a I’animation de surfaces souples (comme des tissus)
a cause de l'utilisation du composant rigide de référence.

6.1.3 Déformations inélastiques

Lors d’une déformation inélastique, la forme de 1’'objet a ’équilibre n’est pas simplement
fonction de sa forme initiale et des forces extérieures qui lui sont appliquées : elle dépend
également de tout I’historique des déformations qu’il a subies. En général, I’ob jet ne retrouve
jamais sa forme initiale.
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Terzopoulos et Fleischer [TF88] proposent de généraliser le modele mixte du para-
graphe 6.1.2 de maniére a modéliser certaines transformations inélastiques : le composant
de référence, qui devient une fonction du temps r(u,t), est peu a peu modifié au cours des dé-
formations successives, de maniere a rendre le processus irréversible. Les déformations traitées
sont les suivantes :

o la viscoélasticité, pour laquelle

dr 1 :
-‘E(u,t) = proy e(u,t) (6.6)

ol n(u) représente la constante de viscoélasticité au point de paramétre u ;

e la plasticité, pour laquelle le composant de référence absorbe la déformation des que
cette derniére dépasse un certain seuil ;

o les fractures, qui sont modélisées en introdunisant des discontinuités ponctuelles dans le
cas ol la déformation dépasse une valeur critique. Les lieux ou une fracture est possible
sont des points prédéterminés de I’'objet. Au cours d’une animation, la discontinuité se
propage automatiquement vers les points ou la déformation est la plus forte.

Notons que ces méthodes se traduisent par ’ajout de processus spécialisés pour chaque
déformation inélastique. Elles ne traduisent donc pas de vision unifiée des différents compor-
tements. Il sera intéressant de les comparer avec le point de vue particulaire d’Annie Luciani,
présenté plus bas.

6.2 Systémes modulaires intégrant des composants méca-
niques discrets

Comme nous venons de le voir, Terzopoulos, Witkin, Platt et Fleischer se sont peu a peu éloi-
gnés des véritables équations de I’élasticité, qui leur fournissaient des résultats tres réalistes
mais peu maniables, pour diversifier le modele initial en le décomposant en deux niveaux
mécaniques imbriqués [TW88, TF88].

Plus généralement, les équations dynamiques des milieux continus semblent peu adaptées
al’animation des objets non-homogeénes complexes que nous offre le monde réel, sauf peut-étre
dans le cadre de modeles spécifiques?. Ces objets complexes, personnages, animaux, éléments
du corps humain, sont pourtant des sujets d’animation privilégiés.

De nombreux auteurs ont opté pour des approches qui, bien qu'utilisant toujours la dy-
namique, ne sont pas inspirées des équations physiques des milieux continus : les objets
déformables (éventuellement composites), sont décrits sous forme discrete, en combinant des
éléments mécaniques simples (typiquement, des masses ponctuelles reliées par des ressorts ou
des frottements visqueux), et d’autres éléments pouvant étre purement géométriques. Parfois
spécifiques a une application donnée, ces approches sont remarquables pour la simplicité et
Pinteractivité du contréle, ainsi que le naturel des effets obtenus.

2Nous décrirons dans le chapitre 7 le modéle de Gourret et Thalmann, qui modélise le contact entre une
main et une balle déformable
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6.2.1 CORDIS-ANIMA : le formalisme € rmasse-ressort-frottement>

Les travaux d’Annie Luciani et de Claude Cadoz ont été inspirés par l'idée suivante : il
n’est pas toujours nécessaire de simuler la véritable structure physique d’un objet réel pour
restituer ou approcher son mouvement ; I'important est de savoir construire et gérer une
représentation mécanique des objets ou des phénomenes a animer.

Les auteurs ont donc choisi de construire tous leurs objets déformables a partir des < élé-
ments mécaniques minimaux®que constituent les masses, ressorts et frottements. Plus préci-
sément, les objets sont constitués par un ensemble de masses élémentaires reliées entre elles
grace a des < liaisons conditionnelles® (du type ressort amorti par exemple), qui ont la par-
ticularité d’évoluer au cours du temps. Le systéme CORDIS-ANIMA [Luc85] qui en résulte
constitue a la fois un modeleur et un simulateur d’objets déformables.

Le formalisme particulaire qui a été choisi offre :

e une gestion unifiée des interactions entre objets et a I’intérieur d’un objet (nous revien-
drons plus précisément sur la gestion des interactions au chapitre 7) ;

¢ une animation et un-controle gestuel en temps réel.

Le probleme de I’hybridation géométrique

Certaines parties d’un objet déformable complexe (la peau d’un personnage par exemple)
jouent un réle négligeable dans la physique du mouvement. Luciani et Cadoz [LC86] proposent
de ne pas tenir compte des interactions dues a ces parties de ’objet, pour lesquelles des
modeles purement géométriques suffisent.

Dans CORDIS-ANIMA, les points géométriques sont modélisés par des points mécaniques
de masse nulle. Trois types de < liaisons géométriques®sont proposées pour les relier a la
partie mécanique des objets (voir figure 6.1) :

e liaison solide indéformable ;

e articulation géométrique : le point P se déduit de deux autres points par conservation
de deux distances ;

e comportement plastique : le point P se déduit de deux autres points par conservation
de la surface du triangle qu’ils forment.

Les points géométriques sont entiérement passifs : influencés par les points mécaniques, ils
ne peuvent pas agir a leur tour sur ces derniers.

Comme nous le verrons, la technique d’hybridation géométrique a été reprise dans une
grande partie des modeles spécifiques a une application qui vont étre maintenant présentés.
Les principaux avantages de I’hybridation sont :

e l'optimisation du contréle du mouvement, grace a la suppression de degrés de liberté
inutiles ;

e la possibilité d’utiliser une représentation non discréte (surface paramétrique...) pour
les composants géométriques, ce qui peut améliorer I’aspect de 'objet qui est animé ;
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P1 (comportement plastique)

P2 (articulation géométrique)
M1 M2

M3

Figure 6.1: Liaisons géométriques

e une plus grande liberté dans le controle de I'animation, puisque des déformations pure-
ment géométriques peuvent étre combinées avec les déformations dues aux composants
mécaniques (nous verrons en particulier que les déformations géométriques € FFD>de
[SP86] sont utilisées pour Panimation de personnages [CHP89]).

6.2.2 Matériau capable de fondre

La méthode proposée dans [TPF89] permet de modéliser un matériau qui fond sous I’action
de la chaleur. Le changement d’état (passage solide-liquide) se traduit par la modification
des interactions entre les masses élémentaires du systéme :

e & l'état solide, le matériau est représenté par un réseau d’éléments cubiques, constitués
de masses élémentaires reliées entre elles par des € ressorts thermoconducteurs®. Ces
derniers propagent la chaleur grice & une équation aux dérivées partielles (€ I’équation
de la chaleur®) ; leur raideur varie en fonction de la température des masses qu'ils
relient. A partir d'une certaine température, les ressorts thermoconducteurs € fondent®.

e dés qu’une particule est séparée de ses voisines, on calcule son mouvement en simulant
la mécanique moléculaire. Deux types de forces d’interaction sont utilisées : des forces
d’attraction a longue portée et des forces de répulsion a courte portée.

Notons que :

e ce modele a base de liaisons conditionnelles entre les particules est un cas particulier
du formalisme général proposé par Annie Luciani dans son systeme CORDIS-ANIMA ;

o Terzopoulos, qui a contribué pour une tres grande part au développement des modéles
continus, les abandonne ici au profit de composants mécaniques discrets, plus maniables.

6.2.3 Animation de serpents

Miller [Mil88] utilise un systeme modulaire hybride (mécanique et géométrique) pour animer
des serpents et autres animaux rampants :
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o le premier niveau est un module mécanique : le corps de I’animal est constitué d’une
juxtaposition de boites rectangulaires, dont les sommets sont munis de masses élémen-
taires, et qui comportent des ressorts le long des arétes et des diagonales.

e un second module, purement géométrique, modélise la surface de la peau de I’animal :
une technique d’extrusion classique engendre cette surface & partir des positions des
masses élémentaires.

Le modéle est animé en résolvant & chaque instant, pour chaque masse élémentaire, I’équation
dynamique crf: m.@, grice a une méthode aux différences finies.

La difficulté, pour obtenir une animation réaliste de serpents, résidait dans la recherche
des forces extérieures a appliquer aux masses élémentaires. Pour simuler le jeu des muscles du
serpent en train de ramper, Miller a choisi d’appliquer aux ressorts du niveau mécanique un
ensemble de forces sinusoidales, qui les contractent alternativement. Des forces de frottement
directionnelles modélisent les écailles qui empéchent I’animal de reculer.

La pénétration des modeles de serpents dans le support rigide de la scéne est évitée en
replacant les masses ponctuelles hors du support, et en inversant la composante verticale de
leur vitesse. '

6.2.4 Animation de personnages : muscles et chair déformable

Dés 1976, Burtnyk et Wein [BW76] ont proposé d’animer un squelette articulé dont le mou-
vement guiderait les déformations d’une peau purement géométrique. Chadwick, Haumann
et Parent [CP88, CHP89] on repris cette idée. Leur modéle hybride de personnage comporte
trois niveaux de modélisation imbriqués, aux composants mécaniques ou géométriques :

‘e le premier module est constitué d’un < squelette®dont le mouvement est prédéfini : il
peut s’agir d’une ossature mécanique qui a été animée grace a la dynamique des objets
rigides articulés, ou bien simplement d’une structure géométrique au mouvement défini
griace a des positions clés.

s un second modéle, basé sur des propriétés dynamiques, simule la contraction ou 1’élon-
gation des muscles, ainsi que le comportement des zones de chair déformable (joues du
personnage...) :

— chaque muscle est modélisé grice a deux boites voisines de déformation
FFD [SP86). La déformation dépend de la position des articulations voisines et
du type de muscle désiré. Notons que ce ne sont pas les muscles qui dirigent le
mouvement du squelette, mais bien le contraire !

— les zones de chair déformable, et leur comportement d’oscillation visqueuse apres
déformation, sont obtenues en associant des masses aux points de contrdle des
boites FFD, et en les reliant entre eux par des ressorts a frottement visqueux.
Les déformations dynamiques des boites se répercutent alors sur la chair qu’elles
contiennent.

Notons que l'utilisateur peut intervenir 2 un niveau plus fin, en agissant directement
sur les points de controle des FFD.
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Objets déformables
associés aux liens

Figure 6.2: Enrobage automatique d’un squelette

e enfin, une surface purement géométrique est plaquée sur le niveau précédent pour déli-
miter la € peau®du personnage.

La technique ci-dessus illustre parfaitement I'intérét d’un modéle partiellement dynamique
(et partiellement géométrique) pour animer des objets aussi complexes qu’un personnage.
L’utilisation de différents niveaux de modélisation imbriqués permet un contréle a la fois
simple et efficace du mouvement et des déformations.

On peut cependant regretter que rien n’ait été prévu dans ce modele pour détecter et
traiter les collisions éventuelles entre les différentes parties du personnage, ou avec d’autres
objets du monde extérieur.

6.2.5 Objets déformables vertébrés

Marie-Paule Gascuel, Anne Verroust, et Claude Puech [GVP90, Gas90, Ver90] proposent
un modéle plus général d’objets déformables complexes : la structure € d’objet déformable
vertébré®comporte trois niveaux de modélisation mécaniques et géométriques :

¢ le premier niveau est constitué par un € squelette®rigide articulé (arborescence de
< liens®reliés entre eux par des charnieres). Il faut noter que le mouvement de ce
squelette n’est pas prédéfini, contrairement a la méthode envisagée dans [CHPS89] ;

e un élément de matériau déformable est associé a chaque lien pour modéliser la chair
élastique qui le recouvre.

e une peau purement géométrique (surface B-spline) recouvre le tout.

Chaque élément de matériau déformable est lui méme structuré en deux modules
(voir [Gas89a, Gas90]) :

e un € niveau mécanique de base®simule les contractions axiales de la matiere défor-
mable : il est constitué d’un ensemble de cones déformables modélisés par des ressorts
amortis d'axes fixes disposés € en étoile®autour du centre d’inertie de ’élément ;
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o un second niveau gére la propagation des déformations, selon des critéres qui peuvent
étre mécaniques ou géométriques (volume constant, surface extérieure constante).

Le mouvement est calculé grice a une animation dynamique simultanée des différents
modules, ce qui permect en particulier de modifier le mouvement du squelette lorsque la
couche de matériau déformable est soumise a un choc.

Notons qu’une méthode € d’enrobage automatique®est proposée pour construire trés
rapidement un objet déformable vertébré a partir d’un squelette articulé fourni par I'utilisa-
teur. Pour que toute déformation d’un élément déformable soit immédiatement transmise a
la peau, les points de contréle de cette derniére sont placés aux extrémités des ressorts des
composants déformables.

Ce modele, interactif sur une station graphique standard, offre un contréle simple et effi-
cace du matériau déformable recouvrant les objets. Comme nous le verrons dans le chapitre 7,
il permet de surcroit de détecter et de traiter automatiquement tous types de collisions et de
contacts (avec des objets rigides ou déformables, vertébrés ou non, dynamiques ou statiques).

6.3 Techniques d’animation sous contraintes

L'une des difficultés pour animer un objet déformable, qu’il soit modélisé grace aux équations
des milieux continus ou bien a partir d’éléments mécaniques discrets, réside dans le contrdle de
ses propriétés globales, ou de son mouvement. On peut par éxemple souhaiter que I’objet suive
une certaine trajectoire, qu’il réagisse de maniere réaliste a un choc avec un solide polygonal,
que sa compressibilité soit limitée, ou que la matiére dont il est constitué soit modelable.
Platt et Barr [PBS88] proposent d’imposer ce genre de contraintes de comportement & un
modele déformable.

L’énergie totale d’un objet en mouvement est une fonction constamment décroissante,
puisqu’une partie de cette énergie se dissipe en chaleur. Animer un objet déformable auquel
sont imposées des contraintes revient donc a réscudre un probleme d’optimisation. Certaines
techniques d’optimisation ont déja été proposées dans le cadre de 'animation d’objets rigides
articulés (voir [BN88, WKS88, GV89]), ou pour la reconstruction d'objets (voir [TWK87]).
La méthode la plus couramment utilisée consiste a ajouter a 1’énergie totale de 'objet des
< termes de pénalisation®associés a chaque contrainte (ces termes sont minimisés quand
la contrainte correspondante est vérifiée). Platt et Barr soulignent les avantages de cette
approche - traitement d’un nombre quelconque de contraintes avec recherche d’un compromis
si elles sont incompatibles, pas d’ajout d’équation différentielle supplémentaire - mais aussi
ses inconvénients :

¢ les contraintes ne sont jamais exactement vérifiées,

e les équations deviennent mal conditionnées quand on augmente la force des contraintes
(c’est a dire le coefficient du terme correspondant dans ’équation qui donne ’énergie).

Pour leur part, Platt et Barr proposent deux nouvelles méthodes d’animation sous
contraintes :
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6.3.1 Contraintes € de réaction®

1l s’agit d’un compromis entre une méthode de projection et la dynamique inversée : a chaque
instant, on calcule pour chaque masse élémentaire ou pour chaque élément fini la force a
ajouter aux forces extérieures pour que la contrainte soit exactement vérifiée a l’instant
d’aprés. Pour cela, on considere le vecteur D = MM qui représente la déviation entre la
position que va prendre le point et la position qui devrait étre la sienne si la contrainte était
vérifiée. Apres n’avoir gardé que la composante des forces extérieures qui est orthogonale a
D, on ajoute une < force de contrainte®permettant de déplacer le point jusqu’'en M.

Remarque : Cette technique differe de celle qui était proposée par Barzel et Barr dans le
cadre des objets rigides articulés (voir [BB87, BHBS87, BB88]). En effet, la force ajoutée ici
n’est pas destinée & minimiser peu a peu I’écart avec la ou les contrainte(s), mais a imposer
en une seule itération qu’une contrainte donnée soit parfaitement vérifiée.

Une contrainte € de réaction®peut étre utilisée en particulier :

e pour contraindre certains éléments de masse du modele a suivre un chemin prédéfini,
paramétré par le temps. L'objet se déforme alors comme s’il était € tiré®par ces élé-
ments.

e pour éviter les interpénétrations avec un solide polygonal. Si le solide est lui méme
un modele dynamique, on peut simuler le principe de ’action et de la réaction en lui
appliquant une force opposée a la force de contrainte de la masse élémentaire.

Les avantages des contraintes de réaction sont les suivants :
e elles sont immédiatement et parfaitement vérifiées,

e la méthode n'utilise que des forces, qui sont faciles a calculer pour des contraintes
suffisamment simples.

La méthode présente pourtant certaines limitations :

e on ne peut appliquer qu’une seule contrainte 3 la fois a chaque masse élémentaire (ou
chaque élément fini) du systéme,

e la technique ne permet pas de simuler les propriétés globales d’un objet flexible, puisque
chaque élément de masse est contraint indépendamment des autres.

6.3.2 Contraintes du Lagrangien augmenté

La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet de transformer un probléme d’optimi-
sation sous contraintes en un probléme d’optimisation simple, en ajoutant des équations
différentielles supplémentaires, ainsi que de nouveaux inconnus, les € multiplicateurs de
Lagrange®(notés A).

Soient z = (24, z2,...,Zn), et f(z), g(z) deux fonctions a valeur dans R. Le probleme :

minimiser f(z) sous la contrainte g(z) =0 (6.7)
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se traduit par les équations du Lagrangien augmenté :

r; = S 2y =229 (1) - eg{z % z
BT T (=) /\32:; (=) = gl )31‘;'( ) (88
A o= g(z) (6.9)

Ces équations se généralisent aux cas de contraintes multiples, ou de contraintes définies
par des inégalités (voir [PB88] pour plus de détails).

La technique du Lagrangien augmenté peut &tre utilisée pour imposer certaines propriétés
globales a ’objet flexible. Platt et Barr proposent de modéliser :

o des matériaux se déformant 4 volume constant. Pour cela, chaque élément fini est rendu
incompressible.

e des matériaux modelables, ne retrouvant pas leur forme initiale apres une trop forte
déformation (comportement plastique). Pour cette application, la contrainte est donnée
par une inégalité.

On remarque que, tout en imposant une résolution beaucoup plus complexe (ajout d’équa-
tions différentielles et d’inconnus supplémentaires), la méthode du Lagrangien augmenté est
beaucoup plus générale que celle des contraintes de réaction. En eflet :

e plusieurs contraintes peuvent intervenir simultanément,

e ces contraintes peuvent étre non linéaires, ou se traduire par des inégalités.

6.4 Comparaison des différentes approches

Les méthodes d’animation d’objets déformables qui reposent sur la simulation pure des équa-
tions de la dynamique présentent de nombreux inconvénients pratiques lors de leur utilisation
par un animateur non averti :

o les parametres physiques a controler sont souvent peu intuitifs, et difficiles & gérer par
un non spécialiste.

¢ ils correspondent souvent mal aux notions auxquelles on aimerait avoir accés durant
P’animation : il n’est pas évident par exemple de spécifier des propriétés globales (ma-
tériau incompressible...).

Cette difficulté du controle peut étre résolue en partie grace a des techniques d’optimisation.
Cependant, il reste difficile de modéliser des objets de forme complexe a P'aide d’éléments
finis (des procédures automatiques peuvent étre utilisés, mais il est tres difficile de trouver
les bonnes conditions aux limites). En définitive, il parait irréaliste de vouloir simuler par
un modele trop proche de la physique les objets composites complexes que nous offre le
monde réel, sauf peut-étre, comme l’ont fait Gourret, Thalmann, et Magnénat-Thalmann
(voir chapitre 7), en construisant a la main un modéle spécifique pour chaque scéne & animer.

A Yopposé, et bien que présentant moins de réalisme, les systemes modulaires utilisant
des composants mécaniques discrets ont l'avantage de simplifier la modélisation (et donc
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I’animation) des objets complexes : ces derniers sont décomposés en une série de structures
imbriquées dont les parametres sont indépendants ; I'utilisateur peut donc intervenir direc-
tement au niveau ou il le désire, en faisant momentanément abstraction de tous les autres
parametres, ce qui lui permet d’affiner au maximum la représentation des objets. Si ces mo-
déles ne conviennent pas a la simulation physique de matériaux existants, cette limitation
fait aussi leur richesse, puisque ils permettent d’imiter des comportements pour lesquels la
physique ne donne pas vraiment de réponse (par exemple, comment animer un serpent en
train de ramper, ou les muscles d’un personnage, avec la dynamique des milieux continus ? ).
La simplicité des équations utilisées offre une bonne interactivité, qui permet & 'animateur
de modifier immédiatement ses parametres en fonction de 'effet désiré, réaliste ou non.
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Chapitre 7

Le probleme des interactions entre
objets

Il serait incomplet d’analyser et de comparer différents modéles d’animation dynamique sans
étudier a fond un aspect fondammental : leur factulté a détecter et a répondre automatique-
ment aux interactions avec le monde exterieur.

La plupart des systéemes d'animation du commerce ne sont pas capables de détecter les
interactions : apres avoir décrit les trajectoires au point par point pour chaque objet en
présence, 'utilisateur peut avoir la surprise de voir deux d’entre eux passer paisiblement 'un
a travers l'autre, produisant un effet pour le moins déconcertant. ‘

Si le probleme purement cinématique de la détection des collisions concerne tous les
logiciels d’animation, une seconde gageure vient s’ajouter pour les systémes d’animation dy-
namique : ces derniers doivent savoir répondre de manieére physiquement réaliste aux interac-
tions éventuelles. Un systeme d’animation dynamique n’incluant pas ces possibilités, comme
par exemple celui de Chadwick, Haumann, et Parent [CP88, CHP89], doit se cantonner &
P’animation d’un seul objet, qui doit alors étre trés complexe pour produire suffisamment
d’effet. En général, les systemes de ce type doivent tout de méme recourir a des artifices pour
que 'objet animé n’interpéneétre pas les supports rigides immobiles de la scéene : Terzopoulos
propose par exemple dans [TPBF87] d’entourer les obstacles (de forme simple) d'un champ
de force exponentiel. Miller [Mil88] gere les interactions de ses serpents avec le sol grace a
une résolution analytique au niveau de chaque masse élémentaire. Comme il le fait lui-méme
remarquer, cette solution ne fonctionnerait pas pour un support rigide de type escalier, ou
pour des contacts entre plusieurs serpents, la détection devenant alors trop imprécise.

Le chapitre 4 a déja montré les probléemes posés par le traitement des collisions et des
contacts entre objets rigides, qu'ils soient articulés ou non. Dans le cas d’objets déformables,
le probleme est d’autant plus complexe que les chocs ne sont plus instantanés ni conservatifs,
une partie de I’énergie se dissipant en déformation ; il ne suffit plus de trouver la vitesse
et P'accélération des objets juste aprés le choc, mais aussi de calculer leur nouvelle forme
pendant toute la durée du contact, et aprés celui-ci.

L’application de la théorie des chocs ou du contact (probléme de Hertz, par exemple) a
des solides déformables conduit méme dans le cas de |’élasticité linéaire présentée dans la
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section 1.3 & des problémes non linéaires qui entrainent des calculs dissuasifs : personne n’a
proposé jusqu’a présent de recourir a cette technique.

Méme dans le cas d’objets créés a partir d’un modéle continu, la gestion des interactions
ne pourra donc intervenir que dans la phase ol I'objet est déja discrétisé. Cette contrainte
multiplie d’autant les problémes de détection, puisque le calcul doit étre fait sur des objets
décrits au point par point, par un maillage délimitant des éléments finis.

Des solutions souvent fictives (en ce sens qu’elles font appel, a I'instant du choc, a l'intro-
duction arbitraire d’éléments mécaniques supplémentaires), et partielles (ne traitant parfois
que les chocs avec un objet rigide, ou bien uniquement les contacts) ont cependant été pro-
posées. La suite de ce chapitre présente en détail les plusieurs d’entre elles, a savoir :

¢ la modélisation des contacts entre objets décrits par des éléments finis, qui est utilisée
par Gourret, Thalmann, et Magnénat-Thalmann [GTT89a] [GTT89b] dans le cadre
d’une main saisissant une balle déformable,

e le point de vue de Luciani en ce qui concerne les systemes modulaires a éléments mé-
caniques discrets, ‘

e la modélisation des interactions faisant intervenir des < objets déformables
vertébrés® [GVP90, Gas90, Ver90],

e 'approche par € contraintes de réaction®de Barzel et Barr, qui traite le cas d’un choc
entre un objet déformable et un solide polygonal,

e la solution tres générale de Moore et Wilhlems, basée sur I'introduction d’un ressort
fictif au moment du choc,

Nous verrons en conclusion les idées a exploiter, mais aussi les limitations de toutes ces tech-
niques, qui font des interactions entre objets déformables un probléme encore partiellement
ouvert.

7.1 Modélisation d’une main saisissant une balle déformable

Le systeme proposé par Gourret, Thalmann, et Magnénat-Thalmann [GTT89a] (GTT89b]
permet de modéliser les contacts entre une main résolument réaliste et une balle déformable.
Basé sur la théorie dynamique des milieux continus, leur modéle utilise une représentation
des objets sous forme d’éléments finis.

Remarquons en premier lieu qu’il ne s’agit pas ici d’une simulation dynamique classique,
en ce sens qu’on ne se propose pas de calculer a chaque instant les déplacements qui résultent
de forces extérieures connues : 'utilisateur conduit lui méme le mouvement de la main en
spécifiant des positions clés de son squelette. Le modeéle permet de calculer, pour chaque
image, les déformations ¥ a I’équilibre® de la main et de la balle, ainsi que les forces appliquées
par les os dans cette position.
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7.1.1 Description du modele

La simulation est basée sur le principe des travaux virtuels (voir section 1.2.5) : soit R
la résultante des forces intérieures, et V, S, et F représentant respectivement les forces
extérieures de volume, de surface, et les forces ponctuelles. Les travaux de ces forces sont
reliés par ’équation :

wR = wV + wS + wF (7.1)

L'équation (7.1) est discrétisés grace a une décomposition de la chair de la main et de la
balle déformable en éléments finis. Certains des éléments associés & la main sont attachés a
son squelette indéformable, dont la forme a été calquée avec précision sur une ossature réelle.

La relation entre déformation et force intérieure élastique, a 1'équilibre ou pour de petites
déformations est alors donnée par la relation globale :

KU=R (7.2)

ou K est une matrice dont la taille est fonction du nombre de nceuds du maillage, et qui
représente la raideur du matériau, et U est le vecteur déplacement des nceuds.

7.1.2 Algorithme d’animation

Le calcul de 'animation est basé sur la remarque suivante : & partir du moment ou les
deux objets se touchent, ils ne forment plus qu’un seul modele déformable. L’équation (7.2)
modélise donc de maniére globale la relation entre force intérieure élastique et déformation
dans la réunion d’éléments finis € main + balle®.

Décrivons l'algorithme utilisé :

1. Panimateur a donné au départ une position de l’ossature. La chair de la main est
déplacée en conséquence (sans tenir compte dans un premier temps de son caractére
déformable).

2. on entame alors une série d’itérations :

(a) a partir de sa forme initiale, la balle est déformée ponctuellement pour éviter les
interpénétrations, par simple replacement de certains nceuds du maillage sur les
facettes extérieures de la main.

(b) on calcule, grace a I’équation matricielle (7.2), les déplacements de points a I'in-
térieur de la balle, et ainsi que les forces de réaction que la balle applique sur la
peau.

(c) ces forces de contact étant fixées, I’équation (7.2) résolue pour les deux objets
simultanément donne les déplacements des nceuds internes des objets, ainsi que
les forces qui s’appliquent en retour sur les os. La chair de la main est déplacée en
conséquence.

On s’arréte :

e si les forces intervenant au niveau des os sont trop fortes pour étre physiquement
réalistes (’utilisateur devra alors modifier sa position de départ),
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e si la chair de la main et la balle déformable ont € & peu prées>atteint un état
d’équilibre.

7.1.3 Discussion
Les points forts de cette méthode sont les suivants :

e la technique de contréle est astucieuse : il est beaucoup plus facile pour I’animateur de
décrire un mouvement précis en donnant les positions clé du squelette que s’il devait
trouver les forces ou les couples a lui appliquer ; de plus, une aide précieuse est apportée
par le systéme, qui signale les mouvements irréalistes.

o l'utilisateur peut faire abstraction de tout ce qui rend le mouvement trés complexe,
a savoir le caractére déformable des doigts et de la balle, tout en étant assuré d’un
réalisme bien supérieur a celui qui qui aurait pu étre obtenu manuellement.

o au total, il obtient une animation trés réaliste faisant intervenir un objet complexe
et non-homogeéne (a savoir une main) dans une situation d’interaction avec l’ex-
térieur. Un film remarquable peut donc étre réalisé.

On peut cependant relever un certain nombre de limitations, qui rendent ’utilisation
d’une telle technique quelque peu anecdotique :

o 'application est tres spécifique a une situation donnée : le modele d’éléments finis est
parfaitement réaliste, mais trés complexe, et entierement a reconstruire a la main chaque
fois que P’on veut modéliser une autre scéne.

o la lenteur des calculs avant d’atteindre, & chaque étape de 'animation, un état d’équi-
libre, parait assez limitative. En effet, les itérations sont longues : chacune d’elles com-
prend en particulier une étape de détection (et de déplacement) des points de la balle
qui ont pénétré dans le maillage de la main. Les auteurs n’évaluent pas le nombre d’ité-
rations demandées pour s’approcher suffisamment d’un état d’équilibre, mais on peut
en tout cas assurer que le calcul ne se fait pas en temps réel, ne serait-ce qu’en raison
du nombre de nceuds des maillages !

¢ la lourdeur du systeme est encore augmentée par I’éventualité de retours en arriere
dans le cas de forces non crédibles : 'utilisateur devra modifier la position clé qu’il
avait donnée pour le squelette.

e la méthode parait théoriquement justifiée pour calculer une position fixe de la main,
mais on peut se demander si elle convient vraiment ala génération de scénes animées : un
mouvement continu peut-il vraiment étre vu comme une succession d’états d’équilibre ?
Est-ce que ce type de modélisation de risque pas de poser des problemes d’aliassage
temporel, c’est a dire de saut entre deux images successives ? On pourrait le croire,
puisque qu’'a chaque étape de 'animation (c’est a dire pour chaque nouvelle position du
squelette), les déformations des objets sont calculées par un processus itératif isolé, qui
ne tient pas compte de la situation a l'instant précédent ; des divergences pourraient
éventuellement apparaitre, méme a partir d’états initiaux tres proches.
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e Enfin, et par dessus tout, la simulation se limite au cas d’un contact doux et prolongé
entre la main et la balle. Elle ne convient pas en particulier 2 la modélisation d’un
choc, pour lequel il ne serait vraiment pas justifié de parler d’états d’équilibre pendant
le temps du coutact entre les objets, ni d’ailleurs au moment du rebond. Un systéme
d’animation utilisant la technique précédente serait donc obligé de recourir a une série
d’approches disparates pour simuler des situations (chocs et contacts) somme toute
assez proches.

7.2 Interactions dans des systémes modulaires discrets

Nous avons vu que les objets déformables qui interviennent dans le systeme CORDIS-ANIMA
sont construits a base de liaisons conditionnelles reliant des masses ponctuelles. Un tel mo-
dele permet de traiter les interactions entre objets comme des cas particuliers de liaisons :
un ressort-amortisseur est placé en permanence entre chaque couple de masses élémentaires
appartenant a deux objets différents. La raideur de ce ressort, nulle lorsque les deux éléments
concernés sont suffisamment loin ’un de 'autre, est donnée par une fonction adéquate de
leur distance lorsqu’ils se rapprochent, de maniere a simuler une collision.

7.2.1 Les € éléments transmetteurs®

Dans le cas d’objets comportant des composants géométriques, la détection des interactions
entre objets pose probleme :

e bien que les points géométriques soient souvent utilisés pour modéliser la € peau®des
objets, ils ne peuvent pas intervenir dans la détection des interactions, du fait de leur
role purement passif ;

e d’autre part, les composants mécaniques sont eux-mémes mal adaptés 4 la détection
des interactions. En effet, leur disposition peut n’avoir qu'un rapport lointain avec la
forme extérieure de 1’objet.

Notons que ce probléme est commun & tous les systémes modulaires basés sur des éléments
discrets. Par exemple, Miller y est également confronté dans son systéme d’animation de
serpents : il ne peut ni utiliser la peau géométrique des serpents pour détecter les interactions,
ni obtenir une détection suffisamment précise grice aux masses élémentaires du composant
mécanique (voir [Mil88]).

De plus, il faut noter la lourdeur d’une méthode de traitement des interactions reposant
sur l'utilisation massive de liaisons conditionnelles (ce qui revient a tester a chaque instant
toutes les possibilités d’interaction).

Annie Luciani [Luc88] propose de limiter ces probléemes en introduisant un troisieme type
de composants, les < éléments transmetteurs®, qui jouent le réle de points d’acces a travers
lesquels les objets peuvent interagir. Ces points peuvent étre choisis par l'utilisateur parmi
les points mécaniques, ou bien étre simplement reliés mécaniquement a ces derniers (les
interactions avec l’extérieur doivent en effet avoir une répercussion sur le niveau mécanique,
qui engendre le mouvement et les déformations des objets). Une interaction sera détectée
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si certains points transmetteurs de différents objets deviennent suffisamment proches. La
détection au voisinage de composants géométriques peut donc étre obtenue en leur adjoignant
des points transmetteurs.

Remarques :

e dans le cas d’objets hybrides comportant des éléments géométriques, ’existence de
trois types de points au comportement distinct (éléments mécaniques, géométriques,
et transmetteurs) risque de multiplier les problémes que se pose 'utilisateur lors de la
modélisation des objets. En particulier, de quels points de contact entre les ob jets aura-
t-il besoin au cours de 'animation 7 Comment doit-il les relier aux éléments mécaniques
pour obtenir un effet adéquat ? Quelle loi d’interaction utiliser ? L’animation ayant lieu
en temps réel, animateur pourra cependant améliorer petit a petit la description des
objets en fonction des résultats obtenus.

e d’un autre coté, I'introduction d’un troisieme type de points a I’avantage d’augmenter
la liberté de l'utilisateur : on peut décider que les éléments transmetteurs sont ceux
des points mécaniques qui sont placés sur la € peau®de ll’objet, ce qui limite les tests
d’interaction par rapport a une utilisation directe du niveau mécanique ; si on le désire,
les éléments mécaniques peuvent au contraire étre tres éloignés de la forme extérieure
de I’objet, la détection des interactions se faisant grace a des éléments transmetteurs
spécifiques, placés sur son contour.

7.2.2 Les € agglomérats®de particules élémentaires

Stéphane Jimenez et Annie Luciani ont proposé en 1989 un nouveau type d’optimisation
du traitement des interactions, bien adapté aux objets € homogeénes® [JL89] : il s’agit de
modéliser les objets par des agglomérats de particules de matiere appelées < billes™®, et munies
d’une sphere de non-entrance (voir figure 7.1). Pour limiter le nombre et la complexité des
interactions, on utilise trois couches successives de matériau, caractérisées par le type des
liaisons entre leurs billes :

¢ le € noyau®, constitué d’une ou plusieurs grosse(s) bille(s), représente la zone interne
la plus rigide de 1'objet.

o le € derme®simule la couche de matiere trés déformable qui constitue intuitivement la
< chair®de I'objet. Modélisé par des billes attirées par les éléments du noyau mais se
repoussant entre elles, le derme tend a se répartir uniformément autour du noyau.

e € I’épiderme®assure la cohésion de l’ensemble, grace a des interactions simulant une
certaine tension de l'enveloppe superficielle de I'objet. Cette couche de matiére gére &
elle seule toutes les interactions avec le monde extérieur, sauf si on désire modéliser un
objet capable de ruptures.

Les avantages de ce modele sont les suivants :
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Figure 7.1: Agglomérat

e de nombreux phénomenes physiques peuvent étre gérés de manieére unifiée : il suffit de
jouer sur la nature des liaisons interparticulaires pour obtenir des effets aussi différents
que les comportements de multitude, la flexibilité, la plasticité, les collisions, ou les
ruptures.-

e entiérement basée sur la physique du point, 'animation d’agglomérats ne met en ceuvre
aucun calcul complexe : en particulier, ni rotation, ni projection, ni produit vectoriel ne
sont utilisés. De plus, la résolution est facilement vectorisable, puisque chaque bille peut
étre traitée indépendamment des autres une fois qu’on connait les forces d’interaction
qui s’y appliquent. Cela permet une animation en temps réel d’un grand nombre de
particules.

7.2.3 Traitement des interactions pour les objets déformables vertébrés

La structure d’objet déformable vertébré, que nous avons présentée dans la section 6.2.5,
est particulierement bien adaptée au traitement des interactions entre objets : comme nous
I’avons déja vu, chaque < lien®du squelette est enrobé par un élément déformable, constitué
de cones de matériau disposés € en étoile®, et modélisés par des ressorts. Les interactions
sont détectées et traitées de maniere indépendante pour chacun de ces éléments. Les forces
de réaction qui en résultent sont ensuite transmises aux liens correspondants, de maniere a
ce que le mouvement du squelette soit modifié en conséquence.

Décrivons plus précisément la méthode de traitement des interactions utilisée pour chaque
composant déformable :

1. détection des interactions :

¢ on effectue une prédétection en utilisant des boites ou des spheres englobantes,

e on teste si les extrémités des ressorts associés & chaque cone de matériau déformable
ont pénétré a I'intérieur d’un autre objet, rigide ou déformable.

2. déformation des objets :
les objets déformables en interaction sont immédiatement déformés, en tenant compte
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de leurs rapports de rigidité locale dans la zone du choc, de maniere a éviter les inter-
pénétrations ;

3. réponse aux collisions :
les forces de réaction devant étre appliquées aux liens du squelette sont calculées en
fonction de la contraction des cénes déformables qui sont en contact avec un autre
objet (rappelons que ces cones sont modélisés par des ressorts d’axes fixes, ce qui rend
ce calcul particulierement simple).

Remarques :

e cette gestion des interactions offre un traitement simple et efficace des contraintes
d’angle intervenant au niveau de chaque articulation : en effet, si un angle devient
trop petit, un choc est détecté entre deux composants déformables voisins, et les forces
de réaction empechent 'angle de diminuer encore (voir [GVP90, Gas90] pour une tech-
nique de controle précis de ces contraintes).

o dans le cas d’un contact prolongé avec un objet rigide, des oscillations parasites peuvent
apparaitre si on se borne a modéliser le contact par une succession de petites collisions
entre 'objet rigide et un composant déformable : au fur et & mesure que le contact se
prolonge, on fait donc intervenir d’autres forces de réaction, calculées a partir du lien
rigide associé, et conduisant & un état d’équilibre (voir [Ver90] pour plus de détails).

7.3 Chocs entre objets déformables et solides polygonaux :
les contraintes € de réaction®

En 1987, Platt et Barr envisageaient d’éviter les interpénétrations entre les ob jets déformables
et les objets rigides immobiles de la scéne en entourant ces derniers d’un champ de force
exponentiel, empéchant d’y pénétrer (voir [TPBF87)).

La méthode proposée en 1938 [PB838]|, bien que plus intéressante, se limite toutefois aux
chocs entre un modele déformable (modélisé soit par un systeme masses-ressorts discret, soit
grace a un modele continu discrétisé sous forme d’éléments finis) et un objet rigide polygonal,
éventuellement en mouvement : il s’agit d’utiliser les € contraintes de réaction®, que nous
avons déja décrites en détail au paragraphe 6.3. Si une masse élémentaire (ou un nceud du
maillage du modele continu) s’appréte a pénétrer dans le solide polygonal, une force supplé-
mentaire est ajoutée arbitrairement pour la replacer a la surface du solide {la technique se
limite aux solides polygonaux pour que le calcul de cette € force de contrainte®soit suffi-
samment simple). L’objet rigide polygonal peut étre lui-méme un modeéle dynamique ; on lui
applique alors au point de contact une force de valeur opposée a celle de la masse élémentaire,

Cette technique a été utilisée par Terzopoulos {TPF89] pour empécher les particules d’un
matériau en train de fondre de passer au travers des supports rigides de la scéne (il s’agissait
en fait de contacts prolongés plutét que de chocs). L'effet obtenu dans le cadre de cette
application semble trés satisfaisant.
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On peut cependant noter que la méthode des € contraintes de réaction®ne semble avoir
aucune justification physique, méme intuitive : la force ajoutée arbitrairement apparait avant
méme qu’il y ait contact entre les objet ; elle n’est pas calculée en fonction des parameétres
d’un choc (vitesse, énergie cinétique au moment de I'impact, raideur locale de I'objet dé-
formable...), mais dépend étrangement de la résultante des forces qui s’appliquent déja a la
masse élémentaire concernée. 1l est donc difficile de la qualifier de * force de réaction®.

L’inconvénient majeur de cette technique est son manque de généralité. A un instant
donné, une seule contrainte de réaction peut étre affectée a chaque masse élémentaire du
modele déformable. De plus, aucune généralisation ne semble envisageable pour modéliser un
choc entre deux objets déformables, ou avec un solide non polygonal, les contraintes devenant
trop complexes.

7.4 Chocs entre objets déformables : I’approche de Moore
et Wilhelms

Moore et Wilhelms ont proposé dans [MW88] quelques méthodes générales de détection et de
traitement des interactions entre objets. Certaines d’entre elles peuvent convenir aux modeéles
déformables, qu’ils soient modélisés a partir des équations de 1’élasticité des milieux continus,
ou par des systéemes masses-ressorts discrets.

7.4.1 Détection des collisions

Considérons des objets déformables décrits sous forme de grilles de points {masses élémen-
taires, ou nceuds d’un ensemble d’éléments finis). Leur surface est délimitée par un ensemble
de facettes triangulaires.

L’algorithme de base consiste a tester a chaque instant si la trajectoire de chaque point
d’un objet de la scéne n’a pas intersecté une facette triangulaire ne contenant pas ce point
(les auto-intersections d’un objet déformables sont également détectées par cette méthode).
Si n est le nombre de facettes triangulaires, et m le nombre de points, le calcul naif se fait
donc en O(nm). Deux niveaux de réalisme sont envisagés :

e si on considéere que les triangles sont fixes pendant un intervalle de temps, il suffit

de tester les intersections des triangles avec les segments représentant la trajectoire

des points. On résout pour cela un systéme de trois équations a trois inconnues, u, v
(coordonnées dans le plan du triangle), et ¢t (I'instant du choc) :

P+(P,—P)1=Po+(P1—Po)u+(P2—Po)v (73)
On vérifie ensuite les conditions :
0<t<1
u>0
vs (7.4)
ut+v<1

Notons que les risques d’erreur sont assez importants st on emploie cette méthode, car
il n’y a pas de raison a priori de considérer que la masse élémentaire est mobile, mais
la facette testée immobile.
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e en tenant compte du mouvement des facettes triangulaires, 1’équation (7.3) se com-
plique, et devient :

P+Vt=PFPy+ VWt + ((P1 - Pg) + (V1 - Vo))ut + ((Pz - Po) + (Vg - Vo))vt (75)

V, Vo, Vi, et V; représentant les vitesses respectives des points.

En éliminant u et v dans ’équation (7.5), on obtient une équation de degré 5 en t. Cette
derniére permet de déterminer ’instant du choc par dichotomie ; u et v peuvent alors
étre calculés.

Diverses solutions sont proposées pour accélérer ces méthodes de détection : utilisation
de boites englobantes, codage hiérarchique sous forme d’octree qui permet de passer a une
complexité en O(m logm) (création de 'octree) plus O(nlogn) (résolution).

Toutefois, on ne peut pas échapper 4 la lenteur inhérente a la détection, due a une repré-
sentation des objets au point par point.

Remarquons enfin que quand on détecte une collision, il y a déja une interpénétration
entre les deux objets. Moore et Wilhelms ne précisent pas si on doit alors revenir en arriere,
et reprendre la simulation & partir de 'instant du choc.

7.4.2 Réponse aux collisions

La seule des techniques proposées par Moore et Wilhelms qui soit envisageable dans le cas
d’objets déformables consiste a insérer temporairement un ressort fictif entre les points les
plus proches (ou de plus forte interpénétration) des deux objets. La contraction de ce ressort
simulera une sorte de force de réaction.

L’article ne précise pas a quel moment ce ressort doit étre introduit {(avant ou apres
Pinterpénétration ? ), a quel moment il disparait, ni comment sa raideur k doit étre choisie.
Les auteurs indiquent cependant que si 'un des objet est déformable, la valeur &, de sa
raideur apres le rebond doit étre inférieure a celle qui est utilisée pendant 'approche, notée
ke :

k, = ¢k, (7.6)

¢ (compris entre 0 et 1) étant fonction de la raideur du matériau.

Notons que l'introduction d’un ressort fictif peut étre également utilisée pour modéliser
un contact prolongé.

Moore et Wilhelms reconnaissent dans [WMS88] que cette modélisation de la réponse aux
collisions est trés cotteuse, surtout si on utilise des ressorts assez raides, car elle nécessite des
calculs a des intervalles de temps trés rapprochés pour éviter les divergences ou les oscillations
parasites.

7.5 Conclusion
Les différentes techniques que nous avons présentées ont mis en évidence la complexité du

probléeme des interactions faisant intervenir des objets déformables. Elles constituent souvent
de bonnes solutions dans des situations particuliéres, mais ont le défaut d’eétre peu générales,

67



et de faire patfois apparaitre au moment du choc des éléments mécaniques arbitraires (forces,
ressorts, ou liaisons) ne reposant pas sur une interprétation physique, méme intuitive, de
Iinteraction.

68



Conclusion

Les techniques d’animation les plus classiques sont basées sur une description explicite du
mouvement des objets. Elles offrent un contréle précis des trajectoires, mais montrent ra-
pidement leurs limites lorsqu’il s’agit de produire des mouvements ou des déformations en
accord avec notre perception des phénoménes naturels (chutes, collisions, comportements
élastiques ou plastiques...). L'utilisation de modeles générateurs, fondés sur les lois de la dy-
namique, permet de rendre compte de tels phénomenes, et de créer ainsi automatiquement
des mouvements qui restent € naturels®.

Pour permettre une meilleure compréhension des principes a mettre en ceuvre lors d’une
animation dynamique, nous avons présenté en premieére partie la théorie mécanique des solides
rigides et déformables. Nous I’avons complétée par une étude bibliographique compléte des
divers modeles dynamiques qui ont été introduits, aussi bien dans le domaine des systémes
de solides rigides que dans celui des objets déformables.

Ce travail nous a permis de mettre en lumiere deux problémes essentiels, qui seront
probablement la source de nombreuses extensions a ’avenir :

Le traitement automatique des interactions entre objets

Comme nous 'avons déja souligné, la prise en compte des interactions entre objets est fon-
damentale lorsqu’on souhaite réaliser des animations réalistes. S’ils offrent une voie vers le
traitement automatique de ces interactions, les modeles générateurs que nous avons étudiés
n'apportent pas encore toutes les réponses :

e en ce qui concerne 'animation d'objets rigides, le passage artificiel du < choc®au
< contact®n’est pas tres satisfaisant ;

e on aimerait disposer de modeles mieux adaptés a la détection géométrique des interac-
tions entre objets, surtout dans le cas des objets déformables ;

e enfin, beaucoup de modéles n’offrent qu’un traitement incomplet des interactions (le cas
des collisions en boucle est souvent oublié, certains objets déformables ne peuvent entrer
en interaction qu'avec des objets rigides...). Notons cependant les apports importants
offerts par les approches les plus récentes.
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L’amélioration du contrédle de ’animation

L'utilisateur d’un systéme d’animation n’est pas, en général, un spécialiste de la mécanique.
Il est donc important de lui fournir des systemes dans lesquels le traitement mécanique est
le plus ¥ transparent®possible.

En particulier, si l'utilisateur n’a accés qu’a un ensemble de paramétres physiques peu
intuitifs, il sera bien souvent obligé de contrdler le mouvement a posteriori, en améliorant
peu a peu les valeurs des parametres en fonction des résultats obtenus. Ce probleme, qui
est assez caractéristique des méthodes basées sur la simulation pure d’équations dynamiques,
peut étre un facteur trés limitatif lors de la réalisation d’un film d’animation?.

L’apparition des méthodes d’optimisation et de modeéles hybrides combinant dynamique
et dynamique inversée ont résolu en partie ces problémes, en offrant la possibilité d’imposer
une trajectoire, ou de formuler des contraintes globales (matériau incompressible...). En re-
vanche, ces méthodes sont lentes et colteuses en espace, et n’offrent pas encore une interface
utilisateur suflisante :

e les contraintes globales doivent étre pré-programmées ;

e il est difficile pour I'utilisateur non spécialiste de déterminer la fonction de contréle a
optimiser en vue d’obtenir un comportement particulier.

A Pavenir, on devrait cependant assister & une collaboration accrue entre modéles descriptifs
et modeles générateurs.

! Notons que Papproche instrumentale d’Annie Luciani offre une réponse originale & ce probleme du contréle,
puisque l'utilisateur peut agir sur les objets en temps réel par 'intermédiaire d’un < transducteur gestuel™,
ce qui lui permet de les contraindre a son gré (il peut les pousser sur une trajectoire, modeler les objets
plastiques pour leur donner la forme de son choix...).
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