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FLAMBEMENT LINEAIRE D’UNE COQUE MINCE ELASTIQUE
DE FORME GENERALE

Michel BERNADOU Bernard LALANNE
INRIA, B.P. 105 TURBOMECA
78153 Le Chesnay Cedex 64320 BORDES

RESUME

Dans ce travail nous donnons la formulation générale du probleme du flambement linéaire
d’une coque mince élastique de forme quelconque. La formulation est basée sur 'étude de
Paccroissement d’énergie potentielle et s’inspire des travaux de W.T. Koiter. Les cas de
déflections modérées, de petites déflections finies, de coques peu profondes sont successive-
ment pris en compte, et cela pour des charges mortes ou pour des charges de type pression.

Le flambement se rameéne a un probléme aux valeurs propres dont nous donnons la formu-
lation variationnelle générale. Nous illustrons ensuite ces développements par des exemples
de cylindres circulaires, de tours de refroidissement et de pales de turbines, puis, nous in-
diquons comment prendre en compte des défauts de nature géométrique.

Nous considérons ensuite ’approximation de ces solutions par des méthodes d’éléments fi-
nis conformes (éléments finis de type Argyris ou H.C.T., complets ou réduits), nous détaillons
tous les préalables a I'implémentation puis nous commentons quelques résultats numériques
obtenus pour des plaques ou des cylindres circulaires.

Summary

In this work, we give the general formulation of the linear buckling of an elastic thin
shell. The formulation is based on the study of the increase of the potential energy and takes
inspiration from the works of W.T. Koiter. The cases of moderate deflections, of small finite
deflections and of shallow shells are successively considered for dead loading or for pressure
loading.

The buckling leads to an eigenvalue problem. We give its general variational formulation
and we illustrate these considerations by some examples of circular cylinders, of cooling tow-
ers and of turbine pales. Next, we indicate how to take into account geometrical defaults.

Afterwards, we consider the approximation by conforming finite element methods (Ar-
gyris, complete or reduced H.C.T. finite elements), we detail all the prerequisites to the
implementation and we comment some numerical results obtained for plates or circular cylin-
ders.

(*) Cette étude a été soutenue par la DRET (Opération n° 2.87D0600021103011)




Flambement linéaire d'une coque mince élastique
de forme générale

Orientation

Dans ce travail nous donnons la formulation générale du probléme du flambement linéaire
d’une structure pour une coque mince élastique de forme quelconque. La formulation est
basée sur ’étude de V'accroissement d’énergie potentielle (§§1 et 2) et elle s’inspire de Koiter
[1965, 1967]). On considére successivement les cas suivants :

- déflections modérées

- petites déflections finies

- coques peu profondes
et cela pour des

- charges mortes

- charges de type pression.

Le flambement se ramene a un probleme aux valeurs propres dont nous donnons la for-
mulation variationnelle générale (§3). Quelques exemples (§4) illustrent ces développements :
cylindre circulaire, tour de refroidissement, pale de turbine. Nous indiquons également com-
ment prendre en compte des défauts de nature géométrique (§5).

Apres ces formulations continues, nous considérons 'approximation des solutions de ces
problemes par des méthodes d’éléments finis conformes. Dans le paragraphe 6 nous détaillons
tous les préalables a I'implémentation pour des méthodes d’éléments finis de type Argyris
(polynémes complets de degré 5) ou de HCT (Hsieh-Clough-Tocher) complets ou réduits.
Enfin dans le paragraphe 7 nous commentons quelques résultats numériques obtenus pour
des problemes de plaques ou de cylindres circulaires.

Table des matiéres

LE PROBLEME CONTINU

1 - Différents types d’équilibres d’une structure
1.1. Caractérisation d’une position d’équilibre d’une structure
1.2. Etude de la stabilité d’une position d’équilibre d’une structure

2 - Diverses expressions de 'accroissement d’énergie potentielle totale d'une

coque mince élastique

2.1. Diverses expressions de 'accroissement d’énergie de déformation
de la coque

2.2. Accroissement d’énergie potentielle des charges extérieures selon
leur nature

2.3. Accroissement d’énergie potentielle totale d'une coque mince
élastique au voisinage d’un point d’équilibre

2



3 - Formulation variationnelle du probleme du flambement d'une coque
mince élastique
3.1. Caractérisation des modes de flambement
3.2. Détermination effective des modes de flambement
3.3. Etude mathématique

4 - Exemples .
4.1. Spécifications géométriques des exemples considérés
4.1.1. Coque cylindrique circulaire
4.1.2. Tour de refroidissement
4.1.3. Pale de turbine
4.2. Evaluation du travail et des contraintes associées aux charges
permanentes
4.2.1. Charges gravitationnelles (poids propre)
4.2.2. Charges thermiques
4.2.3. Charges dues aux effets du vent permanent
4.2.4. Contraintes p** liées aux charges permanentes
4.2.5. Contraintes ¢*# liées aux charges fluctuantes
5 - Prise en compte de défauts géométriques
5.1. Définition géométrique du défaut de la surface moyenne
5.2. Définition géométrique du défaut de 1’épaisseur
5.3. Le probleme du flambement avec défauts

LE PROBLEME APPROCHE

6 - Implémentation

6.1. Le systéme discret associé au probleme continu : cas ou l'espace
Vi, est construit & aide du triangle d’Argyris

6.2. Le systéme discret associé au probléme continu : cas ol I’espace
V,, est construit & I’aide du triangle de HCT-complet

6.3. Le systeme discret associé au probleme continu : cas ou I’espace
Vi, est construit & 'aide du triangle de HCT-réduit

6.4. Le systeme discret associé au probléme continu : cas ou l’espace
Vii(resp. Vip) est construit a ’aide de triangles de type (1)
(resp. de HCT-réduit)

7 - Résultats numériques
7.1. Flambement linéaire de plaques
7.1.1. Flambement d’Euler
7.1.2. Flambement d’une plaque simplement supportée sur les
quatre cOtés
7.2. Flambement linéaires de cylindres circulaires sous compression
axiale




8 - Références

Remerciements :
Les Auteurs tiennent a remercier

i) la Direction des Recherches Etudes et Techniques qui a soutenu financierement ce tra-

vail (DRET n° 2.87D0600021103011)

ii) Maryse Desnous qui a remarquablement dactylographié le manuscrit.

ii1) Christophe Barré qui a relu ce rapport et nous a fait des remarques trés constructives.

LE PROBLEME CONTINU

1 DIFFERENTS TYPES D’EQUILIBRES D’UNE STRUCTURE

Le but de ce paragraphe est de rappeler brievement les différents types d’équilibres
d’une structure quelconque. Le cas de coques minces sera examiné dans les paragraphes
ultérieurs.

1.1 Caractérisation d’une position d’équilibre d’une structure

Considérons une structure (S) initialement au repos dans une configuration que nous no-
tons par commodité (S,). Sous 'action d’une certaine distribution de charges cette structure
se déforme et prend une configuration d’équilibre notée (S;). Dans ’étude des problémes
de stabilité cette configuration (S;) est souvent appelée état fondamental (I). Sur le plan
mécanique, la configuration d’équilibre (5;) minimise - au moins localement - 1’énergie po-
tentielle totale de la structure J(%) sur Pensemble V des déplacements admissibles 7. D’une
maniere générale cette fonctionnelle J(¥) s’écrit

(1.1.1) J(3) = 1a(5,7) - f(7)

ol le premier terme ;a(7, ¥) représente I’énergie de déformation de la structure associée
a un champ de déplacement ¥ (pour les problemes non linéaires, la forme a(.,.) n’est pas
quadratique) et ou le second terme f(v) représente I’énergie potentielle des charges
extérieures associée au méme champ de déplacement v. Pour des données assez régulieres,
les solutions @ € V du probléme de minimisation vérifient

(1.1.2) J(@)T=0,V5eV,
ou J' désigne la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle J. Ainsi la (ou les) configuration(s)

d’équilibre (S;) est (sont) déduite(s) de la (des) configuration(s) (S,) a ’aide du champ de
vecteur (@) ; plus précisément si P, désigne la position d'une particule quelconque dans la
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configuration (S,), cette méme particule occupera la position P; dans la configuration (Sr)
de telle sorte que

(1.1.3) : PI ="Po'+'17(-Po)

Dans le cas particulier ou la fonctionnelle a(.,.) est quadratique et ou la fonctionnelle f(.)
est linéaire, la formulation (1.1.2) équivaut a

Trouver @ € V tel que
(1.1.4)

a(4,?) = f(v), Vv eV,
oua:u,veE Vo a(i, ) est la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique
;v €V — a7, 7).

Q

1.2 Etude de la stabilité d’une position d’équilibre d’une structure

Considérons une position d’équilibre (S;) de la structure associée au champ de déplacement
d. Soit a étudier sa stabilité. Suivant Koiter (1965, 1967], cette étude est basée sur le
signe de 'accroissement d’énergie potentielle totale P[@; 7] de la structure lorsqu’on soumet
la configuration d’é¢quilibre (S;) a un champ de déplacement ¥ quelconque "suffisamment
petit” ; la nouvelle configuration (en équilibre ou non) est notée (Sy;) et est souvent appelée
état adjacent. Avec les notations de la section 1.1, on aura donc

(1.2.1) Plit; 5] = J(ii + 7) — J(iD).

En supposant que les données sont suffisamment réguliéres de telle sorte que la fonction-
nelle J soit deux fois différentiable au sens de Fréchet sur V, la formule de Taylor-Young
entraine pour tout v € V :

J(i +v) — J (@) = J'(@)7 + 3J"(@)(0)+ || 7 |]* ()

2
(1.2.2)
lim e(v) =0

F—0O

Mais ici # est solution du probleme de minimisation de telle sorte que I’équation (1.1.2)
est satisfaite. Ainsi, le développement (1.2.2) se réduit a

PI@] = J(@+ ) - J(@) = L@@+ || 7 (3)
(1.2.3)
lim e(v) =0

7—0

Au vu de cette expression (1.2.3), pour des accroissements ¢ suffisamment petits et tels que
J'(@)(7)? # 0, Paccroissement d’énergie potentielle J(@ + ¥) — J(@) a le signe de J"(%)(%)?.
On en déduit la classification suivante des états d’équilibre :




i) L’état d’équilibre (S;) associé au champ de déplacement « est stable
q

C’est le cas ou le champ de déplacement @ est un minimum local strict de la fonction-
nelle J. En supposant que la fonctionnelle J soit deux fois différentiable sur V, il suffira qu’il
existe une constante a > 0 telle que :

J'(&) = 0 (équilibre de (57))
(1.2.4) .
P@EF 2 a | TP, Ve V.

En effet les relations (1.2.3) et (1.2.4) montrent qu'il existe alors un voisinage V(0) C V

tel que . .
J(@+v)— J(w) >0, Vv € V(0), v #0.

ii) L’état d’équilibre (S;) associé au champ de déplacement # est instable
p

C’est le cas ou il existe au moins un accroissement v € V tel que :

J'(#) = 0 ( équilibre de (S;))
(1.2.5)
JH@F <0

Alors pour @ = AU, A assez petit, il vient

JU+w)-J(@)<0
ce qui justifie I’appellation d’équilibre instable.
(iii) L’état d’équilibre (S;) associé au champ de déplacement @ est neutre

Suivant la terminologie de Koiter [1967, p. 199], ce cas correspond a la situation
suivante :

J'(%) = 0 ( équilibre de (Sy))
(1.2.6) o = - va12 >
3 une suite vy, vy, ..., Uy, ... d’éléments non nuls de V tels que
J'(@)(5)P=0,1=1,..,n,..

Ces champs de déplacements v, 03, ..., Uy, ... sont appelés les modes de lambement de
la structure.

Remarque 1.2.1 : La classification précédente n’a de sens que si J”(%) # 0. Dans le cas
ou J"(d) = 0( i.e., J'(@) () =0, Vv € 17) et ot J est k-fois différentiable sur V & > 3, alors
pour ¥ suffisamment petit, I'accroissement d’énergie potentielle aura le signe de J"(@)(v)°.
Il est immédiat que si J” (@) # 0 alors 'équilibre est instable ; si J"”(#) = 0, on examinera
(lorsqu’elle existe) la dérivée d’ordre 4, i.e. JUV)(@), etc... |
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2 DIVERSES EXPRESSIONS DE L’ACCROISSEMENT D’ENERGIE POTEN-
TIELLE TOTALE D'UNE COQUE MINCE ELASTIQUE

Orientation

A partir de ce paragraphe nous allons nous intéresser plus particuliérement au cas d’une
coque mince élastique. Nous avons vu dans le paragraphe 1 que la nature de 1’équilibre
d’une structure chargée dépend essentiellement du signe de l’accroissement d’énergie
potentielle totale de la structure au voisinage du point d’équilibre. C’est pourquoi

(i) dans la section 2.1, nous donnons les expressions de I’accroissement d’énergie
de déformation de la coque ;

(i1) dans la section 2.2, nous donnons les expressions de ’accroissement d’énergie
potentielle des charges extérieures appliquées a la coque ;

(iii) dans la section 2.3, nous rassemblons dans un tableau les expressions des
accroissements d’énergie potentielle totale de la coque obtenues a partir des
résultats des sections 2.1 et 2.2 dans les différents cas envisagés. Ceux-ci
dépendent essentiellement

(*) du choix de la théorie non linéaire adoptée pour exprimer les tenseurs de
déformation et de changement de courbure de la surface moyenne. Ce choix
dépend naturellement des caractéristiques géométriques de la coque mais aussi
de Yamplitude des déplacements et des déformations de la structure ;

(**) de la nature des charges appliquées a la coque : nous considérerons plus
particulierement les cas de charges mortes ou de charges conservatives.

2.1 Diverses expressions de D’accroissement de ’énergie de déformation de la
coque

Nous allons utiliser les notations de Koiter [1966] reprises également dans Bernadou-
Boisserie [1982]. Le seul changement important est que toutes les quantités définies sont
exprimées dans la géométrie de la configuration d’équilibre (5)), c’est a dire apres
déformation ; dans Koiter [1966] ces mémes quantités étaient exprimées dans la configura-
tion initiale (5,), d’autres notations étant utilisées pour une expression dans la configuration
déformée (généralement une barre supérieure (7) distinguait les variables définies dans la
géomeétrie de la configuration déformée (S;)).

Ainsi, dans la géométrie de la configuration (S;), nous notons ici et par la suite :

(2.1.1) Yop(¥@) = tenseur de déformation de la surface moyenne (S})

(2.1.2)  pop(@) = tenseur de changement de courbure de la surface moyenne (S;)

Il s’agit la du tenseur "modifié” de changement de courbure suivant Koiter [1966, (4.7)
page 16].




(2.1.3) n®?(&) = résultante de contrainte sur la surface moyenne (S;)

(2.1.4) m®?(#) = couple de contrainte sur la surface moyenne (S;)

Les mémes quantités relatives a la surface moyenne (Syr), exprimées dans la géométrie de
la configuration S;, seront notées respectivement v,5(¢ + ), pap(€ + 0),n**(d + v),
m*P (& + 7).

Alors I'énergie de déformation D() de la coque dans la configuration (Sy) est donnée
par

(2.15) D@) = § [ I (@)p (@) + M (D)peg(D)] 45y

De méme ’énergie de déformation de la coque dans la configuration S;; est donnée par

D(ii + ), i.e.,

(2.1.6) D@E+v)= 3 /5 [P (& + ) Yap(T + T) + m*P(T + 7) pop(T + 7)) dS1.
H

Par la suite nous supposerons que la coque est élastique et que les contraintes qui appa-
raissent au cours de la déformation sont approximativement planes. Il vient alors :

(1.7) n(T) = B (d)

(2.1.8) m* (@) = & e E°"p,,(7)

ou

(2-1.9) Eaﬁ/\“ = ﬂ%—ﬁ [aa’\aﬁ“ + aa#aﬁ/\ + 12—_11‘/ aaﬂa/\u}

et ol e désigne I’épaisseur de la coque. Les expressions a®? désignent les composantes con-
travariantes de la premiere forme fondamentale de la surface (S;).

Par la suite nous considérerons trois expressions différentes des tenseurs de déformation
Y.8(%) et de changement de courbure pog(#) de la surface moyenne en fonction du champ
de déplacement #. Cependant, pour ces trois cas, la dépendance de p,p(%) en @ sera linéaire
tandis que la dépendance de v,5(%) en % comportera des termes linéaires et des termes quadra-
tiques. Ainsi dans les trois cas nous aurons

(2.1.10) Yap (& + V) = Yap(@) + DYap(@)0 + § D?vap(@)(7)*
(2.1.11) Pap(¥ + V) = pap(¥€) + pap(?)
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Grace aux expressions (2.1.5) a (2.1.8) l'accroissement d’énergie de déformation s’écrit

D(@ +7) — D(d) =
i eEaﬁ*“m (T + Dpaui + 5) = Yos(@n(D)]
S Pas(T + F)pru(T + T) = pap(T)pru(D)]) dS;

d’ol en utilisant les développements (2.1.10) et (2.1.11), et les symétries de EoPu
D@+ v)— D) =
E"m“h (@) (D12 (E)D) + Gpap(@)pau(D)] dSi

+ 5 Is, eEP M [yap(@)(D?1aa(@)(7)°)
(2.1.12) +H(DYap(D)F)(D3u (D)) + 55 pos(7) pru(9)] dSi

+ 5 Js, e B Dyap(@)7)(D* 1au(@)(9)*)) dS;

\ + § [s, eB*P[(DPyap(@)() Y DPyau (€)(9)7)] dS)

Remarque 2.1.1

1) Il convient de comparer cette expression (2.1.12) avec la relation (2.4) de Koiter [1967].
Cette relation (2.1.12) est plus générale puisqu’elle prend en compte des expressions v,5(%)
comportant des termes linéaires et des termes quadratiques. Si dans cette expression on
néglige les termes quadratiques de 7y,4(%) alors

DAop(#)0 = vap (V)

D?u(i)(3)? = 0

ce qui conduit alors a 'expression (2.4) de Koiter [1967], i.e.,

V = NPy + M pos + L eE*P M pmn, + & cE*Ppopp,

ol la correspondance entre ces notations et les notres est assurée par

(NP s eEoPMiyy,(d)
Y S W ()

Yru — ’7/\#(1’)

Pru Al p)\u({;)
i1) Naturellement, pour étudier le flambement de la coque, Koiter suppose par la suite
que v,z comporte des termes non linéaires, faute de quoi on retrouverait la théorie linéaire

de coques pour laquelle tout flambement est exclu.
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Suivant Koiter [1966, 1967], nous allons considérer maintenant les trois cas classiques de
déformations suivants :

Cas I : Cas général (Koiter {1966, page 52)) :
Yop (@) = Oap(W)+
(2.1.13)

+ 7 0 (Bo(@) = wio(T))(Brs() ~ wirg(iD)) + 5 ba(@)bs(i)

ou

(2.1.14) Bap(T) = L (Uals + Upja) — baptia
(2.1.15) wap(U) = 3(Upla — Ualp)

(2.1.16) $a(U) = uze + bjux

et

(2.1.17) Pap(@) = £ [Baip + Spla — Hotwap — Btozal.

Dans ce cas les dérivées de Fréchet de 4,3 qui apparaissent dans la relation (2.1.10)
s’écrivent :

{ Dap(8)0 = Oap(V) + 3 Al(@)Ars(?)
(2.1.18)

+ 5 AL (V) Ars(@) + § 6a(@)s(7) + 5 Pa(?)d5(4)
(2.1.19) D?yap(@)(9) = A% (9)Ars() + ba(¥)d5(7)

ou l'on a posé

{ Axp() = 0x5(0) — wap(i)
(2.1.20)

A A
A7, =a" Axa

Compte tenu de la symétrie du tenseur de module élastique E**** I’accroissement d’énergie
de déformation (2.1.12) s’écrit finalement
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( D(i + %) ~ D() =
. B 0 @{83u() + AX(DAs() + 62D (5} +
+ 2 pop(@pru(D)] 45,

+3 -/s, eE*P 4 [0(2) { A% () Aun (D) + 2(),(9)}
+ {bap(V) + A% (0) Azp(V) + ¢a(W)$s(0)}
{0,u(9) + A5 (@) Awu (V) + 2(1)$u(V) }
(2’1-21) 3 + % Paﬁ({;)/’/\#(ﬁ')]dsl

3 [ B 6,0(0) + A5 (0)Axp() + 0a(D)65(9)
[A‘j\(a)Aw#(J) + ¢»\(17)¢u(6)]d81

1 [ B AL (3) Auo(5) + 60(7)0(9)]
[A5()Aun(7) + 41(D)Pu(T)NdS,

On notera que dans le second membre de 'expression (2.1.21), les quatre intégrales cor-
respondent respectivement aux termes d’ordre 1, 2, 3 et 4 suivant .

Remarque 2.1.2 : Il convient de comparer 'expression (2.1.21) avec les expressions (2.10)
et (3.4) de Koiter {1967]. Ces expressions différent sur les points suivants :

(1) dans (2.1.21) il y a le terme en ¥ appelé a disparaitre lorsque 'on ajoute la
partie charge ;

(i1) les termes en (7)? et (¥)° de (2.1.21) comportent les facteurs additionnels
soulignés, ce qui est une conséquence immédiate du point 1) de la remarque
2.1.1.

Cas II : Cas de petites déflections finies (Koiter [1966, page 47]) :
Dans ce cas on peut négliger dans I’expression (2.1.13) tous les termes quadratiques qui
comportent les composantes 6,5 en facteur, d’ou

(2.1.22) Yo (%) = Oap(@) + 3 @ wea(D)wrg(@) + 3 da(@)ds(F)

Par ailleurs I’expression (2.1.17) reste inchangée. Par analogie avec le cas I, I’accroissement
d’énergie de déformation est encore donné par I'expression (2.1.21) avec cette fois-ci (comparer

avec (2.1.20))
Axp() = —wig(t).
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Cas III : Cas de coques peu profondes :
Dans ce cas nous prendrons

(2.1.23) Yap (%) = O,p(¥) + % U3 o U3 8

(2.1.24) Pap(®) = Uzjag.

Ici encore l'expression (2.1.21) de P’accroissement d’énergie de déformation reste valable
mais cette fois-ci

Remarque 2.1.3 : Pour une discussion approfondie des domaines de validité de chacune
des expressions (2.1.13) (2.1.17) (2.1.22) a (2.1.24) on pourra naturellement consulter Koiter
[1966] ainsi que Pietraszkiewicz [1989] et Stumpf [1982].

2.2 Accroissement de ’énergie potentielle des charges extérieures selon leur
nature

Nous allons essentiellement considérer deux types de charges :

Cas I : Cas de charges mortes :
C’est le cas des charges qui sont indépendantes de la déformation, ’exemple type étant le
poids de la coque. Nous désignons par

(2.2.1) p=pa;

la résultante sur la surface moyenne des forces de surface et des forces de volume. On
suppose pour simplifier que le moment résultant de ces charges sur la surface moyenne est nul.

Les résultante et couple de forces s'exercant sur la partie 8S! = $(I'}) du bord de la
surface moyenne sont notés
N =Nig
(2.2.2)

=

= EagMﬁ(-fa

On suppose que
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(i) N et M sont eux aussi indépendants de la déformation ;
(ii) le couple M est dans le plan tangent & la surface moyenne.

Alors le travail de ces forces extérieures dans le déplacement @ = w;@* vaut

2.2.3 [ s V7 N

(2.2.3) £(@) /;lp.u d81+/as}( @+ M.3(@)) dv
ou

(224) ¢ = 5aﬁ¢ﬂaa + ';’ Eaﬁwaﬁa&

d’otl immédiatement ’accroissement d’énergie potentielle des charges extérieures :

(2.2.5) F@+7) - f(@) = /S PS4 /8 N5+ 11.4()) dv.

Cas II : Cas de charges de type pression :

Ce cas est détaillé dans Koiter [1967, §3]. Il concerne le cas de coques fermées chargées
par une pression externe uniforme. L’accroissement d’énergie potentielle des charges
extérieures est alors égale au produit de la pression externe p et de 'augmentation de
volume de la région de ’espace déterminée par la surface moyenne de la coque. On obtient
ainsi diverses expressions plus ou moins simplifiées selon que 'on envisage le cas général, le
cas de petites déflections finies ou le cas de coques peu profondes :

(i) Cas général : suivant Koiter [1967, (3.3)], il vient :
( f(€ + ) — f(@) = p(volys — voly) =

= /S p{vs + 3 [v305(7) — v ¢a ()]
(2.2.6) '

+ § va[62(9)65(2) ~ 6ap(D)6°°(D) + wap(T)w? ()]

+ 3 VP10°(0) (0o (9) — was(9)] — bs(9)05(V)]} dSi

(ii) Cas de petites déformations finies
Dans ce cas il est loisible d’ignorer les termes d’ordre 3 dans l'expression (2.2.6) [voir
Koiter {1967, page 198]} d’ou I’expression

(2.2.7) F(+9) = f(@) = [ plos+} [0a62(5) — 07 9u(9)} dS;

(ii1) Cas de coques peu profondes
Dans ce cas il est loisible d’ignorer les termes d’ordre 2 et 3 dans ’expression (2.2.6) [voir
Koiter {1967, page 198]] d’ou I’expression

(2.2.8) F(@+7) - f(@) = /S puadSy.
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Ce cas entre alors dans la classification ”charges mortes” examinée antérieurement
au cas L.

2.3 Accroissement d’énergie potentielle totale d’une coque mince élastique au
voisinage d’un point d’équilibre

L’accroissement d’énergie potentielle totale P[u;v] de la structure au voisinage de la
position d’équilibre (Sy), associée au déplacement i, est donnée par

Pl@;9) = J[@+ 9] - J{d]
(2.3.1)
= D(@+ 7) — D(@) — [f(@ + 7) — f(i)]

Dans les différents cas envisagés, ’expression de 'accroissement d’énergie de déformation
D(@ + U) — D(%) est donné dans la section 2.1 tandis que I'expression de 'accroissement
d’énergie potentielle de charges extérieures est donnée dans la section 2.2.

Il convient de souligner que grace a la condition (1.1.2), i.e.,
(2.3.2) J(@)7T=0V5eV
les termes d’ordre un en v disparaissent lorsque ’on effectue la différence
(D@ + ) - D(@) - [f(@+ ) — (D).

C’est pourquoi les différentes expressions de P[i; ¥] ne comportent que des termes d’ordre
2, 3 ou 4 en U. Rappelons que la condition (2.3.2) traduit 1’équilibre de la configuration (S;)
associée au champ de déplacement u.

Dans le Tableau 2.3.1 ci-aprés nous récapitulons les différentes expressions de 1’accroissement
d’énergie potentielle totale de la coque, ceci dans les cas suivants :

1) Partie "accroissement d’énergie de déformation”
* cas général
* cas de petites déformations finies
* cas de coques peu profondes

i1) Partie "accroissement d’énergie potentielle des charges extérieures”
* cas de charges mortes

* cas de charges de pression.

Pour chaque cas nous écrivons successivement trois intégrales, chacune d’elles comportant
les termes d’ordre 2, 3 ou 4 en v.

Enfin, comme nous ’avions indiqué dans la Remarque 2.1.1, les termes soulignés sont
omis dans Koiter [1967].
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3 FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME DU FLAMBEMENT
D’UNE COQUE MINCE ELASTIQUE

Orientation

Nous allons utiliser les résultats généraux du premier paragraphe pour en déduire une
formulation variationnelle du probleme du flambement d’une coque mince élastique.
3.1 Caractérisation des modes de flambement

Suivant les résultats énoncés au paragraphe 1, le flambement apparait dans le cas d’'un
équilibre (Sr) neutre tel que l'on ait simultanément :

dn > 0 tel que
(3.1.1) .
J"(@)(9)? 20, VT e V,|| 7] <,
et
39y, 03, ..., Un, ..., linéairement indépendants tels que
(3.1.2)
J'(@) ()2 =0,i=1,..,n,..

Les champs de déplacements correspondants oy, ...,7,,... sont appelés les modes de
flambement de la structure.

En d’autres termes, les modes de flambement sont les solutions non nulles du probleme
de minimisation

Trouver & € V tel que
(3.1.3)

J(@) @) < J(@) )7, VeV,

ce minimum étant nul par continuité. Il s’ensuit que les modes de flambement sont solutions
de I’équation variationnelle ‘

Trouver o; € V, & # 0 tels que
(3.1.4)

J"(@) (@)%, 0;) = 2J"(@)(w,v;) =0, Vi € V.
On note en effet que
J'(@) (@ + :)° - J'(@)(D) = 2J"(@)(, 5;) + J(d)(%)?

= 20"(i)(F, 7))
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L’équation (3.1.4) s’écrit encore :

Trouver v; € 17, U; # 0 tels que

(3.1.5) .
Az(%, @) =0, Vo e V

avec

(3.1.6) Ag(v,@) = J"(u)(¥, W)

En fait, en se reportant a ’expression (1.2.3), on peut vérifier que la forme bilinéaire
Az(U, W) est associée a la forme quadratique obtenue en conservant seulement la partie d’ordre
deux en (v)? de la fonctionnelle P[] 7).

3.2 Détermination effective des modes de flambement

Dans ce qui suit nous allons nous en tenir aux expressions données par Koiter [1967], i.e.,
les expressions du Tableau 2.3.1 obtenues en omettant les termes soulignés. Tout d’abord
dans le Tableau 3.2.1, nous rappelons I’expression de J”(%).(7)? (notée P:[v] dans Koiter
[1967] pour les différents cas examinés). Ensuite, dans le Tableau 3.2.2 nous donnons les
expressions correspondantes de la forme bilinéaire

(3.2.1) Az(v,w) = J'(¥)(v,w).
Dans ces expressions, on notera que 'on a posé
(3.2.2) n°P(@) = E*P M, ,(T)
ce qui correspond au terme de contraintes initiales pour I'état fondamental (I).
Nous allons supposer maintenant que les charges appliquées a la coque sont du type
(3.2.3) R=)XQ+P
ou

P représente la charge permanente appliquée a la configuration initiale S, de la
coque. On suppose que la configuration d’équilibre associée & cette charge est
stable.

@ représente une charge additionnelle également appliquée a la configuration ini-
tiale S, de la coque. On fait fluctuer cette charge a 'aide du parametre
A, AER, A #0, ce qui conduit a la charge fluctuante AQ.

En pratique, on recherche la valeur propre de plus petit module A, qui provoque le lambe-

ment de la structure. La charge correspondante A Q + P est alors appelée la charge critique
de la structure.
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Un exemple type de cette situation est le suivant (nous le reprenons dans la section 4.1.2) :
soit une tour de refroidissement soumise 4 son poids propre, a un chargement thermique et
a la pression du vent. Ces trois types d’efforts constituent le chargement permanent. Par
ailleurs il s’exerce sur la tour des rafales additionnelles de vent de sens fixé mais d’intensité
inégale. Ce sera notre chargement fluctuant.

La détermination des modes de flambement est d’autant plus précise que la charge per-
manente est proche de la charge critique. En effet, la charge totale R = AQ + P est alors telle
que la charge fluctuante AQ est petite vis a vis de la charge permanente P. Dans ce cas, les
contraintes totales peuvent s’écrire en premiere approximation

(3.2.4) n? = A\g*? + p**

ot1 p*# et ¢®P sont les contraintes associées aux charges P et Q. Clest cette approximation
qui justifie appellation de flambement linéaire pour la méthode qui va suivre.

Alors le Tableau 3.2.2 montre que la forme bilinéaire symétrique A;z(¥,w) se met sous la
forme

(3.2.5) Az(v,w) = % a(v,w) + % bz, (v, W) + % czp (U, W)
ou
a(v,w) =/s eE*PM(0,5(3)05,(0) + 5 pap(T)pau(W)]dS

7
(3.2.6) est la forme bilinéaire classique associée a ’énergie de

déformation ; a(%,v) d’une coque mince en théorie linéaire;

(3.2.7) bzo (¥, w) est donnée dans le Tableau 3.2.3 ; ug est le champ
o de déplacement associé a la charge Q

398 cip(V,w) est donnée dans le Tableau 3.2.4 ; ip est le champ

(32.8) de déplacement associé a la charge P

Nous supposons en outre que la position d’équilibre correspondant aux charges perma-
nentes P est stable. Des lors, le probléme de la recherche des modes propres de flambement
se ramene a la résolution du probléme suivant :

Trouver la valeur propre de plus petit module )\,
(3.2.9) et le vecteur propre associé v, solutions de I’équation
(T, B) + cip(Tey W) + A byo (3, %) = 0, VG € V.
La charge correspondante A.Q + P est appelée charge critique de la coque tandis que
le vecteur propre correspondant est le mode de flambement associé.

20



(m‘2)®2q op uosserdxy : gg'¢ NeAqRY,

wapt — 1gp T (Op)geb 'S = (2'0)%% | sopuojoad nad
sonbod ap se)H
Wap! «—— I1gp [("mfq + 'em)(Xalq + *'ta) + saIuy SUOI)RUIIO)IP
(@) m(2) ¥, 0](OR)gob S = (m'a)%%q |  so3r3ad ap seD
wopt +— Igp [("miq + I'Em)(¥aq + *a) + [e1gug3
(@) = (2)7"9) (@)% = (2)°¥0)wyP)(On)geb 5 = (22'2)"% seD
(UOTFRULIOND
uoissaxd ap sadrey)) sajIow sagIey)) sodreyd anIed
onyred

21




(m ‘a)920 op uotssaxdxy : ¢ NeI[qR],

wapt

Igp Iem=sa(dn)ged f = (@ 'a) 20

sapuojoad nad
sanbod ap sep

Iop [(2)°¢om — (0)°¢ 0 —
(2)5ptm + (m)2gald ‘Sf ¥ — wopt

Igp [("mig + FEm)(¥aq + ta) +
(@)7"e(@)*X ey 0)(dn)god S = ('2)%%

s9luy suoljewaoyap
saj192d ap se)

I9p [(2)°¢ ;M — (m)°¢ 0 — Igp [("mYq + TEm)(¥XaTq + *'ta) + [eapuss
(2)5gsm + (m)2gsald ‘ST ¥ — wopt )| ((@)9"e — (@)979)((2)%¥m — (2)%¥6)wP](dR)god 'S = (@ a)¥%0 seD
UOLRULIOND
uoissaid ap sadrey)) sajIow sagieyn) sog1eyd anIeq
alyIe J




Naturellement si la valeur propre ). est multiple, d’ordre k > 2, alors il y aura £ modes
de flambement possibles.

3.3 Etude mathématique
3.3.1 Quelques rappels bibliographiques

Parmi les travaux mathématiques sur la stabilité élastique signalons tout d’abord la
thése de Potier-Ferry [1978] ou 'on trouvera

- des résultats sur la théorie de la bifurcation et son application a des problemes
de flambement de plaques ;

- des résultats sur la stabilité dynamique avec des applications aux poutres et aux
plaques viscoélastiques.

Le cas de structures élastiques imparfaites est abordé dans Damil et Potier-Ferry [1990].
L’ensemble de ces résultats est relatif aux problémes continus, la discrétisation n’étant
pas abordée.

Signalons ensuite des travaux de Do [1977] et Cimetiére [1980] sur le flambement de
plaques élastiques soumises a des conditions unilatérales et de Do [1983] et Cimetiére
[1987] sur le lambement élastoplastique d’une plaque mince. Tous ces travaux con-
cernent les problemes continus.

L’étude mathématique et I’approche numérique des problémes de flambement par des
méthodes d’éléments finis a été considérée par Paumier [1978] pour des coques cylindriques
et par Paumier et Rao [1989] pour des coques axisymétriques peu profondes.

Il convient de noter par ailleurs les travaux de Chenais-Rousselet [1988, 1990| relatifs
a l'optimisation de la forme d’une arche en vue de rendre maximal le chargement critique.
Dans le méme esprit, I’étude mathématique du flambement d’une poutre est abordé dans
Rousselet-Chenais [1987].

3.3.2 Cas de coques générales

Il semble intéressant d’étendre au cas de coques de formes quelconques les résultats de
Chenais-Rousselet [1990, paragraphe II] obtenus pour un arc. Ces résultats utilisent de fagon
décisive les propriétés spectrales des opérateurs compacts. Le cadre abstrait que 'on trouve
dans Chenais-Rousselet [1990, paragraphe II] ou dans Rousselet-Chenais [1987, paragraphe
2] est le suivant :

Cadre abstrait

V espace de Hilbert avec un produit scalaire < .,. >y |

a:(u,v) €V xV — a(u,v) € R est une forme bilinéaire, continue, symétrique
et coercive

b:(u,v) € VxV — b(u,v) € R est une forme bilinéaire, continue et symétrique.
On ne sait pas si elle est positive, négative...
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On s’intéresse alors au probleme d’existence de valeurs et vecteurs propres suivants :

Trouver A € C tel que Juy € V,u, # 0 vérifiant
(3.3.1)
a(uy,v) = Ab(uy,v), Vv €V

Autre formulation du probléeme
L’utilisation du théoréme de représentation de Riesz entraine ’existence de deux opérateurs
linéaires et bornés

A:V—-V, B:V -V

tels que pour tout couple (u,v) € V on ait
(3.3.2) a(u,v) = (Au,v)y ; b(u,v) = (Bu,v)y

Ces deux opérateurs sont autoadjoints et A est défini positif. Ainsi le probleme (3.3.1)
peut étre formulé de fagon équivalente sous la forme

(3.3.3) Trouver A € C tel que Juy € V, uy # 0 tel que Auy = ABu,

On peut alors essayer d’utiliser le résultat d’existence suivant :

Theorem 3.3.1 : Les valeurs propres du probleme (3.3.3) sont réelles. De plus si I’'opérateur
B est compact, il existe une plus petite valeur propre positive A" et une plus grande valeur
propre négative A~ toutes deux de multiplicité finie.

Démonstration : Ce résultat repose sur la théorie spectrale classique des opérateurs com-
pacts pour laquelle nous renvoyons a Dieudonné [1968, §11]. En effet, A étant un opérateur
défini positif, désignons par R sa racine carrée, i.e., R*> = A (cf. Rudin [1978, theorem
12.33]). On montre alors (cf. Rousselet-Chenais [1987, proposition 2.2]) que l'opérateur
K = R"'BR™! est compact autoadjoint et que A est une valeur propre du probléme (3.3.3)
si et seulement si % est une valeur propre de ’opérateur compact R"! BR™!. [
Retour au probléme (3.2.9) de coques générales

Rappelons tout d’abord que a(.,.) est la forme bilinéaire classique attachée aux équations
générales de coques minces. Elle est notamment V-coercive. Par ailleurs la forme bilinéaire
czp (U, W) est continue et symétrique. Elle prend en compte les contraintes initiales p*?(up)
associées a la charge permanente P. Nous avons supposé que la configuration d’équilibre
associée a cette charge P est stable ce qui revient & dire que pour p*? fixé, la forme bilinéaire
a(7,0) + czp(7, ) est V-coercive, i.e., 3 une constante y > 0 telle que

(3.3.4) a(0,0) + cz,(T,0) > a || T |°, Vo eV

Dans le contexte des coques générales, c’est a cette forme bilinéaire continue symétrique
et coercive a(¥, W)+ cz, (¥, W) que nous associons I'opérateur défini positif A (cf. (3.3.2)), i.e.,

~ —

(3.3.5) (7, @) + cz, (¥, W) = (AT, @)y, V5,0 €V x V.
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De méme, a la forme bilinéaire continue symétrique bz, (v, w) (dont diverses expressions
sont données dans le Tableau 3.2.3) on associe 'opérateur B, i.e.,

(3.3.6) baq(iﬁiﬁ):z (135213)V

Toute la difficulté est d’établir la propriété de compacité pour 'opérateur B.
Examinons tout d’abord le cas le plus simple, i.e., le cas d’une coque peu profonde.

Cas d’une coque peu profonde
Suivant le Tableau 3.2.3, la forme bilinéaire bz, (.,.) s’écrit alors

(3.3.7) bag (¥, ) = /Q ¢ (iig Yvs.aws 5 Va dé*de?
avec

eEoPMg, (dg) € L*(Q) (expression linéaire)
™ (g) =
eEPM(0,,(tg) + 1 ugaaugs,] € L*(2) (non linéaire)

Par ailleurs v3, € H'(Q2) — L*(Q), wsp € H'(2) — L*() ce qui donne bien un sens a
bio(¥,@). De plus, l'injection continue H'(Q2) — L*(Q) entraine la propriété de continuité
pour la forme bilinéaire symétrique bz, (.,.). La compacité de l'opérateur B défini par la
relation (3.3.6) est alors une conséquence de la compacité de I'injection H'(§2) CC L*(Q).

Alors le théoreme 3.3.1 entraine :

Theorem 3.3.2 : Dans le cas d’une coque peu profonde il existe bien une charge critique
pour le probleme (3.2.9).

[
Cas de petites déformations finies

Suivant le Tableau 3.2.3, la forme bilinéaire bz, (.,.) s'écrit alors

bag (0, 0) = | ¢ (ig)[a M waa(T)wus (@) +
(3.3.8) /" ’ ’

+(v3.a + Biva)(wa s + Bhw,)] a e d€?
ou
wra(¥) = 5 (Valr = Vala)

Ce terme entraine deux types de difficultés

1) wie (V) € L2(Q), V& € V : comment donner un sens a I'intégrale
[ 72 (G0)a wra( T (7) Va de' de?
alors que ¢°*(tg),wxa(?) et w,g(¥) n’appartiennent "a priori” qu’a L*(Q) ?
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i1) en admettant que I'on surmonte cette difficulté (par exemple en supposant que
g est suffisamment réguliere (dg € (H?*(R2))%)), il n’est plus loisible d’utiliser
la compacité de l'injection H'(Q2) CC L?*(2), toujours en raison de ces termes
Wia(V) et w,g(v).

Pour surmonter ces difficultés, deux possibilités peuvent étre envisagées :

i) Dans 'expression (2.1.22), on élimine le terme génant, i.e., 2 a**w,, (W)wig(7) ce
qui donne une autre modélisation de petites déflections finies. Suivant Koiter
[1966, (11.38)], cette simplification est tout a fait valable lorsque la rotation
autour de la normale est petite et du méme ordre que les déformations de la

surface moyenne. Dés lors
(3.3.9) baq(3,8) = [ 0% (TQ)(vs.a + Bhoa) uwns + By v dEldg?

et 'on poursuit de fagon entierement analogue au cas d’une coque peu pro-

fonde.

i1) Dans ’expression (2.1.22), on élimine encore le terme génant. Cependant, par
analogie avec Rousselet-Chenais [1987, (1.3)] on utilise une expression plus
complete pour la forme bilinéaire bz,(.,.). Pour cela, revenons au Tableau
2.3.1, et, dans les expressions relatives au cas général donnant les termes en
(7)? (cas de charges mortes pour simplifier), posons A,,(?) = 0 et éliminons le
monome d’ordre 4 en (4, ?) i.e., ¢o(W)Ps(V)Pr(w)P, (V). Il reste alors le terme

L[ B ap(@)8(D)8u(5) + Bus(D)60u(7)

(3.3.10)
+26,55(5)$2(€)$u(F) + 5 pas(F)pau(D)] Va dE*dE?
ce qui conduit alors a 'expression suivante pour by, (v, w) (comparer avec (3.3.9)) :
bag (7,8) = [ {9 () (0 + Bvn)(uag + bw,)
(3.3.11)

+e E*P (@) [0ap(7) B () + 8ap(B)$,(9)]} Va de?de?

Le premier terme du second membre ne pose pas de probléeme majeur (voir (i)). Pour les
termes suivants, nous avons

¢x(%) € H'(R) — LY(Q)
ba5(7) € L*(2)

de telle sorte que bz, (¥, w) a un sens. C’est de plus une forme bilinéaire symétrique continue
sur V x V de sorte que 'on peut définir un opérateur autoadjoint B de V dans V comme
en (3.3.6). Il reste & montrer que B est compact. La présence des termes 8,5 complique
quelque peu la preuve. En fait, on peut montrer qu’il est possible d’utiliser la formule de
Green pour éliminer les dérivées premiéres dans le terme en 6,5(v) puis de conclure a nouveau
en utilisant les théoremes d’injections compactes (cf. Barré [1991]).
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Remarque 3.3.1 :Il serait intéressant d’analyser au plan numérique les apports des termes
"nouveaux” de ’expression (3.3.11) (comparée a l'expression (3.3.9)).

|
Cas général
Suivant l'expression du Tableau 3.2.3, il vient

bio(5,9) = [ 4°(Q)[a*(81a() ~ wra(F)(B1a () — wus(9))

+(v3,0 + B3va)(wsap + bhw,)] Va derde?.

Ici encore le premier terme est génant mais il n'’est plus question de le supprimer, faute
de quoi on obtiendrait les modeles précédents de petites déformations finies ou de coques
peu profondes. Dans ce cas, il convient d’examiner soigneusement la définition de 'intégrale
donnant bz, (.,.) puis d’utiliser les résultats d’existence relatifs aux opérateurs non compacts.
Ces questions sont ouvertes a notre connaissance (tout au moins pour les coques générales).

4 EXEMPLES

Orientation

Dans ce paragraphe nous considérons trois exemples types :

*x une coque cylindrique circulaire ;

* une tour de refroidissement dont la surface moyenne
est un paraboloide hyperbolique ;

* une pale de turbine (objet de la collaboration avec

TURBOMECA).

Apres avoir rappelé la spécification géométrique de chacun de ces exemples (§4.1), nous

considérerons les deux types de chargements envisagés (§4.2). :

I

i) un chargement permanent (P) constitué par :

- le poids propre de la structure ;

- les charges thermiques. Celles-ci sont naturellement fluctuantes au cours
du temps mais leur évolution est trés lente. Il est donc raisonnable de les
considérer comme statiques (ou quasi-statiques) ;

- les charges dues & un vent stabilisé (i.e. pouvant étre considéré comme
statique ou quasi-statique) ;

11) les charges fluctuantes (AQ) : celles-ci correspondent par exemple & des
"sautes de vent” dont la valeur moyenne serait @) et dont l'intensité variable
serait modulée a ’aide du paramétre ).

Pour ces différentes charges, nous donnons l'expression de leur travail respectif ainsi que
celles des contraintes p*? et ¢°# associées.
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4.1 Spécifications géométriques des exemples considérés
4.1.1 Coque cylindrique circulaire

Nous utilisons la paramétrisation
5(61,62) = RCOS % g] + Rsin % 6'2 +€2 é"a

ce qui permet d'obtenir des bases locales covariantes et contravariantes identiques et

orthonormées :
i = at =—sin%€1+cos%€g; G =a% = &
(4.1.1)
"3=&G=cos%é'1+sin% €2
ay=al'=ayp=a?=a=1
ap=a%=ay=a'=0
(4.1.2) ﬁ by = b} =b“=——}1—2; bz =byp=by=b=0 =b2 =02 =0
‘n = '1%7; Clz =Cy =¢n =0
[ Tg, =0, b*°|,=0

2
g H
H
g2 =
a o,
] 3y
hy
a3
/é’—
0 31 2
2
2 gl .
€
EUR
R

Figure 4.1 : Définition du cylindre circulaire

Conditions aux limites
Pour la suite de Détude nous considérons les conditions aux limites
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suivantes :

1)  encastrement le long du bord inférieur ;
(4.1.3) i1) bord supérieur libre ;
iii) raccord "convenable” le long de £' = 0 et £ = 2.

4.1.2 Tour de refroidissement
La plupart de ces tours ont une surface moyenne de type paraboloide hyperbolique.

Nous considérons ’exemple type ci-apreés.

La surface moyenne S de la tour de refroidissement est rapportée a un repere orthonormé
fixe (O, €, €2, €3) de l'espace euclidien £ comme indiqué sur la figure 4.2. Elle est définie
comme l'image d’un rectangle Q2 du plan, i.e.,

Q={(&,€)]0< ¢ <2m £ <<
(4.1.4) )
£ = —0,87615328, £ = 0, 36361472

—

par une carte ¢, i.e.,

(4.1.5) ¢ : (6,62 €U OM = §(€',62) = 2'(£*, £))e..

—_ —165m
!
— 127,965 m
g
vy
3
"
11,155m — 11,155m
T — sol

Figure 4.2 : La géométrie de la tour de refroidissement
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Les fonctions z*(¢1,€2), 1 = 1,2,3, sont données par
( cosé!
(e, €)= R 25,

(416) 4 1,‘2({1,62) =R siné!

cos€“?

| 23(&,8) = Z tg € + Z,,

ou
R =39,313m,
(4.1.7) Z =917,323 m,
Z, =127,965 m.

L’intervalle de variation de ¢ montre que I'on ne considére que la partie de la surface
moyenne située entre les cotes z° = 11,1547835 m (bord encastré)et z° = 164,9998411 (bord
libre).

Suivant Bernadou-Boisserie [1982, section 1.5], les parametres géométriques qui intervien-
nent dans le calcul de ’énergie de déformation de la coque s’expriment a ’aide des dérivées
partielles premieres, secondes et troisiemes de la carte ¢. Les relations (2.1.1) et (2.1.2) en-
trainent :

Dérivées partielles premiéres :

. —siné! 1 R cosé! sin&?
(4_1,8) 61 = ¢,1 = &R (c)os{l ; 62 = ¢'2 = (—c-;—SET)z ‘fZZSZ.nfl Sin€2
Dérivées partielles secondes :
~—cosf! —siné!
nd . e siné?
o= ;;,%!’ —sing! ;g2 = (Rco—,er%r cos¢' ;
0 0

(4.1.9)

. R cos€M[1 + (sin€?)?)
P22 = ('&,715575' R sin€'[1 + (sin€?)?)
27 sing?
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Dérivées partielles troisiemes :

(. sing? . » —cosé!
Pan = ?}:g —cos€ 5 Gz = gﬁg;%r —sin€! ;
0 0
s —siné!
(4.1.10) < $az = RULRELE ¢ cose?
0
. R cos€! sin€?[5 + (sin€?)?)
$an = roarw § Rsing! sin€?[5 + (sing?)?).
: ) o4
{ 27 [1 +2(siné?)?)

Dans ce qui précéde nous n’avons indiqué que les parametres géométriques qui
interviennent de maniére effective dans les calculs - voir Bernadou-Boisserie {1982, relations
(1.5.12) a (1.5.18)] -. Cependant, pour pouvoir vérifier les calculs, il est intéressant de dis-
poser de la valeur analytique des deux formes fondamentales ainsi que des coefficients de
Christoffel. On obtient ainsi :

Premiere forme fondamentale (cf. Bernadou-Boisserie {1982, relation (1.1.4)] :

2 R?(sin€?)% 422
(4.1.11) ay = (C—o%m y a2 =0, ap == (coffgv+

d’ot1

2 2 s“ 23y2 2
(4-1-12) a = apaz; — (012)2 =R e ((co:é))s +27]

Seconde forme fondamentale (cf. Bernadou-Boisserie [1982, relation (1.1.5)] :
Tout d’abord

Z cost!

= @wxd 1 :
(4.1.13) Gy = St = R2(sing?)2+22 Z Sz.nfl
— R siné?

d’ou Von déduit

_ RZ
cos&? \/R2 (sin€2)24+22

(4.1.14) { bip=as.¢p2 = O

= Gr e = RZ
. ) cosé? \/Rz(sin£2)7+Z2
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Coeflicients de Christoffel : T'y, = a**d).ds,

=0 2, = — B sin{? cosf?
1 = 7 R +Z

(4.1.15) L, = tg €2 = 0
R? sin€2)? Z?
I}, =0 M= g te ¢

Définition de I’épaisseur de la tour de refroidissement
L’épaisseur est une fonction linéaire par morceaux et continue au point de raccordement :
cf. figures 4.3 et 4.4. Dans le tableau 4.1 nous indiquons pour chaque point de raccordement :

(i) sa cote;
(i) la valeur de £? correspondante ;
(iii) la valeur de I’épaisseur e en ce point.

z° || 11,1547835 m 11,3 m 14,7 m 22,3 m

£ || -0,87615328 | -0,875541451 | -0,860956365 | -0,826471077
e 1,20 m 1,20 m 0,72 m 0,32 m

z° 75,2 m 156 m 161 m 164,9998411 m
£ 1| -0,496806975 | 0,280468288 | 0,327233509 0,36361472

e 0,26 m 0,21 m 0,44 m 1,05 m

Tableau 4.1 : Valeur de I’épaisseur aux points de raccordement

Remarque 4.1.1 : Nous avons supposé que l'épaisseur de la coque est mesurée
orthogonalement a la surface moyenne, conformément a la définition donnée dans Bernadou-
Boisserie {1982, (1.3.2)]. En pratique, celle-ci est mesurée horizontalement. Mais, compte-
tenu des dimensions générales de I'ouvrage, I’approximation ainsi introduite est raisonnable.

4.1.3 Pale de turbine

Cet exemple a été analysé dans Bernadou-Lalanne [1987, §3.7 et §6] auquel nous renvoyons.
Rappelons qu’une difficulté de cet exemple était la définition de la pale "point par point” ce
qui nous avait conduit a une approximation de la géométrie par fonctions B-splines.
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e |
Im 4
0,lm L
1 ] x3
1 1
10m 100 m
Figure 4.3 : Variations de ’épaisseur de la tour
3 Im
[ |
Y% épaisseur
100m —+-
10m -J- »’
—t+—
0 40m 50m 60m rayon de courbure des
coupes horizontales
Figure 4.4 : Variations de |’épaisseur de la tour
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4.2 Evaluation du travail et des contraintes associés aux charges permanentes

Nous distinguons successivement les différents types de charges que nous considérons :

4.2.1 Charges gravitationnelles (poids propre)

Suivant Bernadou-Boisserie [1982, (5.1.6)], une approximation raisonnable du travail ef-
fectué par les charges gravitationnelles est (ici le vecteur € est orienté dans le sens vertical
ascendant) :

(4.2.1) To(@) = — /n p1 go € &80 \/a de1de?
ou p; est la densité de masse de la coque et g, est 'accélération de la pesanteur.

4.2.2 Charges thermiques

Dans un déplacement @ de la structure les charges thermiques effectuent un travail Tr(w)
que nous allons approcher. Pour ce faire, nous reprenons la démarche suivie dans Bernadou-
Boisserie (1982, §5.3] en I'améliorant pour satisfaire exactement I’hypothése de contraintes
planes. Avec les notations de cet ouvrage, 'énergie de déformation calculée sur la coque
compleéte C s’exprime sous la forme :

(4.2.2) Ey=} [0y av,

ou o*¥ et 7i; sont respectivement les tenseurs de contraintes et de déformation du milieu
tridimensionnel. Suivant Green et Adkins [1970, (8.7.6)], les relations contrainte-déformation-
température sont données par

(4.2.3) o™ = By, — BT g¥
ou
(4.2.4) ikt 2(1€-u) (6% + g + 2 41"
[ E = module de Young, v = coefficient de Poisson
a = coeflicient de dilatation linéaire
( g'¥ = tenseur métrique de la coque tridimensionnelle
| T =6—6, = champ de changement de température

Afin d’obtenir une approximation bidimensionnelle de la coque, nous allons prendre
immédiatement en compte I’hypothése de contraintes planes. Tout d’abord avec Bernadou-
Boisserie [1982, relations (1.3.8)] et (4.2.3) (4.2.4), il vient
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(4.2.5) 0 =% =0

Par ailleurs les approximations

et les relations (4.2.3) (4.2.4) entrainent :

o = B (o (1 -v)vss + vy —a(f — 6o)}

de telle sorte que I’hypotheése o*3% = 0 implique
(4.26) o=~ ¢y + KL G — 6).
Revenons maintenant a Yexpression (4.2.2) ; il vient :
Ei=} [ oy av
soit avec (4.2.3)
Ey = % /c {Emﬁklﬁﬂ;ﬂ - % G ‘90)gaﬁ’)’;g} dv
Les relations (4.2.4) et (4.2.6) entrainent alors

Ey= E, + Ey,

avec

Ed, =_;_/(; 2(11_'1”) [gakgﬁu_*_gaugﬁ«\ +%gaﬁg)\p] 7;p')’;,; d_V

Ep=-1 /c £ &(0 — 6)g°P 7, dV

Ce résultat est en conformité avec Wempner [1981, p. 490]. Suivant Koiter [1966], une
bonne approximation de E,;, est donnée par

de = %a('&',{[)

ou U désigne le champ de déplacement de la surface moyenne et ol a(@, @) est définie par

(3.2.6).
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Considérons maintenant la composante thermique Ey, de 'énergie de déformation Ej.
Partant d’un champ de température uniforme et travaillant dans le cadre de la théorie linéaire,
il est raisonnable de supposer que le champ de changement de temperature varie healrement
dans ’épaisseur de la coque de telle sorte que

(427) T(£1’£27£3) = Tl(élagz) + £3T2(£l,£2)
avec

{ Tl(glve) = %(Tup(gl,ﬁz) +Td0(£l’£2))
(4.2.8)

T2(£l’£2) - ZETI'—{T; (Tup(élaéz) - Tdo(§1’€2))
{ Tw(€',6%) =T(,¢&, 3$)
(4.2.9)
Tdo(ﬁlaéz) = T(£1’£2, - %)

En premieére approximation on peut écrire :
’Y;ﬁ ~ gaﬁ - fSPaﬁ
dV = /g d€'d€*dE® ~ \Ja dE'dE?dE’

g°8 =~ o*f
de telle sorte, qu’aprés intégration sur ’épaisseur :
Ey ~ -1 /C Es ([T60 — £ Typ?) Va dé'de?
On pose donc :

(4.2.10) Tr() = -4 [ £ e[L65(D) - § Tt ()] Va de'de?

4.2.3 Charges dues aux effets du vent permanent

Le vent induit une densité surfacique de charge —p(¢!, €2)7 appliquée sur chaque élément
d’aire de la paroi externe de la structure ou (cf. figure 4.5) :

* 1 désigne le vecteur normal unitaire extérieur a la paroi extérieure de la struc-
ture ;

* p(£',€?) désigne la pression du vent sur la paroi extérieure de la structure
paramétrée a I'aide des coordonnées curvilignes (¢, €2,6% = 1 e(¢?, €%)).
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Figure 4.5 : La densité surfacique de charge

Compte tenu de la faible épaisseur des structures considérées, il est ici possible :

- d’assimiler la paroi externe a la surface moyenne de la structure ;

- d’approcher le déplacement U dela paroi externe au déplacement @ de sa surface
moyenne ;

- d’assimiler la normale extérieure unitaire 77 a la paroi externe au vecteur unitaire
normal d; a la surface moyenne.

Des lors, le travail di aux effets du vent peut étre approché par

(4.2.11) Ty(@) = [ - pl¢!, 6o Va dE'de”.

Remarque 4.2.1 : Nous venons d’indiquer que les effets du vent se traduisent par une
densité surfacique de charge normale a la paroi externe de la structure. Ce résultat peut sur-
prendre car les effets des composantes tangentielles dues a la pression du vent n’apparaissent
pas. Cela tient en fait a ’existence de couches limites qui permettent de négliger le travail
di a ces composantes tangentielles.

Remarque 4.2.2 : C’est la propriété de faible épaisseur de la coque qui conduit a I’expression
(4.2.11). Dans le cas d’une coque moyennement épaisse, il conviendrait d’utiliser une expres-
sion plus compléte. Nous renvoyons pour cela a Bernadou-Boisserie [1982, §5].

Remarque 4.2.3 : Naturellement I’expression (4.2.11) est valable pour les effets du vent,
qu’il s’agisse d'un vent stabilisé ou bien d'un vent fluctuant.

Remarque 4.2.4 : Dans le cas d’une tour de refroidissement, ces effets dus au vent ont été
davantage détaillés dans Bernadou-Boisserie [a paraitre].
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4.2.4 Contraintes p** liées aux charges permanentes

De maniére classique le champ 4, de déplacement de la configuration de référence So
a la configuration déformée apres effet des charges permanentes est solution de I’équation

variationnelle
[ B {qag(@mu(B) + 5 pas(@pra(@)}dS; = £(i)
(4.2.12) !
Vi e V
avec
(4.2.13) f(@) = Te(@) + Tr (@) + Tv (D).

Pour ce faire, on utilisera les expressions (2.1.13), (2.1.22) ou (2.1.23) de ~,5 et une
méthode incrémentale du type de celle décrite dans Bernadou-Lalanne [1987, §4].

Alors

(4.2.14) p*P (@) = eE°PM 4, ().

Remarque 4.2.5 : On notera que dans la relation (4.2.8) nous utilisons 1’expression non
linéaire du tenseur de déformation +,p de la surface moyenne. Pour certains cas particuliers,
comme la poutre d’Euler on pourrait se limiter a la seule partie linéaire 8,4. |

4.2.5 Contraintes ¢®? lides aux charges fluctuantes

Nous avons indiqué dans le paragraphe 3.2 que la détermination de la charge critique était
d’autant plus précise que la charge permanente était proche de cette charge critique, ou de
fagon équivalente, d’autant plus précise que les charges fluctuantes sont petites.

C’est pourquoi, pour le calcul de ¢°?, on pourra se limiter & la résolution du probléme
linéaire correspondant, soit

Trouver % € V tel que
(4.2.15)
ali, @) = [ - a(€',€)ws Va de'de?

ol la forme bilinéaire af(., .) est donnée par la relation (3.2.6) et ol g(¢!, £?) désigne la pression
de la partie fluctuante du vent. Alors

(4.2.16) ¢*P(@) = E*P™ 9,,(4).
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5 PRISE EN COMPTE DE DEFAUTS GEOMETRIQUES

Orientation

Pour la formulation variationnelle du probléme du flambement, nous avons supposé que
la surface moyenne de la coque était définie a ’aide d’une application ¢ de classe C>. Dans
ce qui suit nous allons considérer deux types de défauts :

(i) les défauts géométriques de la surface moyenne. Nous introduisons pour

cela des perturbations 3 € (C*(2))? de telle sorte que la surface moyenne avec
défauts S, soit définie par

F+%:Q o (8+9)Q) =S,

(ii) les défauts de I’épaisseur. Du fait de certaines imprécisions lors de la
construction on peut tres bien imaginer que I’épaisseur de la coque construite
soit plus ou moins fine que ce qui était initialement prévu.

Ces deux types de défauts vont influer grandement sur la valeur de la charge critique et
sur les modes propres de flambement.

5.1 Définition géométrique du défaut de la surface moyenne

&2

22| g2

v

Figure 5.1

Soit 1 'application suivante :

0si(€',6%) € QJw
(5.1.1) P(E,€%) = o .
{cosm (555=) cosm (S54)} si (61,62 €w
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ou
(5.1.2) w={(,)eq, & —h* < <& +h}
Il est facile de vérifier que cette application 3 € C3(Q).

En pratique, pour I'implémentation, il suffira de substituer a l'application ¢ la nouvelle
application

(5.1.3) d+evd=(1+¢€y)d

ou ¢ désigne un petit parametre constant. Suivant Bernadou-Boisserie [1982, section 1.5],
il convient de calculer les dérivées partielles premiéres, secondes et troisiemes de la pertur-
bation €y ¢ puis de les ajouter aux dérivées partielles correspondantes de ¢. Ci-apreés, nous

calculons ces dérivées partielles en tout point (£',£?) € w, étant entendu que celles-ci sont
identiquement nulles sur 2/w.

Dérivées partielles premiéres de e :

(€2béb¢x== edﬂaé;4‘€lbé;a

Dérivées partielles secondes de szb(;:

(V) ap = € ap® + eV abs + Vb0 + EVPap

Dérivées partielles troisiemes de ey¢ :

(5¢$),aﬁ‘7 = 5’/’,043’1‘;4' 5¢.aﬁg,’v + Ew,ﬁv‘;.a + €Y qa ‘;.ﬂ

+5¢',ad-;.ﬂ'v +evp ‘;.‘va + e, ‘7_;,06 + 511"5.0:{3'1

Il reste a calculer les dérivées partielles de ’application . Pour cela il est commode de

oser
p F2

X(£1)=c037r§~12%,§1, Y(€*) =cos 22,: .

Alors, pour tout (¢',€%) € w il vient

¥, €)= (XN (v

{ Y1 = 4X3X'YH

ho = AXY3Y!
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Y1 = 4X? X X" + 3()(/)2]}}4
Y= 16X3X'Y3Y
Yoy = AXYHYY” + 3(Y')
(Yan = 4X[XPX" +6(X') + 9X X' X Y
Y2 = 16X2[X X"+ 3(X')?)Y3Y’

Va2 = 16X3X'YYY” + 3(Y')?

| a2 = 4XAY[Y2Y" 4+ 6(Y')} + OV Y'Y

avec
X'= —Seantizh (Y= —Zrsint iy
XII — _(_2_1}%_)2 X(él) YI/ — _(#)2 Y(ﬁ?)

X" = —(5r)" X'(¢") Y" = () Y'(£%)

5.2 Définition géométrique du défaut d’épaisseur

En ce qui concerne les fluctuations de 'épaisseur nous perturbons la fonction d’épaisseur

Initiale
e(&',€") €2 — e(£,€%)

par 'addition d’une fonction scalaire

€€, &%) = (€', €)e(€",€%)

ou n €] — 1,1[ est un petit parameétre réel et i est donnée en (1.1). L’épaisseur effective

est alors

(5.2.1) 1+ mb(€", €)]e(€',€°) > 0.

Remarque 5.2.1 : C’est un exemple de perturbation trés réguliere de ’épaisseur. On peut

naturellement considérer des perturbations moins régulieres.
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5.3 Le probleme de flambement avec défauts

La formulation du probléme de flambement est encore donnée par (3.2.9) ol cette fois-ci

(i) la géométrie de la surface moyenne est définie par I’application (1 + E’I,b)(; au

lieu de ¢ ;
(i1) Pépaisseur est définie par (1 + ny)e au lieu de e.

Pour chaque exemple considéré il conviendra donc de préciser les valeurs des parametres
suivants :

El’éy’hl’h2’e’n

LE PROBLEME APPROCHE

6 IMPLEMENTATION

Dans ce qui suit nous indiquons comment calculer les modes propres de flambement pour
une approximation de l'espace V alaide d’éléments finis de type Argyris (cf. Argyris-Fried-
Scharpf [1968]), Hsieh-Clough-Tocher (HCT) complet ou réduit (cf. Clough-Tocher [1965)).
Pour cela nous adoptons les notations de Bernadou-Boisserie [1982]. Notons au passage que

conformément a (2.1.17), nous utilisons ici psg et non p,s comme dans Bernadou-Boisserie
[1982].

6.1 Le systéme discret associé au probleme (3.2.9) : cas ol Pespace V, est
construit a P’aide du triangle d’Argyris

Avec les notations de Bernadou-Boisserie {1982, relation (3.2.10)], nous avons

an(Th, Wh) = 3. {aire(K) [DG(%4))ixes [DT)eaxea
KeTh
16

(6.1.1) {Z (we[LAM BD]gsx12 [Ars]12x12 ‘([LAMBD))(b;)} x
x (DT} [DG()]}

ou a(.,.) est la forme bilinéaire approchée de la forme a(.,.) définie en (3.2.6) apres utilisa-
tion des techniques d’intégration numérique.
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La matrice {A};] est donnée dans Bernadou-Boisserie [1982, (1.5.10)], i.e.,

[Ars] = 125 Va{(1 - v) 'AGAS + v *ASAG +
(6.1.2)

2

+ % (1-v)'NgNP+ S v NSNS}

avec (attention : on utilise la partie linéaire 6 de v !) :

(6.13) @) = A5V, s = NV
ol
(6.1.4) 'V = [v; v1,1 v1,2 V2 V21 V2,2 U3 U3 V32 V311 V3,12 V322]

A =[—a™T}h, ; a’®6p ; 3 a®*Dyp; —a™T3, ;
(6:15) { 50yg; a®ép; —b5;0;0;0;0; 0]
. Sy =6p =1, 6=06y=0
©19) {AH=A22=0, A = Ay =1

Ici nous utilisons le tenseur modifié de changement de courbure (2.1.17) :

{ Pas(V) = [Bats + ds10 — biwas — B5wia]
(6.1.7)
= Vajap + b 505 + § b50zip + § V5veta — § BZv0l — § VBVl
d’ou 'on déduit sous forme développée :
Pup(¥) = vs,us = Dogusn + (b5 — 3 T2phf — 5 2,65 )vs
+ 3 8ves + 3 0ven — G bvse — § Bhoue
d’ou
p3(0) = a*#v3,5 — a™*T) 5035
(6.1.8) + (b} g — § Tagb%% — 1 a®*T2,b5)v,
+ 30705+ 3 a™bfug, — 3 VTuss — + @b,

On en dédut
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( Ng = [bo‘1 Iﬂ - % F;Bbaz - % a"“l";“bg ) % (5lgbla + alabb)

%bla(szﬁ_*_ %bbah _ %aném _ %alab2 :
b2 — -12- Fiﬁbax - % a"‘“Ffm X

(6.1.9) q
3665+ 2 albl — L6, — § a*b}

% (b2°‘5w + a2°’bf, 1 0 — a"’“I“l‘ﬁ P — a"‘“I‘iﬁ ;

alaélﬁ : alaégg + (120(51[3 ; (12052[3]

\

Pour le calcul des formes bilinéaires approchées associées aux formes b(.,.) et ¢(.,.) de la
relation (3.2.9) nous allons considérer le cas général de charges mortes envisagé dans les
tableaux 3.2.3 et 3.2.4. Commencons par la forme bilinéaire b(.,.) associée a la forme b(.,.)

définie par
b(v,w) = /n ¢°? [ (8o (7) — Wra(V))(8,p(B) — wup(WF))
(6.1.10)
+(v3,0 + b302)(wa s + byw,)] Va dE!de?
avec
3a(?) = 3 (Vaja + Valr) — barvs
Wia(¥) = 3 (Vals = Vrjo)
d’ou

ez\a({;) - w/\a('l—)’) = Vila — baAUS = Ura — F;avu - ba/\v3

Par analogie avec I'écriture de la forme bilinéaire a(.,.), nous allons pouvoir écrire

(6.1.11) b5, 7) = /Q'v [B1s] W de'de?

ou la matrice colonne W (et de maniére similaire la matrice V) est donnée par
t
W = [w; wy1 wip wy w1 W22 W3 W31 Wa2 Wa,11 Wanz Wao)
Il reste a calculer explicitement la matrice [Bry]. Un calcul simple montre que

(6.1.12) [Br] = Va ¢ {a™ ‘[ Xsa][X,p] +' [Yal[Yal}

ou l'on a posé
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(6.1.13) [Xao] = [~ To 636L 6362 — T3, 636, 6365 —bex 0000 0

(6.1.14) [Y,]=1[0, 008 0004, 6200 0]

Par analogie avec l'expression (6.1.1), la forme bilinéaire approchée by(.,.) de la forme
bilinéaire b(.,.) donnée en (6.1.11) s’écrit

ba(Uh, Wh) = D {aire(K) [DG(4)}ixss [DT]eaxea

KeTy
(6.1.15) {i (we[LAM BDlgsxaz [Brshaxiz [LAM BD])(b)}
‘[DT)‘[DG(a)]}

Enfin, dans le cas général de charges mortes le tableau 3.2.4 montre que

o, @) = /Q PP [a*(83a(P) — waa(D)) (Bup(W) — woup(5))
(6.1.16)

+(va,0 + B3va) (wap + bjw,)] VVa d€'dE?

de telle sorte qu’en posant

(6.1.17) [C1s] = Vap™{a™ [ Xsa)[Xog) +* [Yal(Ya]}
on obtient

Ch(’l-).h,‘u_)‘h) = Z {alre(K) [DG({)‘;‘)]]X(;;} [DT]&?,X(;;;
KGT;,
16

{; (wt[LAMBD]Gsxn [CIJ]l2x12 t[LAMBD])(bZ)}
) ‘[DT] {[DG( )]}

(6.1.18)

D’ou le probléme discret associé au probleme (3.2.9) : trouver (A, 03) € (RY, Vh) tels que

an(Uhe, Wh) + ch(Vhe, Wh) + Ancba(Vhe, Uh) =0
1.1 ~
(6 9) { Y, € Vi,

Remarque 6.1.1 : Dans les expressions (6.1.15) et (6.1.18), nous avons réutilisé le méme
schéma d’intégration numérique qu’en (6.1.1). Ce point sera éventuellement a reconsidérer
lorsque ’étude de 'approximation et des estimations asymptotiques d’erreur aura été faite.

Pour étre complet, il reste a préciser comment s’effectue le calcul des formes Tgs(.), Tra(.),
Tvi(.) respectivement associées aux formes Tg(.), Tr(.) et Ty(.) définies par les relations
(4.2.1) (4.2.2) et (4.2.7). Puis on indiquera comment calculer les contraintes associées p*? et ¢°f.
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Calcul de Tgy(.) :
Par analogie & (6.1.1) on obtient

Ton(@h) = 3 {aire(K){Y (we ‘G {LAMBD])(b,)}
(6.1.20) KeT, =1

DT} {[DG(@n)]}
avec
(6.1.21) tG:—pIgoe\/E[é‘s.&’l :0;0;¢é.a2;0;0:;6.a82;0:0;0;0; 0]

Calcul de T74(.) :

De méme
16
Trn(@h) = 3. {aire(K){Y (we ‘T ‘{LAM BD))(b;)}
(6.1.22) Ket, e=1
‘(DT] (DG (wn)l}
avec
(6.1.23) ‘T=—1E8Y8 (TS + & TR{265A7 — b3A] — N2})

Calcul de Ty,(.) :
A partir de (4.2.7) on déduit

Tvi(dn) = ) {aire(K){fz (we 'V ' [LAMBD))(b)}
(6.1.24) KeT, t=1

'([DT]'[DG(@n))}
avec
(6.1.25) ‘V=100;0;0;0;0;0; -pva;0;0;0;0;0;]

Calcul de p*?(i) :
Si l'on se rapporte a la relation (4.2.8), nous obtenons la valeur approchée du second
membre, i.e.,

(6.1.26) Ju(@n) = Ton(Wn) + Tra(Wn) + Tva(ws)

ou les formes approchées Tgi(.), Tra(.) et-Tvi(.) sont données par les relations (6.1.20)
(6.1.22) et (6.1.24).
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Au premier membre, dans le cas général, les expressions & — v,5(%) sont non linéaires.
Dans ce cas, approximation de p*?(%) se fera en deux temps :

1) approximation de @ solution de I’équation (4.2.8), dans l'espace discret V, con-
struit & I’aide du triangle d’Argyris ; on utilisera pour ce faire une méthode
incrémentale du type de celle décrite dans Bernadou-Lalanne [1987, §4].
D’autres méthodes de résolution du probleme non linéaire sont naturellement
possibles.

i1) de la connaissance de cette approximation @, de la solution @ de 1’équation
(4.2.8) on déduit I’approximation

(6.1.27) p*P (i) = eE°PM 5y, ()
Calcul de q"ﬁ(uh)

Cette fois-ci 1 est 'approximation de la solution a du probléme linéaire (4.2.11), soit
avec (6.1.1) et par analogie avec (4.2.7) et (6.1.24) (6.1.25) :

Trouver 5}1 € I_}h tel que

ah(‘lih,‘lf)‘h) = TVh(IB), Y, € Vh,

Ton(i) = 3 {aive(K){Y (we 'V ‘[LAMBD))(b)} ‘[DT) '[DG()])
et

=[0;0;0;0;0;0;~¢va;0;0;0;0;0]
D’ou 'on déduit I'approximation
q*B(n) = eEP 9, (d@y)
On pourra utiliser pour ce faire les expressions (6.1.3),.
Remarque 6.1.2 : Nous avons utilisé I’hypothese sous-jacente de "petite” charge fluctu-
ante pour approcher Tn puis ¢*# en théorie linéaire. On pourrait naturellement adopter une

démarche "non linéaire” du type de celle adoptée pour le calcul de p°?.
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6.2 Le systéme associé au probleme (3.2.9) : cas ou ’espace Vi est construit A
I’aide du triangle de HCT Complet

Avec les notations de Bernadou-Boisserie [1982, relation (3.3.6)], nous avons cette fois-ci :

( ah(ah,lffh) = Z Z {[DGi(ffh)]lxae [DTx‘]36x30

KeT, i=1
(621) ] {aire(K;) 26: (w(‘ [LAMBD,']:;oxn [A[J]12x12 t[LAMBD,])(b[.)}
( (DT Jaox3s ‘[DGi(Wh)laex1 }

(T, W) = D D {[DGi(¥h)ix3e [DT:]sexao

KeT, i=1
(6.22) {aire(K:) 3 (we,[LAMBD;}sox1z [Brshaxiz (LAMBD;]) (b))
Li=1
( {{DTi)s0x36 ‘[DGi(Wh)]3ex1}
et
ch(Th, Wh) = D Z {[DGi(Vn))1x36 [DTi]36x30
: KeT, =1 .
(6.23) {aire(Ki) 32 (wo[LAMBDJsouz [Cruliassz (LAMBD]) (b))
{ {[DT;)sox36 {[DGi(Wh)]sex1}

La formulation du probléme discret est similaire a (6.1.19).

Calcul de TGh(’LBh),TT},(‘LUh) et Tv;,(’u-;h) :
De maniére analogue a (6.1.20) (6.1.22) et (6.1.24) on aura

{

3 6
Ton(wn) = Y 3 {aire(K) {3 (we, ‘G '[LAMBD;))(b,,)}
(6.2.4) KeT, i=1 =1

L ‘(DT [DGi(wn)]}

4

Trn(@a) = 3 D {aire(K:) {3 (wy ‘T [LAMBD))(be,)}
(6.2.5) $ KeT, i=1 6=1

‘[DT] ' [DGi(wn)]}
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Tun(@h) = Y. 3 {aire(K:) {3 (we, 'V '{LAMBD])(b,)}
(6.2.6) KeT, i=1 tim1

‘[DT] '[DGi(@n)]}
ou les matrices G,T et V sont données par les relations (6.1.21) (6.1.23) et (6.1.25).

Calcul de p* (i) et ¢°° (i) :
Ce calcul s’effectuerait par analogie avec I'approximation de ces mémes quantités décrite
dans la section 6.1.

6.3 Le systeme discret associé au probléme (3.2.9) : cas ou Despace V, est
construit a ’aide du triangle de HCT-réduit

Avec les notations de Bernadou-Boisserie [1982, relation (3.5.6)], nous obtenons cette

fois-ci :
()= T 3 (DG e DT

63D faire(ky) eZ: (0o [LAMBD hox1z [Arshaxiz ILAMBD,))(bs,)}
\ ‘[DT] '[DGi(wn)]}
) = T3 (DG e (DT

632 ) faire(ky) é (@6 [LAMBD Jsox1z [Bishaxsz {LAMBD.))(be,))
Y (DT] [DGi(wn )]}

et
(5 = 33 {IDG e (DTl

33 faire(&) zi:l (we,[LAMBDilox1z [Crshasaz {LAMBD])(b,,)}
\ ‘[DT) [DGi(wh)]}
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Ici encore la formulation du probléme discret est similaire a celle donnée en (6.1.19).

Calcul de TGh(tEh),TTh(LD';,) et TVh(ll-;h) N
De maniere analogue a (6.1.20) (6.1.22) et (6.1.24) on aura

{

Ton(Wn) = ) 23: {aire( K;) {i (wy, 'G '[LAMBD;))(b,,)}
(6.3.4) { KeTh i=1 to1

{ ‘[DT]) {DGi(wn)]}

r

Tra(@n) = Y. 3 {aire(K:) {3 (e, ‘T (LAMBD;])(be,))
(6.3.5) 4 KeT i=1 i1

(DT} [DGi(wn)]}

Tvi(wh) = > Y {aire(K;) {D_ (we, 'V '[LAMBD;))(b;,)}
(6.3.6) ) KeT, i=1 4ot

‘[DT) [ DGi(wn))}

\

ou les matrices G, T et V sont données par les relations (6.1.21) (6.1.23) et (6.1.25).

Calcul de p*#a;) et ¢*° (i) :
Calcul analogue a celui de la section 6.1.

6.4 Le systeme discret associé au probléme (3.2.9) : cas ou1 ’espace V}; (resp. Vj,)
est construit a I’aide de triangles de type (1) (resp. de HCT-réduit)

Avec les notations de Bernadou-Boisserie [1982, relation (3.6.6)], nous obtenons

{

3
ah(gh,w‘h) = E Z {[DGi(Jh)]lxls [DTi]lsxls
KeT, =1

(6.4.1) J {aire(K;) 23: we;,[LAM BD;)isxaz [Arshaxiz {[LAMBD;})(b,)}

4Gi=1

‘(DT] [ DGi(wn)]}

\

et des expressions tout a fait similaires pour b,(.,.) et ¢,(.,.) obtenues & partir de (6.4.1) en
remplagant [A;;] par [Byy] et [C;] respectivement.

Le probleme discret s’énonce alors de maniere similaire a (6.1.19).

Calcul de TG;,(U-)';,), TT;.('J)‘;,) et Tv;,(u')'h) :
De maniére analogue a (6.1.20) on aura
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Tor(@) = X 3 faire(K) {3 (we ‘G {LAMBDI)(b,)}
(642) KeT, =1 =1

‘(DT] [DGi(wa)]}
puis Trp(wy) et Tyr(Wh) en remplacant G par T et par V donnés par (6.1.23) et (6.1.25).

7 RESULTATS NUMERIQUES

Orientation

L’objet de ce paragraphe est d’illustrer les développements antérieurs par quelques résultats
numériques obtenus sur deux exemples simples :

i) flambement linéaire de plaques ;
i1) flambement linéaire de cylindres.

Ces résultats sont a rapprocher de ceux abondamment décrits et détaillés dans les ou-
vrages de Bushnell [1985], Brush et Almroth [1975], Kollar et Duldcska [1984], Timoshenko
et Gere [1961], Timoshenko et Woinowsky-Krieger [1959], Pogorelov [1988], Dym [1974], Ya-
maki [1984] ou 'on trouvera bien d’autres applications et cas tests possibles. Dans le cas de

plaques élastiques ou élastoplastiques, avec ou sans raidisseurs, signalons également ’exposé
de synthese de Gachon [1980].

7.1 Flambement linéaire de plaques
7.1.1 Flambement d’Euler (voir Brush-Almroth [1975, §3.5b])

Considérons la plaque plane telle qu’indiquée sur la Figure 7.1.1. On suppose que cette
plaque est

- soumise a une compression uniforme P,
- simplement supportée le long des cotés AB et CD
- libre sur les cotés BC et AD

Suivant la valeur de la charge P, les composantes du déplacement @ = ué; + vé, + we,
sont données sur la Figure 7.1.2, étant entendu que v = 0. Cette figure montre les branches
-de bifurcations pour P; > P,,. La valeur de P,, est donnée par Brush-Almroth [1975, (3.52)] :

T2 ER3
(711) P, = E(ITE:,%,

On retrouve la la charge critique d’une colonne dont la rigidité a la flexion EI est rem-
ER3b

placée par Tl
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Les données géométriques et mécaniques de la plaque étudiée sont

a=35 mm (hauteur)
b=28 mm (largeur)
(7.1.2) h =0.07 mm (épaisseur)
¢ = 7800 MPa (module Young)
v =0.3 Coeflicient de Poisson

Par ailleurs la contrainte nominale de compression est donnée par

(7.1.3) on = 0.7142 M Pa
éz
- S = -
— |
Px —- i px b
— | | B
1D Al
1
a 3

Figure 7.1.1 : Flambement d’Euler d’une plaque

P
X Px
__m%Eh% v \6?/
o 12(1-v?)a? o
u w
0 - 0 +

Figure 7.1.2 : Champ de déplacement associé
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De la relation (7.1.1), on déduit

(7.1.4) Tor = 5 Por = iy (22
soit avec (7.1.2)

(7.1.5) e = 0.028199

D’ot le premier mode de flambement :

(7.1.6) Ao = % = QOBIN _ (3048

on 0.7142
Résultats numériques
En utilisant ’approximation numérique décrite dans le paragraphe 6, 1.e.,

i) un espace discret Vi, construit & aide d’éléments finis d’Argyris (cf. Argyris-
Fried-Scharpf [1968] ou Ciarlet [1978]). Rappelons que ces éléments finis sont
triangulaires, qu’ils utilisent une base polynomiale complete de degré 5 et qu'’ils
assurent aux interfaces le raccordement continu non seulement des fonctions
interpolantes mais également de leur dérivées ;

11) un maillage de la plaque a I'aide de 12 triangles d’Argyris comme indiqué sur
la Figure 7.1.3.

5

Figure 7.1.3 : Le maillage utilisé

Alors les résultats sont indiqués sur le Tableau 7.1.1. L’allure générale des quatre premiers
modes obtenus numériquement est donnée sur la Figure 7.1.4. On observe notamment

i) que seuls les modes numériques impairs appartiennent a la famille donnée par
I’état cinématiquement admissible de la solution analytique ;
i1) que les modes pairs sont de type flexion-torsion ;
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1ii) que le premier mode présente une courbure dans la direction parallele aux
bords appuyés qui n’est pas dans la solution analytique. Ceci explique le fait
que la solution numérique donne une valeur de flambement inférieure a la
solution analytique qui correspondrait a une approche simplifiée du probléme.

Voie numérique | Voie analytique | Erreur relative
("approchée”)
0.03727 0.03948 59 %
0.1432 / /
0.15278 0.157939 33%
0.259 / /
0.3477 0.3553 2,1 %
0.4546 / /
0.62335 0.63173 1,3 %
0.73426 / /

Tableau 7.1.1 : Résultats numériques, analytiques ”approchés” et erreurs relatives
correspondantes

Figure 7.1.4 : Allure générale des quatre premiers modes de flambement (voie numérique)

7.1.2 Flambement d’une plaque simplement supportée sur les quatre c6tés

Il s’agit du méme probléme que précédemment : la Figure 7.1.1 reste valable, mais cette
fois-ci la plaque est

- soumise a une compression uniforme P, ;
- simplement supportée le long des quatre co6tés AB, BC, CD et AD.

Suivant Brush-Almroth [1975, §3.5a, (3.50)(3.51)] et Timoshenko et Woinowsky-Krieger
(1959, (227)] la charge critique est donnée par

72 ER3
25(1=+7)

(7.1.7) Po= (2 + %)
ou m est un entier positif a choisir de telle sorte qu’il minimise 1’expression
(7.1.8) flm)y=2t + 2
De la relation (7.1.7), on déduit
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(7.1.9) O = 2= P = (2 4+ &) ﬁ(—’;’:@r) (2
soit avec les données (7.1.2)
(7.1.10) g = 0.18516
Avec Pexpression de la contrainte nominale de compression o,, donnée par (7.1.3), il vient
Aer = 2% = 0.25926

Résultats numeériques
Une approche en tous points analogue a la précédente conduit aux résultats indiqués sur

le Tableau 7.1.2

| Voie numérique | Voie analytique | Erreur relati\i]

0.2733 0.25926 5,4 %
0.3164 0.30542 3,6 %
0.5141 0.48944 5 %

Tableau 7.1.2 : Résultats numériques, analytiques et erreur

Remarque 7.1.1 : On notera que les second et troisieme résultats analytiques correspon-
dent aux valeurs m = 2 et 3 dans ’expression (7.1.9), c’est a dire

Ocr, = 0.21813 ; o, = 0.34056

3

d’ou les valeurs critiques correspondantes

Ay = 22 = 0.30542 ; Aoy = 253 = 0.48044

3 n

Remarque 7.1.2 : Suivant Brush-Almroth [1975, (3.47)], les modes propres associés aux
charges critiques (7.1.7) sont de la forme

_ c.omntxr . nTw -
w=o¢ sin 2= sin 2, mn=123.

Ainsi, pour notre exemple (ou le rapport § = 1.25), I'allure générale des premier et second
modes critiques est donnée par la Figure 7.1.5. ]
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Figure 7.1.5 : Les premier et second modes de flambement

7.2 Flambement linéaire de cylindres circulaires sous compression axiale

Dans cette section nous allons considérer le flambement linéaire de cylindres circulaires
sous compression axiale de la forme indiquée sur la Figure 7.2.1.

Nous utiliserons la théorie de Donnell [1934] qui est a ce jour la plus répandue pour ce
faire et dont les hypothéses sont compatibles avec celles de Koiter. On supposera par la suite
que :

1) le cylindre est suffisamment mince § < 1, § < 1;
i1) le matériau constituant le cylindre est homogene, isotrope, de module de Young
E, de coefficient de Poisson v ;

i11) les déformations sont suffisamment petites pour que la loi de Hooke s’applique ;

iv) les hypotheses de base de Koiter [1966] s’appliquent :
- au cours de la déformation, les normales a la surface moyenne restent normales
(pas de cisaillement transverse) ;
- les contraintes sont approximativement planes ;

v) les déplacements u et v sont infinitésimaux et le déplacement normal w est de
méme ordre de grandeur que I’épaisseur de la coque

lul < e | < e, Jw] =0(e)

vi) les dérivées de w sont petites mais leur carré et leur produit sont du méme
ordre que les déformations considérées, i.e.,

Qw

= 2 50| (22)" =0(y)

< 1, %—';’| < 1, (aawa:v)z,

vii) les changements de courbure sont petits et I'influence de u et v est négligeable.
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Figure 7.2.1 : Le cylindre sous compression axiale

Conditions aux limites
Avec les notations de la Figure 7.2.1, on considére des conditions d’appui aux deux
extrémités du cylindre soit :

v(0) = w(0) =0
(7.2.1)
' v(L)y=w(L)=0
et
(7.2.2) F(0)=F, F(L)=-F

ou F est 'effort extérieur de compression axiale.
Charges de flambement

Suivant Brosh-Almroth {1975, (5.50)}, les charges Fy qui provoquent le flambement sont
données par

o7




2

(m !{i)2+n2] mrR\?
7.2.3) oL = L D+ L (1-2%)c
( 2R (m=Ey R [(m¥)z+n2]
ol

m,n =123
7.2.4
( ) D eE® c Ee
TR C T 1T
En posant

= LR n

(7.2.5)

7 = fz_z V1 —v? (parametre de Batdorf)

on retrouve les expressions données par Yamaki [1984, page 84], i.e.,

F x2D
(7.2.6) R = ks T
ou
m2 242 m
(7.2.7) ky= 2L 4 2F s, B=2n

Les contraintes de flambement correspondantes sont données par

F
9 = ke
soit, avec (7.2.6), par
n?E e\?
(7.2.8) oy =k 5i—m (z)

Charge critique

Les différentes valeurs des charges de flambement Fy sont données par les relations (7.2.6)
et (7.2.7) lorsque m et n prennent les valeurs 1,2,3... La charge critique F, est associée au
couple (m,n) qui rend minimal Fy, c’est & dire encore k;.

Oublions pour le moment que m et n sont entiers positifs et posons X = 3%?312-. Il est
facile de vérifier que k.(X) est minimum pour

On lui associe la ”valeur classique” de contrainte critique

_4343 L2 A5 __mE 2
O¢c = 77 Re 1 v 12(1-22) L7
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soit encore

(7.2.10) O¢ = —pmbe Ee

qui est naturellement une approximation par défaut de la contrainte critique, cette derniére
étant associée a des valeurs entieres de m et n.

L4

Il convient cependant d’étre prudent car :
(i) st %@ Z < 1, l’équation (7.2.9) n’a pas de solution. En effet iﬁ;ﬁiﬁ >1;

(ii) si 3;43 Z > 1, I'équation (7.2.9) est a satisfaire pour m et
n = er_R B entiers > 1.

C’est pourquoi cette approche est a discuter cas par cas selon les valeurs des parametres
représentatifs du cylindre considéré.

Approche numérique

Nous adoptons la méthode décrite dans le paragraphe 6. Tout d’abord la surface moyenne
du cylindre est 'image du carré unité [0,1] x [0, 1] par I’application

r = R cos 2 ¢}
(7.2.11) OP = §(€',€6) ={ y = R sin 276"
z=LE

On considére successivement deux maillages du carré unité que nous désignons par M1 et M2
(voir Figure 7.2.2). L’espace discret Vj est construit a ’aide de triangles d’Argyris.

g2 g2

|
i

0 o gl 0 % §l
Maillage M1 Maillage M2

Figure 7.2.2 : Les maillages utilisés
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Exemple concret
Considérons maintenant le cylindre circulaire compressé axialement a 1’aide d’un champ
de forces F' et admettant les caractéristiques géométriques et mécaniques suivantes :

R=Tmm FE = 7800 MPa
(7.2.12) L =7mm v=20.3
e = 0.07mm F=154 N
Alors
(7.2.13) Z =95.394 > 1

ce qui montre 'existence de couples (m,n) pour lesquels la structure flambe. En particulier
la contrainte "critique” au sens de (7.2.10) vaut ici

(7.2.14) 0. =47.208 M Pa

Dans le méme temps la contrainte nominale vaut

(7.2.15) : On = g1 = LM =5002
d’ou la valeur critique

(7.2.16) A

il
sk
il
©
=

Résultats numériques
Ces résultats sont indiqués sur le Tableau 7.2.1 pour les deux maillages retenus M1 et M2.

Maillage | Erreur |[ Maillage [ Erreur Valeur
M1 relative M2 relative || "théorique
9.51 0.8 % 10.11 71 %

As 9.72 3% 10.18 79% || A\ =9.44

9.87 4,6 % 10.18 79 %

10. 6 % 10.35 9.7 %

Tableau 7.2.1 : Valeurs propres de flambement (les deux premiéres et les deux suivantes
sont des valeurs propres doubles)

Sur ce Tableau 7.2.1, on observe que :

i) les valeurs propres sont mieux approchées a 'aide du maillage M1 que du
maillage M2. Cela tient semble-t-il au fait que le maillage M1 est plus fin
dans la direction £? que le maillage M2 ce qui permet de mieux prendre en
compte les cing demi-ondes (cf. Figure 7.2.5)

11) les quatres premiéres valeurs propres sont trés proches, confondues par paires.
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iii) l'approximation par éléments finis d’Argyris est conforme (si 'on fait
abstraction de l'utilisation éventuelle de techniques d’intégration numérique)
: cela pourrait expliquer 'approximation par valeurs supérieures.

Les modes de flambement
Selon Yamaki [1984, (2.9.18)], les modes de flambement s’écrivent

1 u= A, cos 28 €2 cos n¢!
(7.2.17) v = By sin 228 €2 sin ng!
w = Cy, sin 228 €2 cos nf!

ou m est le nombre de demi-ondes dans la direction axiale, n le nombre de demi-ondes cir-
conférentielles tandis que les coefficients A,,, B, et C,, sont indéterminés.

Il est par ailleurs évident que les solutions orthogonales obtenues par changement cos n £ —

sinn € et sinn €' — cos n &' sont aussi des modes de flambement.

Précisons maintenant le ou les modes critiques associés au minimum A, des valeurs propres
de flambement A;. Suivant (7.2.7) (7.2.8) ils sont associés au minimum de k.. Avec (7.2.9)
ils correspondent aux couples d’entiers (m,n = 1{3 B) solutions de I’équation

(m2-i-(1r n)?)? = 44-: Zm?®
c’est a dire encore de ’équation

(7.2.18) m? — @ VZm+(Ln)?=0

Cette équation n’a de solutions que si
_4 A

soit, avec (7.2.5) (7.2.12), n < 9.089. On examine alors pour n = 1,2,...,9 les solutions
éventuelles m € N de I'équation (7.2.18). Les résultats sont indiqués sur le Tableau 7.2.2.

1rR 7’1)2

n 1 2 3 4
b o {0 {01 £0.2 Tog
5.77 5.72 5.62 5.49
n 5 6 7 8 9
0 {0.5 { 0.72 {1_&4_8 { 1.52 { 2.49
5.31 5.066 4.739 4.27 3.30

Tableau 7.2.2 : Couples (m,n) "solutions” de (k.)minimum
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Dans ces valeurs, nous ne retiendrons que les solutions proches de valeurs entiéres soit
(m=95,n==6)et (m=1, n="7). Les valeurs correspondantes de A; sont alors données sur

le Tableau 7.2.3.

m|n k¢ k. (rappel) o A; | Ac (rappel)
1| 7]67.08752 47.2948 | 9.455
5166697709 | 66.96408 | 47.2170 | 9.4396 | 9.4378
5|5 |67.29319 47.4398 | 9.4842
S5 | 7| 67.1289 47.3240 | 9.4610
4 {6 70.5917 49.7651 | 9.949
6 | 6| 69.3386 48.8818 | 9.772
116 73.5005 51.8158 | 10.359

. 1| 8] 76.0306 53.5994 | 10.716
2 17| 75.888 53.4991 | 10.696

Tableau 7.2.3 : Valeurs de o4 et A\; pour diverses combinaisons de (m, n).

Sur ce Tableau 7.2.3, nous avons également mentionné les valeurs de o; et A; pour les
valeurs immédiatement inférieure et supérieure de n. Ces résultats sont instructifs car ils
montrent que la valeur propre critique est double. Le sous-espace propre correspon-
dant est engendré par deux modes propres critiques de type (7.2.17) (avec permutation
cosn €' — sin n €! et sin n €' — cos n€!) associés aux couples de valeurs :

m=95, n=6
m=1 n=17

Comparaison avec une formulation éléments finis ”classiques”
On utilise pour ce faire la méthode d’éléments finis de type D.K.T. (Discrete Kirchhoff
Triangle) incorporée dans le logiciel ANSYS. La surface moyenne de la coque est approchée

par des facettes formées de quatre triangles DKT (Figure 7.2.3). On obtient ainsi les valeurs
propres indiquées sur le Tableau 7.2.4

en fait valeurs

As = 9.4396 }

A; = 9.455

propres doubles

Y X
9.33
9.56 } 9.44
9.88

Tableau 7.2.4 : Valeurs de A; obtenues par la méthode D.K.T.

La configuration du cylindre déformé apres chargement nominal est indiquée sur la Figure
7.2.4 tandis que le premier mode propre est illustré par la Figure 7.2.5.
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Figure 7.2.4 : Le cylindre aprés chargement nominal (approche DKT)
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Figure 7.2.5 : Premier mode propre de flambement (approche DKT). On distingue
les cinq demi-ondes axiales (m = 5) et les six demi-ondes circonférentielles (n = 6)

Conclusions
Ces études numériques suscitent les remarques suivantes :

1) sur I’exemple du cylindre en compression ou la condition de flambement est tres
sensible a la géométrie du cylindre et a la précision numérique, les résultats
obtenus avec trés peu d’éléments d’Argyris (respectivement 12 et 16) sont
bons ;

11) ces résultats sont tous atteints par valeurs supérieures ce qui est normal pour
une approximation conforme ;

111) les résultats obtenus par la méthode DKT donnent des charges de flambement
plus faibles. Cela s’explique car
- la méthode DKT est wune méthode d’éléments finis non
conforme (cf. Bernadou-Mato Eiroa et Trouvé {1989]) ;
- 'approximation de la géométrie par facettes introduit des “défauts” de
géométrie qui affaiblissent la structure.
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